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Abstrakt
Tato práce se věnuje fuzzy logickým spojkám, zejména fuzzy implikacím. Hlavní část práce
je zaměřená na fuzzifikaci odvozovacího pravidla modus ponens. Byl proveden experiment
modelování odvozovacího pravidla na základě empirických dat. Experiment zkoumá, jakým
způsobem lidé v běžné řeči vnímají závislost mezi platností předpokladu a následku.

Abstract
This paper focuses on fuzzy logical conjunctions, in particular fuzzy implications. The main
part of the work is focused on the fuzzification of the modus ponens inference rule. An
experiment has been conducted to model the inference rule based on empirical data. The
experiment investigates how people in ordinary speech perceive the dependency between
the validity of the premise and the consequent.
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Kapitola 1

Úvod

V b¥ºném ºivot¥ se setkáváme s vágními tvrzeními. Obecn¥ se jedná o informace, které jsou
obohaceny o n¥jakou zast°enou hodnotu, kterou lze i v rámci skupiny jednotlivc· vnímat
odli²ným zp·sobem. Ov²em pokud se snaºíme tyto informace p°evést na úrove¬ dat, která
zpracováváme výpo£etním médiem, m·ºe se jednat o netriviální problém. A to z d·vodu, ºe
v¥t²ina tvrzení zaznamenaných v datových sadách jsou bu¤ pouze binární hodnoty pravda�
nepravda, nebo £ist¥ konkrétní £íselné hodnoty.

Pokud nap°íklad zpracováváme výrok v b¥ºné, lidské °e£i �Jsem pom¥rn¥ unavený, na
chvíli si dáchnu�, nevíme konkrétní hodnotu únavy jedince, ani to, jakou dobu plánuje
strávit odpo£inkem. Tyto vágní informace jsme schopni zpracovat vyuºitím fuzzy logiky,
která informacím p°i°azuje hodnotu v rozsahu[0; 1]; oproti dvouhodnotové klasické logice.
Zápisem [0; 1] je ve fuzzy prostoru zna£en uzav°ený intervalh0; 1i , otev°ený interval (0; 1)
se zapisuje také pomocí hranatých závorek jako]0; 1[. Podobn¥ jako v klasické logice máme
logické spojky, ve fuzzy prostoru vyuºíváme jejich monotónní roz²í°ení v podob¥ fuzzy
logických spojek.

První kapitola práce vysv¥tluje základní koncepty fuzzy mnoºin, jejich souvislosti s teorií
klasických mnoºin. Taktéº popisuje fuzzy mnoºinové operace, z nichº nás ve zbytku práce
budou doprovázet triangulární normy, které jsou nej£ast¥ji vyuºívanou abstrakcí pro fuzzy
konjunkci, a triangulární konormy, které nej£ast¥ji modelují fuzzy disjunkci.

Druhá kapitola je v¥nována konceptu fuzzy logiky, který podobn¥ souvisí s fuzzy mno-
ºinami jako klasická logika s klasickými mnoºinami. Popisuje zp·soby, kterými lze konstru-
ovat fuzzy implikaci, která tvo°í základ pro vyhodnocování fuzzi�kovaného odvozovacího
pravidla. Práce v tomto ohledu navazuje na práce Ing. Vojt¥cha Havleny, PhD. [2], který
se v¥noval modelování fuzzy konjunkce a disjunkce, a Bc. Veroniky Jirmusové [7], která se
v¥novala modelování fuzzy implikace.

T°etí kapitola objas¬uje principy diskretizace fuzzy logických spojek. Toto téma je klí-
£ové p°i modelování fuzzy modus ponens z empiricky nam¥°ených dat. Tudíº, je to d·leºité
p°i hledaných funkcích a optimalizaci mnoºství výpo£t· nad získanými daty, které se trans-
formují do kompaktn¥j²í podoby.

Poslední kapitola se v¥nuje praktické aplikaci diskretizovaných logických spojek na em-
pirická data a dále nad nimi provádí experiment. Dále p°edstavuje nový pohled na kon-
strukci hledané funkce pro odhad platnosti fuzzy pravidla modus ponens zobecn¥ním jejího
p°edpisu.
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Kapitola 2

Fuzzy mnoºiny

Díky tomu, ºe lidská °e£ není formálním jazykem, lze v ní velice jednodu²e zkonstruovat in-
formace, které obsahují n¥jaké mnoºství nejistoty, dokonce i zmín¥ná informace o �n¥jakém
mnoºství nejistoty� toto zp·sobuje. Roz²i°ující pojmy jako �tém¥°�, �velice� nebo �trochu�
nám dodávají informaci, kterou nelze exaktn¥ vyjád°it. S touto nejistotou jsme schopni se v
rámci klasické (crisp) logiky popasovat pouze na základ¥ rozd¥lení pravda-nepravda. A tato
informace, kterou získáme, je zcela jednozna£n¥ ur£ena tím, zda prvek pat°í do mnoºiny, £i
nikoliv. Ov²em tato �loso�e pohledu má svá úskalí, nebo´ n¥které informace nelze rozli²it
jako £ernou a bílou, protoºe se m·ºou nacházet na pomezí v n¥jaké ²edé zón¥. Za ú£elem
°e²ení problém·, které vznikají uºitím vágních pojm·, vznikaly pr·b¥ºn¥ vícehodnotové
logiky (trojhodnotová Šukasiewiczova logika), aº se dopracovali k fuzzy mnoºinám, které
popsal L. A. Zadeh, a na nich postavené fuzzy logice. Také by se dalo °íci, ºe v n¥kterých
ohledech se p°i aplikaci klasické logiky zanedbává pohled více do hloubky, pokud vezmeme
v úvahu nap°. signál p°ená²ející nuly a jedni£ky, v rámci p°echodu se hladina nachází v tzv.
metastabilním stavu, kdy omezeným pohledem na oba extrémy, bez n¥jaké roz²í°ené reºie
pro zpracování nelze ur£it, ke které hodnot¥ stav náleºí.

2.1 Fuzzy mnoºiny

Fuzzy podmnoºiny obsahují prvky, jejichº £lenství je ur£eno funkcí p°íslu²nosti prvku dané
mnoºin¥ v rozsahu [0; 1]. Takovou trochu naivní interpretací, která není úpln¥ korektní, je
vyloºení si této hodnoty jakoºto �pravd¥podobnostní funkci� toho, ºe prvek náleºí do dané
podmnoºiny. Za základní prostor pro v²echny fuzzy mnoºiny budeme uvaºovat univerzum
X. Pro fuzzy mnoºinu ozna£enouM poté modelujeme funkci p°íslu²nosti � M : X ! [0; 1],
která kaºdému prvku z mnoºiny X udává stupe¬ p°íslu²nosti vlastnosti, kterou sledujeme.
Protoºe je kaºdá fuzzy mnoºina M de�nována svou funkcí p°íslu²nosti � M , jsou tyto dva
pojmy povaºovány za totoºné.

Pro p°íklad si m·ºeme uvést mnoºinu ur£enou vyjád°ením �voda je vlaºná�, kde pro toto
rozp¥tí rozumíme nap°. teplotu vody v rozsahu 32�37� C. Charakteristická funkce mnoºiny
teplot vlaºné vody Vv pak vypadá následovn¥:
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Vv(x) =

(
1 pokud x 2 [32; 37];

0 jinak:

Obrázek 2.1: GrafVv(x)

Díky popisu pomocí klasických mnoºin se pak dostaneme k záv¥ru, ºe voda s teplotou
31,7 � C není vlaºná ani trochu. Zde by se nám hodil n¥jaký pravdivostní p°echod, který by
nám umoºnil vyrovnat se s p°eklenutím hrani£ních hodnot a s nimi spjaté nejistoty, který
je klasickou logikou zahozen. O náleºitosti prvku fuzzy mnoºin¥ lze pak °íci, ºe prvek náleºí
mnoºin¥ jen do n¥jakého stupn¥. Fuzzy mnoºina vlaºné vody by mohla vypadat takto:

� Vv (x) =

8
>>>><

>>>>:

x� 27
5 pokud x 2 [27; 32];

1 pokud x 2 ]32; 37];
42� x

5 pokud x 2 ]37; 42];

0 jinak:

Obrázek 2.2: Graf � Vv (x)

Pro p°íklad nejasnosti interpretace m·ºeme nap°íklad uvaºovat p°ípravu steaku. Zde
máme celou ²kálu ��nálních� stav· p°ípravy {rare, medium-rare, medium, medium-well,
well-done}, které se odli²ují prope£ením masa, ale nejsou de�novány p°esné hranice. Zatímco
medium-rare steak by n¥komu mohl p°ipadat tém¥° tepeln¥ neupravený, n¥kdo jiný by ho
mohl vnímat jako správn¥ p°ipravený, nebo dokonce i tak, ºe steak uº byl p°etaºený.

Poznámka 1. Systém v²ech fuzzy podmnoºin základního prostoruX ozna£ujeme jakoF (X).

2.2 Základní operace nad fuzzy mnoºinami

Jakoºto základní operace nad fuzzy mnoºinami rozumíme operace pr·niku, sjednocení a do-
pl¬ku. Ve fuzzy prostoru lze kaºdou operaci modelovat nespo£etným mnoºstvím rozli£ných
zp·sob·. Nejprve zavedeme tzv. standardní základní operace, zavedené L. A. Zadehem.

De�nice 1. [9] Nech´ X je základní prostor, A; B 2 F (X).

ˆ Standardním pr·nikem fuzzy mnoºin A; B je fuzzy mnoºina A \ B 2 F (X) s
funkcí p°íslu²nosti

� A\ B (x) = min( � A (x); � B (x)) :
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ˆ Standardním sjednocením fuzzy mnoºin A; B je fuzzy mnoºina A [ B 2 F (X) s
funkcí p°íslu²nosti

� A[ B (x) = max( � A (x); � B (x)) :

ˆ Standardním dopl¬kem mnoºiny A je fuzzy mnoºina A 2 F (X) s funkcí p°islu²-
nosti

� A (x) = 1 � � A (x):

V následující kapitole se budeme v¥novat triangulárním normám a konormám, pomocí
kterých jsou tyto základní operace zobecn¥ny.

P°íklad 1. Na ilustraci uvádíme p°íklad dvou fuzzy mnoºinA; B 2 F (X) a standardní
mnoºinové operace na nich.

� A (x) =

8
><

>:

x � 1 pokud x 2 [1; 2];

3 � x pokud x 2 ]2; 3];

0 jinak;

Obrázek 2.3: Fuzzy mnoºina� A (x)

� B (x) =

8
>>>><

>>>>:

x � 2 pokud x 2 [2; 3]

1 pokud x 2 ]3; 4];
6� x

2 pokud x 2 ]4; 6];

0 jinak:

Obrázek 2.4: Fuzzy mnoºina� B (x)

a) Ur£íme pr·nik fuzzy mnoºin � A\ B (x).
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� A\ B (x) =

8
><

>:

x � 2 pokud x 2 [2; 5
2 ];

3 � x pokud x 2 ]5
2 ; 3];

0 jinak:

Obrázek 2.5: Pr·nik fuzzy mnoºin
� A\ B (x)

b) Ur£íme sjednocení fuzzy mnoºin� A[ B (x).

� A[ B (x) =

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

x � 1 pokud x 2 [1; 2];

3 � x pokud x 2 ]2; 5
2 ];

x � 2 pokud x 2 ]5
2 ; 3];

1 pokud x 2 ]3; 4];
6� x

2 pokud x 2 ]4; 6];

0 jinak:

Obrázek 2.6: Sjednocení fuzzy mnoºin
� A[ B (x)

c) Ur£íme dopln¥k mnoºiny � A (x).

� A (x) =

8
><

>:

2 � x pokud x 2 [1; 2];

x � 2 pokud x 2 ]2; 3];

1 jinak:

Obrázek 2.7: Dopln¥k fuzzy mnoºiny
� A (x)

2.3 Triangulární normy a konormy

V této £ásti si de�nujeme funkce, pomocí kterých nej£ast¥ji modelujeme mnoºinové operace
nad fuzzy mnoºinami, triangulární normy, konormy. Dále je budeme také pot°ebovat v
kapitolách zabývajících se fuzzy logikou, nebo´ nimi modelujeme nej£ast¥ji pouºívané spojky
ve fuzzy prostoru pro konstrukci sloºit¥j²ích spojek.
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2.4 Triangulární normy

Triangulární normy jsou funkce dvou prom¥nných, kterými lze modelovat pr·nik fuzzy
mnoºin.

De�nice 2. [9] FunkceT : [0; 1]2 ! [0; 1] se nazývá triangulární norma (zkrácen¥t� norma),
pokud 8x; y; z 2 [0; 1] platí axiomy:

(T1) T(x; y) = T(y; x), komutativita

(T2) T(x; T (y; z)) = T(T(x; y); z), asociativita

(T3) T(x; y) � T(x; z), pokud y � z, monotónnost

(T4) T(x; 1) = x. hrani£ní podmínka

P°íklad 2. Následující funkce spl¬ují t°i ze £ty° zmín¥ných axiom·, lze tedy vid¥t, ºe axi-
omy jsou na sob¥ nezávislé a funkce nenít� normou, pokud nespl¬uje v²echny £ty°i axiomy
naráz.

a) Funkce F1 : [0; 1]2 ! [0; 1] daná p°edpisem

F1(x; y) = x,

spl¬uje (T2), (T3) a (T4), ale nespl¬uje (T1).

b) Funkce F2 : [0; 1]2 ! [0; 1] daná p°edpisem

F2(x; y) = x � y � max(x; y),

spl¬uje (T1), (T3) a (T4), ale nespl¬uje (T2).

c) Funkce F3 : [0; 1]2 ! [0; 1] daná p°edpisem

F3(x; y) =

(
0:5 pokud (x; y) 2 ]0; 1[2 ;

min(x; y) jinak:

spl¬uje (T1), (T2) a (T4), ale nespl¬uje (T3).

d) Funkce F4 : [0; 1]2 ! [0; 1] daná p°edpisem

F4(x; y) = 0

spl¬uje (T1), (T2) a (T3), ale nespl¬uje (T4).

P°íklad 3. Pro modelování fuzzy pr·niku se nej£ast¥ji pouºívají tyto triangulární normy:

ˆ TM (x; y) = min( x; y); minimová t� norma

ˆ TP (x; y) = xy; sou£inovát� norma

ˆ TL (x; y) = max(0 ; x + y � 1); Šukasiewiczovat� norma
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ˆ TD (x; y) =

(
min(x; y) pokud max(x; y) = 1 ;

0 jinak:
drastický sou£in

Jejich grafy vidíme na obrázcích 2.8, 2.9, 2.10, 2.11.

Obrázek 2.8: Minimová t� norma Obrázek 2.9: Sou£inovát� norma

Obrázek 2.10: Šukasiewiczovat� norma Obrázek 2.11: Drastický sou£in

Triangulární normy klasi�kujeme podle jejich vlastností, které mohou spl¬ovat. Za£neme
vlastnostmi diagonály.

De�nice 3. [1] Existuje-li prvek x, pro který platí f (x; x ) = x, pak je x idempotentní prvek.

Pro libovolnou t� normu jsou idempotentní prvky 0 a 1, proto jsou ozna£ovány jakotri-
viální idempotentní prvky. Funkci povaºujeme za idempotentní, práv¥ tehdy, pokud v²echny
prvky de�ni£ního oboru jsou idempotentními prvky. Idempotentní t� norma je pouze mini-
mová t� norma.

Poznámka 2. [9] Triangulární normy jsme si de�novali jako funkci dvou prom¥nných
nad prostorem [0; 1]2. De�nici lze, díky vlastnosti asociativity, roz²í°it na libovolný po£et
argument·, tedy zavést funkceT : [0; 1]n ! [0; 1]; n 2 N; n � 2:

T(x1; :::; xn ) = T(T(x1; :::; xn� 1)xn ):
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Díky tomu m·ºeme de�novat mocninu t� normy, která je dána rekurentním p°edpisem

x [n]
T =

(
x pokud x = 1 ;

T
�

x [n� 1]
T ; x

�
pokud x > 1:

Díky operaci mocniny t� normy lze popsat archimedovské funkce. Triangulární norma
je archimedovská, pokud pro v²echnax; y 2 ]0; 1[ existuje takové p°irozené £íslon, pro které
platí x [n]

T < y: Co je jenom jinak zapsaná limita

lim
n!1

x [n]
T = 0 :

Poznámka 3. Lze ukázat, ºe minimovát� norma archimedovská není, naopakTP ; TL ar-
chimedovskét� normy jsou.

Pro t� normy si nade�nujeme pojmy jako d¥litel nuly a nilpotentní prvek.

De�nice 4. [1] Prvek x 2 ]0; 1[ nazvemed¥litelem nuly dané t� normy, pokud 9y 2 ]0; 1[
takové, ºeT(x; y) = 0 .

De�nice 5. [1] Prvek x 2 ]0; 1[ ozna£íme jakonilpotentní prvek dané t� normy, pokud
9n 2 N takové, ºex [n]

T = 0 .

Poznámka 4. Nad grafy d°íve zmín¥nýcht� norem si lze v²imnout, ºe TM a TP nemají
d¥litele nuly ani ºádný nilpotentní prvek. Naopak uTL a TD je d¥litelem nuly i nilpotentním
prvkem kaºdéx 2 ]0; 1[.

De�nice 6. [1] •ekneme, ºe t� norma je spojitá , pokud funkceT : [0; 1]2 ! [0; 1] je spojitá
v kaºdém bod¥(x; y) 2 [0; 1]2.

Poznámka 5. Jedinou ze zmín¥nýcht� norem, která nespl¬uje tuto vlastnost, jeTD .

Velice d·leºitou vlastností je monotónnost, kterou pozorujeme u v²ech fuzzy roz²í°ení
funkcí. U triangulárních norem pak lze rozli²it více druh· monotónnosti.

De�nice 7. [1]

ˆ Triangulární norma je striktn¥ monotónní , pokud pro ni platí:

Pokud x 2 ]0; 1[ a y < z; pak T(x; y) < T (x; z):

ˆ Triangulární norma je sdruºen¥ striktn¥ monotónní , pokud pro ni platí:

Pokud x < x 0; y < y 0; pak T(x; y) < T (x0; y0):

Poznámka 6. Triangulární normy TM a TL jsou sice spojité, ale ne striktn¥ monotónní.
Striktní monotónnost ov²em platí pro TP .

Na záv¥r si uvedeme de�nici pro vlastnostit � norem, které nám funkce rozd¥lují do t°íd
nilpotentních a striktních t� norem.

De�nice 8. [1] Triangulární normu ozna£ujeme jakonilpotentní , pokud je spojitá a8x 2
]0; 1[ jsou její nilpotentní prvky. Triangulární normu ozna£ujeme jako striktní , pokud je
spojitá a striktn¥ monotónní.

Poznámka 7. Pro zmín¥né základnít� normy platí, ºe Striktní t � norma je pouzeTP ;
naopak nilpotentní t� norma je pouzeTL :
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2.5 Triangulární konormy

K triangulárním normám existují jejich duální funkce, které ozna£ujeme triangulární ko-
normy. Pomocí nich lze ve fuzzy prostoru modelovat sjednocení fuzzy mnoºin.

De�nice 9. [9] Funkce S : [0; 1]2 ! [0; 1] se nazývá triangulární konorma (zkrácen¥
t� konorma, ozna£eníS je zamý²leno jako suma), pokud8x; y; z 2 [0; 1] platí:

(S1) S(x; y) = S(y; x), komutativita

(S2) S(x; S(y; z)) = S(S(x; y); z), asociativita

(S3) S(x; y) � S(x; z), pokud y � z, monotónnost

(S4) S(x; 0) = x. hrani£ní podmínka

Poznámka 8. Lze si v²imnout toho, ºe první t°i vlastnosti jsou stejné jako ut� norem.

Tvrzení 1. Triangulární konormy jsou duální funkce k triangulárním normám, vzájemn¥
jsou mezi sebou odvoditelné pomocí p°edpis·:

T(x; y) = 1 � S(1 � x; 1 � y);

S(x; y) = 1 � T(1 � x; 1 � y):

P°íklad 4. Pro modelování sjednocení ve fuzzy mnoºinách jsou nej£ast¥ji pouºívané tyto
triangulární konormy:

ˆ SM (x; y) = max( x; y) maximová t� konorma

ˆ SP (x; y) = x + y � xy; pravd¥podobnostní sou£et

ˆ SL (x; y) = min(1 ; x + y) Šukasiewiczovat� konorma

ˆ SD (x; y) =

(
max(x; y) pokud min(x; y) = 0 ;

1 jinak:
drastický sou£et

Jejich grafy vidíme na obrázcích 2.12, 2.13, 2.14, 2.15.

Obrázek 2.12: Maximovát� konorma Obrázek 2.13: Pravd¥podobnostní sou£et
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Obrázek 2.14: Šukasiewiczova
t� konorma

Obrázek 2.15: Drastický sou£et

2.6 Zobecn¥né mnoºinové operace

Jak jiº bylo d°íve zmín¥no, pomocí triangulárních norem a konorem jsme mezi fuzzy mnoºi-
nami schopni modelovat operace pr·niku a sjednocení. Proto standardní pr·nik a sjednocení
m·ºeme zobecnit následovn¥:

De�nice 10. [9]

ˆ Pr·nik fuzzy mnoºin A; B 2 F (X) zaloºený nat� norm¥ T je fuzzy mnoºinaA \ T B 2
F (X) s funkcí p°íslu²nosti

� A\ T B (x) = T(� A (x); � B (x)) .

ˆ Sjednocení fuzzy mnoºinA; B 2 F (X) zaloºené nat� konorm¥ S je fuzzy mnoºina
A [ S B 2 F (X) s funkcí p°íslu²nosti

� A[ S B (x) = S(� A (x); � B (x).

Naváºeme na p°íklady pr·niku a sjednocení z podkapitoly o standardních základních
operacích s tím, ºe je budeme modelovat pomocí £ty° základnícht� norem a t� konorem.

P°íklad 5. Nech´ X = R je univerzum, A; B 2 F (X).

� A (x) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

x � 1 pokud x 2 [1; 2];

3 � x pokud x 2
�
2; 5

2

�
;

1
2 pokud x 2

� 5
2 ; 7

2

�
;

4 � x pokud x 2
� 7

2 ; 4
�

;

0 jinak:

� B (x) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

x
5 pokud x 2

�
0; 5

2

�
;

x � 2 pokud x 2
� 5

2 ; 3
�

;

1 pokud x 2 ]3; 4];
6� x

2 pokud x 2 ]4; 6];

0 jinak:
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Obrázek 2.16:� A (x) a � B (x)
Ur£íme A \ T B pro T 2 f TM ; TP ; TL ; TD g.

ˆ Minimová t� norma TM , nám vyjad°uje standardní pr·nik.

� A\ TM B (x) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

x � 1 pokud x 2
�
1; 5

4

�
;

x
5 pokud x 2

� 5
4 ; 5

2

�
;

1
2 pokud x 2

� 5
2 ; 7

2

�
;

4 � x pokud x 2
� 7

2 ; 4
�

;

0 jinak:

Obrázek 2.17: Pr·nik A; B pomocí
TM

ˆ Sou£inovát� norma TP vytvo°í funkci

� A\ TP B (x) =

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

x2 � x
5 pokud x 2 [1; 2];

� x2+3 x
5 pokud x 2

�
2; 5

2

�
;

x� 2
2 pokud x 2

� 5
2 ; 3

�
;

1
2 pokud x 2

�
3; 7

2

�
;

4 � x pokud x 2
� 7

2 ; 4
�

;

0 jinak:

Obrázek 2.18: Pr·nik A; B pomocí
TP

ˆ Šukasiewiczovat� norma TL vytvo°í funkci
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� A\ TL B (x) =

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

6x
5 � 2 pokud x 2

� 5
3 ; 2

�
;

2 � 4x
5 pokud x 2

�
2; 5

2

�
;

x � 5
2 pokud x 2

� 5
2 ; 3

�
;

1
2 pokud x 2

�
3; 7

2

�
;

4 � x pokud x 2
� 7

2 ; 4
�

;

0 jinak:

Obrázek 2.19: Pr·nik A; B pomocí
TL

ˆ Drastickým sou£inemTD získáme p°edpis

� A\ TD B (x) =

8
>>>><

>>>>:

2
5 pokud x = 2 ;
1
2 pokud x 2

�
3; 7

2

�
;

4 � x pokud x 2
� 7

2 ; 4
�

;

0 jinak:

Obrázek 2.20: Pr·nik A; B pomocí
TD

P°íklad 6. Nech´ X = R; A; B 2 F (X), a pravdivostní funkce� A (x); � B (x) jsou totoºné s
p°edchozím p°íkladem (5).

Ur£íme A [ S B pro S 2 f SM ; SP ; SL ; SD g:

ˆ Maximová t� konorma vyjad°uje de�nici standardního pr·niku mnoºin.

� A[ SM B (x) =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

x
5 pokud x 2

�
0; 5

4

�
;

x � 1 pokud x 2
� 5

4 ; 2
�

;

3 � x pokud x 2
�
2; 5

2

�
;

x � 2 pokud x 2
� 5

2 ; 3
�

;

1 pokud x 2 ]3; 4];
6� x

2 pokud x 2 ]4; 6];

0 jinak:
Obrázek 2.21: SjednoceníA; B po-
mocí SM
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ˆ Pravd¥podobnostním sou£tem získáme p°edpis

� A[ SP B (x) =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

x
5 pokud x 2 [0; 1[;
� x2+7 x� 5

5 pokud x 2 ]1; 2];
x2 � 7x+15

5 pokud x 2
�
2; 5

2

�
;

x� 1
2 pokud x 2

� 5
2 ; 3

�
;

1 pokud x 2 ]3; 4];
6� x

2 pokud x 2 ]4; 6];

0 jinak:
Obrázek 2.22: SjednoceníA; B po-
mocí SP

ˆ Šukasiewiczovout� konormou získáme p°edpis

� A[ SL B (x) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

x
5 pokud x 2 [0; 1];
6x� 5

5 pokud x 2
�
1; 5

3

�
;

1 pokud x 2
� 5

3 ; 4
�

;
6� x

2 pokud x 2 ]4; 6];

0 jinak:

Obrázek 2.23: SjednoceníA; B po-
mocí SL

ˆ Drastický sou£et vytvo°í funkci

� A[ SD B (x) =

8
>>>><

>>>>:

x
5 pokud x 2 [0; 1];

1 pokud x 2 ]1; 4];
6� x

2 pokud x 2 ]4; 6];

0 jinak:

Obrázek 2.24: SjednoceníA; B po-
mocí SD
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De�nice 11. Fuzzy dopln¥k lze zobecnit jako:

� A (x) = n(� A (x)) ;

kde n je nerostoucí funkce spl¬ující podmínkyn(0) = 1 a n(1) = 0 .

P°íklad 7. Na ukázku uvádíme nejznám¥j²í z fuzzy dopl¬k·, známý jako Zadeh·v dopln¥k:

� A (x) = 1 � � A (x):

Obrázek 2.25: Zadeh·v dopln¥k

Nerostoucí funkci n lze dále upravit r·znými parametry, aby vyhovovala konkrétním pot°e-
bám chování pro danou aplikaci. Takto dostáváme parametrické t°ídy dopl¬k·. Pro ilustraci
uvádíme Sugenovu t°ídu dopl¬k·:

� A (x) = 1� � A (x)
1+ p� A (x) ; p > � 1:

Obrázek 2.26: Sugen·v dopln¥k

Pomocí parametru p jsme schopni ur£it, rychlost klesání hodnoty dopl¬ku. Lze si v²im-
nout toho, ºe p°i dosazení0 za p získáme Zadeh·v dopln¥k.

Dal²í parametrická t°ída je Yagerova:

� A (x) = p
p

(1 � � A (x)p); p > 0:

Obrázek 2.27: Yager·v dopln¥k

Pomocí parametru p ovliv¬ujeme rychlost klesání hodnoty dopl¬ku. Nap°. prop = 1 se
jedná o Zadeh·v dopln¥k a prop = 2 o výse£ jednotkové kruºnice.

P°íklad 8. Nech´ X = R je univerzum, A 2 F (X).
Ur£íme dopln¥k fuzzy mnoºinyA zaloºený na funkci n(x) = 1� x

1+8 x ; x 2 [0; 1], která vychází
ze Sugenova dopl¬ku.
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� A (x) =

8
><

>:

x pokud x 2 [0; 1];

2 � x pokud x 2 ]1; 2];

0 jinak:

P°edpis dopl¬ku se nám rozd¥lí na intervaly pro funk£ní p°edpis

� n
A (x) =

8
><

>:

1� x
1+8 x pokud x 2 [0; 1];
x� 1

17� 8x pokud x 2 ]1; 2];

1 jinak:

Obrázek 2.28: Graf k p°íkladu 8

Poznámka 9. Lze si v²imnout toho, ºe p°i pr·niku � A (x) s � n
A (x) by nám nevznikla funkce

konstantní nuly jako v klasické teorii mnoºin, ale funkce s dv¥ma vrcholy vý²ky0:25 v bodech
0:25; 1:75 a nenulovými hodnotami na intervalu ]0; 1[ [ ]1; 2[.
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Kapitola 3

Fuzzy logické spojky

V této kapitole se zam¥°íme na fuzzy logiku a zejména na konstrukci jednotlivých logických
spojek, díky kterým budeme schopni vyjád°it podobu fuzzy implikací, které vyuºijeme pro
odvozovací pravidla v rámci aplikace nad fuzzi�kovaným pravidlem modus ponens.

3.1 Fuzzy logika

Fuzzy mnoºiny nám umoºnily nový pohled na náleºitost prvku mnoºin¥, kterou nám vy-
jad°ovala funkce p°íslu²nosti. Pomocí fuzzy logiky se m·ºeme dívat novým pohledem na
pravdivost logických výrok·. Pro ty bude platit, ºe pravdivostní hodnota 0 je absolutní ne-
pravda, 1 je absolutní pravda a hodnoty mezi nimi odpovídají ur£itému stupni pravdivosti.

Budeme pracovat s fuzzy logickými spojkami, které jsou monotónním roz²í°ením klasic-
kých logických spojek. To znamená, ºe fuzzy logické spojky vycházejí z klasických logických
spojek, tedy pro hrani£ní hodnoty musí zachovávat hodnoty z klasické logiky a dále v celém
prostoru mezi nimi jsou monotónn¥ dode�novány.

Pomocí nich budeme schopni vyjád°it hodnotu neur£itosti a nejistoty v rámci logických
operací, oproti klasické logice, kde pravdivostní hodnota m·ºe nabývat pouze hodnot pravda
a nepravda.

3.2 Fuzzy negace

Protoºe je fuzzy logika monotónním roz²í°ením klasické logiky, lze zde de�novat unární
operaci fuzzy negace následovn¥:

De�nice 12. [9] Libovolná nerostoucí funkceN : [0; 1] ! [0; 1] se nazývá negací, pokud
8a; b2 [0; 1] platí

ˆ N (0) = 1 ,

ˆ N (1) = 0 .

Vý²e uvedené de�nici vyhovuje nespo£et moºných funkcí, pro dal²í uºití si budeme chtít
vybrat ty funkce, které nám budou spl¬ovat i siln¥j²í kritéria.

De�nice 13. [1] Negace budeme nazývat:

ˆ Striktní fuzzy negace, pokud je klesající a zárove¬ spojitá.

23



ˆ Silná fuzzy negace, pokud jeinvolutivní , tzn. 8x 2 [0; 1];N (N (x)) = x.

De�nice 14. [9] Duální negace zaloºená na negaciN je dána p°edpisem

N d(x) = 1 � N (1 � x).

P°íklad 9. Uvedeme si pár p°íklad· fuzzy negací, v£etn¥ parametrických t°íd negací :

ˆ NS(x) = 1 � x
silná negace, stan-
dardní fuzzy negace

ˆ N1(x) = cos2
� � �x

2

� striktní, ale ne silná
negace

ˆ NG1 (x) =

(
0 pokud x = 1 ;

1 jinak:
nespojitá, Gödelova
nejv¥t²í fuzzy negace

ˆ NG2 (x) =

(
1 pokud x = 0 ;

0 jinak:
nespojitá, Gödelova
nejmen²í fuzzy negace

ˆ NY (x; n) = n
p

1 � xn ; n > 0

Obrázek 3.1: Grafy
fuzzy negací

Yagerova, silná negace

Poznámka 10. V posledním p°íkladu se jedná o p°íklad fuzzy negace z Yagerovy t°ídy
fuzzy negací, pro který byla zvolena hodnota parametrun = 2 .
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Poznámka 11. M·ºeme si v²imnout, ºe negace je involutivní, pokud jsou její funk£ní
hodnoty soum¥rné podle osyx = y.

Poznámka 12. Podobn¥, jako jsme uvedli p°íklad Yagerovy t°ídy fuzzy negací, je moºné
zkonstruovat i parametrické fuzzy negace Sugenovy t°ídy, které vycházejí ze vztahu

NSu(x; n) =
1 � x

1 + nx
; n > � 1:

3.3 Fuzzy konjunkce a disjunkce

Pomocí fuzzy konjunkce lze z°et¥zit dv¥ a více logických podmínek, kdy bereme v potaz
vágnost informace. Po aplikaci operace získáme informaci, do jaké míry je pravidlo spln¥no,
oproti klasickému �ano�, £i �ne�.

De�nice 15. [8] Neklesající zobrazeníC : [0; 1]2 ! [0; 1] se nazývá konjunkce, pokud
8a; b2 [0; 1] platí

ˆ C(a; b) = 0 , pokud a = 0 , nebo b = 0 ,

ˆ C(1; 1) = 1 .

Fuzzy konjunkce bývá nej£ast¥ji vyjád°ena pomocí triangulárních norem, které uº jsme
si de�novali v rámci fuzzy mnoºin. Stejn¥, jako v klasické matematice, také ve fuzzy p°ípadu,
logické spojky a mnoºinové operace spolu souvisí.

Podobn¥ lze ur£it i roz²í°ení disjunkce do fuzzy prostoru.

De�nice 16. [8] Neklesající zobrazeníD : [0; 1]2 ! [0; 1] se nazývá disjunkce, pokud8a; b2
[0; 1] platí

ˆ D (a; b) = 1 , pokud a = 1 , nebo b = 1 ,

ˆ D (0; 0) = 0 .

Fuzzy disjunkce bývá nej£ast¥ji modelována pomocí triangulárních konorem.

3.4 Fuzzy implikace

Pro ur£ení inferen£ních pravidelmodu ponensse v klasické logice pouºívá implikace. Ve
fuzzy prostoru budeme p°edpokládat stejný poºadavek na tuto logickou spojku. Zavedeme
si tedy obecnou de�nici fuzzy implikace, jako funkci I : [0; 1]2 ! [0; 1], která si bude
zachovávat klasické hodnoty(I (0; 0) = I (0; 1) = I (1; 1) = 1 ; I (1; 0) = 0) a monotónnost.

De�nice 17. [9] Fuzzy implikace je libovolná funkceI : [0; 1]2 ! [0; 1], která spl¬uje
vlastnosti

ˆ I (0; 0) = I (0; 1) = I (1; 1) = 1 ,

ˆ I (1; 0) = 0 ,

ˆ je nerostoucí v prvním argumentu,

ˆ je neklesající ve druhém argumentu.
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Konstrukce fuzzy implikace se obvykle realizuje na základ¥ známých tautologií z klasické
logiky. V klasické logice je známá tautologie:

A ) B () : A _ B:

O tuto tautologii se opírá konstrukce implikací, známých jako (S; N )� implikace. Jedná se
o t°ídu implikací, která vychází p°ímo z uvedené tautologie, kde disjunkce je modelována
t� konormou S a negace fuzzy negacíN :

I S;N (x; y) = S(N (x); y):

Lze se také setkat s ozna£enímS-implikace, které je významov¥ totoºné.

P°íklad 10. [9] Uvedeme si(S; N )-implikace zaloºené na základnícht� konormáchSM ; SP

a SL a jako fuzzy negaci pouºijeme standardní fuzzy negaciN (x) = 1 � x.

ˆ P°i pouºití maximové konormy SM získávámeKleene-Dienesovu implikaci danou
p°edpisem

I SM ;N (x; y) = SM (N (x); y) = SM (1 � x; y) = max(1 � x; y):

ˆ P°i pouºití konormy pravd¥podobnostního sou£inuSP získámeReichenbachovu im-
plikaci danou p°edpisem

I SP ;N (x; y) = SP (N (x); y) = SP (1 � x; y) = (1 � x) + y � (1 � x)y = 1 � x + x � y:

ˆ P°i pouºití Šukasiewiczovy konormySL získámeŠukasiewiczovu implikaci danou
p°edpisem

I SL ;N (x; y) = SL (N (x); y) = SL (1 � x; y) = min(1 ; (1 � x) + y) = min(1 ; 1 � x + y):

Jejich grafy lze vid¥t na obrázcích 3.2, 3.3, 3.4.

Obrázek 3.2: Kleene-Dienesova implikace Obrázek 3.3: Reichenbachova implikace
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Obrázek 3.4: Šukasiewiczova implikace

Dal²ím z mnoha moºných zp·sob· konstrukce implikace ve fuzzy prostorech jsou tzv.
reziduální implikace. P°edpokládejme, ºe T je zleva spojitá triangulární norma. Potom
funkce

I T (x; y) = sup f z 2 [0; 1];T(x; z) � yg; (x; y) 2 [0; 1]2,

je reziduální implikace zaloºená na zleva spojitét� norm¥ T.

P°íklad 11. [9] Uvedeme si R-implikace zaloºené na základních spojitýcht� normách
TM ; TP a TL .

ˆ P°i pouºití minimové t� normy TM získámeGödelovu implikaci danou p°edpisem

I TM (x; y) = sup f z 2 [0; 1]; min(x; z) � yg:

P°edpis se nám rozloºí na tyto p°ípady

� Pokud je x � y, pak pro z = 1 platí min(x; 1) = x � y, takºe nejv¥t²í hodnota,
kterou z m·ºe nabývat je z = 1 .

� Jestliºe je x > y , pak je vyhovující z 2 [0; 1] takové, pro které min(x; z) = z,
protoºe x > y . A tedy nejv¥t²í takové vyhovujícíz = y.

I TM (x; y) =

(
1 x � y;

y x > y:

ˆ P°i pouºití sou£inové t� normy TP získámeGoguenovu implikaci danou p°edpisem

I TP (x; y) = sup f z 2 [0; 1];x:z � yg = min
� y

x
; 1

�
:

ˆ P°i pouºití Šukasiewiczovy t� normy TL získámeŠukasiewiczovu implikaci , je-
jíº p°edpis by m¥l být totoºný jako u (S; N )� implikace zaloºené na Šukasiewiczov¥
t� konorm¥

I TL (x; y) = sup f z 2 [0; 1]; max(0; x + z � 1) � yg = min(1 ; 1 � x + y):

Vzhledem k tomu, ºeR-implikace zaloºená na Šukasiewiczov¥t� norm¥ je vyjád°ena
totoºn¥ jako (S; N )� implikace pro Šukasiewiczovut� konormu, I S;N L

= I TL , budeme
ji dále ozna£ovat jenom jakoI L .
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Jejich grafy lze vid¥t na obrázcích 3.5, 3.6, 3.4.

Obrázek 3.5: Gödelova implikace Obrázek 3.6: Goguenova implikace

Poznámka 13. V této kapitole jsme si ukázali pouze základní fuzzy implikace a zp·soby
jejich konstrukcí. Fuzzy implikace jsme schopni generovat za uºití funkce jedné prom¥nné,
o tom se lze do£íst více z [4] nebo t°eba ve [5].

3.5 Modus ponens

Hlavním d·vodem analýzy fuzzy implikací bylo jejich zuºitkování v rámci studia fuzzi�-
kovaného pravidla modus ponens, a to z d·vodu, ºe odvozovací pravidla jsou ve v¥t²in¥
p°ípad· zapsaná práv¥ jako implikace, které jsou formulovány do tvaruPOKUD � PAK
(z anglického IF � THEN ).

V klasické logice se setkáváme s pravidlemmodus ponensv takové podob¥, ºe pokud
máme v bázi znalostí podmín¥ný výrazA ! B a víme, ºe výrok A platí, pak také platí B .

P°íklad 12. [10] Nech´ výrokA znamená venku pr²í aB znamená vezmi si s sebou de²tník,
potom p°i spojení A ! B získáme výraz.

POKUD venku pr²í, PAK si s sebou vezmi de²tník:

Pokud tedy víme, ºe platí p°edpoklad venku pr²í, tedyA je platné, dokáºeme p°i uºití modu
ponens usoudit platnost následkuB; tedy to, ºe si s sebou máme vzít de²tník.

Poznámka 14. P°i slovním popisu pravidel pouºíváme tzv.lingvistické prom¥nné , které
nám ur£ují hodnotu ve slovní podob¥. Jelikoº máme v klasické logice pouze 2 logické hodnoty,
budeme schopni jeden výrok obm¥nit pouze za uºití negace. Z minulého p°íkladu by pak
negovaný p°edpoklad: A byl vyjád°en slovn¥: Venku nepr²í.

3.6 Fuzzy modus ponens

V klasické logice jsme zapsali modus ponens pomocí logických spojek následovn¥:

A ^ (A ) B )
B

:
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P°epis do fuzzy prostoru pak vypadá takto:

B 0(y) = sup
x2 X

(T(A0(x); I (A(x); B (y)))) :

Pomocí fuzzi�kovaného modu ponens budeme schopni zohlednit v odvozování záv¥r·
na základ¥ p°edpoklad·, které jsou obohaceny n¥jakou vágností, coº m·ºe být v n¥kterých
aplikacích nap°. v rámci expertních systém·, £i zpracování informací v reálném £ase kritické.

3.6.1 Fuzzy lingvistické prom¥nné

P°i fuzzy odvozování informací je d·leºitý pojem tzv. fuzzy lingvistických prom¥nných,
zavedený L. A. Zadehem. Obecn¥ lze °íci, ºe jazyková prom¥nná je prom¥nná, jejíº hodnota
je vyjád°ena slovn¥. Tedy nap°íklad, pokud bychom ur£ovali jazykovou prom¥nnou vlhkosti
vzduchu, tak místo £íselného vyjád°ení budeme vlastnost popisovat pomocí slov, nap°.
velmi nízká, nízká, st°ední, vy²²í, vysoká, velmi vysoká, atd.Podobn¥ lze vyjad°ovat i jiné
vlastnosti jako jazykovou prom¥nnou, nap°. teplota vody jako ledová, studená, chladná,
vlaºná, teplá, horká, vroucí, atd.

De�nice 18. [9] Fuzzy lingvistická prom¥nná je p¥tice(X; T (X ); X; G; M ); kde

ˆ X je jméno lingvistické prom¥nné,

ˆ T(X ) je mnoºina slovních hodnot lingvistické prom¥nné,

ˆ X je univerzum jejich hodnot,

ˆ G je gramatika, která obsahuje syntaktická pravidla pro vytvá°ení hodnot lingvistické
prom¥nné,

ˆ M je sémantické pravidlo, které kaºdé slovní hodnot¥ p°i°azuje fuzzy podmonoºinu
univerza X, £ímº de�nuje její význam.

3.6.2 Zobecn¥ný modus ponens

Pro zobecn¥ní pravidlamodus ponensbudeme uvaºovat vstupy, které budou popsány obec-
ným pravidlem, na základ¥ kterého budeme chtít zpracovat vstupy obohacené jazykovou
prom¥nnou. Motivací pro jeho konstrukci bude modi�kace stavu B 0 takovým zp·sobem, ºe
A a A0 se nutn¥ nemusí rovnat.

Pravidlo: POKUD x je A ^ y je B:
Pozorování: x je A0:
Záv¥r: PAK y je B 0:

P°íklad 13. Pro pochopení odli²ností klasického postupu odvozování a jeho zobecn¥ním si
uvedeme p°íklady:

ˆ
Pravidlo: POKUD je výrobek oblíbený,PAK je jeho dostupnost omezená.
Pozorování: Výrobek je mimo°ádn¥ oblíbený.
Záv¥r: Dostupnost výrobku je zna£n¥ omezená.

ˆ
Pravidlo: POKUD je kvalita sluºby vysoká,PAK je zákazník ²t¥drý s dý²kem.
Pozorování: Kvalita sluºby je velmi vysoká.
Záv¥r: Dý²ko je velice ²t¥dré.
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Je tedy t°eba toto zobecn¥ní brát jako jisté zjednodu²ení poºadavku na aplikovatelnost p°edpo-
kladu, a místo odvození klasickým zp·sobem jako platí�neplatí provést ²kálování na základ¥
podobnosti, namísto totoºnosti mezi p°edpisem a skute£ností. Na základ¥ toho, zda pozo-
rované A0 je platné více, £i mén¥ neºA ur£ené pravidlem, lze pak transformovat d·sledek
získaný v záv¥ru podobným zp·sobem.

Pro d·sledková pravidla se uvádí odhad modu ponens jako

(B ; b); (B ! H ; r )
H ; f ! (b; r)

:

Víme, ºe implikace (B ! H ) je platná (nejmén¥) aº do pravdivostního stupn¥r . Tudíº H
musí být pravdivé aº do n¥jakého stupn¥h takového, ºe I (b; h) � r .

Pot°ebujeme tedy ur£it nejniº²í vyhovující hodnotu h s touto vlastností, aby bylo zaru-
£eno, ºe ohodnoceníH bude alespo¬h. Nech´ I je funkce implikace ! , pak funkce f ! je
reziduální konjunkce implikace I , zapsaná jako

f ! = CI (b; r) = inf
h2 [0;1]

I (b; h) � r:

P°íklad 14. [3] Pro známe (S; NS)� implikace, kdeS je postupn¥SM ; SP a SL a N stan-
dardní negátor, dostáváme reziduální konjunkce:

CI SM ;N (b; r) =

(
0 pokud b+ r � 1;

r jinak;

CI SP ;N (b; r) =

(
0 pokud b+ r � 1;
b+ r � 1

b jinak;

CI L (b; r) = max(0 ; b+ r � 1):

Jejich grafy vidíme na následujících obrázcích.

Obrázek 3.7: Konjunkce zaloºená naI SM Obrázek 3.8: Konjunkce zaloºená naI SP
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Obrázek 3.9: Konjunkce zaloºená naI L

3.6.3 Agrega£ní de�cit

Jiný zp·sob, jak vypo£ítat dolní mez pravdivostní hodnoty H ; je za pomoci tz. agrega£ního
de�citu. Je to operátor zaloºen na fuzzy disjunkci D a to tak, ºe jsou spln¥ny omezující
podmínky:

x � D (c; a) ^ y � D (b;1 � a);

c � RD (a; x) ^ b � RD (1 � a; y):

Z £ehoº lze vyvodit následující de�nici.

De�nice 19. [6] Nech´ D je fuzzy disjunkce, potom agrega£ní de�cit je funkce dána p°ed-
pisem

RD (x; y) = inf f z 2 [0; 1];D (x; z) � yg:

Poznámka 15. Tento zápis trochu vzdálen¥ p°ipomíná p°edpis, kterým jsme si de�novali
R-implikace.

P°íklad 15. Na ilustraci uvádíme agrega£ní de�city odvozené ze známých triangulárních
konorem.

RSM (x; y) =

(
0 pokud x � y;

y jinak:

RSP (x; y) =

(
0 pokud x � y:
y� x
1� x jinak:

RSL (x; y) =

(
0 pokud x � y;

y � x jinak:
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Obrázek 3.10: Agrega£ní de�cit maxi-
mové t� konormy

Obrázek 3.11: Agrega£ní de�cit pravd¥-
podobnostního sou£tu

Obrázek 3.12: Agrega£ní de�cit Šukasiewiczovyt� konormy

Pomocí agrega£ního de�citu lze pak zkonstruovat tzv.pravdivostní funkci rezolucef RD :
[0; 1]2 ! [0; 1], která je klí£ová pro formulaci výsledku úplné rezoluce. Tato funkce je ur£ena
p°edpisem

f RD (x; y) = inf
a2 [0;1]

f D (RD (a; x); RD (1 � a; y))g:

P°íklad 16. Pro agrega£ní de�city z p°edchozího p°íkladu dostáváe postupn¥ pravdivostní
funkce:

f RSM
(x; y) = inf

a2 [0;1]
f D (RSM (a; x); RSM (1 � a; y))g =

inf
a2 [0;1]

f SM (RSM (a; x); RSM (1 � a; y))g =

(
0 pokud x + y � 1;

min(x; y) jinak:

f RSP
(x; y) =

(
0 pokud x + y � 1;

x+ y� 1
max( x;y ) jinak.

f RSL
(x; y) =

(
0 pokud x + y � 1;

x + y � 1 jinak.
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Obrázek 3.13: Funkce f maximové
t� konormy

Obrázek 3.14: Funkcef pravd¥podobnost-
ního sou£tu

Obrázek 3.15: Funkcef Šukasiewiczovyt� konormy

P°íklad 17. [3] Pro získání odhadu pro modus ponens zaloºeného na klauzulích, je t°eba
provést toto pozorování: Nech´D : [0; 1]2 ! [0; 1] je komutativní disjunkce. Pokud pro
libovolné b; r 2 [0; 1] platí

(B ; b) ^ (: B _ H ; r ) ) (H ; gD (b; r)) ;

potom
r � D (1 � b; h) ) r � D (h; 1 � b) ) h � RD (1 � b; r):

Tudíº nejlep²í moºný odhad pro h je

gD (b; r) = inf
b0� b

RD (1 � b0; r ):

Díky tomu, ºe agrega£ní de�cit RD je nerostoucí v prvním argumentu, pak platí

inf
b0� b

RD (1 � b0; r ) = RD (1 � b; r);

z £ehoº pak plyne platnost
gD (b; r) = RD (1 � b; r):
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Pro lep²í pochopení uvádíme grafy funkcígD odvozené ze známýcht� konorem SP ; SM

a SL :

Obrázek 3.16: Funkce g pravd¥podob-
nostního sou£tu

Obrázek 3.17: Funkce g maximové
t� konormy

Obrázek 3.18: Funkceg Šukasiewiczovy
t� konormy
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Kapitola 4

Diskretizovaný fuzzy modus
ponens

P°estoºe fuzzi�kací získáváme zna£n¥ roz²í°ené spektrum platnosti informace, je nutné tento
koncept vnímat i tak, ºe nutn¥ nepot°ebujeme vypo£ítávat pro v²echny prvky mnoºiny
zvlá²´ jejich funk£ní hodnoty a pro kaºdý podúsek nám vznikne plocha s agregovanou
hodnotou. Tudíº budeme jednotlivé obrazy vzor· normovat do podinterval·, které jsou
ur£eny libovolným krokem n, kde n 2 ]0; 1]. V rámci navazujícího praktického uºití budeme
pracovat s krokem n = 1

10, tak aby jednotlivé plochy tvo°ené podintervaly m¥ly totoºnou
velikost.

Kdyº bude uºivatel vyjad°ovat své preference X a Y jako fuzzy hodnoty, p°ípadn¥
uºitím lingvistických prom¥nných x a y, budeme pomocí t¥chto hodnot vyvozovat odhad
pro modus ponens s pouºitím diskretizovaných spojek.

Pro následující de�nice si zavedeme t°i koe�cientyk; l; m , kterými vyjád°íme po£et polí
normované velikosti. Obecn¥ tedy jednotlivé koe�cienty budeme chápat takto:

k po£et podinterval· na ose x,
l po£et podinterval· na ose y,
m celkový po£et podinterval· plochy, tedy m = k � l .

De�nice 20. [3] Nech´ C : [0; 1]2 ! [0; 1] je konjunkce, k 2 f 5; 6; 7; 8; 9g; l 2 f 5; 6; 7; 8; 9g
a m = k � l . Zobrazení Cm

k;l : [0; 1]2 ! [0; 1] de�nováno následovn¥

Cm
k;l (x; y) =

l
m � C

�
dk�xe

k ; dl �ye
l

�m

m
; (4.1)

se nazývá diskretizovaná konjunkce.

Je z°ejmé, ºe zobrazení vyjad°uje konjunkci, okrajové podmínky a monotónnost zaru£uje
konjunkce C: Pokud je konjunkce C komutativní, pak je komutativní i diskretizovaná kon-
junkce Cm

k;l z ní odvozena. Asociativita konjunkceC nezaru£í asociativitu p°íslu²né diskre-
tizované konjunkce Cm

k;l , tudíº takto skonstruována konjunkce nemusí mít nutn¥ vlastnosti
t-norem.

Konstrukce diskretizované disjunkce je dána rovností na základ¥ duality konjunkce a
disjunkce.

Tvrzení 2. [3] Nech´ C : [0; 1]2 ! [0; 1] a D : [0; 1]2 ! [0; 1] jsou duální konjunkce a
disjunkce, které jsou spojité,k 2 f 5; 6; 7; 8; 9g; l 2 f 5; 6; 7; 8; 9g a m = k � l . Potom je duální

35



diskretizovaná disjunkce kCm
k;l zobrazeníD m

k;l : [0; 1]2 ! [0; 1] takové, ºe

D m
k;l (x; y) =

j
m � D

�
k� k�x

k ; l � l �y
l

�k

m
: (4.2)

Poznámka 16. [3] Podobn¥, jako konjunkceC a disjunkce D jsou vzájemn¥ duálními
operacemi, i jejich diskretizované varianty budou proti sob¥ dodrºovat vlastnost duality.
Tudíº pokud platí D (x; y) = 1 � C(1 � x; 1 � y), pak bude platit i D m

k;l (x; y) = 1 � Cm
k;l (1 �

x; 1 � y).
Pro libovolná k 2 N a t 2 [0; 1], platí dk � k � te = k � b k � tc a k � b k � tc = bk � k � tc.

Na základ¥ t¥chto dvou fakt· lze pak jednozna£n¥ dokázat:

D m
k;l (x; y) = 1 �

l
m � C

�
dk� k�xe

k ; dl � l �ye
l

�m

m
=

j
m � m � C

�
1 � bk�xc

k ; 1 � l �y
l

�k

m
=

j
m � D

�
bk�xc

k ; bl �yc
l

�k

m
:

Na ilustraci uvádíme p°íklad výpo£tu jedné hodnoty diskretizované konjunkce.

P°íklad 18. Nech´ C je sou£inová t-normaTP a koe�cienty jsou: k = 4 , l = 4 , m = k � l ,
potom

(TP )16
4;4

�
1
3

;
2
3

�
=

�
16� TP

�
d4� 1

3 e
4 ; d4� 2

3 e
4

��

16
=

�
16� TP

� 1
2 ; 3

4

��

16
=

�
16� 3

8

�

16
=

3
8

:

Po ukázce výpo£tu následuje diskretizovaná konjunkce a disjunkce odvozené postupn¥
z TP ; SP a TM ; TL ; pro lep²í názornost uvádíme gra�ckou a tabulkovou interpretaci.

y n x 0
�
0; 1

4

� � 1
4 ; 1

2

� � 1
2 ; 3

4

� � 3
4 ; 1

�

0 0 0 0 0 0
�
0; 1

4

�
0 1

16
1
8

3
16

1
4� 1

4 ; 1
2

�
0 1

8
1
4

3
8

1
2� 1

2 ; 3
4

�
0 3

16
3
8

9
16

3
4� 3

4 ; 1
�

0 1
4

1
2

3
4 1

Tabulka 4.1: Diskretizovaná konjunkce
(TP )16

4;4(x; y) Obrázek 4.1:(TP )16
4;4(x; y)
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y n x
�
0; 1

4

� � 1
4 ; 1

2

� � 1
2 ; 3

4

� � 3
4 ; 1

�
1

�
0; 1

4

�
0 1

4
1
2

3
4 1

� 1
4 ; 1

2

� 1
4

7
16

5
8

13
16 1

� 1
2 ; 3

4

� 1
2

5
8

3
4

7
8 1

� 3
4 ; 1

� 3
4

13
16

7
8

15
16 1

1 1 1 1 1 1

Tabulka 4.2: Diskretizovaná disjunkce
(SP )36

6;6(x; y) Obrázek 4.2:(SP )16
4;4(x; y)

y n x 0
�
0; 1

4

� � 1
4 ; 1

2

� � 1
2 ; 3

4

� � 3
4 ; 1

�

0 0 0 0 0 0
�
0; 1

4

�
0 1

4
1
4

1
4

1
4� 1

4 ; 1
2

�
0 1

4
1
2

1
2

1
2� 1

2 ; 3
4

�
0 1

4
1
2

3
4

3
4� 3

4 ; 1
�

0 1
4

1
2

3
4 1

Tabulka 4.3: Diskretizovaná konjunkce
(TM )16

4;4(x; y) Obrázek 4.3:(TM )16
4;4(x; y)

y n x 0
�
0; 1

4

� � 1
4 ; 1

2

� � 1
2 ; 3

4

� � 3
4 ; 1

�

0 0 0 0 0 0
�
0; 1

4

�
0 0 0 0 1

4� 1
4 ; 1

2

�
0 0 0 1

4
1
2� 1

2 ; 3
4

�
0 0 1

4
1
2

3
4� 3

4 ; 1
�

0 1
4

1
2

3
4 1

Tabulka 4.4: Diskretizovaná konjunkce
(TL )16

4;4(x; y) Obrázek 4.4:(TL )16
4;4(x; y)

Poznámka 17. Z fakt·, ºe funkce dxe je spojitá zleva abxc je spojitá zprava, lze usoudit,
ºe konjunkce v p°edchozím p°íklad¥ je spojitá zleva, co zobec¬uje následující tvrzení.

Tvrzení 3. [3] Nech´ C : [0; 1]2 ! [0; 1] je spojitá konjunkce, pak diskretizovaná konjunkce
Cm

k;l je spojitá zleva a diskretizovaná disjunkceD m
k;l je spojitá zprava.

Poznámka 18. Nech´ C : [0; 1]2 ! [0; 1] je konjunkce aD : [0; 1]2 ! [0; 1] je disjunkce. Z
nerovnosti x � dk�xe

k a monotónnosti konjunkce plyne

C � Cm
k;l ;
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z duální nerovnosti x � bk�xc
k a monotónnosti disjunkce vyplývá

D � D m
k;l :

Podobn¥, jako ve spojitém p°ípad¥, lze vyjád°it diskretizovanou variantu agrega£ního
de�citu RD . Diskretizovanou variantu agrega£ního de�citu ozna£íme jakoR�

D . Potom

R�
D (x; y) = inf

�
z 2 [0; 1];

�
m � D

�
bk � zc

k
;
bl � xc

l

��
� m � y

�
:

Vzhledem k monotónnosti disjunkce lze uvedený p°edpis vyjád°it bez pouºití in�ma
následovn¥:

Tvrzení 4. [3] Nech´ D : [0; 1]2 ! [0; 1] je spojitá disjunkce a D m
k;l je diskretizovaná

disjunkce. Dále nech´RD : [0; 1]2 ! [0; 1] a R�
D : [0; 1]2 ! [0; 1] jsou agrega£ní de�city

zaloºené postupn¥ naD a D m
k;l . Pak platí následující rovnost:

R�
D (x; y) =

l
k � RD

�
dl �xe

l ; dm�ye
m

�m

k
: (4.3)

Analogicky se provede diskretizace funkcegD , která slouºí k odhadu modu ponens. Její
diskretizovanou variantu ozna£íme jakog�

D a její konstrukci popisuje následující tvrzení.

Tvrzení 5. [3] Nech´ gD : [0; 1]2 ! [0; 1] a g�
D : [0; 1]2 ! [0; 1] jsou odhady modu ponens

zaloºené na komutativních disjunkcíchD a D m
k;l . Potom pro g�

D platí následující rovnost:

g�
D (b; r) =

l
k � gD

�
dk�be

k ; dm�r e
m

�m

k
: (4.4)

Na záv¥r si ukáºeme grafy takto zkonstruovaných funkcí odhadu fuzzy modus ponens
pro koe�cienty k = 4 ; l = 4 ; m = k � l .

Obrázek 4.5:(g�
SM

)16
4;4

(b; r) Obrázek 4.6:(g�
SP

)16
4;4

(b; r)
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Obrázek 4.7:(g�
SL

)16
4;4

(b; r)
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Kapitola 5

Modelování diskretizovaných
funkcí na základ¥ empirických dat

V rámci své bakalá°ské práce jsem se zabýval modelováním funkcegD , v této kapitole jsem
popsal, jak jsem experimentáln¥ zkoumal, jak lidé vnímají závislost odvozování informace v
b¥ºné °e£i. Data pro experiment byla sbírána formou dotazníku, který jsem roz²i°oval mezi
studenty informatické fakulty, studenty maturitního ro£níku gymnázia, ale i mezi osoby
pracující v rozli£ných oborech. Respondenty jsem takto vybíral z d·vodu, ºe lze o£ekávat,
ºe osoby mimo obor informatiky budou závislosti mezi výroky vnímat odli²ným zp·sobem.

Dotazníkem bylo získáno celkem 152 odpov¥dí.
Experiment byl provád¥n nad p¥ticí trojic výrok·, kde se kaºdá trojice skládá z p°ed-

pokladu, následku a spojením p°edpokladu i následku pro vyjád°ení odvozovacího pravidla.
Zkoumány byly tyto skupiny výrok·:

1. (a) Na obtíºné testy se p°ipravuji d·sledn¥.

(b) Z obtíºných test· dostávám zpravidla p¥knou známku.

(c) Pokud se p°ipravím na obtíºný test, pak z n¥j dostanu p¥knou známku.

2. (a) Jsem zodpov¥dný °idi£.

(b) Pokuty za °ízení dostávám vzácn¥.

(c) Jestliºe jsem zodpov¥dný °idi£, pak mi je ud¥lena pokuta velice z°ídka.

3. (a) V¥t²inou chodím spát pozd¥.

(b) Dopoledne bývám £asto znavený.

(c) Pokud jdu pozd¥ spát, pak jsem následující dopoledne unavený.

4. (a) ƒasto chodím cvi£it do posilovny.

(b) Mám dobrou fyzickou kondici.

(c) Protoºe pravideln¥ nav²t¥vuji posilovnu, udrºuji si dobrou fyzickou kondici.

5. (a) Bývám £asto ve stresu.

(b) Koní£ky jsou pro m¥ odpo£inková aktivita.

(c) Jestliºe jsem pod tlakem, rád si odpo£inu u n¥jakého svého koní£ka.
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5.1 Aplikace pro sb¥r dat

Dotazník byl zpracován formou jednoduché webové aplikace napsané v jazycePHP1. Získaná
data byla ukládána za pomoci databázového systémuMySQL.

Kaºdý výrok v dotazníku byl ohodnocen celo£íselnou hodnotou od0 do 10, která je
v rámci následného zpracování normována do intervalu[0; 1]. P°edpoklad a následek nám
slouºí pro ur£ení sou°adnice, kam se v prostoru promítá na²e odhadovaná hodnota výsled-
ného tvrzení. Záznamy v databázi mají následující strukturu:

Obrázek 5.1: Diagram entit v databázi

5.2 Zpracování dat

Zpracování dat je provád¥no skriptem zpracovaným v jazycePython. Z nestandardních
knihoven skript vyuºívá knihovnu NumPya Matplotlib .

Hodnoty platnosti jednotlivých záznam· v databázi mají celo£íselnou hodnotu 0 aº
10, a proto je musíme pro normování do fuzzy prostoru vyd¥lit deseti, £ímº získáváme sí´
jednotlivých váºených bod·. Protoºe pro kaºdý bod máme jiný po£et získaných odpov¥dí,
jsou tato získaná data agregována aritmetickým pr·m¥rem s tím, ºe kaºdý bod má dále
p°i°azenou váhu na základ¥ po£tu získaných odpov¥dí v tomto uzlu.

5.2.1 Stavový prostor

Vyjád°it hodnotu jednotlivých ploch podinterval· lze více zp·soby. Pro ilustraci v následu-
jících podkapitolách si zavedeme pomocné prom¥nnéa; b, kde a; b 2 N ^ a; b � 10, pomocí
kterých budeme ozna£ovat sou°adnice uzlových bod· stavového prostoru.

Získané hodnoty se nám promítají do plochy, která je vyjád°ena obrázkem 5.2.

Obrázek 5.2: P·dorys stavového prostoru Obrázek 5.3: Plocha podinterval· dle C �

1Dotazník je dostupný pod odkazem: Dotazník � Fuzzy Modus Ponens
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Pokud se pro konstrukci fuzzy modus ponens budeme drºet d¥lení na podintervaly dle
de�nice diskretizované konjunkce (20), vznikne izolovaná, spojitá p°ímka po obvodu pro-
storu pro kaºdý uzel, kde pro jeho sou°adnice platí, ºex = 0 nebo y = 0 . Díky promítnutí
podinterval·, které neobsahují své in�mum, a faktu, ºe námi získané hodnoty jiº jsou dis-
kretizovány, lze usoudit, ºe do celé plochy

� a� 1
10 ; a

10

�
�

� b� 1
10 ; b

10

�
se nám promítne váºená

hodnota bodu
� a

10; b
10

�
. Toto je znázorn¥no na obrázku 5.3.

Agregované hodnoty získaných dat pomocí diskretizované konjunkce pak pro jednotlivé
sady výrok· vypadají následovn¥:

Obrázek 5.4: Agregované hodnoty
první sady výrok· jako C100

10;10

Obrázek 5.5: Agregované hodnoty
druhé sady výrok· jako C100

10;10

Obrázek 5.6: Agregované hodnoty
t°etí sady výrok· jako C100

10;10

Obrázek 5.7: Agregované hodnoty
£tvté sady výrok· jako C100

10;10
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Obrázek 5.8: Agregované hodnoty páté sady výrok· jakoC100
10;10

Pro druhou a £tvrtou sadu výrok· jsou agregované hodnoty pom¥rn¥ monotónní, ale v
ostatních p°ípadech se ukazují empirická data jako p°íli² za²um¥ná a chaotická, aby se v
nich tímto zp·sobem daly hledat souvislosti.

Jiným zp·sobem je rozd¥lit prostor na podplochy o totoºných rozm¥rech s tím, ºe bu-
deme povaºovat v²echny vrcholy tohoto £tverce za stejn¥ d·leºité pro získání plochy mezi
nimi proloºené. V tomto p°ípad¥ tedy agregujeme hodnotu mezi £ty°mi uzlovými body plo-
chy

� a� 1
10 ; a

10

�
�

� b� 1
10 ; b

10

�
. Hodnota plochy je výsledn¥ ur£ena pr·m¥rnou hodnotou kaºdého

uzlu £tve°ice se zohledn¥ním jeho kumulované váhy. To je znázorn¥no obrázkem 5.9.
Grafy získané tímto novým pohledem do shlukování váºených bod· do £tve°ic pak m·-

ºeme vid¥t na obrázcích 5.10, 5.11, 5.12, 5.13 a 5.14

Obrázek 5.9: Plocha podinterval·
ur£ená °ezem

Obrázek 5.10: Agregované hodnoty
první sady výrok· jako °ezy pro-
storu
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Obrázek 5.11: Agregované hodnoty
druhé sady výrok· jako °ezy pro-
storu

Obrázek 5.12: Agregované hodnoty
t°etí sady výrok· jako °ezy pro-
storu

Obrázek 5.13: Agregované hodnoty
£tvté sady výrok· jako °ezy pro-
storu

Obrázek 5.14: Agregované hodnoty
páté sady výrok· jako °ezy pro-
storu

U graf· sestrojených nad £tve°icemi m·ºeme vid¥t hlad²í p°echody mezi uzly a grafy
vypadají mén¥ za²um¥né. Ov²em principy diskretizovaných spojek je²t¥ uºijeme v nadchá-
zejících £ástech.

Samoz°ejm¥ moºností agregace blízkých bod· je obrovské mnoºství. Byla by moºnost
vytvá°et shluky nad hv¥zdicovou podobou okolí, kde by se st°edovému bodu mohla dát
vy²²í váha

�
nap°. 1

2

�
a £ty°i okolní body by se pod¥lily rovnom¥rn¥ o zbývající podíl váhy

do 1, coº by kaºdému ze sousedních £ty° bod· dalo váhu1
8 .

5.2.2 Zpracování empirických dat

Prvotním zp·sobem zpracování dat bylo uvaºovat hodnoty platnosti p°edpokladu (Pscore)
a následku (Cscore) za sou°adnice a zpr·m¥rovanou hodnotu výroku modus ponens (MPscore)
p°ímo za námi hledanou pravdivostní hodnotu. Tomuto zpracování odpovídají p°ede²lé
grafy agregovaných hodnot do £tve°ic.

Dal²ím zp·sobem zpracování dat je za pomocí vzorc· uvedených v p°ede²lé kapitole 4.
Bylo v²ak nutné lehce upravit sémantiku zápisu (5). P·vodní diskretizované spojky jsou
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funkce, které transformují pouze dva vstupy. Data získaná dotazníkem jsou v²ak trojice,
jejichº prvky si ozna£íme:

x pravdivostní hodnota p°edpokladu
y pravdivostní hodnota následku
z platnost odvozovacího pravidla

Pro empirická data bylo tedy t°eba vytvo°it novou funkci konstruující gD , ta svou pod-
statou vychází z p°edpisu d°íve de�nované diskretizované konjunkce 20, která je modelována
implikací, konstruovanou diskretizovanou disjunkcí. P°edpis této funkce vypadá následovn¥:

CI �
D

(x; y; z) =

l
k � CI D ( dl �C(x;z )e

l ; dm�ye
m )

m

k
: (5.1)

Tímto p°edpisem vyjad°ujeme význam p·vodního pravidla modus ponens, pro správné
pouºití s empirickými daty, jelikoº teoretické vzorce ur£ovaly hodnoty pouze v závislosti
na hodnotách p°edpokladux a následkuy, a empirická data obsahují i vyjád°ení platnosti
vztahu mezi x; y a jeho skute£ný vliv na platnost celého tvrzení, které vyplývá z platností
výrok· x; y. Tuto sloºku ozna£ujeme jako z. Jednoduché vyjád°ení souvislosti výrokovou
formulí je následovné:

8x; y; z 2 [0; 1] : (x ^ z) ) y:

Nad empirickými daty jsem experimentáln¥ ov¥°oval vlastnosti funkcí, které vznikají
kombinací t°íd implikací, tedy (S; N )� implikace a reziduální implikace se spojitými trian-
gulárními normami. Zjistil jsem, ºe (S; N )� implikace jsou mén¥ restriktivní na sílu pouºité
t� normy neº reziduální implikace.

5.2.3 Zpracovaná data

Pro ilustraci se v této kapitole budeme podrobn¥ v¥novat vyhodnocení dat nad pátou
sadou výrok·, jejíº získané hodnoty porovnáme s odpovídajícími jiº zavedenými funkcemi
pro modelování fuzzy logických spojek a pravidel.

Vyhodnocení je provedeno následujícím zp·sobem. Empirická data agregujeme na °ezy
prostoru za uºití metody £tve°ic sousedních váºených bod· 5.9. Nad takto získanou maticí
váºených bod· je zkonstruována empirická funkce CI �

D
, dle 5.1. Tuto funkci lze obecn¥

vytvo°it kombinací r·zných t� norem a fuzzy implikací. Uvedeme si tedy postupn¥ p°íklady
empiricky vytvo°ené konjunkce a implikace, které dále srovnáme s jejich odpovídajícími
funkcemi, jiº zavedenými pro modelování t¥chto logických spojek.

Jak jiº bylo zmín¥no, vyhodnocení si ukáºeme pro pátou sadu, tedy pro následující
skupinu výrok·:

a) Bývám £asto ve stresu.

b) Koní£ky jsou pro m¥ odpo£inková aktivita.

c) Jestliºe jsem pod tlakem, rád si odpo£inu u n¥jakého svého koní£ka.
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Jako první ukázku si ukáºeme grafy diskretizovaných funkcíT �
M a CI �

SM
; konstruovanými

nad empirickými daty.

Obrázek 5.15:T �
M mezi a) a c)

Obrázek 5.16:CI �
SM

vytvo°ená po-
mocí empirických dat

Poznámka 19. U obrázk· 5.15, 5.19 a 5.23 je nutné si uv¥domit, ºe se v tomto zpracování
nejedná o konjunkce v pravém slova smyslu, spí²e o sadun funkcí, kde kaºdá z nich p°i°azuje
váhu d·leºitosti výroku x pro platnost výsledného y, coº je vyjád°eno pomocí výroku z. Za
konjunkci lze tuto funkci povaºovat aº p°i jejím spojení v kontextu s výrokem y, toto uº lze
vid¥t v grafu 5.16 pro jeden z model· odhadu modus ponens.

Grafy diskretizovaných funkcí (obrázky 5.15 a 5.16) m·ºeme porovnat s grafy spojitých
známých funkcí TM a gSM :

Obrázek 5.17: Minimová t� norma
Obrázek 5.18: Odhad modus po-
nens na základ¥gSM
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Dal²í diskretizované funkce, T �
P a CI �

SP
, konstruované nad empirickými daty zaloºené

na TP a SP , vidíme na následujících obrázcích:

Obrázek 5.19:T �
P mezi a) a c)

Obrázek 5.20:CI �
SP

vytvo°ená po-
mocí empirických dat

A op¥t pro srovnání uvádíme grafy sou£inovét� normy a funkci gSP :

Obrázek 5.21: Sou£inovát� norma
Obrázek 5.22: Odhad modus po-
nens na základ¥gSP

Na záv¥r ukáºeme moºnost kombinovat R� implikace a t� normy pro diskretizované
spojky nad empirickými daty a na porovnání také pro spojité fuzzy spojky pravidla. Za-
£neme s Šukasiewiczovout� normou a na ní zaloºenouR� implikaci, která je identická s I L

implikaci, známou jako Šukasiewiczova implikace. P°íslu²né diskretizované spojky jsou na
obrázcích 5.23 a 5.24.
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Obrázek 5.23:T �
L mezi a) a c) Obrázek 5.24: CI �

L
vytvo°ená po-

mocí empirických dat

Op¥t lze pr·b¥hy diskretizovaných funkcí porovnat s grafy p°íslu²ných spojitých funkcí:

Obrázek 5.25: Šukasiewiczova
t� norma

Obrázek 5.26: Odhad modus po-
nens na základ¥gSL

Poznámka 20. Lze si v²imnout, ºe grafy 5.25 a 5.26 jsou totoºné. Tato vlastnost je zp·so-
bena nilpotencí (8) Šukasiewiczovyt� normy. Podobná záleºitost probíhala u implikací, kde
jsme zjistili, ºe Šukasiewiczovu implikaci lze klasi�kovat jako(S; N )� implikaci, ale i jako
R� implikaci. Totoºné grafy jsou dále i s funkcemi f RSL

a CI L .

A je²t¥ si ukáºeme grafy diskretizovaných funkcí, které jsou zaloºené na Goguenov¥
implikaci a postupn¥ na minimové a sou£inovét� norm¥.
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Obrázek 5.27:CI �
TM

vytvo°ená po-
mocí empirických dat

Obrázek 5.28:CI �
TP

vytvo°ená po-
mocí empirických dat

Po p°evedení získaných dat vzorcem pro odhad fuzzy pravidla modus ponens si m·ºeme
v²imnout, ºe hodnoty jsou oproti zavedeným, spojitým funkcím ob£asn¥ staºeny k nule v
hodnotách sou°adnic od p°ibliºn¥ 0:6. Ale obecn¥ vzato, funkce vypadají velice podobn¥
svým p°íslu²ným spojitým funkcím. Lze tedy usoudit, ºe usuzovací pravidlo modus ponens
si v lidské °e£i obecn¥ vykládáme korektním zp·sobem.

Ostatní sady výrok· se v²emi kombinacemi fuzzy logických spojek jsou zpracovány v
p°ílohách práce B, C, D, E a F, v£etn¥ páté sady výrok·.

5.3 Zobecn¥ní funkce gD

D°íve jsme uvedli p°edpis pro výpo£et odhadu hodnoty fuzzy modus ponens jako:

gD (b; r) = RD (1 � b; r):

Tento p°edpis odpovídá zápisu

gD (b; r) = RD (NS(b); r ):

Pokud standardní fuzzy negaci nahradíme za negaci obecnou, lze pak zobecnit p°edpis
pro gD následovn¥:

gD;N (b; r) = RD (N (b); r ):

V poslední £ásti práce si ukáºeme vliv negací s r·znými vlastnostmi na pr·b¥hy odhado-
vaných funkcí gD , které budou dále srovnatelné i s odhady vytvo°enými na empirických
datech v p°ílohách práce.

5.3.1 Pouºití silných fuzzy negací

Jako alternativy standardní negace, které jsou taktéº silné, lze pouºít nap°. parametrické
t°ídy fuzzy negací, konkrétn¥ fuzzy negace Yagerovy nebo Sugenovy t°ídy.

U obou t°íd jsou hodnoty parametru n omezené tak, aby funkce nabývala hodnoty z
intervalu [0; 1] a byla de�nována. Budeme testovat hodnoty parametru n v hodnot¥ blízké
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t¥chto hranic a dále v b¥ºných hodnotách n¥jakého standardního rozp¥tí hodnot. P°ipomí-
náme, ºe pro Sugenovu t°ídu dostaneme pron = 0 standardní negaciNS a pro Yagerovu
t°ídu dostaneme standardní negaci pron = 1 :

a) Modus ponens pro hrani£ní hodnoty parametr· n :

Hrani£ními hodnotami myslíme hodnotu parametru n takovou, která se blíºí hrani£ní
hodnot¥, pro kterou je parametrizovaná fuzzy negace je²t¥ de�nována. Pro Sugenovu
t°ídu zvolíme hodnotu parametru n = � 0:99 a pro Yagerovu t°ídu volíme n = 0 :01.

Obrázek 5.29: Zobecn¥nígSM s
NSu(x; � 0:99)

Obrázek 5.30: Zobecn¥nígSM s
NY (x; 0:01)

Obrázek 5.31: Zobecn¥nígSP s
NSu(x; � 0:99)

Obrázek 5.32: Zobecn¥nígSP s
NY (x; 0:01)
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Obrázek 5.33: Zobecn¥nígSL s
NSu(x; � 0:99)

Obrázek 5.34: Zobecn¥nígSL s
NY (x; 0:01)

Lze pozorovat to, ºe pro extrémní hodnoty jsou k°ivky p°íli² deformovány oproti
k°ivce, která vznikla pomocí standardní negace. Rozebereme si podrobn¥ji dynamiku
obou parametrických t°íd. Pro Yagerovu t°ídu se za£íná znateln¥ m¥nit pr·b¥h aº pro
hodnoty n > 0:2, do té doby funkce vypadá spí²e jako lineární závislost na hodnot¥y.

Pr·b¥h negací ze Sugenovy t°ídy je konkávní pron 2 ]� 1; 0] a konvexní pron 2 [0; 1 [.
Pro Yagerovu t°ídu platí, ºe negace jsou konkávní pron 2 [1; 1 [ a konvexní pro
n 2 ]0; 1].

b) Modus ponens pron = 1 :5 :

Pro hodnotu parametru n = 1 :5 je moºné lépe srovnávat pr·b¥hy zobecn¥ných funkcí.
Lze pozorovat jistou dualitu mezi t¥mito dv¥ma zvolenými t°ídami fuzzy negací. Pro
hodnoty na osex lze pozorovat zak°ivení odpovídající pr·b¥hu zvolené fuzzy negace.

Obrázek 5.35: Zobecn¥nígSM s
NSu(x; 1:5)

Obrázek 5.36: Zobecn¥nígSM s
NY (x; 1:5)
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Obrázek 5.37: Zobecn¥nígSP s
NSu(x; 1:5)

Obrázek 5.38: Zobecn¥nígSP s
NY (x; 1:5)

Obrázek 5.39: Zobecn¥nígSL s
NSu(x; 1:5)

Obrázek 5.40: Zobecn¥nígSL s
NY (x; 1:5)

c) Modus ponens pron = 10 :

Pro vy²²í hodnoty n lze pozorovat podobný pr·b¥h Yagerovy t°ídy se Sugenovou t°í-
dou pro hodnotu parametru blízkou spodní hranici p°ijatelných hodnot parametru n.
Za vy²²í hodnotu parametru lze povaºovat jiº hodnotu n = 10: Pro vy²²í hodnoty se
pr·b¥h t¥chto funkcí zásadn¥ nem¥ní.

Pro n > 10 se bude zobecn¥ná funkcegD zaloºena na Yagerov¥ negaci limitn¥ blíºit
spodní hranici prostoru krychle. Bude se tedy limitn¥ p°ibliºovat pr·b¥hu drastického
sou£inu. Pr·b¥h funkce zaloºené na Sugenov¥ negaci se bude p°ibliºovat lineární zá-
vislosti na hodnot¥ druhé so°adnice. Tedy se limitn¥ blíºí k rovin¥z = y: Jedná se o
duální zám¥nu pr·b¥h· v·£i graf·m v kapitole v¥nující se pouºití hrani£ních hodnot
parametru n v £ásti a).
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