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ABSTRAKT

Tato bakalafska prace pojednava o aplikaci Z-transformace v teorii regulace. ReSersni ¢ést
je vénovana uvedeni teorie matematického aparatu Z-transformace vcetné jejich vlastnosti
ateSeni. Dale se resersni Cast zabyva diskrétni funkci a diferenénimi rovnicemi, jejich uplatnéni
v regulacni technice, diskretizaci spojitych systémt a stabilitou. Prakticka ¢ast je vénovéna
feSeni a simulaci regulacniho obvodu se stejnosmérnym motorem véetné softwarového ovétent.

ABSTRACT

This bachelor thesis deals with the application of the Z-transform in control theory. The review
section is devoted to introducing the theory of the mathematical apparatus of Z-transforms
including their properties and solutions. Furthermore, the research part deals with discrete
function and difference equations, their application in control engineering, discretization of
continuous systems and stability. The practical part is devoted to the solution and simulation of
a DC motor control circuit including software verification.
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1 UVOD

V oblasti automatického fizeni se dlouhou dobu pouzivalo vyhradné spojité fizeni. V poloviné
20. stoleti se pro funkci regulatorti zacinaji pouzivat Cislicové pocitace. Tento fakt je hlavnim
divodem pro prechod od spojitého fizeni k fizeni diskrétnimu. Laplaceovu transformaci, ktera
slouzi jako matematicky néstroj k popisu a analyze spojitych systémd, tak v teorii diskrétnich
systémtl nahrazuje Z-transformace. Z-transformace se v tomto kontextu stava stézejni soucasti
teorie diskrétniho fizeni.

Cilem reSerSni Casti bakalaiské prace je piedstavit teoreticky zdklad Z-transformace,
vcetné rozliSeni pfimé a zpétné Z-transformace a demonstrovat jeji vlastnosti a metody feSeni.
Déle se prace vénuje aplikaci téchto poznatkii na feSeni diferenc¢nich rovnic, které jsou
zakladem matematického modelovani diskrétnich systémua. Tyto rovnice umoziluji popsat
dynamické chovani ¢islicovych regulatort a jinych prvkid modernich regulacnich systémii.
Teoreticky ramec je nasledné rozsiten o ptehled diskrétnich regulacnich obvodi, jejichz Cleny
a struktura jsou detailn€ analyzovany vcetné metod diskretizace spojitych systémil. ReSersni
¢ast je zakoncena kapitolou vénujici se stabilité diskrétnich obvoda.

Pro praktickou ¢ast byl vybran stejnosmérny motor s parametry redlného motoru,
ke kterému byl zkonstruovan diskrétni regulacni obvod. Pti konstrukei a v nasledném ovéteni
stability byly vyuzity vztahy, které byly popsany v reSer$ni ¢asti bakalaiské prace. K ovéteni
vSech analytickych a numerickych vypocti byl vybran software MATLAB s nastavbou
Simulink.

15
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2 Z-TRANSFORMACE

Z-transformace piedstavuje matematicky aparat, vyuzivany predevSim pii popisu a analyze
diskrétnich systémti. Umoznuje analyzovat a zpracovavat diferencni rovnice a diskrétni signaly
v Casové 1 frekvencéni oblasti. Vyuziti Z-transformace mé své kofeny v pracich Abrahama De
Moivra zroku 1730. K analyze se u spojitych systémi vyuziva nastroj Laplaceovy
transformace. U diskrétnich systému se vyuziva praveé nastroj Z-transformace. Dalo by se tedy
fict, ze Z-transformace je Laplaceové transformaci analogicka. Rozdilem je, Ze pracuje
s posloupnosti {f (k)} diskrétnich celo¢iselnych hodnot argumentu k, na rozdil od Laplaceovy
transformace, ktera operuje se spojitou funkci. Své vyuziti najde Z—transformace v oblasti
techniky, v oblasti komunikaci a telekomunikaci nebo ekonomii a financich. [1]

2.1 Diskrétni funkce

Diskrétni funkce f(kT) je dana posloupnosti diskrétnich hodnot f(0), f(T), f(2T), ..., které
odpovidaji tzv. vzorkovacim okamzikiim, tedy ¢asovym bodim t = 0, T, 2T, .... Vzorkovaci
perioda T ptfedstavuje Casovy interval mezi po sob& jdoucimi vzorky signalu a je vyjadiena
v sekundach [s]. Mimo tyto dasové okamziky neni funkce definovana. Casové body, ve kterych
je funkce f(kT) urCena, jsou rovnomérné rozloZeny v Case, tedy t = kT, kde k je celé Cislo
(k = 0,1,2,...). Tento Cas kT se oznacuje jako diskrétni ¢as. Prib¢h diskrétni funkce je

znazornén na Obr. 1. [1]

f(kT)

(0)
f(T)
£(2T)
£(3T)
f(4T)

0 T 2T 3T 4T kT

Obr. 1: Graf diskrétni funkce [1]
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2.2 Prima Z-transformace

Laplacetiv obraz spojité funkce f(t) je ddn vztahem

L{f(t)}=F (s) = foof(t)e_“dt. (2.1)

Dosazenim impulst f(kT) a prechodem integralu k sumé ziskame Laplaceiv obraz spojité
funkce f(kT)

L®)= ) fUT) e, 22)
k=0
Zavedeme-li novou proménnou z do Laplaceovy transformace vztahem
z= e, (2.3)

ziskdme Z—obraz definovan jako:

F() = ZU () = f(RT) 2™ = f(0) + F(D)z™ + f(2Tz 2 + - 24
k=0

Timto vztahem je Z—obraz definovan jen pro diskrétni funkce (k = 0) a pro funkce spojité jej
pouzit nelze. [1]

Metodou, ktera se nejcastéji pouzivad k nalezeni Z-—obrazu je prace se slovnikem
Z—transformace, ktery obsahuje spojité funkce f(t), jejich Laplacetiv obraz F(s) a diskrétni
funkce f(kT) a jejich Z-obraz F(z). [1]

18
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Tab. 1: Slovnik Z-transformace [1]

f@® F(s) f(kT) F(2)
6(t) 1 6(kT) 1
1 z
t - kT
n(t) . n(kT) p—
1 zT
t 7 i w17
t? 1 (kT)? z(z+ 1T?
2 53 2 2(z — 1)3
1 A
—aT —akT _
¢ s+a ¢ z—e™
te=aT _1 kT e~akT —zTe‘aT
(s +a)? (z — e—aT)2
. 1
aT Iga ak (a>0)
S — T Z
w i T
sin wt 5 > sin wkT Zsm @
s?+w z2 —2zcoswT + 1
S 2 _
coswT 5 > cos wkT z z cos wT
st w z2 —2zcoswT + 1

Priklad 1:

Urceni Z-obrazu diskrétni funkce ze spojité funkce, jejiz Laplacetiv obraz je

s+ 2

F(s) =
(s) s34+ 4,552 + 2s

ReSeni
Rozlozeni jmenovatele funkce F(s) na soucin
s+2
“sG+4)(+05)
Rozklad na parcialni zlomky a vypocet konstant A, B, C
s+2 A B C

F(s)

F(s)

1 6

=s(s+4)(s+0,5)= §+s+4+s+0,5"'= s 7(s+4) 7(s+0,5)

19
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Urceni Z-obrazu pomoci slovniku Z-transformace z Tab. 1

A 1 A 6 A
-1 7z—e 4T 77— 05T

F(z) =

2.3 Zpétna Z-transformace

Zpétnou Z-transformaci rozumime hledani originalu (diskrétni Casové funkce f(kT)) ze
Z-obrazu F(z). Zpétna transformace je dana vztahem [1]

f(kT) = Z7HF (2)} (2.5)

Mezi metody pro nalezeni originalu patii vypocet originalu podle defini¢niho vztahu vyuzitim
véty o residuich, déleni polynomu polynomem a feSeni podle operatorového slovniku
Z-transformace, ve kterém pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky. [2]

Tab. 2: Slovnik Z-transformace pro T = 1 [1]

f(®) F(s) f(k) F(2)
kromé kromé 42
0 f0) =1 1 k+1 fO) =1 =12
kromé 1 . kromé 1
0 fay=1 - at™ f) =0 P
kromé 1 kromé 1
0 F2) =1 ~ (k —1)a*? £(0)=0 Z—a?
kromé 1 1 kromé 1
0 £3) =1 = Z =Dk =2)d"?* | f0)=0 Z—ap
kromé 1 7
! f(@) =0 z—1 a* z—a
kromé 1 z
k-1 f(0)=0 “-1)2 kak1 Goa?
1 kromé 1 1 . z
E(k -1k —-2) f(0)=0 m Ek(k — Da (z—a)?
z z?
1 = G+ e o
kromé
VA (ak—l _ bk—l) 1
k VT - = N
z-1z | ¢~b e FO=0 | Z=oz-b
1
1 z (a¥ = b") _
Sk(k = 1) -1 a=b (z - a)(z—b)
a+b

20
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2.3.1 Vypocet pomoci residui

Defini¢ni vztah pro zpétnou Z-transformaci

f(T) = Z7YF(2)} = % 3§ F(z)z*'dz (2.6)
L

se opira o kiivkovy integral. Vypocet kiivkového integralu vyuziva teorie komplexni analyzy
a pracuje s Laurentovou fadou. K vyc¢isleni kiivkového integralu pouzijeme Residuovou vétu

FKT) = Z Res{F(z)z*™'}, 2.7)
poly F(z)zk—1

kde F(z) je Z-obraz f(kT). [2]

Jedinym piipadem, kdy vyraz z*¥~1 obsahuje pély, je k = 0. V tomto piipadé méa funkce jeden
pol a to z = 0. Z toho divodu pii pouziti vztahu (2.7) vypocet rozdélime na dva oddélené
ptiklady. Jeden pro k = 0 a druhy pro k > 1. [1]
F(z
( z Res{%} prok =0
f(kT) = 4 poly F(2);0 (2.8)
L Res{F(2)z*'} prok=>1
poly F(z)

Pro vypocet residui funkce f(z) s jednoduchymi pdly v z, plati:

Res,_, f(2) = Zliglo(Z — 20)f (2). (2.9)

Pro vypocet residui funkce f(z) s k-nasobnymi poly v z, plati: [1]

k-1

1 d
Reszos,f (2) = Gy I s [ = 20)*F ()] (2.10)

Priklad 2:
Stanoveni originalu k Z-obrazu F (z) pomoci vypoctu residui funkce
z—0,5
F@ = 2037+ 002
ReSeni
Uprava zlomku a uréeni poli
z—0,5
F(z) =

(z—-02)(z—-0,1)
Zl = 0,2, ZZ = 0,1
Dosazeni do vzorce (2.7)

fk) = Z Res{(z _(OZZ_)(OZS_) 0D zk‘l}

z—0,2;0,1

21
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Vypocet residui podle vztahu (2.9) pro jednoduché poly

(z—-0,2)(z—0,5) 0,2—-0,5

R F k—-17 — li k-1 _
estF@z ) = im0z =01 02— 0,1
(z—-0,5)(z—-0,1) 0,1-0,5

R F k—-17 — li k-1 _
estF@2} = im0z =01” 0,1-02

Souctem residui dostavame vysledek v uzavieném tvaru

f(k) =4-0,1%1—-3.0,2%1,

£0,2k71 = 3. 0,21

0,11 =4.0,1k1

Priklad 3:
Stanoveni originalu k Z-obrazu F(z) pomoci vztahu pro vypocet residui s k-nasobnymi poly
z2 +1
F(z) =
@ = e
ReSeni

Urceni poli a dosazeni do vzorce (2.7):

z2+1 _
f(k) = Z Res{(z—B)(z+1)3Zk 1}

z—-3;—1

Vypocet residui podle vztahu (2.10):
(z-3)(z*+1) , , 9+1 5

R F k—-17 — li — .2k-1 _ 3k—1
estF@z ) = lm =5 a1 (B +1)3 32

1 _d? (z+ 122+ D),
Res {F(z)z*1} = mzl_l,rﬂ@( z-3)(z+ 1) >Z

1 24+ 1)\ 1 20
i (22 o =L (220
zZ——

= (3 - 1)'21}111 (Z - 3) 1 (Z _ 3)3
1. 20 ., 1/ 20 ) 5 i
- Ezirpl ((Z — 3)3)Zk t= 2 (—a) C(=1D)k 1 = 3 (—1)k-1

Souctem residui dostdvame vysledek v uzavieném tvaru:

5 5
flk) = 37 3k-1 37 (—DF

2.3.2 Déleni polynomu polynomem

Je-1i Z-obraz F(z) raciondlni lomend funkce:

M(z2)

F(z) = N2

(2.11)
pak mtizeme délit polynom polynomem.

Déleni polynomu polynomem je nejpouzivan€j$i metoda feSeni zpétné Z-transformace, pfi
které nebude potieba operatorovy slovnik Z-transformace.
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Délenim polynomti ziskdme mocninnou fadu
F(Z)z f0+ f1Z_1+ f2Z_2+"'. (212)

Tuto mocninnou fadu porovname s defini¢nim vztahem (2.4)

F(z2)=f0)+ f(Mz '+ fQ2T)z 72 + -

Vidime, ze koeficienty této fady jsou piimo hodnotami funkce f(kT)

fQO) = fo; f(T) = fi; fF@2T) = f3; .. (2.13)

Vyuzitim této metody dostdvame hledany origindl v otevieném tvaru jako posloupnost
¢iselnych hodnot, coz mize byt vyhodou pii vypoctu impulsnich a prechodovych funkci.
V nékterych ptipadech by vSak bylo lepsi, kdybychom dostali vysledek v uzavieném tvaru, tzn.
vysledek ve formée algebraického vyrazu. [1]

Priklad 4:
Nalezeni originalu f (kT) k funkci F (z) pomoci metody déleni polynomu polynomem
zZ+5
F j—
) z24+2z+1
ReSeni

(z+5):(z*°+2z+1)=z"14322-7z3+...
—(z+2+4+2z7h) T 7 0
T 2T 3T
e f(T) fQ@T) f(37)
—(3+ 627143272
0—7z71—-3z72

f0)=0;f(T) = (1); f2T) = 3; f(3T) = =7; ...

2.3.3 Uziti slovniku Z-transformace

Stejné jako u metody déleni polynomu polynomem uvazujeme zadanou funkci F(z) jako
zlomek (2.11). Abychom mohli provést zpétnou Z-transformaci pomoci operatorového
slovniku, je zapotiebi funkci F(z) upravit. K Gpravé budeme bézné pouzivat rozklad na
parcialni zlomky. Po rozlozeni na parcidlni zlomky vyraz pfevedeme pomoci Tab. 2 na original
f (k) k Z-obrazu F(z) a ziskdme vysledek v uzavieném tvaru. [1]

Priklad 5:

Nalezeni originalu f (k) k funkci
z(z—1)

(z+1)(z+2)

F(z) =
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ReSeni
(z-1) I . .
Rozkladem 1) 212) na parcialni zlomky upravime funkci F(z)
—2z 3z

z+1+z+2

F(z) =
Vyuzijeme vztah z Tab. 2

Z‘l{zia}zak prok >0

Dostavame original k zadané funkci F(2)
fk) = =2(-=1)* + 3(=2)*

2.4 Vlastnosti Z-transformace

Vlastnosti Z-transformace ndm umozni studovat jednotlivé signaly a systémy a usnadnovat
operace s nimi. Pro zjednoduseni bude piedpokladano, Ze pracujeme s nulovymi pocatecnimi
podminkami f(k) = 0 v zaporném diskrétnim ¢ase pro k < 0. [3]

2.4.1 Linearita

Linearitou Z-transformace rozumime, ze Z-obraz linearni kombinace vzoru se rovna linearni
kombinaci Z-obrazi. Vztah (2.14) neni nic jiného nez obdoba linearity Laplaceovy
transformace, ze které Z-transformace vychazi.

Z{af (k) + bg(k)} = aF(2) + bG(2), (2.14)

kde a a b jsou konstanty. Vlastnost linearity uplatnime zejména v piipadé¢ zpétné Z-
transformace. [1], [2]

2.4.2 Posunuti

Vlastnost posunuti bude kli¢ova u ptevodu diferen¢nich rovnic do Z-oblasti. Budeme s ni
pracovat v teorii regulacnim obvodu, kde se vyskytuje diskrétni 1 spojity ¢len. RozliSujeme
zaporné a kladné posunuti. [3]

Pro zaporné posunuti o m period plati

Z{f(k —m)} = z7™F(2). (2.15)
Pro kladné posunuti o m period plati

Z{f(k+ m)} = z™

F(z) — Z f(i)z-i]. (2.16)
i=0
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Pro posunuti o jednu, dvé, tfi, ... periody plati [1]
zdporné (zpétné) posunuti

Z{f(k — 1)} = z7'F(2)

Z{f (k — 2)} = z7%F(2)

Z{f (k — 3)} = z7°F(2)
kladné (dopredné) posunuti

Z{f (k + 1)} = zF (2) — zf (0)
Z{f (k + 2)} = z°F(2) — z*f(0) — zf (1)
Z{f (k +3)} = 2°F(2) — 2°f(0) — 2*f(1) — zf (2)

2.4.3 Pocatecni a konecna hodnota [1]

Pocatecni hodnota je dana vztahem
f(0) =lim F(z) = Il{in(l) f(KT).
Z—00 -
Kone¢né hodnota je ddna vztahem

F@) = Jim FKT) = lim = F(2),

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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3 DIFERENCNI ROVNICE V REGULACNI TECHNICE

Diferenc¢ni rovnice slouzi jako matematicky popis dynamickych vlastnosti diskrétnich systémii.
Zékladem diferenc¢nich rovnic je diskrétni funkce uvedena v kapitole 2.1. Diferen¢ni rovnice se
mohou liSit v otazce linearity/nelinearity a homogenity/nehomogenity. [1], [4]

3.1 Diference funkce

Zakladnim pojmem v teorii diferenc¢nich rovnic je diference diskrétni funkce. Prvni diference
funkce je dana rozdilem sousednich funkénich hodnot dané posloupnosti. Podle zpiisobu
definovani diference rozliSujeme doptednou a zpétnou diferenci [1]

dopredna diference

Af(kT) = fI(k + DT] — f(kT) 3.1)

zpétnd diference
VF(kT) = f(kT) — fl(k — DT].
Z hlediska praktického vyuziti bude dale popsana pouze zpétna diference, ktera ma v technické
oblasti vétsi uplatnéni. Diference dopiedna se vyuziva hlavné v oblasti matematiky. Vzhledem
k tomu, Ze budeme pracovat se zapornym posunutim, mizeme si dovolit uvazovat pocatecni
podminky nulové. [1]

V obou piipadech jsme ptedpokladali T # 1. Dale budeme uvazovat T = 1 a pracovat se
vztahem [1]

Vi(k) = f(k) — f(k —1). (3.2)
S navySenim fadu diference na druhou diferenci se zvysSuje i mocninny fad operatoru V.

Zaroven plati, Ze fad diference je roven nejvySsimu posunuti u funkénich hodnot. [1];
Proto plati:

V2f(k) = Vf(k) = Vf(k - D). 3.3)

Po dosazeni diferenci 1. fadu ziskame

V) =f(R) = flk =D = flk =D+ fk—2) = fl) = 2f (k = D) + f(k — 2). 3.4)

V ptipadé, kdy T # 1 plati

VZf(kT) = Vf(kT) — Vf[(k = DT] = f(kT) = 2f[(k = DT] + f[(k = 2)T]. (3.5
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Zpétnou diferenci n-tého fadu pro T = 1 zapisujeme vztahem

V() = VPG = V(= 1) = ) (=7 (7) k= D), (3.6)

i=0
ProT # 1[1]

n
[

VT) = VL RT) = V= DT = ) (O (D) flk - DT G

3.2 Zavedeni a FeSeni diferen¢nich rovnic

3.2.1 Homogenni diferené¢ni rovnice

Homogenni diferen¢ni rovnici rozumime rovnici ve tvaru
a, Vv (k) + ap_ 1V 1y (k) ...+ a;Vy(k) + aqy(k) = 0, (3.8)
ze které po uprave ziskame charakteristickou rovnici
anz® + ap_1z" ..+ ayz+ay, =0, (3.9)

kde z; jsou jeji kofeny (razné), i = 1, 2, ... a n necht’ jsou realné nebo komplexni.
Potom feSeni homogenni diferen¢ni rovnice (3.8) bude:

n
y(k) = Z C;zf, (3.10)
i=1
kde C; jsou konstanty ur¢ené z pocate¢nich podminek a k = 0,1, 2, ..... [4]

3.2.2 Nehomogenni diferen¢ni rovnice

Uvazujme linearni nehomogenni diferencni rovnici n-té¢ho fadu s konstantnimi koeficienty
anV"y (k) + -+ a;Vy(k) + agy(k) = Bm V™ u(k) + - + B Vu(k) + Bou(k), (3.11)

kde u(k) reprezentuje vstupni signal systému, tj. znama diskrétni funkce vcetné pocatecnich
podminek a y(k) bude interpretovat vystupni signal systému. [1], [4]

Po nahrazeni diferen¢niho operatoru funkénimi hodnotami podle vyse uvedeného vztahu (3.6),
dostavame rovnici v rekurentnim tvaru

agy(k) + ayy(k—1) + -+ a,y(k —n) = bou(k) + byu(k — 1) + -+ b,u(k —m). (3.12)
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Rekurentni tvar pouzivame v teorii fizeni k popisu dynamickych systémia a je vhodny pro
nalezeni feseni diferencnich rovnic. [1], [4]
K feseni diferen¢nich rovnic vyuzijeme tfi nejcastéj$i metody feSeni. [1]

3.2.3 ReSeni pomoci charakteristické rovnice

Resenim pomoci charakteristické rovnice ziskame vysledek v uzavieném tvaru. Stanovime
ptislusnou charakteristickou rovnici k homogenni diferen¢ni rovnici. Z kofent charakteristické
rovnice urCime feSeni homogenni diferenéni rovnice vy, (k). Naslednym feSenim
nehomogenni rovnice ziskdme partikularni ¢ast feSeni ypq,¢(k). K nalezeni partikuldrniho
feSeni vyuzijeme Tab. 3. [4]

Tab. 3: Partikularni feSeni diferen¢ni rovnice [7

Nehomogenni ¢ast diferencni rovnice Ypart (k)
ak Cak
k™ Co + Cik + -+ C k™
k™ak Coa® + Cika* + -+ + C k" a*
sin(bk) ; cos (bk) Cysin (bk) + C,cos (bk)
a® sin(bk); a*cos (bk) (Cysin (bk) + Cycos (bk))ak

Uzavfeny tvar feSeni je uveden vztahem [1]

y(k) = Ynom(k) + ypart(k)- (3.13)

Priklad 6:
Nalezeni y(k) v uzavieném tvaru
y(k+2)+yk+1)—12y(k) =k - 2*
ReSeni
Reseni homogenni ¢asti rovnice pomoci charakteristické rovnice
Yrom (K): yk+2)+yk+1)—12y(k) =0
A+1-12=0
A=-3)1+4)=0
A =3 =(—4)
Yhom(k) = C; - 35+ C; - (=4)F
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Odhadnuti partikuldrniho feseni z Tab. 3
Vpare(k): k-2 > (A+Bk)-2k=A-2¥+B-k-2*
Vypocet nezndmych A a B po dosazeni Y, 4, (k) do nehomogenni diferen¢ni rovnice
A2F%2 + B(k + 2)2F+2A2%*1 4+ B(k + 1)2F+1 — 12(A2% + Bk2¥) = k2%
4A2% + 4Bk2* 4+ 8B2% + 2A2% + 2Bk2* + 2B2% — 1242 — 12Bk2* = k2*

k2k: AB+2B—-12B =1
1
B=-—=
6
2k. 4A+8B+2A+2B—-12A=0
5
A=——
18

Dosazeni do vztahu (3.13)

5 1
k) =C -3+ C, - (—)F ——=2k ——k2k,
y(k) 1 2 (—4) 18 6
Matematicky ptistup k feSeni diferencnich rovnic je zde hodné zjednoduseny. Netesili jsme
nasobné kofeny charakteristické rovnice a rovnéz jsme zde neuvedli odhad partikularniho

feSeni v ptipadé, Ze prava strana nehomogenni rovnice obsahuje koten charakteristické rovnice.

3.2.4 Rekurentni reSeni

Rekurentni nebo také numerické feseni se pouziva v bézné praxi nejcastéji. K feSeni staci pouze
znalost pocatecnich podminek. Nevyhodou této metody je, Ze dostaneme feSeni v otevieném
tvaru, a ne v uzavieném. [4]

Priklad 7:

Nalezeni y(k) pomoci rekurentniho (numerického) fesenti
y(k+2) —y(k+1) —y(k) =532

Pocateéni podminky: y(0) = 0; y(1) = 2.

ReSeni

Upraveni rovnice tak, aby y s nejveétsim posunutim bylo na levé strané
y(k+2)=5-3*2+y(k + 1) +y(k)
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Vypocet y(k) postupnym dosazovanim poc¢atec¢nich podminek

1
k=0:y(2)=5 '3 + (1) + y(0) y(k)A
5 23 ) |
Y@ =2+2+0-y(2) == &)
9 9
w3y — .1 V)| o
k=1:y(3)=5 3t y(2) +y(1) v I I
5 23 56 R
Y@ =3+5+2-y@) =5 o ———~ >

Obr. 2: Graf feSeni y(k) prikladu 7

3.2.5 ReSeni pomoci Z-transformace

Vyuzitim vlastnosti posunuti Z-transformace (2.15) na diferen¢ni rovnici (3.12) dostaneme
rovnici algebraickou

agY(2) + a1z7Y(2) + -+ anz Y (2) = boU(2) + b1z 1U(2) + -+ bz ™U(2), (3.14)

jejiz teSeni predstavuje Z-obraz feSeni plivodni rovnice. S vyuzitim slovniku Z-transformace
viz. Tab. 1 dostdvame odpovidajici vysledek. [1]

Priklad 8:
Reseni diferenéni rovnice za pomoci Z-transformace

y(k) —0,7y(k — 1) = 0,2u(k — 1).
kdeu(k) =1prok =0

Reseni
VyuZiti vlastnosti posunuti Z-transformace
Z{y(lk)} =Y (2)
Z{y(k — 1)} =z7'Y(2)
Z{utk— 1D} =z"1U(2)
Dosazeni do rovnice
Y(2) —0,7z71Y(2) = 0,2z71U(2)
0,2
Y(z2)(1-0,7z7Y) = ——
z—1
Vyjadteni Y (z)
0,2 z 0,2z

Y(Z):Z_12—0,7:(Z—1)(Z_0'7)
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Vypocet koeficientli pomoci rozkladu na parcialni zlomky

A B
Y@ =3+ =07
2
4=3
7
BZ—E.

Vyuziti slovniku Z-transformace (viz Tab. 2)

e

Po tpraveé ziskame vysledek

2 7
- E(O,7)"‘1 prok > 0.

2 7
_ _ S ak-1 _ k-1 _ 2
y(0) =0 - y() = 5151 == (07 =2

3.3 Matematicky popis diskrétnich ¢leni

3.3.1 Diferencni rovnice a Z-prenos

V navazujici kapitole vénované diskrétnimu regulacnimu obvodu budeme pracovat se
Z-ptenosem, ktery vyjadiuje vlastnosti systému. Méjme diskrétni ¢len se vstupni veli¢inou
u(k) a vystupni veli¢inou y(k) znazornény na Obr. 3. Obé tyto veli¢iny jsou diskrétni ¢asové
funkce a tento systém muzeme popsat diferencni rovnici:

y(k) +a,y(k —1) + -+ a,y(k —n) = byu(k) + byu(k — 1) + -+ + bj,u(k — m), (3.15)

kde koeficient a, rovnice (3.12) standardné nabyva hodnoty 1. [1]

u(k) y(k)

Obr. 3: Diskrétni systém [1]
Defini¢ni vztah Z-ptfenosu je definovan jako pomér Z-obrazii vystupni a vstupni funkce pfi
nulovych poc¢éate¢nich podminkach

Y(z)
U(z)

G(z) = (3.16)

Z-ptenos ziskame Z-transformaci rovnice (3.15) a vyuzitim véty o posunuti [1]

Y(z) by+biz7t4 - +byz™
= = : 3.17
G Uiz) 1+az7'+-+a,z " 317
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3.3.2 Impulsni a pfechodova funkce a charakteristika

Dalsi formou popisu diskrétnich ¢lend je impulsni a pfechodova funkce. Diskrétni impulsni
funkce g (k) popisuje odezvu systému na jednotkovy impuls & (k). Pro jednotkovy impuls plati

1, k=0
0 {0’ o (3.18)

Impulsni charakteristikou rozumime graf impulsni funkce.

u(k)=5(k) y(k)=g(k)
k k

>
>

>
>

Obr. 4: Impulsni funkce [1]

Ptechodova funkce h(k) popisuje odezvu systému na jednotkovy skok n (k).
Pro jednotkovy skok plati [1]

1 k=0

”(k){o k <0,

(3.19)

Ptechodovou charakteristikou rozumime graf pfechodové funkce. [1]

u(k)=n(k) y(k)=h(k)
k k

> >
> >

Obr. 5: Prechodové funkce [1]

Ze slovniku Z-transformace (popf. z definice Z-transformace) vime, ze Z-obraz jednotkového
impulsu Z{5(k)} = 1. Z toho vyplyva, ze dosadime-li jednotkovy impuls jako vstupni funkci
a impulsni funkci jako vystupni funkci tak z definice Z-pfenosu (3.16) dostaneme, Ze Z-obraz
impulsni funkce je roven pienosu [1]

_Y() _Z{g()}
UG~ Z{6(K)

G(2) = Z{g(k)}. (3.20)

Impulsni funkei miiZeme vypocitat dvéma zpisoby. Prvni ptimo vyplyva ze vztahu (3.20), kdy
impulsni funkci ziskdme zpétnou Z-transformaci vztahem [1]

9(k) = 271G (2)}. (3.21)

Druhym zpiisobem je pouziti diferencni rovnice. [1]
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Z-obraz jednotkového skoku nalezneme v operatorovém slovniku Z-transformace (popf.
z definice Z-transformace) a je dan vztahem Z{n(k)} = szl Dosadime-li jednotkovy skok,
stejné jako jednotkovy impuls do definice Z-pfenosu, dostaneme

_ Y@ _ z{h(k)} _ Z{h(k)}

U@ zinGy T _Z (3:22)

G(z)

z ¢ehoz vyplyva

Z{h(k)} = Zf—l G(2) neboli H(z) = Zi—l G(2). (3.23)

Dostavame tak vztah pro ziskani prechodové funkce pomoci zpétné Z-transformace [1]
z
— 7-1
h(k) =Z {Z ] G(z)}. (3.24)

Pro ziskani kone¢né hodnoty h(o) ptfechodové funkce vyuzijeme vlastnost konecné hodnoty
Z-transformace (2.20) [1]

z—1

H(z2). (3.25)

h(e) = fim 1060 = i

Vypocet impulsni funkce z prechodové funkce a vypocet pfechodové funkce z impulsni funkce
je dan vztahy [1]

g(k) = h(k) — h(k — 1)

k
3.26
RGO = " g(0). 020
i=0
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4 DISKRETNI REGULACNI OBVOD

V oblasti spojitych regulacnich obvodl se vyuzivaly zejména spojité PID regulatory, jejichz
hardwarovym zakladem byl operacni zesilovac. Tyto regulatory pracovaly s regulovanou
veliCinou spojit€¢ se meéniciho napéti, které bylo regulatorem zesilovano, derivovano
a integrovano. Vystupni veli¢inou bylo zesilené spojité ménici se napéti. Do oblasti diskrétniho
fizeni a diskrétnich regulacnich obvodli pfechdzime z praktického diivodu, a to z divodu
vyuziti pocitace jako regulatoru. Za diskrétni regulacni obvod se da povazovat takovy,
ve kterém alespon jedna veliCina obvodu ma tvar posloupnosti diskrétnich hodnot. [1], [4]

Na Obr. 6 je znazornéno blokové schéma nejbéznéji uzivaného typu regulacniho obvodu, kde

je regulovana veli¢ina spojita.

v
w(KT) —.e(KkT) pocita€ ve funkci u(kT) D-A u(® « |[regulovana (spojita) y(® -
regulatoru “1 (tvarovag) ~ soustava ”

| Y(KT) AD |,
(vzorkovag) |

Obr. 6: Diskrétni regulaéni obvod [1]

4.1 Cleny diskrétniho regula¢niho obvodu

V podkapitole 4.1 rozebereme dva cCleny regulacniho obvodu, které jsou specifické pro
diskrétni regulacni systémy. Jsou to vzorkovac a tvarovac. [1]

4.1.1 Vzorkovaé

Jako vzorkova¢ se pouziva analogové-digitalni prevodnik. Provadi sniméni spojité vstupni
veli¢iny y(t) (viz. Obr. 6) a pomoci vzorkovani ji ptevadi na diskrétni funkci y(kT) (Eislicovy
tvar). Vzorkova¢ provede diskretizaci spojitého signalu napt. u(k) v ekvidistancnich
okamzicich t = kT vzhledem k ¢asu. Priibéh je zndzornén na Obr. 7. [1]

A y(t) Ay(kT) /

t T‘/ kT

0 0 T 2T 3T 4T 5T 6T

Obr. 7: Princip vzorkovace [1]

StéZejnim faktorem pro konstrukci a vypocet diskrétnich regulacnich obvodi je délka
vzorkovaci periody T, tedy doba mezi dvéma vzorky.
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Hodnotu vzorkovaci periody ziskame z ¢asovych konstant regulované spojité soustavy

k

6 = S D T D

4.1)

vztahem [1]

(o) S

4.1.2 Tvarovad

Funkci tvarovace plni digitalné-analogovy prevodnik a jeho funkci je prevést diskrétni signal
u(kT) (viz. Obr. 6) do tvaru vhodného pro vstupni veli¢inu do spojité regulované soustavy.
Tato ¢innost se nazyva tvarovani. Vstupni diskrétni signal je popsan fadou impulst, jejichz
amplituda je nositelkou informace a nikoli energie. Vystupni spojity signal, nebo alespoii po
¢astech spojity, nasledné diky tvarovani ptredava informaci i energii viz. Obr. 8. [1]

u(kT) A ur(t)
) I’ ”” \‘\‘\‘ l) ,l
’,' \\‘_ ,"
I 3T 4T 5T 6T kT \ 3T 4T 5T 6T’ t

v > x
2T 7T 0 T 2T —
\ i
\ ,’ Y /’
, ,
\‘ ’ \‘ ’
\ . . ’
. ‘ N /
. /
. /

A 4

\‘ww/_

Obr. 8: Princip tvarovace [1]
Pro dalsi aplikaci uvedeme nej€astéji pouzivany typ, a to tvarovac¢ nultého fadu G (s). Pfenos
tvarovace nultého fadu je dan vztahem

L{ur(®} 1-e™™
LoD} s

Gr(s) = (4.3)

S
a Laplaceova obrazu

ktery vychazi z Laplaceova obrazu schodové funkce L{uy(t)} = 1=e
jednotkového impulsu L{§(kT)} = 1 viz. kap. 3.3.2. [1]

4.2 Diskretizace spojitych systémiu

Diskretizaci rozumime prevedeni diferencidlni rovnice spojitého systému na diferencni rovnici
diskrétniho systému. Provedeni je mozné realizovat n€kolika metodami. Pro praktické vyuziti
zminime pouze pfibliznou metodu pomoci substituce a Tustinovu aproximaci. Pfibliznd metoda
pomoci substituce spo¢iva v nahrazeni derivaci diferencialni funkce diferencemi, které popisuje
Tab. 4. Jak bylo dfive uvedeno, budeme se zabyvat pouze zpétnou diferenci. [1]
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Tab. 4 Derivace a diference [1]

Spojita funkce

Diskrétni funkce

Derivace prvniho radu

Diference prvniho radu

dx(t) | x(t) — x(t — At)
dt  atSo At

Vx =x(k) —x(k—1)

Derivace druhého radu

Diference druhého radu

dx(t) dx(t—At)
dx(®) _ . Tdr —
dt? At-0 At

Vix = Vx(k) —Vx(k—1) =
=x(k) —2x(k—1) +x(k —2)

Derivace tretiho radu

Diference tretiho radu

d*x(t)  d*x(t—Ab)

dSX(t) — L dt2 dt?

= lim
de3 At—0 At

V3x = V2x(k) — V*x(k — 1) =

=x(k) —3x(k—1)+3x(k —2) —x(k—3)

Z Tab. 4 pak dostaneme pro ndhradu derivaci vztahy:
dx(t) x(k)—x(k—-1)

dt

T

d?x(t) x(k) —2x(k—1) +x(k —2)

dt?

TZ

d3x(t) _x(k) = 3x(k — 1) + 3x(k — 2) — x(k — 3)

dt3

T3

kde T je vzorkovaci perioda. [1]

Metodu piedvedeme na diferencialni rovnici 2. fadu

a,y"' (t) + a1y’ (t) + agy(t) = byu'(t) + byu(t). 4.5)
Nahrazeni derivaci diferencemi podle (4.4) (uvazujme T = 1)
y'(t) = di]i—(tt) =yk) —y(k=1)
y'() = % =y(k) = 2y(k = 1) + y(k = 2).
Dosazenim do (4.5) ziskame diferen¢ni rovnici 2. fadu
ay(y(k) — 2y(k — 1) + y(k — 2)) + a; (y (k) — y(k = 1)) + apy (k) “46)

= bl(u(k) —u(k — 1)) + bou(k)

a po uprave ziskame tvar [1]
(a; +a; + ag)y(k) — (2a; + a))y(k — 1) + apy(k — 2) = (b + bo)u(k) — byu(k — 1).(4.7)

Druhou metodou je Tustinova aproximace, kterd vychazi z lichobéznikové aproximace
integralu spojité funkce a je popsana vztahem

21—2z71
T1+z 1

R

s (4.8)
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1

Vyrazy pro s~ az s> zobrazuje Tab. 5. [1]

Tab. 5 Tustinova metoda diskretizace [1]

Z-transformace
o1 T1+4z™1
21—2z71
- T?21+10z7 1 +2z2 T?1+10z7'+2z72
s _ -
127 (1—z1)2 121-2z-1+4 22
3 T3z 1+2z72 T3 z7l 4272
s _ -
2(1—-2z13 21-3z1+322—7°3
- Tz '+ 4z72+273 T* B T* 27+ 47724273 T
6 (1—z1)4 720 6 1—4z"146z2—4z3+2z% 720
T3z ' +11z7%24+11z 3 + z7* 3
- 24 (1—2z-1)5
B T> z7 '+ 11272411z 3 + z7%
 241-5z"14102z"2—10z"3 + 5274 — 5275

Metodu diskretizace pomoci Tustinovy aproximace demonstrujeme na diferencidlni rovnici

(4.5), upravené do tvaru spojitého pienosu G(s)
Y(s)  bis+by  bisT'+bys?
U(s) a,s2+a;s+a, a,+as—1+ays2
Provedeme substituci pomoci Tab. 5 a dostavdme Z-pfenos ve tvaru
) b121 +z1 +b T?14+10z7' + 272
G(2) =~ 21—2‘1_ 012 1—2Z_1-|:Z_2_

Ta2 + alzl +Z_1 a T21+ 10Z_ 1 +Z_ 2

21—z71 012 1 —-2z"1+ 272

G(s) =

Polozime T = 1
(0,5b; + 0,083b,) + 0,83byz~* + (0,083b, — 0,5b;)z2
(a; +0,5a; + 0,083h,) + 0,83z~ + (0,083h, — 0,5a,)z~?
Ptenos pfevedeme na diferen¢ni rovnici ve tvaru [1]
(a, + 0,5a; + 0,083by)y(k) + 0,83byy(k — 1) + (0,083by — 0,5a,)y(k —2) =
= (0,5b; + 0,083by)u(k) + 0,83byu(k — 1) + (0,083by — 0,5b,)u(k — 2).

G(z) =

38




Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné&, 2025

4.3 Cislicové regulatory

V diskrétnich obvodech, fizenych diskrétnimi algoritmy regulace, se velmi Casto objevuji
Cislicové (diskrétni) regulatory, vychazejici z analogické obdoby spojitych regulatort a jejich
odpovidajicich spojitych algoritmt. Kazdy reguldtor s pevné danou strukturou je popséan
rovnici nebo pfenosem. NejcastéjSim pfipadem vyuziti ve spojitém obvodu je spojity PID
(proporcionalné-integracné-derivacni) regulator, jehoz ¢innost 1ze popsat vztahem

B 1t de(t)
u(t) =r, [e(t) + FJO e(t)dt + Ty, 7t l 4.9)
a jeho pfenosem
U 1
GR(S) =%=TO (1+§+Td5> (410)

kde 1, je zesileni regulatoru, T; integracni Casova konstanta a T; derivacni ¢asova konstanta.
[1]
4.3.1 PSD regulator

PSD (proporcionalné-sumacné-diferencéni) regulator ziskame zpopisu PID regulatoru
diskretizaci jeho integracni a derivaéni slozky. [1]

PID PSD
u(® u(k)

t k

Obr. 9: Prechodova charakteristika PID a PSD reguléatoru [1]

Pro néhradu spojitého integralu vyuzijeme tzv. stupniovité nahrady zleva:

kT k
dt=T ). 4.11
J;) e(t)dt ;e(L) (4.11)

Pro nahrazeni derivace vyuzijeme zpétné diference

@ze(k)—e(k—l)

4.12
dt T ( )

Po dosazeni substitu¢nich tvarti pro integraci a derivaci a diskrétniho ¢asu k do vztahu (4.9)
dostavame diferen¢ni rovnici pro polohovy algoritmus PSD regulatoru

k
T T,
u(k) =7, {e(k)+ﬁzle(i) + o let) ek~ D)] (4.13)
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a jeho Z-ptenos

Gr(z) =

U(z) _ 0(1 T =z sz—l)' 4.18)

E(z) Fiz—l T =z

protoze plati [1]
k
Z{Z f(iT)} =—Z_F@),  f(0)=0
i=1

~1
ZVf (0} = Z{F (k) = f (k = D)} = ——F(2)

Druhym algoritmem PSD regulatoru je pfirtistkovy algoritmus, pomoci kterého vypocitame
ptirtstek akéni veli€iny u(k) v daném okamziku oproti hodnoté v piedchozi periodé. Rovnice
pro pfirGstkovy algoritmus je ddna vztahem:

T T,
Vuk) = o {Te(k) + el + ve(k)} “.15)

Po tprave na rekurentni tvar

T T,
w(l) —ulk —1) = 7, {e(k) — e = 1)+ e(l) + 2 [e(k) = 2e(k = 1) + el - 2)]}

T,
() — ulk — 1) = {1+Td+T} (k) {1+2Td} Ue—1) +roLe(k —2) 1o
u u =1 T T e Ty T e Ty T e .
Z této rovnice ziskame koeficienty ptirtastkového tvaru algoritmu PSD regulatoru:
Td T Td Td
q0=T'0<1+?+T—i> q1=—7"0<1+2?> Q2=To?- (417)
Z urcenych koeficienti ziskdme Z-ptenos PSD regulatoru: [1]
q,+q.z +q,z72
Gr(z) = 2— L (4.18)

1—2z71

Vsechny typy diskrétnich reguldtori obsahujicich proporcionalni, sumaéni nebo diferencni
slozku a jejich kombinace zobrazuje Tab. 6. [1]
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Tab. 6 Z-pienosy diskrétnich regulatort [1]

Regulator Z-ptenos Gg(2)
P
do
S do
1—2z71
PS Qo+ q1z7"
1—2z71
PD -1
qo + 12
PSD q, + qlz_1 + qzz_2
1—2z"1

4.3.2 Sefizeni Cislicovych regulatori — Ziegler-Nicholsova metoda

Ziegler-Nicholsova metoda je klasicky empiricky pfistup pro navrh parametrii regulatorti typu
P, PS nebo PSD bez nutnosti znalosti pfenosu soustavy pfi realizaci ve skute¢ném zapojeni. Pii
vypoctu a simulaci vSak znalost pfenosu vyzaduje. Lze ji aplikovat pro diskrétni implementaci
za predpokladu znamé vzorkovaci periody.

Metoda spoc¢iva v pfivedeni jednotkového skoku na vstup systému bez zpétné vazby
a v nasledném vyhodnoceni tzv. reakéni kfivky. Parametry regulatoru se vypocitaji podle
vztahti uvedenych v Tab. 7:

Tab. 7 Setizeni diskrétniho regulatoru [1]

T T,
Typ To To Fl To T
P O,5T0k - -
T T
PS 0,45T0k - 0'27T0k - O,54‘T0k - -
Ty T
T T 3 T
PSD 0'6r0k (1 - T—k) 1,2T0k T_k ETOk T_k

Kde 7y, je zakladni kritické zesileni a T perioda kmitli. Vysledné parametry lze pfimo
implementovat v diskrétnim regulatoru. [1], [5]
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4.4 Blokova algebra

Blokovou algebrou rozumime pravidla, skrz ktera vytvafime pienos celkového systému
a jednotlivych dil¢ich pfenost. V praxi ndm blokové schéma vyjadiuje ¢leny systému a vazby
mez nimi. Jakakoli slozka vyskytujici se v systému je popsana svym pienosem. Jedna se tak
o0 popis systému, obsahujici dil¢i pfenosy elementarnich ¢lenti, kazdy s jednou ¢i vice vstupnimi
a vystupnimi veli¢inami (signaly). [1], [4]

V blokové algebte rozliSujeme tfi zakladni typy zapojeni Clend, a to sériové, paralelni
a zpétnovazebni (antiparalelni).

Z-pienos diskrétniho ¢lenu
Vystupni veli¢inu ziskdme z definice ptenosu (3.16) [1]

Y(z) =G(2)U(2) (4.19)

U Y(2)

G(z)

Obr. 10: Z-ptenos diskrétniho ¢lenu [1]

Z-prienos spojitého ¢lenu

Abychom urcili Z-pfenos, musime se pohybovat v diskrétni oblasti, a toho u spojitého ¢lenu
dosahneme diky vzorkovaci (znaceny jako spinac) na vstupu. Z-pienos je v tomto piipad¢ dan
vztahem G(z) = Z {V{L‘l{G(s)}}}, kde V{ } pfedstavuje operaci vzorkovani. Poté je Z-obraz
vystupni veli¢iny dén stejnym vztahem jako u diskrétniho ¢lenu (4.19). [1]

Y(z)
T o—--»

Vo G(s)

U(s) U(z)

Y(s)

Obr. 11: Z-ptenos spojitého ¢lenu [1]
Priklad 9:

Stanoveni ptenosu diskrétniho obvodu popsaného na Obr. 12

Wiz) 1737 +032 | -l 1-eTF I Y(s)
Crl2)=— 1-z1 | -PVP Grfs) == Gels) = (3s+1)(2s5+1) >
T=1s

Obr. 12: Diskrétni obvod pro ptiklad 9
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ReSeni
K vypo¢tu pfenosu vyuzijeme upraveny vztah pro zpétnovazebni zapojeni diskrétniho
regulacniho obvodu, odpovidajici schématu na Obr. 12

Y(z)  Gr(2)Gc(2)
W(z) 1+ Gr(2)G:(2)

Gw(z) = (4.20)
kde G.(z) vyjadiuje pienos spojité soustavy Gg(s) s tvarovatem Gr(s), Gg(z) pfenos PSD
regulatoru a Gy, (2) celkovy pfenos systému.

Pro vypocet G.(z) uvazujme tvarova¢ nultého fadu (viz vztah (4.3))

Y 1—eTs G G
Ge(2) = % = GrGs(2z) = Z{Te GS(S)} — Z{ SSES)} _ Z{e—Ts #}

Nésobeni obrazu vyrazem e~

s znamend4 v Laplaceové transformaci posunuti originalu o —T.

To podle vlastnosti posunuti (2.15) v Z-transformaci ziskame ndsobenim vyrazem z~1.

Ge(z)=2Z {GST(S)} -z71Z {GS—(S)}

S

Gc(z)=(1-z"YHz {GS—(S)} (4.21)

S

Dosazenim a vyuzitim slovniku Z-transformace (viz Tab. 1) ziskdme diskrétni pienos systému
Ge(2)

6e() = (- 22 =z e 2
c\lz)=\Uu—2z =1-z ———t—} >
sBs+1)(2s+1) s s+% s+%
a -1y z 3 z 49 VA 0,0635z + 0,0481
- (1- - = .
? z—1 1 1 z? —1,323z 4+ 0,4346
z—e3 z-—e2

Dosazenim do vztahu (4.20) ziskame pienos soustavy Gy, (2)
1,7—-3z"1+0,3z7%2 0,0635z + 0,0481

Go(2) = 1B _ 1—z1 2% — 1,323z + 0,4346
W T W(z) [ L7-3271+032"2_0,0635z +0,0481
1—z71 2% —1,3237 + 0,4346

3 0,11z3 —0,11z> + 0,132+ 0,014
7% — 272273 4+ 1,65z2 — 0,56z + 0,014

4.5 Stabilita diskrétnich systému

Stabilita znamend navrat systému do rovnovazného stavu po odeznéni budiciho signalu. Neboli
systém je stabilni tehdy, pokud se vystupni veli¢ina ustdli na kone¢né hodnoté. To lze
matematicky popsat jako [1], [4]

Nm ypom (k) = 0. 422
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Pro dikaz vyuzijme vztah (4.20) pro diskrétni obvod se zpétnovazebni strukturou popsany Z-

pfenosem:
Y(z Gr(2)Gs(z bpzT™+ -+ biz+b
6oy < YO __GDG@ b 12+ by w)
W(z) 1+ Gr(2)Gs(z) apz™™+-+a;z+ay
Tvar ptenosu po pievodu na diferenéni rovnici: [1]
ay(k +n)+ -+ ayy(k — 1) + ayy(k) (424)

=b,wk+m)+--+bwlk—1)+ byw(k).

Vstupni veli¢ina na stabilitu nema vliv, protoze stabilita je posuzovana pouze az po odeznéni
vzruchu. Zajimé nds tedy pouze homogenni Cast rovnice Yj,m,. Tudiz feSime homogenni
diferenc¢ni rovnici:

ay(k+n)+-+a;y(k—1) +agy(k) =0, (4.25)

ke které sestavime odpovidajici charakteristickou rovnici

a,z"+-+az+ay=0

4.26
1+ Gr()Gs(2) = 0, (320
kde uré¢ime koteny z4, z, ..., z, [1]
Ynom (k) = C1z¥ + C,z% + -+ C, zK. (4.27)
lim Ynom (k) = €y lim 2’ + C; lim 25 + - + C;, lim 27, (4.28)

Z tohoto vtahu je vidét, Ze matematickd definice stability (4.22) je splnéna pouze tehdy, kdyz
koteny charakteristické rovnice lezi uvnitt jednotkové kruznice [1]

lzil <1 i=12,..n (4.29)
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Priklad 10:

Urceni stability diskrétniho systému na Obr. 13 z koifenii charakteristické rovnice

T=1s Y(z)

' O o= - -

w(z) T=1s

- ' Y(s)
— 1-e T = 1 . »
o Gr(s) = S G,(s) (3s+1)(25+1) r g
E(s)

Obr. 13: Diskrétni obvod pro piiklad 10

ReSeni
K feSeni stability vyuzijeme rovnici (4.23) pro diskrétni obvod popsany Z-pienosem a vysledek

celkového prenosu soustavy z Piiklad 9.
1 } _0,0635z 40,0481
z

) = (1 -2z
(D) == 2 ) E T N as 1 1) ~ 22— 13232 7 04346
Dosazeni do vzorce (4.23). Absence regulatoru znamena, ze dosadime Gg(z) = 1.
0,0635z + 0,0481
Y(z)  722-1323z+04346 _  0,0635z + 0,0481

W(z) . _006352+0,0481 = 72 —1,2595z + 0,4827
22 — 1,323z + 0,4346

Gw(2) =

Ziskani kofend yy,om (k)
z? —1,2595z + 0,4827 = 0
z, = 0,6298 + 0,3007i
z, = 0,6298 — 0,3007i
Pro urcenti stability vyuzijeme vztah (4.29)
|1,2| = +/0,62982 + 0,30072 ~ 0,4871
Jelikoz 0,4871 < 1, lezi vSechny kotfeny charakteristické rovnice uvnitt jednotkové kruznice.

Systém muiizeme povazovat za stabilni. [1]
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5 PRAKTICKA ULOHA

V praxi mizeme Z-transformaci a diferencni rovnice vyuzit napiiklad pfi navrhu a konstrukci
diskrétniho regula¢niho obvodu, ktery popisuje kapitola 4. Abychom demonstrovali teoretickou
Cast bakalafské prace na redlném problému, byl pro praktickou tlohu zvolen névrh diskrétniho
regulacniho obvodu se zapojenim: diskrétni regulator a soustava stejnosmérného motoru, se
zpétnovazebni strukturou. Cilem je prevést spojity prenos realného motoru do diskrétni casové
oblasti a nasledné nastavit diskrétni regulator a ovéfit stabilitu celé soustavy. Dynamické
vlastnosti motoru lze popsat diferencialni rovnici druhého a tfetiho fadu, které vychazeji
z Ohmova, Kirchhoffovych a Newtonovych zdkoni. Rovnice druhého fadu popisuje tthlovou
rychlost rotoru v motoru a rovnice tietiho fadu popisuje jeho polohu. Vypocty provedené
analyticky ovéfime softwarové programem Matlab Simulink.

Motor: Maxon DCX 35 L 80 W 35 mm
Dulezité parametry motoru pro jmenovité napéti 24 V:

Tab. 8 Parametry motoru Maxon DCX 35L [6]

Symbol Hodnota Jednotka Prevedena hodnota
Momentova
Ce 293 mNm/A 0,0293 Nm/A
konstanta
Moment
.. Ji 96.6 gecm? 9,66 X 10~¢kgm?
setrvacnosti
Odpor vinuti
por VIRt R 0.346 ) 0.346 Q
kotvy
Indukénost
. u, L 0.121 mH 1,21 x 10™* H
vinuti kotvy

5.1 Navrh regula¢niho modelu pro sledovani uhlové rychlosti w

Dynamické vlastnosti motoru miizeme popsat diferencidlni rovnici druhého fadu

L(CLe)w”+R(CLe>w’+Cew=u, (5.1)
kde

e u [V]—Napdjeci napéti (vstupni veli¢ina)

e w [rad/s] — Uhlova rychlost rotoru

e ' [rad/s?] — Uhlové zrychleni rotoru

e " [rad/s®]— Derivace uhlového zrychleni.
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5.1.1 Diskretizace metodou substituce proT = 1
Vyuzitim Tab. 4 a vztahti (4.4) nahradime derivace diferencemi
w"(t) > Vwk) =wk) - 20k -1) + 0wk —2)
w'(t) » Vo(k) =wk) —wlk —1)
w(t) » wlk)
Dosazeni diferenci a parametrti motoru z Tab. 8 do rovnice

J J
Ce

e

L (—) [w(k) — 20k — 1) + w(k — 2)] + R (C—) [w(k) = w(k — D] + Cow(k) = u(k)

(3,987 x 1078+ 1,14 x 107 + 0,0293)w (k) — (2- 3,987 x 1078 + 1,14 X 10~ ®)w(k — 1)

+ 3,987 x 10 8w(k — 2) = u(k)

0,0293012w(k) — 1,2197 x 10~ %w(k — 1) + 3,987 x 10 8w(k — 2) = u(k)

Z-ptenos ziskdme Z-transformaci (3.16), (3.17) a vyuzitim véty o posunuti (2.15)

Q(z) 1
U(2) ©0,0293012 —1,2197 x 10621 + 3,987 x 10~8z-2

G (z) =

Vynasobenim jmenovatele a &itatele proménnou z2 ziskdme

Qz) z?
U(2) ©0,029301222 —1,2197 x 10621 + 3,987 x 10-38

Gs(z) =

Impulsni funkce
Do diferen¢ni rovnice (5.2) dosadime g(k) za w(k) a (k) za u(k).
0,0293012g(k) — 1,2197 x 10~6g(k — 1) + 3,987 x 10~8g(k — 2) = 5(k)
1,2197 x 1075 g(k — 1) — 3,987 x 10~8g(k — 2) + &5(k)

g = 0,0293012
k =0:
1,2197 x 10-6g(—1) — 3,987 x 10~8g(—2) + 5(0)
9(0) = 0,0293012 = 34,1283
k=1
1,2197 x 10-6g(0) — 3,987 x 10~8g(—1) + 6(1)
g(1) = 50553012 = 0001421
k=2
1,2197 x 10~6g(1) — 3,987 x 10~8g(0) + 5(2) .
g(2) = 029301 — —46391 x 10
k=3

1,2197 x 107%g(2) — 3,987 x 10~8g(1) + 6(3)

= - -9
0,0293012 3,86463 x 10

g@3) =

(5.2)

48



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné&, 2025

k=14
1,2197 x 107%g(3) — 3,987 x 10~ 8g(2) + 5(4
g = 9 3)0293012 ARG =6,29631 x 10711
k=5
1,2197 x 10~%g(4) — 3,987 x 10~ 8g(3) + 6(5
g(5) = S 9B) +5( )= 7,8795 x 10715

0,0293012

Graf impulsni funkce je vyobrazen na Obr. 14.

25 _34.1283 Impulsni charakteristika
'y : - - -

30
25T

2

0.0014 -0.0000  -0.0000 0.0000 0.0000

Obr. 14: Impulsni charakteristika

Piechodova funkce

Obdobny postup vyuzijeme pii ziskani pfechodové funkce. Pfechodovou funkei ziskdme bud’
podle vztahu (3.24) anebo dosazenim h(k) a n(k) za w(k) a u(k) v rovnici (5.2).

0,0293024197h(k — 1) — 1,25957 X 10 ®h(k — 2) + 3,987 x 10 8h(k — 3) + n(k)

hk) = 0,0293012
k=20
0,0293024197h(~1) — 1,25957 X 10-6h(—2) + 3,987 x 10~*h(=3) + 7(0) _
h(0) = 0,0293012 = 34,1283
k=1
0,0293024197A(0) — 1,25957 x 10~%h(—1) + 3,987 x 10°A(=2) + (1) _
h(1) = 50293012 = 68,25802
k=2
0,0293024197h(1) — 1,25957 x 10-%h(0) + 3,987 x 10*h(~1) +7(2) _
h(2) = 50293017 —102,38769
k=3
0,0293024197h(2) — 1,25957 x 10~6h(1) + 3,987 x 10~8h(0) + n(3
h(3) = ) ) ©+1® _ 13651736

0,0293012
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k=4
0,0293024197h(3) — 1,25957 x 1076h(2) + 3,987 x 107 8h(1) + (4) _
h(4) = 00293012 =170,64703
k=5
0,0293024197h(4) — 1,25957 X 1075h(3) + 3,987 x 1078h(2) + (5
hGs) = 4) 3) (2) +n( ):204,7767

0,0293012

Graf prechodové funkce je vyobrazen na Obr. 15.

Prechodova charakteristika

250

204.78
200 ®

170.65
L ]

150 1 136 52
®

h(k)

102.39
100

68.26

50

Obr. 15: Pifechodova charakteristika
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5.1.2 Navrh regulatoru Ziegler-Nicholsovou metodou
Spojity pienos vychazejici z rovnice (5.1)

1

G =
s(5) 3,99 x 107852 + 1,14 x 10~*s + 0,0293

Urcéeni kritického zesileni
Zesileni ziskame vztahem
Go(s) = 1o Gs(s)

Tok
3,99 x 107852 + 1,14 x 10~%*s + 0,0293

Go(s) =
Charakteristicka rovnice systému ziskame z G, (s) seétenim ¢itatele a jmenovatele [1]

3,99 X 107852 + 1,14 X 10™*s + 0,0293 + 15, = 0

Metodu Ziegler-Nichols nelze pro ndvrh parametrii regulatoru v tomto ptipadé pouzit, protoze
se jedna o strukturdlné stabilni systém a nelze jej dostat na hranici stability. Abychom mohli
Ziegler-Nicholsovu metodu pouzit, musime s touto rovnici pracovat v podob¢ diferencialni
rovnice 3. fadu.

5.2 Navrh regula¢niho modelu

Dynamické vlastnosti motoru mizeme popsat rovnici tietiho fadu

L(E)e+R(Z) 0"+ cow = (53)
Ce Ce
kterou ziskame z rovnice (5.1) substituci
w=¢'

kde
e u [V]— Napgjeci napéti (vstupni veli¢ina)
e ¢ [rad] — Natoceni rotoru
e ¢’ [rad/s] - Uhlova rychlost rotoru
e ¢" [rad/s?] - Uhlové zrychleni rotoru

"

e @' [rad /s3] — Derivace uhlového zrychleni

5.2.1 Diskretizace metodou substituce proT = 1

Diskretizace spojité diferencidlni rovnice

o er(z)
L= my p(= "y Co =
(Ce (p + Ce go + e(p u
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Vyuziti Tab. 4 a vztahti (4.4) nahradime derivace diferencemi

9"'() > Vio(k) = (k) = 3p(k — 1) + 3p(k = 2) — p(k = 3)
@" () - V2o(k) = (k) — 2¢(k — 1) + @(k — 2)
@' (t) > Vo(k) = k) — @k — 1)
Dosazeni diferenci do rovnice
L(£) o)~ 300~ 1) + 39 = 2) — ok = 3)] + R (1) [0 (1) — 20 = 1) + 9k = 2)
+ Celop () — ok — D] = u(k)
Dosazeni parametrti motoru z Tab. 8 do rovnice

L (CL) = 3,989 x 1078

e

R (CL) = 1,1407 x 10~*

e
C, = 0,0293

3,989 x 1078[p(k) — 3¢p(k — 1) + 3¢k — 2) — p(k — 3)]
+1,1407 x 10~*[p(k) — 2¢(k — 1) + @ (k — 2)] + 0,0293[@(k) — @(k — 1)] = u(k)

Po zjednoduseni
0,0294145¢(k) — 0,029283¢(k — 1) + 0,0001142¢(k — 2) — 3,989 X 10~8¢(k — 3) = u(k)
Dostavame Z-ptfenos ve tvaru

D(z) 1
U(z) ©0,0294145 — 0,029283z"1 + 0,0001142z~2 — 3,989 x 1078273

Gs(2) =
Vynasobenim jmenovatele a itatele proménnou z3 ziskame

3

Gy(z) = z (5.4)
0,02941452z3 — 0,029283z%2 + 0,0001142z — 3,989 x 108

5.2.2 Diskretizace Tustinovou metodou proT = 1

Tustinova metoda vyuziva vztahu (4.8)

2 1—2z71
SR — ———
Ty 1+ 271
Spojity ptenos
6y(s) = .
s\ = ass3 + a,s? + a;s’
kde

a; = 3,989 x 1078
a, =1,1407 x 10™*
a; = 0,0293
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Nahrazeni proménné s vztahem pro diskretizaci Tustinovou metodou

1
Gs(z) - a3(£ 1_Z_1>3+a (1 1_Z_1>2 i (z 1_Z_1>
Ty 1+2z71 2\T;1+z71 I\, 1+2z71
1
Gs(@) = 1—z1\3 1 —z71)\? 1—z1
as (2 W) +a, (2 W) + a4 <2W)
Gs(z) = !
N - — »>—1)3 — »>—1)\2 — =1
Gs(z) = !
’ 3,1912 x 10—7% +4,5628 X 10—4% + 0,05868;—2:3
(z+1)3

Gs(2) = 3,1912 X 107 7(z — 1)3 + 4,5628 X 10~*(z — 1)2(z + 1) + 0,0586(z — 1)(z + 1)2

G.(2) = (z+1)° (5.5)
s(2) = 5,05905662° + 0058142822 — 0,05905627 — 0, 0590562

5.2.3 Navrh regulatoru Ziegler-Nicholsovou metodou

Spojity pienos ziskame z rovnice (5.3)

1
Gs(s) = (5.6)
3,99 x 107853 + 1,14 x 10~*s2 + 0,0293s

Urceni kritického zesileni
VyuZijeme vztah pro vypocet kritického zesileni v otevieném sériové zapojeném obvodu

GO(S) = TOst(S)
Tok
G =
o() 3,99 x 107853 + 1,14 x 10~%s2 + 0,0293s

Ptenos pfepiSeme na charakteristickou rovnici
3,99 X 107853 + 1,14 X 10™*s% + 0,02935 + 19, = 0
Hodnotu 1y, ziskdme vypoctem determinantu matice H, [1]

1,14 x 10™* 1y

det
- =0 — 1y, = 83,714
271399 x10"® 0,0293 Ok
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Urceni periody kmitu
V charakteristické rovnici dosadime jw za s a kritické zesileni
3,99 x 1078(jw)® + 1,14 x 107*(jw)? + 0,0293(jw) + 83,714 =0
Rozd€lenim na redlnou a imagindrni ¢ast vypocitdme w
—3,99 x 1078w3 + 0,0293w = 0
-1,14 x 10~*w? + 83,714 =0
w =~ 856,93398

Z hodnoty tihlové frekvence kmit w ziskdme T}, [1]
2 2m

T, =—=——— ~0,007332
k™ w ~ 856,93398

5.2.4 Urceni parametrii regulatoru Ziegler-Nicholsovou metodou

Pro navrh parametrt reguldtoru vyuzijeme tabulku pro setizeni spojitého regulatoru. Nasledné
parametry vlozime do vztahu pro diskrétni ptenos regulatoru.

Tab. 9 Sefizeni spojitého regulatoru [4]

Typ To T; Tq
P O,Srok - -
Ty
PI 0,457"0k E -
T,
PID 0,67k 7" 0,12T}

Spojity pienos regulatoru je dan vztahem

1
Gr(s) =1, (1 + ﬁ + Tds>, (5.7)

ze kterého diskretizaci ziskame diskrétni pienos regulatoru (4.14). [4]

Vypocet parametrl reguldtoru pomoci vztahti z Tab. 9

ProT = 1,T; = 0,007332 a 1y, = 83,7143 plati:
1o = 0,67 = 0,6 - 83,7143 = 50,22858
T, 0,007332
=2 77
T, = 0,12T, = 0,12 - 0,007332 = 0,00087984

= 0,003666
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Ptenos PSD (diskrétniho PID) regulatoru ziskame dosazenim do vztahu (4.14)

Gu(2) = {1+T z +sz—1}
REZNT T, 17T 2

z 4 0,00087984 z — 1}
0,003666z — 1 1 z

Gr(2) = 50,22858{1 +

13751,4675z% — 50,3170z + 0,04419 53
Gr(z) = 2(z—1) ( . )

5.2.5 Urdeni stability

K feSeni stability pouzijeme vzorec pro uzavieny obvod se zpétnovazebni strukturou (4.20).
Stabilitu ur¢ime pro obvod slozeny z diskrétni soustavy (5.4), ziskané diskretizaci metodou
substituce, a reguldtoru (5.8) v pfimé vétvi.

_ Gg (2)Gs(2)
Gw(@) =176 (2)G,(2)

Dosazenim ptenost (5.4) a (5.8) ziskame

Gw(2)
_ (13751,4675z2 — 50,3170z + 0,04419)z3
" (22 —2)(0,029414123 — 0,02928322 + 0,0001142z — 3,989 x 1078) + (13751,46752% — 50,3170z + 0,04419)z3

Gy(2)

B 13751,46752° — 50,3170z* + 0,0441923
~ 13751,4160141z° — 50,34916712* + 0,07543132% — 0,0001145398922 + 3,989 x 1078z

Stabilitu systému ovéfime vypoctem kotent charakteristické rovnice

13751,41601412z° — 50,3491671z* + 0,075431323 — 0,00011453989z% + 3,989 x 1078z = 0

z; = 0.00261984 — |z;| = 0.00261984

Z3 = 0.00029855 + 0.0015499i - |Zz'3| = \/0.000298552 + 0.00154992 =~ 0,001143
z, = 0.0004444 - |z,| = 0.0004444
zZs=0-|z3] =0

Systém je stabilni. Pro v8echny kofeny charakteristické rovnice plati |z;| < 1.
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5.2.6 Softwarové ovéreni programem MATLAB

Nyni provedeme softwarovou kontrolu vypocta v programu MATLAB.

Overeni vypoctu kritického zesileni 1y, a periody kmitii T),
num = 1; % Spojity prenos soustavy
den = [3.99e-8, 1.14e-4, 0.0293, 90];

Gs = tf(num, den); % Vytvoreni prenosové funkce
margin(Gs); % Definovani funkce margin(Gs)
[r, X, w, y] = margin(Gs);

rek = r;

Tk = 2*pi / w;

fprintf('Kritické zesileni ROk: %.4f\n', rek); % Vypis vysledku
fprintf('Perioda kmitd Tk: %.4f s\n', Tk);

Kritické zesileni ROk: 83.7143
Perioda kmitu Tk: 0.0073 s

Obr. 16: Softwarové ovéteni pro kritické zesileni a periodu kmitu

Overeni navrhu regulatoru
syms z

K = 50.22858; % Parametry PID
Ti = 0.003666;

Td = 0.00087984;
Ts = 1;
I term = (Ts / Ti) * z / (z - 1); % Prenos regulatoru

D_term = Td * (z - 1) / z;

GR_expr = K * (1 + I_term + D_term);

GR_frac = simplifyFraction(GR_expr); % Vytvoreni jediného zlomku
GR_frac = expand(GR_frac);
[num_sym, den_sym] = numden(GR_frac); % Ziskani ¢it. a jmen.

num_approx
den_approx = vpa(den_sym, 5);

vpa(num_sym, 5); % Prevod na 5 desetinnych mist

disp('Vysledny prenos G_R(z):'); % Vypis vysledku
disp(['(', char(num_approx), ') / (', char(den_approx), ')'])

Vysledny pIenos G_R(z):
(3.2658e+34*z - 8.9252e+36%*z"2 - 2.8683e+31) / (-6.4904e+32%*z*(z - 1.0))

Obr. 17: Softwarové ovetreni navrhu PSD regulatoru
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Oveéreni stability prenosu

Ts = 1; % Vzorkovaci perioda
numl = [13751.4675, -50.3170, 0.04419]; % Prenos regulatoru
denl = [1, -1, @];

num2 = [1, @, 0, O]; % Prenos motoru

den2 = [0.0294141, -0.029283, 0.0001142, -3.989%e-8];

Gl = tf(numl, denl, Ts); % Definovani disk. prenosl
G2 = tf(num2, den2, Ts);

R

G_open = series(Gl, G2); %5 Otevieny prenos

G_closed = feedback(G_open, 1); % Uzavreny prenos zpétnovaz.

NS

p = pole(G_closed); Vypocet pdold

figure; % Zobrazeni po6ll v grafu
zplane(G_closed.Numerator{l}, G_closed.Denominator{1});

title('Pély uzavreného systému se zpétnou vazbou');

xlabel('Re");

ylabel('Im");

grid on;

if all(abs(p) < 1) % Test stability
disp('Uzavreny systém je stabilni.');

else
disp('Uzavreny systém je nestabilni.');

end

disp('Pdély uzavreného systému:'); % Vypis péll

disp(p);

Uzavieny systém je stabilni.

Poly uzavieného systému:
0.0000 + 0.00001
0.0027 + 0.00001
0.0003 + 0.00151
0.0003 - 0.00151
0.0004 + 0.00001

Obr. 18: Softwarové overeni stability
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5.3 Navrh regula¢niho modelu pro vhodnou vzorkovaci periodu

Stejny spojity pienos nyni diskretizujeme pro vhodnou vzorkovaci periodu. Nejprve zvolime vhodnou
vzorkovaci periodu. Nasledné diskretizujeme Tustinovou metodou. Pro diskretizovany pirenos
navrhneme regulator s ovéfenim stability a cely obvod budeme sledovat v programu Simulink.
5.3.1 Volba vzorkovaci periody
Charakteristickou rovnici ziskame ze spojitého pienosu

3,99 X 107853 + 1,14 X 10™*s? + 0,0293s = 0,

kde kofeny rovnice jsou

S]_ = 0
s, = —2571,59
S5 = —285,56.

K urceni ¢asovych konstant vyuzijeme vztah [1]

1
n=-c pros; #0
i

kde
pro s, = —2571,59

Ty = =~ 0,00039 s

~ —2571,59

pro s3 = —285,56

T3 = ~ 0,00350 s.

~ —285,56

Vzorkovaci periodu ziskame vztahem (4.2)

1 1 1
T = (Z az E)Z‘ri = E(O + 0,00039 + 0,00350) =~ 0,002

Vhodna vzorkovaci perioda pro diskretizaci spojitého pienosu: T = 0,002 s.

5.3.2 Diskretizace Tustinovou metodou proT = 0,002 s
Tustinova metoda vyuziva vztah z Tab. 5

2 1—-z1
s~ — :
Ty 14271

Spojity pienos
1
ass3 + a,s? + a;s

GS(S) =
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kde
as; = 3,989 x 1078

a, =1,1407 x 10™*

a, = 0,0293.
Nahrazeni proménné s vztahem pro diskretizaci Tustinovou metodou
1
Gs(z) = 3 2
N EEE) PR e W =)
3\Ts 1+ 271 2\T; 1+ z71 T, 1+2z71
1
Gs(2) = 1—z71\* 1— 771\ 1-—2z71
1
Gs(2) = ——F =1y A7) 1z
Cl310 m + a210 m + allooom
1
65(2) = ————=1y3 0L )
6.(2) = (z+1)3
$ 399(z—1)3+ 1,14-102(z— 1)2(z+ 1) + 29,3(z— 1)(z + 1)2
5(z + 1)3

Gs(2) = 5163 — 102242 — 1182 % 224

(z+1)3
G = 59
s(2) 183,223 — 204,4z% — 23,6z + 44,8 ( )

5.3.3 Navrh regulatoru Ziegler-Nicholsovou metodou
Vypocet parametrl reguladtoru pomoci vztahti z Tab. 9

Pro T = 0,002, T}, = 0,0073 aryy, = 83,7143 plati
ro = 0,670, = 0,6 - 83,7143 = 50,22858
_ T, _0,0073
T2 2
Ty =012 Ty = 0,12 - 0,0073 = 0,00087984

= 0,003666

Ptenos PSD (diskrétniho PID) regulatoru ziskdme dosazenim do vztahu (4.14)
GR(Z)=1”0{1+Z z +EZ_1}
Tiz—1 T =z
Gr(2) = 83,7143 {1 4 0,002 z 4 0,00087984 z — 1}
0,003666z — 1 0,002 z

120,5419z% — 111,6988z + 36,8276
Gr(2) = 2= D) (5.10)

59



KLUSAK, Matous. Aplikace Z-transformace

5.3.4 Urdeni stability

K feseni stability pouZzijeme vzorec pro uzavieny obvod se zpétnovazebni strukturou (4.20).
Stabilitu ur¢ime pro obvod slozeny z diskrétni soustavy (5.9), ziskané diskretizaci Tustinovou
metodou, a regulatoru (5.10) v pfimé vetvi.

G, (2) = Gr(2)Gs(2)
1+ Gr(2)Gs(2)
G, (2)

(120,54192z% — 111,6988z* + 36,8276) (z + 1)3

= (22— 2)(183,223 — 204,422 — 23,67 + 44,8) + (120,541922 — 111,69887" + 36,8276) (z + 1)3
120,5419z° + 249,9269z* + 63,3569z% — 104,07172z% — 1,216z + 36,8276
303,74192z5 — 137,6731z* + 244,1569z3 — 35,67172% — 46,016z + 36,8276

Gy(z) =

Stabilitu systému ovéfime vypoctem kofenti charakteristické rovnice

303,7419z° — 137,6731z* + 244,1569z3 — 35,6717z — 46,016z + 36,8276 = 0

712 = 0,0753 £ 0,9476i — |2,,| =+/0,13052 + 0,9476% ~ 0,9506
23 = —0,5067 = |z,| = 0,5067

Zys = 0,4047 £ 0,3179i - |z,5| = 1/0,40472 + 0,31792 ~ 0,5146

Systém je stabilni. VSechny kofeny charakteristické rovnice lezi uvnitt jednotkové rovnice.

5.3.5 Simulace v programu MATLAB Simulink

V nadstavbé Simulink programu Matlab bude provedena simulace regula¢niho systému, ktery
byl konstruovan v podkapitole 5.3. Parametry regulatoru byly vloZeny z vypoct podkapitoly
5.3.3 a diskrétni soustava vychazi z ptenosu (5.9).

Zpétnovazebni zapojeni uzavieného diskrétniho regulacniho obvodu je zndzornéno na Obr. 19.

|

3,92
PID(z) —» z+3z +3z+1 N[

183.27° — 204.47% — 23.67 + 44.8

Diskrétni PID

Discrete
Transfer Fcn.

Obr. 19: Diskrétni regulacni obvod v programu MATLAB Simulink
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Nastaveni a vystup ¢lenii regula¢niho obvodu

Step

Reprezentuje vstupni signal, respektive zadany stav systému (poZadovanou hodnotu vystupu).
Pro néslednou simulaci byla nastavena hodnota natoc¢eni rotoru na 1.

Sum

Step
Output a step.

Main  Signal Attributes
Step time:
0

Initial value:

0

Final value:

1

Obr. 20: Step

Clen, ktery vyhodnocuje odchylku a nasledné posila novy signal do regulatoru.
Odchylka = Zadana hodnota — Aktualni vystup

Sum

Add or subtract inputs. Specify one of the following:

a) character vector containing + or - for each input port, | for spacer
between ports (e.g. ++|-|++)

b) scalar, >= 1, specifies the number of input ports to be summed.
When there is only one input port, add or subtract elements over all
dimensions or one specified dimension.

Main  Signal Attributes
Icon shape: round
List of signs:

+-

Obr. 21: Sum
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Diskrétni PID regulator (PSD)

Reguluje systém podle odchylky (signélu ziskaného ze ¢lenu Sum). Obsahuje proporcionalni
(P), integracni (I) a derivacni (D) slozku, implementovanou v diskrétni doméné z. Parametry

byly vlozeny z vypoctu regulacnich parametrti Ziegler-Nicholsovou metodou pro T = 0,002s.
Ptenos regulatoru:

Gal(2) = {1+T z +sz—1}
R\Z) =To T,z—1 T =z )

kde
P =1, = 50,22858
I =T; =0,003666
D =T,; = 0,00087984
Controller: PID v Form: Parallel
Time domain: Discrete-time settings

O Continuous-time [CJ PID Controller is inside a conditionally executed subsystem

Sample time (-1 for inherited): 0.002

O Discrete-time
» Integrator and Filter methods:

¥ Compensator formula

pirr, 2 +p— N __
Zs 1+NT,
z-1
Main  Initialization = Saturation  Data Types  State Aftributes
Controller parameters
Source: internal v
Proportional (P): 50.22858
Integral (I): 0.003666 ¢ [J use I*Ts (optimal for codegen)
Derivative (D): 0.00087984 i [ Use externally sourced derivative

Obr. 22: Diskrétni PID reguléator

Discrete Transfer Fcn
Simuluje diskrétni dynamické vlastnosti fizené soustavy.
Ptenos soustavy

(z+1)3
Gs(2) = 183,223 — 204,422 — 23,6z + 44,8
Data
Source Value
Numerator: Dialog v [1331]
Denominator: Dialog v~ [183.2-204.4 -23.6 44.8]
Initial states: Dialog v 0

Obr. 23: Discrete Transfer Fen
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Scope
Graficky vystup — zobrazeni odezvy systému na vstup. Zobrazuje regulaci natoCeni rotoru.

Z obrazku je vidét, Ze je signal ustalen na pozadované hodnoté do 0,2 s. Doba sledovani je 1
sekunda.

! I I
|_|— Discrete Transfer Fcn. I

-
N
-

-
b3

Rotor position [rad]
©
o

o
[=2)

0.4

0.2

o

01 0.2 03 04 05 06 0.7 08 09 1
Time (seconds)

Ready 'Sample based |Offset=0 | T=1.000

Obr. 24: Scope — graf vystupu
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6 ZAVER

Hlavnim cilem prace bylo piedstavit teorii Z-transformace, téma diferencnich rovnic
a diskrétnich regulacnich obvodii. Jednotlivé prvky a principy, at’ uz oblasti diferen¢nich rovnic
nebo diskrétnich regulacnich obvodd, totiz ptimo vychazi z teorie Z-transformace a vyuzivaji
jejich defini¢nich vztaht, vlastnosti, pfipadné€ vzorct z operatorového slovniku Z-transformace.
Prezentaci téchto souvislosti se zabyva teoreticka ¢ast bakalarské prace, ve které jsou mimo
jiné obsazeny i ptiklady vzdy ke konkrétnimu problému.

Teoretickd ¢ast zaCind od primarniho tématu, kterym je Z-transformace. Tato kapitola
obsahuje rozliseni piimé a zpétné Z-transformace vcéetné jejich defini¢nich vztahii, zptasobt
feSeni a vlastnosti. Treti kapitola se zabyva popisem a feSenim diferen¢nich rovnic
a matematickym popisem diskrétnich ¢lent. Kapitola ¢tvrté je vénovana diskrétnim regulaénim
obvodim. Rozebird diskrétni ¢leny, a to vzorkova¢ a tvarovac¢, které plni zasadni roli
v diskrétnich regulacnich obvodech. Déle popisuje proces diskretizace, ktery je zasadni pro
pfechod ze spojitého do diskrétniho fizeni, Cislicové regulatory a jejich sefizeni Ziegler-
Nicholsovou metodou. V zavéru ctvrté kapitoly jsou uvedeny zéklady blokové algebry
a stability diskrétnich systémil. Tyto procesy budou vyuZity v praktické ¢asti.

Cilem praktickeé ¢asti bylo ptibliZit vyuZziti Z-transformace a dalSich témat teoretické ¢asti
préace v realné aplikaci teorie automatického tizeni. Jako objekt feSeni byl vybran stejnosmérny
motor, jehoZ dynamické vlastnosti jsou popsany diferencialni rovnici druhého a tfetiho fadu
s parametry realného motoru Maxon DCX 35L.

Nejdiive byla vyuzita rovnice druhého fadu, pracujici s tthlovou rychlosti rotoru. Tato
rovnice byla diskretizovana metodou nahrazeni derivaci diferencemi se vzorkovaci periodou
T = 1. Byla vypoctena a graficky zobrazena impulsni a pfechodova funkce. Poté byl proveden
pokus o navrzeni vhodného diskrétniho regulatoru pro danou diskrétni soustavu. Ukézalo se,
ze navrh regulatoru Ziegler-Nicholsovou metodou nelze realizovat, jelikoZz je obvod
strukturalné stabilni a nelze jej dostat na hranici stability.

Abychom mohli k sefizeni regulatoru vyuzit Ziegler-Nicholsovu metodu, bylo potieba

s rovnici pracovat v podob& rovnice ttetiho fadu, pracujici s natocenim rotoru. Diskretizace
byla provedena tentokrat metodou substituce a poté i metodou Tustinovy aproximace. Nasledné
byl pro diskrétni model sestaven PSD regulator a provedena zkouska stability celkového
obvodu. Spravnost vSech analytickych a numerickych vypocti byla nasledné ovétena
v programu MATLAB.
Zaver praktické ¢asti obsahuje feSeni stejné rovnice tretiho fadu, avSak se vzorkovaci periodou
vhodnou pro konkrétni model. Nasledné byla provedena diskretizace, ndvrh PSD regulatoru
a kontrola stability. VSechny vypocty a parametry byly implementovany do regula¢niho obvodu
v prostfedi Simulink, kde probé&hla simulace regulace diskretizované soustavy. Grafické
zndzornéni pribéhu regulace ukazuje, Ze se vystupni hodnota regulované veli¢iny (natoceni
rotoru) ustalila na pozadované hodnoté¢ do 0,2 sekundy.

Na zaklad¢ poznatkll, ziskanych béhem vypracovani praktické ¢asti, lze fict, Ze prace
s diferen¢ni rovnici a Z-pfenosem mulZe byt v urcitych piipadech obtizna. NejCastéjsim
problémem vyskytujicim se pfi zpracovani analytické ¢asti byla chybovost vysledkii zpisobena
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vlivem zaokrouhlovéni. I proto byly nakonec u navrhi parametri diskrétniho regulétoru
vyuzity vzorce pro navrh spojitého regulatoru.
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