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ABSTRAKT 

Tato bakalářská práce pojednává o aplikaci Z-transformace v teorii regulace. Rešeršní část  
je věnována uvedení teorie matematického aparátu Z-transformace včetně jejich vlastností  
a řešení.  Dále se rešeršní část zabývá diskrétní funkcí a diferenčními rovnicemi, jejich uplatnění 
v regulační technice, diskretizací spojitých systémů a stabilitou. Praktická část je věnována 
řešení a simulaci regulačního obvodu se stejnosměrným motorem včetně softwarového ověření.  

ABSTRACT 

This bachelor thesis deals with the application of the Z-transform in control theory. The review 
section is devoted to introducing the theory of the mathematical apparatus of Z-transforms 
including their properties and solutions.  Furthermore, the research part deals with discrete 
function and difference equations, their application in control engineering, discretization of 
continuous systems and stability. The practical part is devoted to the solution and simulation of 
a DC motor control circuit including software verification.  

KLÍČOVÁ SLOVA 

Z-transformace, diferenční rovnice, regulace, přenos, stabilita, MATLAB Simulink 

KEYWORDS 

Z-transform, difference equations, discrete control, transfer function, stability, MATLAB 
Simulink
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1 ÚVOD 

V oblasti automatického řízení se dlouhou dobu používalo výhradně spojité řízení. V polovině 
20. století se pro funkci regulátorů začínají používat číslicové počítače. Tento fakt je hlavním 
důvodem pro přechod od spojitého řízení k řízení diskrétnímu. Laplaceovu transformaci, která 
slouží jako matematický nástroj k popisu a analýze spojitých systémů, tak v teorii diskrétních 
systémů nahrazuje Z-transformace. Z-transformace se v tomto kontextu stává stěžejní součástí 
teorie diskrétního řízení. 

Cílem rešeršní části bakalářské práce je představit teoretický základ Z-transformace, 
včetně rozlišení přímé a zpětné Z-transformace a demonstrovat její vlastnosti a metody řešení. 
Dále se práce věnuje aplikaci těchto poznatků na řešení diferenčních rovnic, které jsou 
základem matematického modelování diskrétních systémů. Tyto rovnice umožňují popsat 
dynamické chování číslicových regulátorů a jiných prvků moderních regulačních systémů. 
Teoretický rámec je následně rozšířen o přehled diskrétních regulačních obvodů, jejichž členy 
a struktura jsou detailně analyzovány včetně metod diskretizace spojitých systémů. Rešeršní 
část je zakončena kapitolou věnující se stabilitě diskrétních obvodů. 

Pro praktickou část byl vybrán stejnosměrný motor s parametry reálného motoru,  
ke kterému byl zkonstruován diskrétní regulační obvod. Při konstrukci a v následném ověření 
stability byly využity vztahy, které byly popsány v rešeršní části bakalářské práce. K ověření 
všech analytických a numerických výpočtů byl vybrán software MATLAB s nástavbou 
Simulink.   
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2 Z-TRANSFORMACE 

Z-transformace představuje matematický aparát, využívaný především při popisu a analýze 
diskrétních systémů. Umožňuje analyzovat a zpracovávat diferenční rovnice a diskrétní signály 
v časové i frekvenční oblasti. Využití Z-transformace má své kořeny v pracích Abrahama De 
Moivra z roku 1730. K analýze se u spojitých systémů využívá nástroj Laplaceovy 
transformace. U diskrétních systémů se využívá právě nástroj Z-transformace. Dalo by se tedy 
říct, že Z-transformace je Laplaceově transformaci analogická. Rozdílem je, že pracuje  
s posloupností {𝑓(𝑘)} diskrétních celočíselných hodnot argumentu 𝑘, na rozdíl od Laplaceovy 
transformace, která operuje se spojitou funkcí. Své využití najde Z–transformace v oblasti 
techniky, v oblasti komunikací a telekomunikací nebo ekonomii a financích. [1] 

2.1 Diskrétní funkce 

Diskrétní funkce 𝑓(𝑘𝑇) je dána posloupností diskrétních hodnot 𝑓(0), 𝑓(𝑇), 𝑓(2𝑇), …, které 
odpovídají tzv. vzorkovacím okamžikům, tedy časovým bodům 𝑡 = 0, 𝑇, 2𝑇, …. Vzorkovací 
perioda 𝑇 představuje časový interval mezi po sobě jdoucími vzorky signálu a je vyjádřena 
v sekundách [𝑠]. Mimo tyto časové okamžiky není funkce definována. Časové body, ve kterých 
je funkce 𝑓(𝑘𝑇) určena, jsou rovnoměrně rozloženy v čase, tedy 𝑡 =  𝑘𝑇, kde 𝑘 je celé číslo 
(𝑘 =  0, 1, 2, … ). Tento čas 𝑘𝑇 se označuje jako diskrétní čas. Průběh diskrétní funkce je 
znázorněn na Obr. 1. [1] 

 
Obr. 1: Graf diskrétní funkce [1] 
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2.2 Přímá Z-transformace 

Laplaceův obraz spojité funkce 𝑓(𝑡) je dán vztahem 

𝐿{𝑓(𝑡)} = 𝐹 (𝑠) =  න 𝑓(𝑡)𝑒ି௦௧𝑑𝑡.
ஶ

଴
 

 
(2.1) 

 
Dosazením impulsů 𝑓(𝑘𝑇) a přechodem integrálu k sumě získáme Laplaceův obraz spojité 
funkce 𝑓(𝑘𝑇)  

𝐿{𝑓(t)} = ෍ 𝑓(𝑘𝑇)
ஶ

௞ୀ଴

𝑒ି௦௞். 
 

(2.2) 
 

Zavedeme-li novou proměnnou 𝑧 do Laplaceovy transformace vztahem 

 𝑧 =  𝑒௦், 
 

(2.3) 
 

získáme Z–obraz definován jako:  

𝐹(𝑧) = 𝑍{𝑓(𝑘𝑇)} =  ෍ 𝑓(𝑘𝑇)
ஶ

௞ୀ଴

𝑧ି௞ = 𝑓(0) + 𝑓(𝑇)𝑧ିଵ + 𝑓(2𝑇)𝑧ିଶ + ⋯. 
(2.4) 

 

Tímto vztahem je Z–obraz definován jen pro diskrétní funkce (𝑘 ≥ 0) a pro funkce spojité jej 
použít nelze. [1] 
Metodou, která se nejčastěji používá k nalezení Z–obrazu je práce se slovníkem  
Z–transformace, který obsahuje spojité funkce 𝑓(𝑡), jejich Laplaceův obraz 𝐹(𝑠) a diskrétní 
funkce 𝑓(𝑘𝑇) a jejich Z-obraz 𝐹(𝑧). [1] 

  



 
Ústav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brně, 2025 
 

19 
 

Tab. 1: Slovník Z-transformace [1] 

𝑓(𝑡) 𝐹(𝑠) 𝑓(𝑘𝑇) 𝐹(𝑧) 

𝛿(𝑡) 1 𝛿(𝑘𝑇) 1 

𝜂(𝑡) 
1
𝑠

 𝜂(𝑘𝑇) 
𝑧

𝑧 − 1
 

𝑡 
1
𝑠ଶ 𝑘𝑇 

𝑧𝑇
(𝑧 − 1)ଶ 

𝑡ଶ

2
 

1
𝑠ଷ 

(𝑘𝑇)ଶ

2
 

𝑧(𝑧 + 1)𝑇ଶ

2(𝑧 − 1)ଷ  

𝑒ି௔் 
1

𝑠 + 𝑎
 𝑒ି௔௞் 

𝑧
𝑧 − 𝑒ି௔் 

𝑡𝑒ି௔் 
1

(𝑠 + 𝑎)ଶ 𝑘𝑇𝑒ି௔௞் 
𝑧𝑇𝑒ି௔்

(𝑧 − 𝑒ି௔்)ଶ 

𝑎
௧
் 

1

𝑠 − lg 𝑎
𝑇

 𝑎௞ 
𝑧

𝑧 − 𝑎
     (a >  0) 

sin 𝜔𝑡 
𝜔

𝑠ଶ + 𝜔ଶ sin 𝜔𝑘𝑇 
𝑧 sin 𝜔𝑇

𝑧ଶ − 2𝑧 cos 𝜔𝑇 + 1
 

cos 𝜔𝑇 
𝑠

𝑠ଶ + 𝜔ଶ cos 𝜔𝑘𝑇 𝑧ଶ − 𝑧 cos 𝜔𝑇
𝑧ଶ − 2𝑧 cos 𝜔𝑇 + 1

 

 
Příklad 1:  
Určení Z-obrazu diskrétní funkce ze spojité funkce, jejíž Laplaceův obraz je 

𝐹(𝑠) =
𝑠 + 2

𝑠ଷ + 4,5𝑠ଶ + 2𝑠
 

Řešení 
Rozložení jmenovatele funkce 𝐹(𝑠) na součin 

𝐹(𝑠) =
𝑠 + 2

𝑠(𝑠 + 4)(𝑠 + 0,5)
 

Rozklad na parciální zlomky a výpočet konstant 𝐴, 𝐵, 𝐶 

𝐹(𝑠) =
𝑠 + 2

𝑠(𝑠 + 4)(𝑠 + 0,5)
=  

𝐴
𝑠

+
𝐵

𝑠 + 4
+

𝐶
𝑠 + 0,5

… =  
1
𝑠

−
1

7(𝑠 + 4) −
6

7(𝑠 + 0,5) 
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Určení Z-obrazu pomocí slovníku Z-transformace z Tab. 1 

𝐹(𝑧) =
𝑧

𝑧 − 1
−

1
7

𝑧
𝑧 − 𝑒ିସ் −

6
7

𝑧
𝑧 − 𝑒ି଴,ହ்  

2.3 Zpětná Z-transformace 

Zpětnou Z-transformací rozumíme hledání originálu (diskrétní časové funkce 𝑓(𝑘𝑇)) ze  
Z-obrazu 𝐹(𝑧). Zpětná transformace je dána vztahem [1] 

𝑓(𝑘𝑇) =  𝑍ିଵ{𝐹(𝑧)} 
 
(2.5) 

 
Mezi metody pro nalezení originálu patří výpočet originálu podle definičního vztahu využitím 
věty o residuích, dělení polynomu polynomem a řešení podle operátorového slovníku  
Z-transformace, ve kterém použijeme rozklad na parciální zlomky. [2] 

Tab. 2: Slovník Z-transformace pro 𝑇 = 1 [1] 

𝑓(𝑡) 𝐹(𝑠) 𝑓(𝑘) 𝐹(𝑧) 

0 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě  

𝑓(0) = 1 1 𝑘 + 1 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě 

𝑓(0) = 1 
𝑧ଶ

(𝑧 − 1)ଶ 

0 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě 

𝑓(1) = 1 
1
𝑧

 𝑎௞ିଵ 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě 

𝑓(0) = 0 
1

𝑧 − 𝑎
 

0 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě 

𝑓(2) = 1 
1
𝑧ଶ (𝑘 − 1)𝑎௞ିଶ  

𝑘𝑟𝑜𝑚ě 
𝑓(0) = 0 

1
(𝑧 − 𝑎)ଶ 

0 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě 

𝑓(3) = 1 
1
𝑧ଷ 

1
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑎௞ିଷ 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě 

𝑓(0) = 0 
1

(𝑧 − 𝑎)ଷ 

1 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě 

𝑓(0) = 0 
1

𝑧 − 1
 𝑎௞  

𝑧
𝑧 − 𝑎

 

𝑘 − 1 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě 

𝑓(0) = 0 
1

(𝑧 − 1)ଶ 𝑘𝑎௞ିଵ  
𝑧

(𝑧 − 𝑎)ଶ 

1
2

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2) 
𝑘𝑟𝑜𝑚ě 

𝑓(0) = 0 
1

(𝑧 − 1)ଷ 1
2

𝑘(𝑘 − 1)𝑎௞ିଶ 
𝑧

(𝑧 − 𝑎)ଷ 

1 
𝑧

𝑧 − 1
 (𝑘 + 1)𝑎௞  

𝑧ଶ

(𝑧 − 𝑎)ଶ 

𝑘 
𝑧

(𝑧 − 1)ଶ 
1

𝑎 − 𝑏
(𝑎௞ିଵ − 𝑏௞ିଵ) 

𝑎 ≠ 𝑏 

𝑘𝑟𝑜𝑚ě 
𝑓(0) = 0 

1
(𝑧 − 𝑎)(𝑧 − 𝑏)

 

1
2

𝑘(𝑘 − 1) 
𝑧

(𝑧 − 1)ଷ 
1

𝑎 − 𝑏
(𝑎௞ − 𝑏௞) 

𝑎 ≠ 𝑏 

𝑧
(𝑧 − 𝑎)(𝑧 − 𝑏)
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2.3.1 Výpočet pomocí residuí 

Definiční vztah pro zpětnou Z-transformaci 

𝑓(𝑘𝑇) =  𝑍ିଵ{𝐹(𝑧)} =  
1

2𝜋𝑗
ර 𝐹(𝑧)

௅
𝑧௞ିଵ 𝑑𝑧 

 
(2.6) 

 
se opírá o křivkový integrál. Výpočet křivkového integrálu využívá teorie komplexní analýzy 
a pracuje s Laurentovou řadou. K vyčíslení křivkového integrálu použijeme Residuovou větu 

𝑓(𝑘𝑇) =  ෍ 𝑅𝑒𝑠{𝐹(𝑧)𝑧௞ିଵ}
௣ó௟௬ ி(௭)௭ೖషభ 

, 
 
(2.7) 

 
kde 𝐹(𝑧) je Z-obraz 𝑓(𝑘𝑇). [2] 

Jediným případem, kdy výraz 𝑧௞ିଵ obsahuje póly, je 𝑘 = 0. V tomto případě má funkce jeden 
pól a to 𝑧 = 0. Z toho důvodu při použití vztahu (2.7) výpočet rozdělíme na dva oddělené 
příklady. Jeden pro 𝑘 = 0  a druhý pro 𝑘 ≥ 1. [1] 

𝑓(𝑘𝑇) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ෍ 𝑅𝑒𝑠 ൜

𝐹(𝑧)
𝑧

ൠ
௣ó௟௬ ி(௭);଴

             𝑝𝑟𝑜 𝑘 = 0

෍ 𝑅𝑒𝑠{𝐹(𝑧)𝑧௞ିଵ}
௣ó௟௬ ி(௭)

       𝑝𝑟𝑜 𝑘 ≥ 1
                 

 
(2.8) 

 

Pro výpočet residuí funkce 𝑓(𝑧) s jednoduchými póly v 𝑧଴ platí: 

𝑅𝑒𝑠௭→௭బ𝑓(𝑧) = lim
௭→௭బ

(𝑧 − 𝑧଴)𝑓(𝑧). 
 
(2.9) 

 
Pro výpočet residuí funkce 𝑓(𝑧) s 𝑘-násobnými póly v 𝑧଴ platí: [1] 

𝑅𝑒𝑠௭→௭బ𝑓(𝑧) =
1

(𝑘 − 1)!
lim

௭→௭బ

𝑑௞ିଵ

𝑑𝑧௞ିଵ [(𝑧 − 𝑧଴)௞𝑓(𝑧)]. 
 
(2.10) 

 
 
Příklad 2: 
Stanovení originálu k Z-obrazu 𝐹(𝑧) pomocí výpočtu residuí funkce 

𝐹(𝑧) =  
𝑧 − 0,5

𝑧ଶ − 0,3𝑧 + 0,02
 

Řešení 
Úprava zlomku a určení pólů 

𝐹(𝑧) =  
𝑧 − 0,5

(𝑧 − 0,2)(𝑧 − 0,1)
 

𝑧ଵ = 0,2; 𝑧ଶ = 0,1 
Dosazení do vzorce (2.7) 

𝑓(𝑘) = ෍ 𝑅𝑒𝑠 ൜
(𝑧 − 0,5)

(𝑧 − 0,2)(𝑧 − 0,1)
𝑧௞ିଵൠ

௭→଴,ଶ;଴,ଵ
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Výpočet residuí podle vztahu (2.9) pro jednoduché póly 

𝑅𝑒𝑠 {𝐹(𝑧)𝑧௞ିଵ} = lim
௭→଴,ଶ

(𝑧 − 0,2)(𝑧 − 0,5)
(𝑧 − 0,2)(𝑧 − 0,1)

𝑧௞ିଵ =
0,2 − 0,5
0,2 − 0,1

· 0,2௞ିଵ = −3 · 0,2௞ିଵ 

𝑅𝑒𝑠 {𝐹(𝑧)𝑧௞ିଵ} = lim
௭→଴,ଵ

(𝑧 − 0,5)(𝑧 − 0,1)
(𝑧 − 0,2)(𝑧 − 0,1)

𝑧௞ିଵ =
0,1 − 0,5
0,1 − 0,2

· 0,1௞ିଵ = 4 · 0,1௞ିଵ 

Součtem residuí dostáváme výsledek v uzavřeném tvaru 
𝑓(𝑘) = 4 · 0,1௞ିଵ − 3 · 0,2௞ିଵ. 

 
 
Příklad 3: 
Stanovení originálu k Z-obrazu 𝐹(𝑧) pomocí vztahu pro výpočet residuí s 𝑘-násobnými póly 

𝐹(𝑧) =
𝑧ଶ + 1

(𝑧 − 3)(𝑧 + 1)ଷ 

Řešení 
Určení pólů a dosazení do vzorce (2.7): 

𝑓(𝑘) = ෍ 𝑅𝑒𝑠 ቊ
𝑧ଶ + 1

(𝑧 − 3)(𝑧 + 1)ଷ 𝑧௞ିଵቋ
௭→ଷ;ିଵ

 

Výpočet residuí podle vztahu (2.10): 

𝑅𝑒𝑠 {𝐹(𝑧)𝑧௞ିଵ} = lim
௭→ଷ

(𝑧 − 3)(𝑧ଶ + 1)
(𝑧 − 3)(𝑧 + 1)ଷ 𝑧௞ିଵ =

9 + 1
(3 + 1)ଷ · 3௞ିଵ =

5
32

· 3௞ିଵ 

Součtem residuí dostáváme výsledek v uzavřeném tvaru: 

𝑓(𝑘) =
5

32
· 3௞ିଵ −

5
32

· (−1)௞ିଵ. 

2.3.2 Dělení polynomu polynomem 

Je-li Z-obraz 𝐹(𝑧) racionální lomená funkce: 

𝐹(𝑧) =  
𝑀(𝑧)
𝑁(𝑧)

, 
 

(2.11) 
 

pak můžeme dělit polynom polynomem. 

Dělení polynomu polynomem je nejpoužívanější metoda řešení zpětné Z-transformace, při 
které nebude potřeba operátorový slovník Z-transformace.  
  

𝑅𝑒𝑠 {𝐹(𝑧)𝑧௞ିଵ} =
1

(𝑘 − 1)!
lim

௭→ିଵ

𝑑ଶ

𝑑𝑧ଶ ቆ
(𝑧 + 1)ଷ(𝑧ଶ + 1)
(𝑧 − 3)(𝑧 + 1)ଷ ቇ 𝑧௞ିଵ 

=
1

(3 − 1)!
lim

௭→ିଵ
ቆ

(𝑧ଶ + 1)
(𝑧 − 3) ቇ

ᇱᇱ

𝑧௞ିଵ =
1
2

lim
௭→ିଵ

൬
20

(𝑧 − 3)ଷ൰ 𝑧௞ିଵ 

=
1
2

lim
௭→ିଵ

൬
20

(𝑧 − 3)ଷ൰ 𝑧௞ିଵ =
1
2

· ൬−
20
64

൰ · (−1)௞ିଵ = −
5

32
· (−1)௞ିଵ 
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Dělením polynomů získáme mocninnou řadu  

𝐹(𝑧) =  𝑓଴ +  𝑓ଵ𝑧ିଵ +  𝑓ଶ𝑧ିଶ + ⋯. 
 

(2.12) 
 

Tuto mocninnou řadu porovnáme s definičním vztahem (2.4) 

𝐹(𝑧) = 𝑓(0) + 𝑓(𝑇)𝑧ିଵ +  𝑓(2𝑇)𝑧ିଶ + ⋯. 

Vidíme, že koeficienty této řady jsou přímo hodnotami funkce 𝑓(𝑘𝑇) 

𝑓(0) = 𝑓଴;  𝑓(𝑇) = 𝑓ଵ;  𝑓(2𝑇) =  𝑓ଶ; … 
 
(2.13) 

 
Využitím této metody dostáváme hledaný originál v otevřeném tvaru jako posloupnost 
číselných hodnot, což může být výhodou při výpočtu impulsních a přechodových funkcí. 
V některých případech by však bylo lepší, kdybychom dostali výsledek v uzavřeném tvaru, tzn. 
výsledek ve formě algebraického výrazu. [1] 
 
Příklad 4:  
Nalezení originálu 𝑓(𝑘𝑇) k funkci 𝐹(𝑧) pomocí metody dělení polynomu polynomem  

𝐹(𝑧) =
𝑧 + 5

𝑧ଶ + 2𝑧 + 1
 

Řešení 

𝑓(0) = 0; 𝑓(𝑇) = (1); 𝑓(2𝑇) = 3; 𝑓(3𝑇) = −7; …   
      

2.3.3 Užití slovníku Z-transformace 

Stejně jako u metody dělení polynomu polynomem uvažujeme zadanou funkci 𝐹(𝑧) jako 
zlomek (2.11). Abychom mohli provést zpětnou Z-transformaci pomocí operátorového 
slovníku, je zapotřebí funkci 𝐹(𝑧) upravit. K úpravě budeme běžně používat rozklad na 
parciální zlomky. Po rozložení na parciální zlomky výraz převedeme pomocí Tab. 2 na originál 
𝑓(𝑘) k Z-obrazu 𝐹(𝑧) a získáme výsledek v uzavřeném tvaru. [1] 
 
Příklad 5: 

Nalezení originálu 𝑓(𝑘) k funkci  

𝐹(𝑧) =  
𝑧(𝑧 − 1)

(𝑧 + 1)(𝑧 + 2) 

  

𝑓(𝑇)   𝑓(2𝑇)   𝑓(3𝑇) 

(𝑧 + 5): (𝑧ଶ + 2𝑧 + 1) = 𝑧ିଵ + 3𝑧ିଶ − 7𝑧ିଷ + ⋯ 
 −(𝑧 + 2 + 𝑧ିଵ)

    0 + 3 − 𝑧ିଵ  

 −(3 + 6𝑧ିଵ + 3𝑧ିଶ)
    0 − 7𝑧ିଵ − 3𝑧ିଶ  

 

↑          ↑           ↑ 
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Řešení 

Rozkladem 
(௭ିଵ)

(௭ାଵ)(௭ାଶ)
 na parciální zlomky upravíme funkci 𝐹(𝑧) 

𝐹(𝑧) =
−2𝑧

𝑧 + 1
+

3𝑧
𝑧 + 2

 

Využijeme vztah z Tab. 2  

𝑍ିଵ ቄ
𝑧

𝑧 − 𝑎
ቅ = 𝑎௞ pro 𝑘 ≥ 0 

Dostáváme originál k zadané funkci 𝐹(𝑧) 
𝑓(𝑘) = −2(−1)௞ + 3(−2)௞ 

2.4 Vlastnosti Z-transformace 

Vlastnosti Z-transformace nám umožní studovat jednotlivé signály a systémy a usnadňovat 
operace s nimi. Pro zjednodušení bude předpokládáno, že pracujeme s nulovými počátečními 
podmínkami 𝑓(𝑘) = 0 v záporném diskrétním čase pro 𝑘 < 0. [3] 

2.4.1 Linearita 

Linearitou Z-transformace rozumíme, že Z-obraz lineární kombinace vzorů se rovná lineární 
kombinaci Z-obrazů. Vztah (2.14) není nic jiného než obdoba linearity Laplaceovy 
transformace, ze které Z-transformace vychází. 

𝑍{𝑎𝑓(𝑘) + 𝑏𝑔(𝑘)} = 𝑎𝐹(𝑧) + 𝑏𝐺(𝑧), 
 
(2.14) 

 
kde 𝑎 a 𝑏 jsou konstanty. Vlastnost linearity uplatníme zejména v případě zpětné Z-
transformace. [1], [2] 

2.4.2 Posunutí 

Vlastnost posunutí bude klíčová u převodu diferenčních rovnic do Z-oblasti. Budeme s ní 
pracovat v teorii regulačním obvodu, kde se vyskytuje diskrétní i spojitý člen. Rozlišujeme 
záporné a kladné posunutí. [3] 
Pro záporné posunutí o 𝑚 period platí 

𝑍{𝑓(𝑘 − 𝑚)} =  𝑧ି௠𝐹(𝑧). 
 
(2.15) 

 
Pro kladné posunutí o 𝑚 period platí  

𝑍{𝑓(𝑘 + 𝑚)} = 𝑧௠ ൥𝐹(𝑧) − ෍ 𝑓(𝑖)𝑧ି௜
௠ିଵ

௜ୀ଴

൩. 
 
(2.16) 
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Pro posunutí o jednu, dvě, tři, ... periody platí [1] 
záporné (zpětné) posunutí 

𝑍{𝑓(𝑘 − 1)} =  𝑧ିଵ𝐹(𝑧) 
𝑍{𝑓(𝑘 − 2)} =  𝑧ିଶ𝐹(𝑧) 
𝑍{𝑓(𝑘 − 3)} =  𝑧ିଷ𝐹(𝑧) 

 
(2.17) 

 
kladné (dopředné) posunutí 

𝑍{𝑓(𝑘 + 1)} = 𝑧𝐹(𝑧) − 𝑧𝑓(0) 
𝑍{𝑓(𝑘 + 2)} = 𝑧ଶ𝐹(𝑧) − 𝑧ଶ𝑓(0) − 𝑧𝑓(1) 

𝑍{𝑓(𝑘 + 3)} = 𝑧ଷ𝐹(𝑧) − 𝑧ଷ𝑓(0) − 𝑧ଶ𝑓(1) − 𝑧𝑓(2) 

 
(2.18) 

 
 

2.4.3 Počáteční a konečná hodnota [1] 

Počáteční hodnota je dána vztahem 

𝑓(0) = lim
௭→ஶ

𝐹(𝑧) =  lim
௞→଴

𝑓(𝑘𝑇). 
 
(2.19) 

 
Konečná hodnota je dána vztahem 

𝑓(∞) =  lim
௞→ஶ

𝑓(𝑘𝑇) =  lim
௭→ଵ

𝑧 − 1
𝑧

𝐹(𝑧). 
 
(2.20) 
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3 DIFERENČNÍ ROVNICE V REGULAČNÍ TECHNICE 

Diferenční rovnice slouží jako matematický popis dynamických vlastností diskrétních systémů. 
Základem diferenčních rovnic je diskrétní funkce uvedená v kapitole 2.1. Diferenční rovnice se 
mohou lišit v otázce linearity/nelinearity a homogenity/nehomogenity. [1], [4]  

3.1 Diference funkce 

Základním pojmem v teorii diferenčních rovnic je diference diskrétní funkce. První diference 
funkce je dána rozdílem sousedních funkčních hodnot dané posloupnosti. Podle způsobu 
definování diference rozlišujeme dopřednou a zpětnou diferenci [1] 

dopředná diference 
∆𝑓(𝑘𝑇) = 𝑓[(𝑘 + 1)𝑇] − 𝑓(𝑘𝑇) 

zpětná diference 
∇𝑓(𝑘𝑇) = 𝑓(𝑘𝑇) − 𝑓[(𝑘 − 1)𝑇]. 

 
(3.1) 

 

Z hlediska praktického využití bude dále popsána pouze zpětná diference, která má v technické 
oblasti větší uplatnění. Diference dopředná se využívá hlavně v oblasti matematiky. Vzhledem 
k tomu, že budeme pracovat se záporným posunutím, můžeme si dovolit uvažovat počáteční 
podmínky nulové. [1] 

V obou případech jsme předpokládali 𝑇 ≠ 1. Dále budeme uvažovat 𝑇 = 1 a pracovat se 
vztahem [1] 

∇𝑓(𝑘) = 𝑓(𝑘) − 𝑓(𝑘 − 1). 
 
(3.2) 

 
S navýšením řádu diference na druhou diferenci se zvyšuje i mocninný řád operátoru ∇. 
Zároveň platí, že řád diference je roven nejvyššímu posunutí u funkčních hodnot. [1]; 
Proto platí:  

∇ଶ𝑓(𝑘) = ∇𝑓(𝑘) − ∇𝑓(𝑘 − 1). 
 
(3.3) 

 
Po dosazení diferencí 1. řádu získáme 

∇ଶ𝑓(𝑘) = 𝑓(𝑘) − 𝑓(𝑘 − 1) − 𝑓(𝑘 − 1) + 𝑓(𝑘 − 2) = 𝑓(𝑘) − 2𝑓(𝑘 − 1) + 𝑓(𝑘 − 2). 
 
(3.4) 

 
V případě, kdy 𝑇 ≠ 1 platí 

∇ଶ𝑓(𝑘𝑇) =  ∇𝑓(𝑘𝑇) − ∇𝑓[(𝑘 − 1)𝑇] = 𝑓(𝑘𝑇) − 2𝑓[(𝑘 − 1)𝑇] + 𝑓[(𝑘 − 2)𝑇]. 
 
(3.5) 
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Zpětnou diferenci 𝑛-tého řádu pro 𝑇 = 1 zapisujeme vztahem 

∇௡𝑓(𝑘) = ∇௡ିଵ𝑓(𝑘) − ∇௡ିଵ𝑓(𝑘 − 1) = ෍(−1)௡ି௜
௡

௜ୀ଴

ቀ
𝑛
𝑖

ቁ 𝑓(𝑘 − 𝑖). 
 
(3.6) 
 

 Pro 𝑇 ≠ 1 [1] 

∇௡𝑓(𝑘𝑇) = ∇௡ିଵ𝑓(𝑘𝑇) − ∇௡ିଵ𝑓[(𝑘 − 1)𝑇] = ෍(−1)௡ି௜
௡

௜ୀ଴

ቀ
𝑛
𝑖

ቁ 𝑓[(𝑘 − 𝑖)𝑇]. 
 
(3.7) 
 

3.2 Zavedení a řešení diferenčních rovnic 

3.2.1 Homogenní diferenční rovnice 

Homogenní diferenční rovnici rozumíme rovnici ve tvaru 

𝑎௡∇௡𝑦(𝑘) + 𝑎௡ିଵ∇௡ିଵ𝑦(𝑘) … + 𝑎ଵ∇𝑦(𝑘) + 𝑎଴𝑦(𝑘) = 0, 
 
(3.8) 
 

ze které po úpravě získáme charakteristickou rovnici 

𝑎௡z௡ + 𝑎௡ିଵz௡ିଵ … + 𝑎ଵz + 𝑎଴ = 0, 
 
(3.9) 
 

kde 𝑧௜ jsou její kořeny (různé), 𝑖 = 1, 2, … a 𝑛 nechť jsou reálné nebo komplexní. 
Potom řešení homogenní diferenční rovnice (3.8) bude: 

𝑦(𝑘) = ෍ 𝐶௜𝑧௜
௞

௡

௜ୀଵ

, 
 
(3.10) 
 

kde 𝐶௜ jsou konstanty určené z počátečních podmínek a 𝑘 =  0, 1, 2, ….. [4] 

3.2.2 Nehomogenní diferenční rovnice 

Uvažujme lineární nehomogenní diferenční rovnici 𝑛-tého řádu s konstantními koeficienty 

𝛼௡∇௡𝑦(𝑘) + ⋯ + 𝛼ଵ∇𝑦(𝑘) + 𝛼଴𝑦(𝑘) = 𝛽௠∇௠𝑢(𝑘) + ⋯ + 𝛽ଵ∇𝑢(𝑘) + 𝛽଴𝑢(𝑘), 
 
(3.11) 
 

kde 𝑢(𝑘) reprezentuje vstupní signál systému, tj. známá diskrétní funkce včetně počátečních 
podmínek a 𝑦(𝑘) bude interpretovat výstupní signál systému. [1], [4] 

 
Po nahrazení diferenčního operátoru funkčními hodnotami podle výše uvedeného vztahu (3.6), 
dostáváme rovnici v rekurentním tvaru 

𝑎଴𝑦(𝑘) + 𝑎ଵ𝑦(𝑘 − 1) + ⋯ + 𝑎௡𝑦(𝑘 − 𝑛) = 𝑏଴𝑢(𝑘) + 𝑏ଵ𝑢(𝑘 − 1) + ⋯ + 𝑏௠𝑢(𝑘 − 𝑚). 
 
(3.12) 
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Rekurentní tvar používáme v teorii řízení k popisu dynamických systémů a je vhodný pro 
nalezení řešení diferenčních rovnic. [1], [4] 
K řešení diferenčních rovnic využijeme tři nejčastější metody řešení. [1] 
 

3.2.3 Řešení pomocí charakteristické rovnice 

Řešením pomocí charakteristické rovnice získáme výsledek v uzavřeném tvaru. Stanovíme 
příslušnou charakteristickou rovnici k homogenní diferenční rovnici. Z kořenů charakteristické 
rovnice určíme řešení homogenní diferenční rovnice 𝑦௛௢௠(𝑘). Následným řešením 
nehomogenní rovnice získáme partikulární část řešení 𝑦௣௔௥௧(𝑘). K nalezení partikulárního 
řešení využijeme Tab. 3. [4] 

Tab. 3: Partikulární řešení diferenční rovnice [7] 

Nehomogenní část diferenční rovnice 𝑦௣௔௥௧(𝑘) 

𝑎௞ 𝐶𝑎௞ 

𝑘௡ 𝐶଴ + 𝐶ଵ𝑘 + ⋯ + 𝐶௡𝑘௡ 

𝑘௡𝑎௞ 𝐶଴𝑎௞ + 𝐶ଵ𝑘𝑎௞ + ⋯ + 𝐶௡𝑘௡𝑎௞ 

sin(𝑏𝑘) ; cos (𝑏𝑘) 𝐶ଵsin (𝑏𝑘) + 𝐶ଶcos (𝑏𝑘) 

𝑎௞ sin(𝑏𝑘) ; 𝑎௞cos (𝑏𝑘) (𝐶ଵsin (𝑏𝑘) + 𝐶ଶcos (𝑏𝑘))𝑎௞ 

 
Uzavřený tvar řešení je uveden vztahem [1] 

𝑦(𝑘) =  𝑦௛௢௠(𝑘) + 𝑦௣௔௥௧(𝑘). 
 
(3.13) 

 
  
Příklad 6: 
Nalezení 𝑦(𝑘) v uzavřeném tvaru 

𝑦(𝑘 + 2) + 𝑦(𝑘 + 1) − 12𝑦(𝑘) = 𝑘 · 2௞ 

Řešení 
Řešení homogenní části rovnice pomocí charakteristické rovnice 

 

𝑦௛௢௠(𝑘): 
 

𝑦(𝑘 + 2) + 𝑦(𝑘 + 1) − 12𝑦(𝑘) = 0 
 𝜆ଶ + 𝜆 − 12 = 0 

 (𝜆 − 3)(𝜆 + 4) = 0 
 𝜆ଵ = 3; 𝜆ଶ = (−4) 

𝑦௛௢௠(𝑘) = 𝐶ଵ · 3௞ + 𝐶ଶ · (−4)௞ 
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Odhadnutí partikulárního řešení z Tab. 3 

Výpočet neznámých 𝐴 a 𝐵 po dosazení 𝑦௣௔௥௧(𝑘) do nehomogenní diferenční rovnice 

Dosazení do vztahu (3.13) 

𝑦(𝑘) = 𝐶ଵ · 3௞ + 𝐶ଶ · (−4)௞ −
5

18
2௞ −

1
6

𝑘2௞. 

Matematický přístup k řešení diferenčních rovnic je zde hodně zjednodušený. Neřešili jsme 
násobné kořeny charakteristické rovnice a rovněž jsme zde neuvedli odhad partikulárního 
řešení v případě, že pravá strana nehomogenní rovnice obsahuje kořen charakteristické rovnice. 

3.2.4 Rekurentní řešení 

Rekurentní nebo také numerické řešení se používá v běžné praxi nejčastěji. K řešení stačí pouze 
znalost počátečních podmínek. Nevýhodou této metody je, že dostaneme řešení v otevřeném 
tvaru, a ne v uzavřeném. [4] 
 
Příklad 7: 
Nalezení 𝑦(𝑘) pomocí rekurentního (numerického) řešení 

𝑦(𝑘 + 2) − 𝑦(𝑘 + 1) − 𝑦(𝑘) = 5 · 3௞ିଶ 
Počáteční podmínky: 𝑦(0) = 0; 𝑦(1) = 2. 
 
Řešení 
Upravení rovnice tak, aby 𝑦 s největším posunutím bylo na levé straně 

𝑦(𝑘 + 2) = 5 · 3௞ିଶ + 𝑦(𝑘 + 1) + 𝑦(𝑘) 
 

𝑦௣௔௥௧(𝑘): 
 

𝑘 · 2௞ → (𝐴 + 𝐵𝑘) · 2௞ = 𝐴 · 2௞ + 𝐵 · 𝑘 · 2௞ 

𝐴2௞ାଶ + 𝐵(𝑘 + 2)2௞ାଶ𝐴2௞ାଵ + 𝐵(𝑘 + 1)2௞ାଵ − 12(𝐴2௞ + 𝐵𝑘2௞) = 𝑘2௞ 
4𝐴2௞ + 4𝐵𝑘2௞ + 8𝐵2௞ + 2𝐴2௞ + 2𝐵𝑘2௞ + 2𝐵2௞ − 12𝐴2௞ − 12𝐵𝑘2௞ = 𝑘2௞ 

𝑘2௞: 
 
 

4𝐵 + 2𝐵 − 12𝐵 = 1  

𝐵 = −
1
6

  

2௞: 
 
 

4𝐴 + 8𝐵 + 2𝐴 + 2𝐵 − 12𝐴 = 0  

𝐴 = −
5

18
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Výpočet 𝑦(𝑘) postupným dosazováním počátečních podmínek 

𝑘 = 0: 𝑦(2) = 5 ·
1

3ଶ + 𝑦(1) + 𝑦(0) 

𝑦(2) =
5
9

+ 2 + 0 → 𝑦(2) =
23
9

 

 

𝑘 = 1: 𝑦(3) = 5 ·
1
3

+ 𝑦(2) + 𝑦(1) 

𝑦(3) =
5
3

+
23
9

+ 2 → 𝑦(3) =
56
9

 

 

3.2.5 Řešení pomocí Z-transformace 

Využitím vlastnosti posunutí Z-transformace (2.15) na diferenční rovnici (3.12) dostaneme 
rovnici algebraickou 

𝑎଴𝑌(𝑧) + 𝑎ଵ𝑧ିଵ𝑌(𝑧) + ⋯ + 𝑎௡𝑧ି௡𝑌(𝑧) = 𝑏଴𝑈(𝑧) + 𝑏ଵ𝑧ିଵ𝑈(𝑧) + ⋯ + 𝑏௠𝑧ି௠𝑈(𝑧), 
 
(3.14) 
 

jejíž řešení představuje Z-obraz řešení původní rovnice. S využitím slovníku Z-transformace 
viz. Tab. 1 dostáváme odpovídající výsledek. [1] 
 
Příklad 8: 
Řešení diferenční rovnice za pomocí Z-transformace 

𝑦(𝑘) − 0,7𝑦(𝑘 − 1) = 0,2𝑢(𝑘 − 1). 
kde 𝑢(𝑘) = 1 pro 𝑘 ≥ 0 
 
Řešení 
Využití vlastnosti posunutí Z-transformace 

𝑍{𝑦(𝑘)} = 𝑌(𝑧) 
𝑍{𝑦(𝑘 − 1)} = 𝑧ିଵ𝑌(𝑧) 
𝑍{𝑢(𝑘 − 1)} = 𝑧ିଵ𝑈(𝑧) 

Dosazení do rovnice 
𝑌(𝑧) − 0,7𝑧ିଵ𝑌(𝑧) = 0,2𝑧ିଵ𝑈(𝑧) 

𝑌(𝑧)(1 − 0,7𝑧ିଵ) =
0,2

𝑧 − 1
 

Vyjádření 𝑌(𝑧) 

𝑌(𝑧) =
0,2

𝑧 − 1
𝑧

𝑧 − 0,7
=

0,2𝑧
(𝑧 − 1)(𝑧 − 0,7) 

  

Obr. 2: Graf řešení y(k) příkladu 7 
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Výpočet koeficientů pomocí rozkladu na parciální zlomky 

𝑌(𝑧) =
𝐴

𝑧 − 1
+

𝐵
𝑧 − 0,7

  

𝐴 =
2
3

 

𝐵 = −
7

15
. 

Využití slovníku Z-transformace (viz Tab. 2) 

𝑍ିଵ ൜
1

𝑧 − 𝑎
ൠ = 𝑎௞ିଵ 

Po úpravě získáme výsledek 

𝑦(0) = 0 → 𝑦(𝑘) =
2
3

1௞ିଵ −
7

15
(0,7)௞ିଵ =

2
3

−
7

15
(0,7)௞ିଵ     𝑝𝑟𝑜 𝑘 > 0. 

 

3.3 Matematický popis diskrétních členů 

3.3.1 Diferenční rovnice a Z-přenos 

V navazující kapitole věnované diskrétnímu regulačnímu obvodu budeme pracovat se  
Z-přenosem, který vyjadřuje vlastnosti systému. Mějme diskrétní člen se vstupní veličinou 
𝑢(𝑘) a výstupní veličinou 𝑦(𝑘) znázorněný na Obr. 3. Obě tyto veličiny jsou diskrétní časové 
funkce a tento systém můžeme popsat diferenční rovnicí: 

𝑦(𝑘) + 𝑎ଵ𝑦(𝑘 − 1) + ⋯ + 𝑎௡𝑦(𝑘 − 𝑛) = 𝑏଴𝑢(𝑘) + 𝑏ଵ𝑢(𝑘 − 1) + ⋯ + 𝑏௠𝑢(𝑘 − 𝑚), 
 
(3.15) 
 

kde koeficient 𝑎଴ rovnice (3.12) standardně nabývá hodnoty 1. [1] 

Definiční vztah Z-přenosu je definován jako poměr Z-obrazů výstupní a vstupní funkce při 
nulových počátečních podmínkách 

𝐺(𝑧) =
𝑌(𝑧)
𝑈(𝑧). 

 
(3.16) 
 

Z-přenos získáme Z-transformací rovnice (3.15) a využitím věty o posunutí [1] 

𝐺(𝑧) =
𝑌(𝑧)
𝑈(𝑧) =

𝑏଴ + 𝑏ଵ𝑧ିଵ + ⋯ + 𝑏௠𝑧ି௠

1 + 𝑎ଵ𝑧ିଵ + ⋯ + 𝑎௡𝑧ି௡ . 
 
(3.17) 
 

Obr. 3: Diskrétní systém [1] 
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3.3.2 Impulsní a přechodová funkce a charakteristika 

Další formou popisu diskrétních členů je impulsní a přechodová funkce. Diskrétní impulsní 
funkce 𝑔(𝑘) popisuje odezvu systému na jednotkový impuls 𝛿(𝑘). Pro jednotkový impuls platí 

𝛿(𝑘) ൜1,    𝑘 = 0
0,    𝑘 ≠ 0. 

 
(3.18) 

 
Impulsní charakteristikou rozumíme graf impulsní funkce.  

Přechodová funkce ℎ(𝑘) popisuje odezvu systému na jednotkový skok 𝜂(𝑘).  
Pro jednotkový skok platí [1] 

𝜂(𝑘) ቄ 1    𝑘 ≥ 0
 0    𝑘 < 0. 

 
(3.19) 

 
Přechodovou charakteristikou rozumíme graf přechodové funkce. [1] 

Ze slovníku Z-transformace (popř. z definice Z-transformace) víme, že Z-obraz jednotkového 
impulsu 𝑍{𝛿(𝑘)} = 1. Z toho vyplývá, že dosadíme-li jednotkový impuls jako vstupní funkci 
a impulsní funkci jako výstupní funkci tak z definice Z-přenosu (3.16) dostaneme, že Z-obraz 
impulsní funkce je roven přenosu [1]  

𝐺(𝑧) =
𝑌(𝑧)
𝑈(𝑧)

=
𝑍{𝑔(𝑘)}
𝑍{𝛿(𝑘)} = 𝑍{𝑔(𝑘)}. 

 
(3.20) 

 
Impulsní funkci můžeme vypočítat dvěma způsoby. První přímo vyplývá ze vztahu (3.20), kdy 
impulsní funkci získáme zpětnou Z-transformací vztahem [1] 

𝑔(𝑘) = 𝑍ିଵ{𝐺(𝑧)}. 
 
(3.21) 

 
Druhým způsobem je použití diferenční rovnice. [1] 
 

Obr. 4: Impulsní funkce [1] 

Obr. 5: Přechodová funkce [1] 
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Z-obraz jednotkového skoku nalezneme v operátorovém slovníku Z-transformace (popř. 
z definice Z-transformace) a je dán vztahem 𝑍{𝜂(𝑘)} = ௭

௭ିଵ
. Dosadíme-li jednotkový skok, 

stejně jako jednotkový impuls do definice Z-přenosu, dostaneme 

𝐺(𝑧) =
𝑌(𝑧)
𝑈(𝑧)

=
𝑍{ℎ(𝑘)}
𝑍{𝜂(𝑘)} =

𝑍{ℎ(𝑘)}
𝑧

𝑧 − 1
, 

 
(3.22) 

 
z čehož vyplývá  

𝑍{ℎ(𝑘)} =
𝑧

𝑧 − 1
𝐺(𝑧) neboli 𝐻(𝑧) =

𝑧
𝑧 − 1

𝐺(𝑧). 
 

(3.23) 
 

 
 
Dostáváme tak vztah pro získání přechodové funkce pomocí zpětné Z-transformace [1] 

ℎ(𝑘) = 𝑍ିଵ ቄ
𝑧

𝑧 − 1
𝐺(𝑧)ቅ.  

 
(3.24) 

 
Pro získání konečné hodnoty ℎ(∞) přechodové funkce využijeme vlastnost konečné hodnoty 
Z-transformace (2.20) [1] 

ℎ(∞) = lim
௞→ஶ

ℎ(𝑘) = lim
௭→ଵ

𝑧 − 1
𝑧

𝐻(𝑧). 
 
(3.25) 

 
 

Výpočet impulsní funkce z přechodové funkce a výpočet přechodové funkce z impulsní funkce 
je dán vztahy [1] 

𝑔(𝑘) = ℎ(𝑘) − ℎ(𝑘 − 1) 

ℎ(𝑘) = ෍ 𝑔(𝑖)
௞

௜ୀ଴

. 

 
(3.26) 
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4 DISKRÉTNÍ REGULAČNÍ OBVOD 

V oblasti spojitých regulačních obvodů se využívaly zejména spojité PID regulátory, jejíchž 
hardwarovým základem byl operační zesilovač. Tyto regulátory pracovaly s regulovanou 
veličinou spojitě se měnícího napětí, které bylo regulátorem zesilováno, derivováno  
a integrováno. Výstupní veličinou bylo zesílené spojitě měnící se napětí. Do oblasti diskrétního 
řízení a diskrétních regulačních obvodů přecházíme z praktického důvodu, a to z důvodu 
využití počítače jako regulátoru. Za diskrétní regulační obvod se dá považovat takový, 
ve kterém alespoň jedna veličina obvodu má tvar posloupnosti diskrétních hodnot. [1], [4]  

Na Obr. 6 je znázorněno blokové schéma nejběžněji užívaného typu regulačního obvodu, kde 
je regulovaná veličina spojitá. 

4.1 Členy diskrétního regulačního obvodu 

V podkapitole 4.1 rozebereme dva členy regulačního obvodu, které jsou specifické pro 
diskrétní regulační systémy. Jsou to vzorkovač a tvarovač. [1] 

4.1.1 Vzorkovač 

Jako vzorkovač se používá analogově-digitální převodník. Provádí snímání spojité vstupní 
veličiny 𝑦(𝑡) (viz. Obr. 6) a pomocí vzorkování ji převádí na diskrétní funkci 𝑦(𝑘𝑇) (číslicový 
tvar). Vzorkovač provede diskretizaci spojitého signálu např. 𝑢(𝑘) v ekvidistančních 
okamžicích 𝑡 = 𝑘𝑇 vzhledem k času. Průběh je znázorněn na Obr. 7. [1] 

 
Stěžejním faktorem pro konstrukci a výpočet diskrétních regulačních obvodů je délka 
vzorkovací periody 𝑇, tedy doba mezi dvěma vzorky.  

Obr. 7: Princip vzorkovače [1] 

Obr. 6: Diskrétní regulační obvod [1] 
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Hodnotu vzorkovací periody získáme z časových konstant regulované spojité soustavy 

𝐺௦(𝑠) =
𝑘

(𝜏ଵ𝑠 + 1)(𝜏ଶ𝑠 + 1) …
 

 
(4.1) 

 
vztahem [1] 

𝑇 ≅ ൬
1
4

𝑎ž
1
2

൰ ෍ 𝜏௜. 
 
(4.2) 

 

4.1.2 Tvarovač 

Funkci tvarovače plní digitálně-analogový převodník a jeho funkcí je převést diskrétní signál 
𝑢(𝑘𝑇) (viz. Obr. 6) do tvaru vhodného pro vstupní veličinu do spojité regulované soustavy. 
Tato činnost se nazývá tvarování. Vstupní diskrétní signál je popsán řadou impulsů, jejichž 
amplituda je nositelkou informace a nikoli energie. Výstupní spojitý signál, nebo alespoň po 
částech spojitý, následně díky tvarování předává informaci i energii viz. Obr. 8. [1] 

 
Pro další aplikaci uvedeme nejčastěji používaný typ, a to tvarovač nultého řádu 𝐺்(𝑠). Přenos 
tvarovače nultého řádu je dán vztahem  

𝐺்(𝑠) =
𝐿{𝑢்(𝑡)}
𝐿{𝛿(𝑘𝑇)} =

1 − 𝑒ି்௦

𝑠
, 

 
(4.3) 

 

který vychází z Laplaceova obrazu schodové funkce 𝐿{𝑢்(𝑡)} = ଵି௘ష೅ೞ

௦
 a Laplaceova obrazu 

jednotkového impulsu 𝐿{𝛿(𝑘𝑇)} = 1 viz. kap. 3.3.2. [1] 

4.2 Diskretizace spojitých systémů 

Diskretizací rozumíme převedení diferenciální rovnice spojitého systému na diferenční rovnici 
diskrétního systému. Provedení je možné realizovat několika metodami. Pro praktické využití 
zmíníme pouze přibližnou metodu pomocí substituce a Tustinovu aproximaci. Přibližná metoda 
pomocí substituce spočívá v nahrazení derivací diferenciální funkce diferencemi, které popisuje 
Tab. 4. Jak bylo dříve uvedeno, budeme se zabývat pouze zpětnou diferencí. [1] 

Obr. 8: Princip tvarovače [1] 
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Tab. 4 Derivace a diference [1] 
Spojitá funkce Diskrétní funkce 

Derivace prvního řádu Diference prvního řádu 
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= lim

∆௧→଴

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − ∆𝑡)
∆𝑡

 ∇𝑥 = 𝑥(𝑘) − 𝑥(𝑘 − 1) 

Derivace druhého řádu Diference druhého řádu 

𝑑ଶ𝑥(𝑡)
𝑑𝑡ଶ = lim

∆௧→଴

𝑑𝑥(𝑡)
𝑑𝑡 − 𝑑𝑥(𝑡 − ∆𝑡)

𝑑𝑡
∆𝑡

 
∇ଶ𝑥 = ∇𝑥(𝑘) − ∇𝑥(𝑘 − 1) = 

= 𝑥(𝑘) − 2𝑥(𝑘 − 1) + 𝑥(𝑘 − 2) 

Derivace třetího řádu Diference třetího řádu 

𝑑ଷ𝑥(𝑡)
𝑑𝑡ଷ = lim

∆௧→଴

𝑑ଶ𝑥(𝑡)
𝑑𝑡ଶ − 𝑑ଶ𝑥(𝑡 − ∆𝑡)

𝑑𝑡ଶ

∆𝑡
 

∇ଷ𝑥 = ∇ଶ𝑥(𝑘) − ∇ଶ𝑥(𝑘 − 1) = 
= 𝑥(𝑘) − 3𝑥(𝑘 − 1) + 3𝑥(𝑘 − 2) − 𝑥(𝑘 − 3) 

 
Z Tab. 4 pak dostaneme pro náhradu derivací vztahy: 

𝑑𝑥(𝑡)
𝑑𝑡

≈
𝑥(𝑘) − 𝑥(𝑘 − 1)

𝑇
 

𝑑ଶ𝑥(𝑡)
𝑑𝑡ଶ ≈

𝑥(𝑘) − 2𝑥(𝑘 − 1) + 𝑥(𝑘 − 2)
𝑇ଶ  

𝑑ଷ𝑥(𝑡)
𝑑𝑡ଷ ≈

𝑥(𝑘) − 3𝑥(𝑘 − 1) + 3𝑥(𝑘 − 2) − 𝑥(𝑘 − 3)
𝑇ଷ , 

 
(4.4) 

 

kde 𝑇 je vzorkovací perioda. [1] 
 
Metodu předvedeme na diferenciální rovnici 2. řádu 

𝑎ଶ𝑦ᇱᇱ(𝑡) + 𝑎ଵ𝑦ᇱ(𝑡) + 𝑎଴𝑦(𝑡) = 𝑏ଵ𝑢ᇱ(𝑡) + 𝑏଴𝑢(𝑡). 
 
(4.5) 

 
Nahrazení derivací diferencemi podle (4.4) (uvažujme 𝑇 = 1) 

𝑦ᇱ(𝑡) =
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑦(𝑘) − 𝑦(𝑘 − 1) 

𝑦ᇱᇱ(𝑡) =
𝑑ଶ𝑦(𝑡)

𝑑𝑡ଶ = 𝑦(𝑘) − 2𝑦(𝑘 − 1) + 𝑦(𝑘 − 2). 

Dosazením do (4.5) získáme diferenční rovnici 2. řádu 

𝑎ଶ൫𝑦(𝑘) − 2𝑦(𝑘 − 1) + 𝑦(𝑘 − 2)൯ + 𝑎ଵ൫𝑦(𝑘) − 𝑦(𝑘 − 1)൯ + 𝑎଴𝑦(𝑘)
= 𝑏ଵ൫𝑢(𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1)൯ + 𝑏଴𝑢(𝑘) 

 
(4.6) 

 
a po úpravě získáme tvar [1] 

(𝑎2 + 𝑎1 + 𝑎0)𝑦(𝑘) − (2𝑎2 + 𝑎1)𝑦(𝑘 − 1) + 𝑎2𝑦(𝑘 − 2) = (𝑏1 + 𝑏0)𝑢(𝑘) − 𝑏1𝑢(𝑘 − 1). 
 

(4.7) 
 

Druhou metodou je Tustinova aproximace, která vychází z lichoběžníkové aproximace 
integrálu spojité funkce a je popsána vztahem  

𝑠 ≅
2
𝑇

1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ 
 
(4.8) 
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Výrazy pro 𝑠ିଵ až 𝑠ିହ zobrazuje Tab. 5. [1] 

Tab. 5 Tustinova metoda diskretizace [1] 
 Z-transformace 

𝑠ିଵ 𝑇
2

1 + 𝑧ିଵ

1 − 𝑧ିଵ 

𝑠ିଶ 
𝑇ଶ

12
1 + 10𝑧ିଵ + 𝑧ିଶ

(1 − 𝑧ିଵ)ଶ =
𝑇ଶ

12
1 + 10𝑧ିଵ + 𝑧ିଶ

1 − 2𝑧ିଵ + 𝑧ିଶ  

𝑠ିଷ 
𝑇ଷ

2
𝑧ିଵ + 𝑧ିଶ

(1 − 𝑧ିଵ)ଷ =
𝑇ଷ

2
𝑧ିଵ + 𝑧ିଶ

1 − 3𝑧ିଵ + 3𝑧ିଶ − 𝑧ିଷ 

𝑠ିସ 
𝑇ସ

6
𝑧ିଵ + 4𝑧ିଶ + 𝑧ିଷ

(1 − 𝑧ିଵ)ସ −
𝑇ସ

720
=

𝑇ସ

6
𝑧ିଵ + 4𝑧ିଶ+𝑧ିଷ

1 − 4𝑧ିଵ + 6𝑧ିଶ − 4𝑧ିଷ + 𝑧ିସ −
𝑇ସ

720
 

𝑠ିହ 

𝑇ହ

24
𝑧ିଵ + 11𝑧ିଶ+11𝑧ିଷ + 𝑧ିସ

(1 − 𝑧ିଵ)ହ = 

=
𝑇ହ

24
𝑧ିଵ + 11𝑧ିଶ+11𝑧ିଷ + 𝑧ିସ

1 − 5𝑧ିଵ + 10𝑧ିଶ − 10𝑧ିଷ + 5𝑧ିସ − 5௭ିହ 

 
Metodu diskretizace pomocí Tustinovy aproximace demonstrujeme na diferenciální rovnici 
(4.5), upravené do tvaru spojitého přenosu 𝐺(𝑠) 

𝐺(𝑠) =
𝑌(𝑠)
𝑈(𝑠)

=
𝑏ଵ𝑠 + 𝑏଴

𝑎ଶ𝑠ଶ + 𝑎ଵ𝑠 + 𝑎଴
=

𝑏ଵ𝑠ିଵ + 𝑏଴𝑠ିଶ

𝑎ଶ + 𝑎ଵ𝑠ିଵ + 𝑎଴𝑠ିଶ 

Provedeme substituci pomocí Tab. 5 a dostáváme Z-přenos ve tvaru 

𝐺(𝑧) =
1
𝑇

𝑏ଵ
𝑇
2

1 + 𝑧ିଵ

1 − 𝑧ିଵ + 𝑏଴
𝑇ଶ

12
1 + 10𝑧ିଵ + 𝑧ିଶ

1 − 2𝑧ିଵ + 𝑧ିଶ

𝑎ଶ + 𝑎ଵ
𝑇
2

1 + 𝑧ିଵ

1 − 𝑧ିଵ + 𝑎଴
𝑇ଶ

12
1 + 10𝑧ିଵ + 𝑧ିଶ

1 − 2𝑧ିଵ + 𝑧ିଶ

 

Položíme 𝑇 = 1 

𝐺(𝑧) =
(0,5𝑏ଵ + 0,083𝑏଴) + 0,83𝑏଴𝑧ିଵ + (0,083𝑏଴ − 0,5𝑏ଵ)𝑧ିଶ

(𝑎ଶ + 0,5𝑎ଵ + 0,083𝑏଴) + 0,83𝑧ିଵ + (0,083𝑏଴ − 0,5𝑎ଵ)𝑧ିଶ 

Přenos převedeme na diferenční rovnici ve tvaru [1] 
(𝑎ଶ + 0,5𝑎ଵ + 0,083𝑏଴)𝑦(𝑘) +  0,83𝑏଴𝑦(𝑘 − 1) + (0,083𝑏଴ − 0,5𝑎ଵ)𝑦(𝑘 − 2) = 

= (0,5𝑏ଵ + 0,083𝑏଴)𝑢(𝑘) + 0,83𝑏଴𝑢(𝑘 − 1) + (0,083𝑏଴ − 0,5𝑏ଵ)𝑢(𝑘 − 2). 
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4.3 Číslicové regulátory 

V diskrétních obvodech, řízených diskrétními algoritmy regulace, se velmi často objevují 
číslicové (diskrétní) regulátory, vycházející z analogické obdoby spojitých regulátorů a jejich 
odpovídajících spojitých algoritmů. Každý regulátor s pevně danou strukturou je popsán 
rovnicí nebo přenosem. Nejčastějším případem využití ve spojitém obvodu je spojitý PID 
(proporcionálně-integračně-derivační) regulátor, jehož činnost lze popsat vztahem 

𝑢(𝑡) = 𝑟଴ ቈ𝑒(𝑡) +
1
𝑇௜

න 𝑒(𝑡)𝑑𝑡
௧

଴
+ 𝑇ௗ

𝑑𝑒(𝑡)
𝑑𝑡

቉ 
 
(4.9) 

 
a jeho přenosem 

𝐺ோ(𝑠) =
𝑈(𝑠)
𝐸(𝑠)

= 𝑟଴ ൬1 +
1

𝑇௜𝑠
+ 𝑇ௗ𝑠൰ 

 
(4.10) 

 
kde 𝑟଴ je zesílení regulátoru, 𝑇௜ integrační časová konstanta a 𝑇ௗ derivační časová konstanta. 
[1] 

4.3.1 PSD regulátor 

PSD (proporcionálně-sumačně-diferenční) regulátor získáme z popisu PID regulátoru 
diskretizací jeho integrační a derivační složky. [1] 

  
Pro náhradu spojitého integrálu využijeme tzv. stupňovité náhrady zleva: 

න 𝑒(𝑡)𝑑𝑡
௞்

଴
= 𝑇 ෍ 𝑒(𝑖).

௞

௜ୀଵ

 
 
(4.11) 

 
Pro nahrazení derivace využijeme zpětné diference 

𝑑𝑒
𝑑𝑡

≅
𝑒(𝑘) − 𝑒(𝑘 − 1)

𝑇
. 

 
(4.12) 

 
Po dosazení substitučních tvarů pro integraci a derivaci a diskrétního času 𝑘 do vztahu (4.9) 
dostáváme diferenční rovnici pro polohový algoritmus PSD regulátoru 

𝑢(𝑘) = 𝑟଴ ൝𝑒(𝑘) +
𝑇
𝑇௜

෍ 𝑒(𝑖)
௞

௜ୀଵ

+
𝑇ௗ

𝑇
[𝑒(𝑘) − 𝑒(𝑘 − 1)]ൡ 

 
(4.13) 

Obr. 9: Přechodová charakteristika PID a PSD regulátoru [1] 
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a jeho Z-přenos 

𝐺ோ(𝑧) =
𝑈(𝑧)
𝐸(𝑧)

= 𝑟଴ ൬1 +
𝑇
𝑇௜

𝑧
𝑧 − 1

+
𝑇ௗ

𝑇
𝑧 − 1

𝑧
൰, 

 
(4.14) 

 
protože platí [1] 

𝑍 ൝෍ 𝑓(𝑖𝑇)
௞

௜ୀଵ

ൡ =
𝑧

𝑧 − 1
𝐹(𝑧), 𝑓(0) = 0 

𝑍{∇𝑓(𝑘)} = 𝑍{𝑓(𝑘) − 𝑓(𝑘 − 1)} =
𝑧 − 1

𝑧
𝐹(𝑧)  

Druhým algoritmem PSD regulátoru je přírůstkový algoritmus, pomocí kterého vypočítáme 
přírůstek akční veličiny 𝑢(𝑘) v daném okamžiku oproti hodnotě v předchozí periodě. Rovnice 
pro přírůstkový algoritmus je dána vztahem:  

∇𝑢(𝑘) = 𝑟଴ ൜∇𝑒(𝑘) +
𝑇
𝑇௜

𝑒(𝑘) +
𝑇ௗ

𝑇
∇ଶ𝑒(𝑘)ൠ. 

 
(4.15) 

 
Po úpravě na rekurentní tvar 

𝑢(𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1) = 𝑟଴ ൜𝑒(𝑘) − 𝑒(𝑘 − 1) +
𝑇
𝑇௜

𝑒(𝑘) +
𝑇ௗ

𝑇
[𝑒(𝑘) − 2𝑒(𝑘 − 1) + 𝑒(𝑘 − 2)]ൠ 

𝑢(𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1) = 𝑟଴ ൜1 +
𝑇ௗ

𝑇
+

𝑇
𝑇௜

ൠ 𝑒(𝑘) − 𝑟଴ ൜1 + 2
𝑇ௗ

𝑇 ൠ 𝑒(𝑘 − 1) + 𝑟଴
𝑇ௗ

𝑇
𝑒(𝑘 − 2). 

 
(4.16) 

 

Z této rovnice získáme koeficienty přírůstkového tvaru algoritmu PSD regulátoru: 

𝑞଴ = 𝑟଴ ቆ1 +
𝑇𝑑
𝑇 +

𝑇
𝑇𝑖

ቇ 𝑞ଵ = −𝑟଴ ቆ1 + 2
𝑇𝑑
𝑇 ቇ 𝑞ଶ = 𝑟଴

𝑇𝑑
𝑇 . 

 
(4.17) 

 
Z určených koeficientů získáme Z-přenos PSD regulátoru: [1] 

𝐺ோ(𝑧) =
𝑞0 + 𝑞1𝑧−1 + 𝑞2𝑧−2

1 − 𝑧ିଵ . 
 
(4.18) 

 
Všechny typy diskrétních regulátorů obsahujících proporcionální, sumační nebo diferenční 
složku a jejich kombinace zobrazuje Tab. 6. [1] 
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Tab. 6 Z-přenosy diskrétních regulátorů [1] 
Regulátor Z-přenos 𝐺ோ(𝑧) 

P 𝑞଴ 

S 𝑞଴

1 − 𝑧ିଵ 

PS 𝑞଴ + 𝑞ଵ𝑧ିଵ

1 − 𝑧ିଵ  

PD 𝑞଴ + 𝑞ଵ𝑧ିଵ 

PSD 𝑞0 + 𝑞1𝑧−1 + 𝑞2𝑧−2

1 − 𝑧ିଵ  

 

4.3.2 Seřízení číslicových regulátorů – Ziegler-Nicholsova metoda 

Ziegler-Nicholsova metoda je klasický empirický přístup pro návrh parametrů regulátorů typu 
P, PS nebo PSD bez nutnosti znalosti přenosu soustavy při realizaci ve skutečném zapojení. Při 
výpočtu a simulaci však znalost přenosu vyžaduje.  Lze ji aplikovat pro diskrétní implementaci 
za předpokladu známé vzorkovací periody. 
Metoda spočívá v přivedení jednotkového skoku na vstup systému bez zpětné vazby  
a v následném vyhodnocení tzv. reakční křivky. Parametry regulátoru se vypočítají podle 
vztahů uvedených v Tab. 7:  

Tab. 7 Seřízení diskrétního regulátoru [1] 

Typ 𝑟଴ 𝑟଴
𝑇
𝑇௜

 𝑟଴
𝑇ௗ

𝑇
 

P 0,5𝑟଴௞ − − 

PS 0,45𝑟଴௞ − 0,27𝑟଴௞
𝑇
𝑇௞

 0,54𝑟଴௞
𝑇
𝑇௞

 − 

PSD 0,6𝑟଴௞ ൬1 −
𝑇
𝑇௞

൰ 1,2𝑟଴௞
𝑇
𝑇௞

 
3

40
𝑟଴௞

𝑇
𝑇௞

 

 
Kde 𝑟଴௞ je základní kritické zesílení a 𝑇௞ perioda kmitů. Výsledné parametry lze přímo 
implementovat v diskrétním regulátoru. [1], [5] 
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4.4 Bloková algebra 

Blokovou algebrou rozumíme pravidla, skrz která vytváříme přenos celkového systému  
a jednotlivých dílčích přenosů. V praxi nám blokové schéma vyjadřuje členy systému a vazby 
mez nimi. Jakákoli složka vyskytující se v systému je popsána svým přenosem. Jedná se tak  
o popis systému, obsahující dílčí přenosy elementárních členů, každý s jednou či více vstupními 
a výstupními veličinami (signály). [1], [4] 

V blokové algebře rozlišujeme tři základní typy zapojení členů, a to sériové, paralelní  
a zpětnovazební (antiparalelní).  
 
Z-přenos diskrétního členu 
Výstupní veličinu získáme z definice přenosu (3.16) [1] 

𝑌(𝑧) = 𝐺(𝑧)𝑈(𝑧) 
 
(4.19) 

 

 
Z-přenos spojitého členu 
Abychom určili Z-přenos, musíme se pohybovat v diskrétní oblasti, a toho u spojitého členu 
dosáhneme díky vzorkovači (značený jako spínač) na vstupu. Z-přenos je v tomto případě dán 

vztahem 𝐺(𝑧) = 𝑍 ቄ𝑉൛𝐿ିଵ{𝐺(𝑠)}ൟቅ, kde 𝑉{ } představuje operaci vzorkování. Poté je Z-obraz 

výstupní veličiny dán stejným vztahem jako u diskrétního členu (4.19). [1]  

Příklad 9: 

Stanovení přenosu diskrétního obvodu popsaného na Obr. 12 

 

Obr. 10: Z-přenos diskrétního členu [1] 

Obr. 12: Diskrétní obvod pro příklad 9 

Obr. 11: Z-přenos spojitého členu [1] 
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Řešení 
K výpočtu přenosu využijeme upravený vztah pro zpětnovazební zapojení diskrétního 
regulačního obvodu, odpovídající schématu na Obr. 12  

𝐺ௐ(𝑧) =
𝑌(𝑧)
𝑊(𝑧)

=
𝐺ோ(𝑧)𝐺஼(𝑧)

1 + 𝐺ோ(𝑧)𝐺஼(𝑧), 
 
(4.20) 

 
kde 𝐺஼(𝑧) vyjadřuje přenos spojité soustavy 𝐺ௌ(𝑠)  s tvarovačem 𝐺்(𝑠), 𝐺ோ(𝑧) přenos PSD 
regulátoru a 𝐺ௐ(𝑧) celkový přenos systému. 
Pro výpočet 𝐺஼(𝑧) uvažujme tvarovač nultého řádu (viz vztah (4.3)) 

𝐺஼(𝑧) =
𝑌(𝑧)
𝑈(𝑧)

= 𝐺்𝐺ௌ(𝑧) = 𝑍 ቊ
1 − 𝑒ି்௦

𝑠
𝐺ௌ(𝑠)ቋ = 𝑍 ൜

𝐺ௌ(𝑠)
𝑠

ൠ − 𝑍 ቊ𝑒ି்௦ 𝐺ௌ(𝑠)
𝑠

ቋ. 

Násobení obrazu výrazem 𝑒ି்௦ znamená v Laplaceově transformaci posunutí originálu o −𝑇. 
To podle vlastnosti posunutí (2.15) v Z-transformaci získáme násobením výrazem 𝑧ିଵ. 

𝐺஼(𝑧) = 𝑍 ቊ
𝐺ௌ(𝑠)

𝑠
ቋ − 𝑧ିଵ𝑍 ቊ

𝐺ௌ(𝑠)
𝑠

ቋ. 

𝐺஼(𝑧) = (1 − 𝑧ିଵ)𝑍 ቊ
𝐺ௌ(𝑠)

𝑠
ቋ. 

 
(4.21) 

 
Dosazením a využitím slovníku Z-transformace (viz Tab. 1) získáme diskrétní přenos systému 
𝐺஼(𝑧) 

𝐺஼(𝑧) = (1 − 𝑧ିଵ)𝑍 ൜
1

𝑠(3𝑠 + 1)(2𝑠 + 1)ൠ = (1 − 𝑧ିଵ)𝑍 ቐ
1
𝑠

−
3

𝑠 + 1
3

+
2

𝑠 + 1
2

ቑ → 

→ (1 − 𝑧ିଵ) ൝
𝑧

𝑧 − 1
− 3

𝑧

𝑧 − 𝑒ିଵ
ଷ

+ 2
𝑧

𝑧 − 𝑒ିଵ
ଶ

ൡ =
0,0635𝑧 + 0,0481

𝑧ଶ − 1,323𝑧 + 0,4346
. 

 
Dosazením do vztahu (4.20) získáme přenos soustavy 𝐺ௐ(𝑧)  

𝐺ௐ(𝑧) =
𝑌(𝑧)
𝑊(𝑧)

=

1,7 − 3𝑧ିଵ + 0,3𝑧ିଶ

1 − 𝑧ିଵ
0,0635𝑧 + 0,0481

𝑧ଶ − 1,323𝑧 + 0,4346

1 + 1,7 − 3𝑧ିଵ + 0,3𝑧ିଶ

1 − 𝑧ିଵ
0,0635𝑧 + 0,0481

𝑧ଶ − 1,323𝑧 + 0,4346

=
0,11𝑧ଷ − 0,11𝑧ଶ + 0,13𝑧 + 0,014

𝑧ସ − 2,22𝑧ଷ + 1,65𝑧ଶ − 0,56𝑧 + 0,014
. 

4.5 Stabilita diskrétních systémů 

Stabilita znamená návrat systému do rovnovážného stavu po odeznění budícího signálu. Neboli 
systém je stabilní tehdy, pokud se výstupní veličina ustálí na konečné hodnotě. To lze 
matematicky popsat jako [1], [4] 

lim
௞→ஶ

𝑦௛௢௠(𝑘) = 0.  
(4.22) 
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Pro důkaz využijme vztah (4.20) pro diskrétní obvod se zpětnovazební strukturou popsaný Z-
přenosem: 

𝐺ௐ(𝑧) =
𝑌(𝑧)
𝑊(𝑧)

=
𝐺ோ(𝑧)𝐺ௌ(𝑧)

1 + 𝐺ோ(𝑧)𝐺ௌ(𝑧)
=

𝑏௠𝑧ି௠ + ⋯ + 𝑏ଵ𝑧 + 𝑏଴

𝑎௡𝑧ି௡ + ⋯ + 𝑎ଵ𝑧 + 𝑎଴
. 

 
(4.23) 

 
 
Tvar přenosu po převodu na diferenční rovnici: [1] 

𝑎௡𝑦(𝑘 + 𝑛) + ⋯ + 𝑎ଵ𝑦(𝑘 − 1) + 𝑎଴𝑦(𝑘)
= 𝑏௠𝑤(𝑘 + 𝑚) + ⋯ + 𝑏ଵ𝑤(𝑘 − 1) + 𝑏଴𝑤(𝑘). 

 
(4.24) 

 
Vstupní veličina na stabilitu nemá vliv, protože stabilita je posuzována pouze až po odeznění 
vzruchu. Zajímá nás tedy pouze homogenní část rovnice 𝑦௛௢௠. Tudíž řešíme homogenní 
diferenční rovnici: 

𝑎௡𝑦(𝑘 + 𝑛) + ⋯ + 𝑎ଵ𝑦(𝑘 − 1) + 𝑎଴𝑦(𝑘) = 0, 
 
(4.25) 

 
ke které sestavíme odpovídající charakteristickou rovnici 

𝑎௡𝑧௡ + ⋯ + 𝑎ଵ𝑧 + 𝑎଴ = 0 
1 + 𝐺ோ(𝑧)𝐺ௌ(𝑧) = 0, 

 
(4.26) 

 
kde určíme kořeny 𝑧ଵ, 𝑧ଶ … , 𝑧௡ [1] 

𝑦௛௢௠(𝑘) = 𝐶ଵ𝑧ଵ
௞ + 𝐶ଶ𝑧ଶ

௞ + ⋯ + 𝐶௡𝑧௡
௞. 

 
(4.27) 

 

lim
௞→ஶ

𝑦௛௢௠(𝑘) = 𝐶ଵ lim
௞→ஶ

𝑧ଵ
௞ + 𝐶ଶ lim

௞→ஶ
𝑧ଶ

௞ + ⋯ + 𝐶௡ lim
௞→ஶ

𝑧௡
௞. 

 
(4.28) 

 
Z tohoto vtahu je vidět, že matematická definice stability (4.22) je splněna pouze tehdy, když 
kořeny charakteristické rovnice leží uvnitř jednotkové kružnice [1] 

|𝑧௜| < 1       𝑖 = 1,2, … 𝑛. 
 
(4.29) 
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Příklad 10: 

Určení stability diskrétního systému na Obr. 13 z kořenů charakteristické rovnice 

 
Řešení 
K řešení stability využijeme rovnici (4.23) pro diskrétní obvod popsaný Z-přenosem a výsledek 
celkového přenosu soustavy z Příklad 9. 

𝐺௖(𝑧) = (1 − 𝑧ିଵ)𝑍 ൜
1

𝑠(3𝑠 + 1)(2𝑠 + 1)ൠ =
0,0635𝑧 + 0,0481

𝑧ଶ − 1,323𝑧 + 0,4346
 

Dosazení do vzorce (4.23). Absence regulátoru znamená, že dosadíme 𝐺ோ(𝑧) = 1. 

𝐺ௐ(𝑧) =
𝑌(𝑧)
𝑊(𝑧)

=

0,0635𝑧 + 0,0481
𝑧ଶ − 1,323𝑧 + 0,4346

1 + 0,0635𝑧 + 0,0481
𝑧ଶ − 1,323𝑧 + 0,4346

=
0,0635𝑧 + 0,0481

𝑧ଶ − 1,2595𝑧 + 0,4827
 

Získání kořenů 𝑦௛௢௠(𝑘) 
𝑧ଶ − 1,2595𝑧 + 0,4827 = 0 

𝑧ଵ = 0,6298 + 0,3007𝑖 
𝑧ଶ = 0,6298 − 0,3007𝑖 

Pro určení stability využijeme vztah (4.29) 

ห𝑧ଵ;ଶห = ඥ0,6298ଶ + 0,3007ଶ ≈ 0,4871 
Jelikož 0,4871 < 1, leží všechny kořeny charakteristické rovnice uvnitř jednotkové kružnice. 
Systém můžeme považovat za stabilní. [1] 
  

Obr. 13: Diskrétní obvod pro příklad 10 
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5 PRAKTICKÁ ÚLOHA 

V praxi můžeme Z-transformaci a diferenční rovnice využít například při návrhu a konstrukci 
diskrétního regulačního obvodu, který popisuje kapitola 4. Abychom demonstrovali teoretickou 
část bakalářské práce na reálném problému, byl pro praktickou úlohu zvolen návrh diskrétního 
regulačního obvodu se zapojením: diskrétní regulátor a soustava stejnosměrného motoru, se 
zpětnovazební strukturou. Cílem je převést spojitý přenos reálného motoru do diskrétní časové 
oblasti a následně nastavit diskrétní regulátor a ověřit stabilitu celé soustavy. Dynamické 
vlastnosti motoru lze popsat diferenciální rovnicí druhého a třetího řádu, které vycházejí 
z Ohmova, Kirchhoffových a Newtonových zákonů. Rovnice druhého řádu popisuje úhlovou 
rychlost rotoru v motoru a rovnice třetího řádu popisuje jeho polohu. Výpočty provedené 
analyticky ověříme softwarově programem Matlab Simulink.  
 
Motor: Maxon DCX 35 L 80 W Ø35 mm 
Důležité parametry motoru pro jmenovité napětí 24 V: 

Tab. 8 Parametry motoru Maxon DCX 35L [6] 

 Symbol Hodnota Jednotka Převedená hodnota 

Momentová 
konstanta 

𝐶௘ 29.3 𝑚𝑁𝑚/𝐴 0,0293 𝑁𝑚/𝐴 

Moment 
setrvačnosti 

𝐽 96.6 𝑔𝑐𝑚ଶ 9,66 × 10ି଺𝑘𝑔𝑚ଶ 

Odpor vinutí 
kotvy 

𝑅 0.346 Ω 0.346 Ω 

Indukčnost 
vinutí kotvy 

𝐿 0.121 𝑚𝐻 1,21 × 10ିସ 𝐻 

 
 

5.1 Návrh regulačního modelu pro sledování úhlové rychlosti 𝝎 

Dynamické vlastnosti motoru můžeme popsat diferenciální rovnicí druhého řádu 

𝑳 ൬
𝑱

𝑪𝒆
൰ 𝝎ᇱᇱ + 𝑹 ൬

𝑱
𝑪𝒆

൰ 𝝎ᇱ + 𝑪𝒆𝝎 = 𝒖, 
 
(5.1) 

 
kde 

 𝑢 [𝑉] – Napájecí napětí (vstupní veličina) 
 𝜔 [𝑟𝑎𝑑/𝑠] – Úhlová rychlost rotoru 
 𝜔ᇱ [𝑟𝑎𝑑/𝑠ଶ] – Úhlové zrychlení rotoru 
 𝜔ᇱᇱ [𝑟𝑎𝑑/𝑠ଷ] – Derivace úhlového zrychlení.  
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5.1.1 Diskretizace metodou substituce pro 𝑻 = 𝟏 

Využitím Tab. 4 a vztahů (4.4) nahradíme derivace diferencemi 

𝜔ᇱᇱ(𝑡) → ∇ଶ𝜔(𝑘) = 𝜔(𝑘) − 2𝜔(𝑘 − 1) + 𝜔(𝑘 − 2) 

𝜔ᇱ(𝑡) → ∇𝜔(𝑘) = 𝜔(𝑘) − 𝜔(𝑘 − 1) 

𝜔(𝑡) → 𝜔(𝑘) 

Dosazení diferencí a parametrů motoru z Tab. 8 do rovnice 

𝐿 ൬
𝐽

𝐶௘
൰ [𝜔(𝑘) − 2𝜔(𝑘 − 1) + 𝜔(𝑘 − 2)] + 𝑅 ൬

𝐽
𝐶௘

൰ [𝜔(𝑘) − 𝜔(𝑘 − 1)] + 𝐶௘𝜔(𝑘) = 𝑢(𝑘) 

(3,987 × 10ି଼ + 1,14 × 10ି଺ + 0,0293)𝜔(𝑘) − (2 · 3,987 × 10ି଼ + 1,14 × 10ି଺)𝜔(𝑘 − 1)
+ 3,987 × 10ି଼𝜔(𝑘 − 2) = 𝑢(𝑘) 

0,0293012𝜔(𝑘) − 1,2197 × 10ି଺𝜔(𝑘 − 1) + 3,987 × 10ି଼𝜔(𝑘 − 2) = 𝑢(𝑘) 
 
(5.2) 

 
Z-přenos získáme Z-transformací (3.16), (3.17) a využitím věty o posunutí (2.15) 

𝑮𝒔(𝒛) =
𝛀(𝐳)
𝑼(𝒛)

=
𝟏

𝟎, 𝟎𝟐𝟗𝟑𝟎𝟏𝟐 − 𝟏, 𝟐𝟏𝟗𝟕 × 𝟏𝟎ି𝟔𝒛ି𝟏 + 𝟑, 𝟗𝟖𝟕 × 𝟏𝟎ି𝟖𝒛ି𝟐 

Vynásobením jmenovatele a čitatele proměnnou 𝑧ଶ získáme 

𝑮𝒔(𝒛) =
𝛀(𝐳)
𝑼(𝒛)

=
𝒛𝟐

𝟎, 𝟎𝟐𝟗𝟑𝟎𝟏𝟐𝒛𝟐 − 𝟏, 𝟐𝟏𝟗𝟕 × 𝟏𝟎ି𝟔𝒛𝟏 + 𝟑, 𝟗𝟖𝟕 × 𝟏𝟎ି𝟖 

 
Impulsní funkce 

Do diferenční rovnice (5.2) dosadíme 𝑔(𝑘) za 𝜔(𝑘) a 𝛿(𝑘) za 𝑢(𝑘). 
0,0293012𝑔(𝑘) − 1,2197 × 10ି଺𝑔(𝑘 − 1) + 3,987 × 10ି଼𝑔(𝑘 − 2) = 𝛿(𝑘) 

𝑔(𝑘) =
1,2197 × 10ି଺𝑔(𝑘 − 1) − 3,987 × 10ି଼𝑔(𝑘 − 2) + 𝛿(𝑘)

0,0293012
 

𝑘 = 0:     

  𝑔(0) =
1,2197 × 10ି଺𝑔(−1) − 3,987 × 10ି଼𝑔(−2) + 𝛿(0)

0,0293012
= 34,1283 

𝑘 = 1 

 𝑔(1) =
1,2197 × 10ି଺𝑔(0) − 3,987 × 10ି଼𝑔(−1) + 𝛿(1)

0,0293012
= 0,001421 

𝑘 = 2 

𝑔(2) =
1,2197 × 10ି଺𝑔(1) − 3,987 × 10ି଼𝑔(0) + 𝛿(2)

0,0293012
= −4,6391 × 10ିହ 

𝑘 = 3 

𝑔(3) =
1,2197 × 10ି଺𝑔(2) − 3,987 × 10ି଼𝑔(1) + 𝛿(3)

0,0293012
= −3,86463 × 10ିଽ 
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𝑘 = 4 

𝑔(4) =
1,2197 × 10ି଺𝑔(3) − 3,987 × 10ି଼𝑔(2) + 𝛿(4)

0,0293012
= 6,29631 × 10ିଵଵ 

  
𝑘 = 5 

𝑔(5) =
1,2197 × 10ି଺𝑔(4) − 3,987 × 10ି଼𝑔(3) + 𝛿(5)

0,0293012
= 7,8795 × 10ିଵହ 

 

Graf impulsní funkce je vyobrazen na Obr. 14. 

 
Přechodová funkce 

Obdobný postup využijeme při získání přechodové funkce. Přechodovou funkci získáme buď 
podle vztahu (3.24) anebo dosazením ℎ(𝑘) a 𝜂(𝑘) za 𝜔(𝑘) a 𝑢(𝑘) v rovnici (5.2). 

ℎ(𝑘) =
0,0293024197ℎ(𝑘 − 1) − 1,25957 × 10ି଺ℎ(𝑘 − 2) + 3,987 × 10ି଼ℎ(𝑘 − 3) + 𝜂(𝑘)

0,0293012
 

𝑘 = 0     

ℎ(0) =
0,0293024197ℎ(−1) − 1,25957 × 10ି଺ℎ(−2) + 3,987 × 10ି଼ℎ(−3) + 𝜂(0)

0,0293012
= 34,1283 

𝑘 = 1 

ℎ(1) =
0,0293024197ℎ(0) − 1,25957 × 10ି଺ℎ(−1) + 3,987 × 10ି଼ℎ(−2) + 𝜂(1)

0,0293012
= 68,25802 

𝑘 = 2 

ℎ(2) =
0,0293024197ℎ(1) − 1,25957 × 10ି଺ℎ(0) + 3,987 × 10ି଼ℎ(−1) + 𝜂(2)

0,0293012
= 102,38769 

𝑘 = 3 

ℎ(3) =
0,0293024197ℎ(2) − 1,25957 × 10ି଺ℎ(1) + 3,987 × 10ି଼ℎ(0) + 𝜂(3)

0,0293012
= 136,51736 

Obr. 14: Impulsní charakteristika 
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𝑘 = 4 

ℎ(4) =
0,0293024197ℎ(3) − 1,25957 × 10ି଺ℎ(2) + 3,987 × 10ି଼ℎ(1) + 𝜂(4)

0,0293012
= 170,64703 

𝑘 = 5 

ℎ(5) =
0,0293024197ℎ(4) − 1,25957 × 10ି଺ℎ(3) + 3,987 × 10ି଼ℎ(2) + 𝜂(5)

0,0293012
= 204,7767 

 

Graf přechodové funkce je vyobrazen na Obr. 15.  

Obr. 15: Přechodová charakteristika 
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5.1.2 Návrh regulátoru Ziegler-Nicholsovou metodou 

Spojitý přenos vycházející z rovnice (5.1) 

𝑮𝒔(𝒔) =
𝟏

𝟑, 𝟗𝟗 × 𝟏𝟎ି𝟖𝒔𝟐 + 𝟏, 𝟏𝟒 × 𝟏𝟎ି𝟒𝒔 + 𝟎, 𝟎𝟐𝟗𝟑
 

Určení kritického zesílení 
Zesílení získáme vztahem 

𝐺଴(𝑠) = 𝑟଴௞𝐺௦(𝑠) 

𝐺଴(𝑠) =
𝑟଴௞

3,99 × 10ି଼𝑠ଶ + 1,14 × 10ିସ𝑠 + 0,0293
 

Charakteristická rovnice systému získáme z 𝐺଴(𝑠) sečtením čitatele a jmenovatele [1] 

3,99 × 10ି଼𝑠ଶ + 1,14 × 10ିସ𝑠 + 0,0293 + 𝑟଴௞ = 0 

Metodu Ziegler-Nichols nelze pro návrh parametrů regulátoru v tomto případě použít, protože 
se jedná o strukturálně stabilní systém a nelze jej dostat na hranici stability. Abychom mohli 
Ziegler-Nicholsovu metodu použít, musíme s touto rovnicí pracovat v podobě diferenciální 
rovnice 3. řádu.  

5.2 Návrh regulačního modelu 

Dynamické vlastnosti motoru můžeme popsat rovnicí třetího řádu 

𝑳 ൬
𝑱

𝑪𝒆
൰ 𝝋ᇱᇱᇱ + 𝑹 ൬

𝑱
𝑪𝒆

൰ 𝝋ᇱᇱ + 𝑪𝒆𝝋ᇱ = 𝒖, 
 
(5.3) 

 

kterou získáme z rovnice (5.1) substitucí 
𝜔 = 𝜑ᇱ 

kde 
 𝑢 [𝑉] – Napájecí napětí (vstupní veličina) 
 𝜑 [𝑟𝑎𝑑] – Natočení rotoru 
 𝜑ᇱ [𝑟𝑎𝑑/𝑠] – Úhlová rychlost rotoru 
 𝜑ᇱᇱ [𝑟𝑎𝑑/𝑠ଶ] – Úhlové zrychlení rotoru 
 𝜑ᇱᇱᇱ [𝑟𝑎𝑑/𝑠ଷ] – Derivace úhlového zrychlení 

5.2.1 Diskretizace metodou substituce pro 𝑻 = 𝟏 

Diskretizace spojité diferenciální rovnice 

𝐿 ൬
𝐽

𝐶௘
൰ 𝜑ᇱᇱᇱ + 𝑅 ൬

𝐽
𝐶௘

൰ 𝜑ᇱᇱ + 𝐶௘𝜑ᇱ = 𝑢 
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Využití Tab. 4 a vztahů (4.4) nahradíme derivace diferencemi 

𝜑ᇱᇱᇱ(𝑡) → ∇ଷ𝜑(𝑘) = 𝜑(𝑘) − 3𝜑(𝑘 − 1) + 3𝜑(𝑘 − 2) − 𝜑(𝑘 − 3) 

𝜑ᇱᇱ(𝑡) → ∇ଶ𝜑(𝑘) = 𝜑(𝑘) − 2𝜑(𝑘 − 1) + 𝜑(𝑘 − 2) 

𝜑ᇱ(𝑡) → ∇𝜑(𝑘) = 𝜑(𝑘) − 𝜑(𝑘 − 1) 

Dosazení diferencí do rovnice 

𝐿 ൬
𝐽

𝐶௘
൰ [𝜑(𝑘) − 3𝜑(𝑘 − 1) + 3𝜑(𝑘 − 2) − 𝜑(𝑘 − 3)] + 𝑅 ൬

𝐽
𝐶௘

൰ [𝜑(𝑘) − 2𝜑(𝑘 − 1) + 𝜑(𝑘 − 2)]

+ 𝐶௘[𝜑(𝑘) − 𝜑(𝑘 − 1)] = 𝑢(𝑘) 

Dosazení parametrů motoru z Tab. 8 do rovnice 

𝐿 ൬
𝐽

𝐶௘
൰ = 3,989 × 10ି଼ 

𝑅 ൬
𝐽

𝐶௘
൰ = 1,1407 × 10ିସ 

𝐶௘ = 0,0293 
3,989 × 10ି଼[𝜑(𝑘) − 3𝜑(𝑘 − 1) + 3𝜑(𝑘 − 2) − 𝜑(𝑘 − 3)] 
       +1,1407 × 10ିସ[𝜑(𝑘) − 2𝜑(𝑘 − 1) + 𝜑(𝑘 − 2)] + 0,0293[𝜑(𝑘) − 𝜑(𝑘 − 1)] = 𝑢(𝑘) 

Po zjednodušení 

0,0294145𝜑(𝑘) − 0,029283𝜑(𝑘 − 1) + 0,0001142𝜑(𝑘 − 2) − 3,989 × 10ି଼𝜑(𝑘 − 3) = 𝑢(𝑘) 

Dostáváme Z-přenos ve tvaru 

𝐺௦(𝑧) =
Φ(z)
𝑈(𝑧)

=
1

0,0294145 − 0,029283𝑧ିଵ + 0,0001142𝑧ିଶ − 3,989 × 10ି଼𝑧ିଷ 

Vynásobením jmenovatele a čitatele proměnnou 𝑧ଷ získáme 

𝑮𝒔(𝒛) =
𝒛𝟑

𝟎, 𝟎𝟐𝟗𝟒𝟏𝟒𝟓𝒛𝟑 − 𝟎, 𝟎𝟐𝟗𝟐𝟖𝟑𝒛𝟐 + 𝟎, 𝟎𝟎𝟎𝟏𝟏𝟒𝟐𝒛 − 𝟑, 𝟗𝟖𝟗 × 𝟏𝟎ି𝟖 

 
(5.4) 

 

5.2.2 Diskretizace Tustinovou metodou pro 𝑻 = 𝟏 

Tustinova metoda využívá vztahu (4.8) 

𝑠 ≈  
2
𝑇௦

 
1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ 

Spojitý přenos 

𝐺௦(𝑠) =
1

𝑎ଷ𝑠ଷ + 𝑎ଶ𝑠ଶ + 𝑎ଵ𝑠
, 

kde 

𝑎ଷ = 3,989 × 10ି଼ 

𝑎ଶ = 1,1407 × 10ିସ 

𝑎ଵ = 0,0293 
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Nahrazení proměnné 𝑠 vztahem pro diskretizaci Tustinovou metodou 

𝐺௦(𝑧) =
1

𝑎ଷ ൬ 2
𝑇௦

 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
ଷ

+ 𝑎ଶ ൬ 2
𝑇௦

 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
ଶ

+ 𝑎ଵ ൬ 2
𝑇௦

 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
 

𝐺௦(𝑧) =
1

𝑎ଷ ൬2 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
ଷ

+ 𝑎ଶ ൬2 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
ଶ

+ 𝑎ଵ ൬2 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
 

𝐺௦(𝑧) =
1

𝑎ଷ8 (1 − 𝑧ିଵ)ଷ

(1 + 𝑧ିଵ)ଷ + 𝑎ଶ4 (1 − 𝑧ିଵ)ଶ

(1 + 𝑧ିଵ)ଶ + 𝑎ଵ2 (1 − 𝑧ିଵ)
(1 + 𝑧ିଵ)

 

𝐺௦(𝑧) =
1

3,1912 × 10ି଻ (1 − 𝑧ିଵ)ଷ

(1 + 𝑧ିଵ)ଷ + 4,5628 × 10ିସ (1 − 𝑧ିଵ)ଶ

(1 + 𝑧ିଵ)ଶ + 0,0586 (1 − 𝑧ିଵ)
(1 + 𝑧ିଵ)

 

𝐺௦(𝑧) =
(𝑧 + 1)ଷ

3,1912 × 10ି଻(𝑧 − 1)ଷ +  4,5628 × 10ିସ(𝑧 − 1)ଶ(𝑧 + 1) + 0,0586(𝑧 − 1)(𝑧 + 1)ଶ 

𝑮𝒔(𝒛) =
 (𝒛 + 𝟏)𝟑

𝟎, 𝟎𝟓𝟗𝟎𝟓𝟔𝟔𝒛𝟑 + 𝟎, 𝟎𝟓𝟖𝟏𝟒𝟐𝟖𝒛𝟐 − 𝟎, 𝟎𝟓𝟗𝟎𝟓𝟔𝟐𝒛 − 𝟎, 𝟎𝟓𝟗𝟎𝟓𝟔𝟐
 

 
(5.5) 

 

5.2.3 Návrh regulátoru Ziegler-Nicholsovou metodou 

Spojitý přenos získáme z rovnice (5.3)   

𝐺௦(𝑠) =
1

3,99 × 10ି଼𝑠ଷ + 1,14 × 10ିସ𝑠ଶ + 0,0293𝑠
 

 
(5.6) 

 

Určení kritického zesílení 
Využijeme vztah pro výpočet kritického zesílení v otevřeném sériově zapojeném obvodu 

𝐺଴(𝑠) = 𝑟଴௞𝐺௦(𝑠) 

𝐺଴(𝑠) =
𝑟଴௞

3,99 × 10ି଼𝑠ଷ + 1,14 × 10ିସ𝑠ଶ + 0,0293𝑠
 

Přenos přepíšeme na charakteristickou rovnici 

3,99 × 10ି଼𝑠ଷ + 1,14 × 10ିସ𝑠ଶ + 0,0293𝑠 + 𝑟଴௞ = 0 

Hodnotu 𝑟଴௞ získáme výpočtem determinantu matice 𝐻ଶ [1] 

𝐻ଶ = ൤1,14 × 10ିସ 𝑟଴௞
3,99 × 10ି଼ 0,0293

൨ = 0 
ௗ௘௧
ሱሮ 𝑟଴௞ = 83,714 
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Určení periody kmitu 
V charakteristické rovnici dosadíme 𝑗𝜔 za 𝑠 a kritické zesílení 

3,99 × 10ି଼(𝑗𝜔)ଷ + 1,14 × 10ିସ(𝑗𝜔)ଶ + 0,0293(𝑗𝜔) + 83,714 = 0 

Rozdělením na reálnou a imaginární část vypočítáme 𝜔 

−3,99 × 10ି଼𝜔ଷ + 0,0293𝜔 = 0 

−1,14 × 10ିସ𝜔ଶ + 83,714 = 0 

𝜔 ≈ 856,93398 

Z hodnoty úhlové frekvence kmitů 𝜔 získáme 𝑇௞ [1] 

𝑇௞ =
2𝜋
𝜔

=
2𝜋

856,93398
≈ 0,007332 

 

5.2.4 Určení parametrů regulátoru Ziegler-Nicholsovou metodou 

Pro návrh parametrů regulátoru využijeme tabulku pro seřízení spojitého regulátoru. Následně 
parametry vložíme do vztahu pro diskrétní přenos regulátoru. 

Tab. 9 Seřízení spojitého regulátoru [4] 
Typ 𝑟଴ 𝑇௜ 𝑇ௗ 

P 0,5𝑟଴௞ − − 

PI 0,45𝑟଴௞ 
𝑇௞

1,2
 − 

PID 0,6𝑟଴௞ 
𝑇௞

2
 0,12𝑇௞ 

 
Spojitý přenos regulátoru je dán vztahem 

𝐺ோ(𝑠) = 𝑟଴ ൬1 +
1

𝑇௜𝑠
+ 𝑇ௗ𝑠൰, 

 
(5.7) 

 
ze kterého diskretizací získáme diskrétní přenos regulátoru (4.14). [4] 
 
Výpočet parametrů regulátoru pomocí vztahů z Tab. 9 

Pro 𝑇 = 1, 𝑇௞ = 0,007332 𝑎 𝑟଴௞ = 83,7143 platí: 
𝑟଴ = 0,6𝑟଴௞ = 0,6 · 83,7143 = 50,22858 

𝑇௜ =
𝑇௞

2
=

0,007332 
2

= 0,003666 

𝑇ௗ = 0,12𝑇௞ = 0,12 · 0,007332 = 0,00087984 
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Přenos PSD (diskrétního PID) regulátoru získáme dosazením do vztahu (4.14) 

𝐺ோ(𝑧) = 𝑟଴ ൜1 +
𝑇
𝑇௜

𝑧
𝑧 − 1

+
𝑇ௗ

𝑇
𝑧 − 1

𝑧 ൠ 

𝐺ோ(𝑧) = 50,22858 ൜1 +
1

0,003666
𝑧

𝑧 − 1
+

0,00087984
1

𝑧 − 1
𝑧 ൠ 

𝑮𝑹(𝒛) =
𝟏𝟑𝟕𝟓𝟏, 𝟒𝟔𝟕𝟓𝒛𝟐 − 𝟓𝟎, 𝟑𝟏𝟕𝟎𝒛𝟏 + 𝟎, 𝟎𝟒𝟒𝟏𝟗

𝒛(𝒛 − 𝟏)
 

 
(5.8) 

 

5.2.5 Určení stability 

K řešení stability použijeme vzorec pro uzavřený obvod se zpětnovazební strukturou (4.20). 
Stabilitu určíme pro obvod složený z diskrétní soustavy (5.4), získané diskretizací metodou 
substituce, a regulátoru (5.8) v přímé větvi.  

𝐺௪(𝑧) =
𝐺ோ(𝑧)𝐺௦(𝑧)

1 + 𝐺ோ(𝑧)𝐺௦(𝑧)
 

Dosazením přenosů (5.4) a (5.8) získáme 

𝐺௪(𝑧)

=
(13751,4675𝑧ଶ − 50,3170𝑧ଵ + 0,04419)𝑧ଷ

(𝑧ଶ − 𝑧)(0,0294141𝑧ଷ − 0,029283𝑧ଶ + 0,0001142𝑧 − 3,989 × 10ି଼) + (13751,4675𝑧ଶ − 50,3170𝑧ଵ + 0,04419)𝑧ଷ 

𝑮𝒘(𝒛)

=
𝟏𝟑𝟕𝟓𝟏, 𝟒𝟔𝟕𝟓𝒛𝟓 − 𝟓𝟎, 𝟑𝟏𝟕𝟎𝒛𝟒 + 𝟎, 𝟎𝟒𝟒𝟏𝟗𝒛𝟑

𝟏𝟑𝟕𝟓𝟏, 𝟒𝟏𝟔𝟎𝟏𝟒𝟏𝒛𝟓 − 𝟓𝟎, 𝟑𝟒𝟗𝟏𝟔𝟕𝟏𝒛𝟒 + 𝟎, 𝟎𝟕𝟓𝟒𝟑𝟏𝟑𝒛𝟑 − 𝟎, 𝟎𝟎𝟎𝟏𝟏𝟒𝟓𝟑𝟗𝟖𝟗𝒛𝟐 + 𝟑, 𝟗𝟖𝟗 × 𝟏𝟎ି𝟖𝒛
 

 
Stabilitu systému ověříme výpočtem kořenů charakteristické rovnice 

13751,4160141𝑧ହ − 50,3491671𝑧ସ + 0,0754313𝑧ଷ − 0,00011453989𝑧ଶ + 3,989 × 10ି଼𝑧 = 0 

 

𝑧ଵ = 0.00261984 → |𝑧ଵ| = 0.00261984 

𝑧ଶ,ଷ = 0.00029855 ± 0.0015499𝑖 → ห𝑧ଶ,ଷห = ඥ0.00029855ଶ + 0.0015499ଶ ≈ 0,001143 

𝑧ସ = 0.0004444 → |𝑧ଶ| = 0.0004444 

𝑧ହ = 0 → |𝑧ଷ| = 0 

Systém je stabilní. Pro všechny kořeny charakteristické rovnice platí |𝑧୧| < 1. 
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5.2.6 Softwarové ověření programem MATLAB 

Nyní provedeme softwarovou kontrolu výpočtů v programu MATLAB. 
Ověření výpočtu kritického zesílení 𝑟଴௞ a periody kmitů 𝑇௞ 

num = 1;      % Spojitý přenos soustavy 
den = [3.99e-8, 1.14e-4, 0.0293, 0]; 
 
Gs = tf(num, den);     % Vytvoření přenosové funkce 
 
margin(Gs);      % Definování funkce margin(Gs) 
 
[r, x, w, y] = margin(Gs); 
 
r0k = r; 
 
Tk = 2*pi / w; 
 
fprintf('Kritické zesílení R0k: %.4f\n', r0k); % Výpis výsledku 
fprintf('Perioda kmitů Tk: %.4f s\n', Tk); 

 
Ověření návrhu regulátoru 

syms z 
 
K = 50.22858;    % Parametry PID 
Ti = 0.003666; 
Td = 0.00087984; 
Ts = 1; 
 
I_term = (Ts / Ti) * z / (z - 1); % Přenos regulátoru  
D_term = Td * (z - 1) / z; 
 
GR_expr = K * (1 + I_term + D_term);  
 
GR_frac = simplifyFraction(GR_expr); % Vytvoření jediného zlomku 
GR_frac = expand(GR_frac); 
 
[num_sym, den_sym] = numden(GR_frac); % Získání čit. a jmen. 
 
num_approx = vpa(num_sym, 5);  % Převod na 5 desetinných míst 
den_approx = vpa(den_sym, 5); 
 
disp('Výsledný přenos G_R(z):');  % Výpis výsledku 
disp(['(', char(num_approx), ') / (', char(den_approx), ')']) 

 

Obr. 16: Softwarové ověření pro kritické zesílení a periodu kmitu 

Obr. 17: Softwarové ověření návrhu PSD regulátoru 
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Ověření stability přenosu 
Ts = 1;      % Vzorkovací perioda 
 
num1 = [13751.4675, -50.3170, 0.04419];  % Přenos regulátoru 
den1 = [1, -1, 0]; 
 
num2 = [1, 0, 0, 0];     % Přenos motoru 
den2 = [0.0294141, -0.029283, 0.0001142, -3.989e-8]; 
 
G1 = tf(num1, den1, Ts);    % Definovaní disk. přenosů 
G2 = tf(num2, den2, Ts); 
 
G_open = series(G1, G2);    % Otevřený přenos 
 
 
G_closed = feedback(G_open, 1);   % Uzavřený přenos zpětnovaz. 
 
p = pole(G_closed);     % Výpočet pólů  
 
figure;      % Zobrazení pólů v grafu 
zplane(G_closed.Numerator{1}, G_closed.Denominator{1}); 
title('Póly uzavřeného systému se zpětnou vazbou'); 
xlabel('Re'); 
ylabel('Im'); 
grid on; 
 
if all(abs(p) < 1)     % Test stability 
    disp('Uzavřený systém je stabilní.'); 
else 
    disp('Uzavřený systém je nestabilní.'); 
end 
 
disp('Póly uzavřeného systému:');  % Výpis pólů 
disp(p); 

  

Obr. 18: Softwarové ověření stability 
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5.3 Návrh regulačního modelu pro vhodnou vzorkovací periodu 

Stejný spojitý přenos nyní diskretizujeme pro vhodnou vzorkovací periodu. Nejprve zvolíme vhodnou 
vzorkovací periodu. Následně diskretizujeme Tustinovou metodou. Pro diskretizovaný přenos 
navrhneme regulátor s ověřením stability a celý obvod budeme sledovat v programu Simulink. 

5.3.1 Volba vzorkovací periody 

Charakteristickou rovnici získáme ze spojitého přenosu  

3,99 × 10ି଼𝑠ଷ + 1,14 × 10ିସ𝑠ଶ + 0,0293𝑠 = 0, 

kde kořeny rovnice jsou 

𝑠ଵ = 0 

𝑠ଶ = −2571,59 

𝑠ଷ = −285,56. 

K určení časových konstant využijeme vztah [1] 

𝜏୧ = −
1
𝑠𝑖

    pro 𝑠𝑖 ≠ 0 

kde 
pro 𝑠ଶ = −2571,59  

𝜏ଶ = −
1

−2571,59
≈ 0,00039 𝑠 

pro 𝑠ଷ = −285,56 

𝜏ଷ = −
1

−285,56
≈ 0,00350 𝑠. 

Vzorkovací periodu získáme vztahem (4.2) 

𝑇 ≈ ൬
1
4

 𝑎ž 
1
2

൰ ෍ 𝜏௜ =
1
2

(0 + 0,00039 + 0,00350) ≈ 0,002 

Vhodná vzorkovací perioda pro diskretizaci spojitého přenosu: 𝑇 = 0,002 𝑠. 
 

5.3.2 Diskretizace Tustinovou metodou pro 𝑻 = 𝟎, 𝟎𝟎𝟐 𝒔 

Tustinova metoda využívá vztah z Tab. 5 

𝑠 ≈  
2
𝑇௦

 
1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ. 

Spojitý přenos 

𝐺௦(𝑠) =
1

𝑎ଷ𝑠ଷ + 𝑎ଶ𝑠ଶ + 𝑎ଵ𝑠
, 
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kde 

𝑎ଷ = 3,989 × 10ି଼ 

𝑎ଶ = 1,1407 × 10ିସ 

𝑎ଵ = 0,0293. 

Nahrazení proměnné 𝑠 vztahem pro diskretizaci Tustinovou metodou 

𝐺௦(𝑧) =
1

𝑎ଷ ൬ 2
𝑇௦

 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
ଷ

+ 𝑎ଶ ൬ 2
𝑇௦

 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
ଶ

+ 𝑎ଵ ൬ 2
𝑇௦

 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
 

𝐺௦(𝑧) =
1

𝑎ଷ ൬1000 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
ଷ

+ 𝑎ଶ ൬1000 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
ଶ

+ 𝑎ଵ ൬1000 1 − 𝑧ିଵ

1 + 𝑧ିଵ൰
 

𝐺௦(𝑧) =
1

𝑎ଷ10ଽ (1 − 𝑧ିଵ)ଷ

(1 + 𝑧ିଵ)ଷ + 𝑎ଶ10଺ (1 − 𝑧ିଵ)ଶ

(1 + 𝑧ିଵ)ଶ + 𝑎ଵ1000 (1 − 𝑧ିଵ)
(1 + 𝑧ିଵ)

 

𝐺௦(𝑧) =
1

39,89 (1 − 𝑧ିଵ)ଷ

(1 + 𝑧ିଵ)ଷ + 1,1407 · 10ଶ (1 − 𝑧ିଵ)ଶ

(1 + 𝑧ିଵ)ଶ + 29,3 (1 − 𝑧ିଵ)
(1 + 𝑧ିଵ)

 

𝐺௦(𝑧) =
(𝑧 + 1)ଷ

39,9(𝑧 − 1)ଷ +  1,14 · 10ଶ(𝑧 − 1)ଶ(𝑧 + 1) +  29,3(𝑧 − 1)(𝑧 + 1)ଶ 
 

𝐺௦(𝑧) =
 5(𝑧 + 1)ଷ

916𝑧ଷ − 1022𝑧ଶ − 118𝑧 + 224
 

𝑮𝒔(𝒛) =
 (𝒛 + 𝟏)𝟑

𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝒛𝟑 − 𝟐𝟎𝟒, 𝟒𝒛𝟐 − 𝟐𝟑, 𝟔𝒛 + 𝟒𝟒, 𝟖
 

 
(5.9) 

 

5.3.3 Návrh regulátoru Ziegler-Nicholsovou metodou  

Výpočet parametrů regulátoru pomocí vztahů z Tab. 9 

Pro 𝑇 = 0,002, 𝑇௞ = 0,0073 𝑎 𝑟଴௞ = 83,7143 platí 

𝑟଴ = 0,6𝑟଴௞ = 0,6 · 83,7143 = 50,22858 

𝑇௜ =
𝑇௞

2
=

0,0073 
2

= 0,003666 

𝑇ௗ = 0,12 · 𝑇௞ = 0,12 · 0,0073 = 0,00087984 

Přenos PSD (diskrétního PID) regulátoru získáme dosazením do vztahu (4.14) 

𝐺ோ(𝑧) = 𝑟଴ ൜1 +
𝑇
𝑇௜

𝑧
𝑧 − 1

+
𝑇ௗ

𝑇
𝑧 − 1

𝑧 ൠ 

𝐺ோ(𝑧) = 83,7143 ൜1 +
0,002

0,003666
𝑧

𝑧 − 1
+

0,00087984
0,002

𝑧 − 1
𝑧 ൠ 

𝑮𝑹(𝒛) =
𝟏𝟐𝟎, 𝟓𝟒𝟏𝟗𝒛𝟐 − 𝟏𝟏𝟏, 𝟔𝟗𝟖𝟖𝒛𝟏 + 𝟑𝟔, 𝟖𝟐𝟕𝟔

𝒛(𝒛 − 𝟏)
 

 
(5.10) 
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5.3.4 Určení stability 

K řešení stability použijeme vzorec pro uzavřený obvod se zpětnovazební strukturou (4.20). 
Stabilitu určíme pro obvod složený z diskrétní soustavy (5.9), získané diskretizací Tustinovou 
metodou, a regulátoru (5.10) v přímé větvi. 

𝐺௪(𝑧) =
𝐺ோ(𝑧)𝐺௦(𝑧)

1 + 𝐺ோ(𝑧)𝐺௦(𝑧)
 

𝐺௪(𝑧)

=
(120,5419𝑧ଶ − 111,6988𝑧ଵ + 36,8276) (𝑧 + 1)ଷ

(𝑧ଶ − 𝑧)(183,2𝑧ଷ − 204,4𝑧ଶ − 23,6𝑧 + 44,8) + (120,5419𝑧ଶ − 111,6988𝑧ଵ + 36,8276) (𝑧 + 1)ଷ 

𝑮𝒘(𝒛) =
𝟏𝟐𝟎, 𝟓𝟒𝟏𝟗𝒛𝟓 + 𝟐𝟒𝟗, 𝟗𝟐𝟔𝟗𝒛𝟒 + 𝟔𝟑, 𝟑𝟓𝟔𝟗𝒛𝟑 − 𝟏𝟎𝟒, 𝟎𝟕𝟏𝟕𝒛𝟐 − 𝟏, 𝟐𝟏𝟔𝒛 + 𝟑𝟔, 𝟖𝟐𝟕𝟔

𝟑𝟎𝟑, 𝟕𝟒𝟏𝟗𝒛𝟓 − 𝟏𝟑𝟕, 𝟔𝟕𝟑𝟏𝒛𝟒 + 𝟐𝟒𝟒, 𝟏𝟓𝟔𝟗𝒛𝟑 − 𝟑𝟓, 𝟔𝟕𝟏𝟕𝒛𝟐 − 𝟒𝟔, 𝟎𝟏𝟔𝒛 + 𝟑𝟔, 𝟖𝟐𝟕𝟔
 

 
Stabilitu systému ověříme výpočtem kořenů charakteristické rovnice  

303,7419zହ − 137,6731zସ + 244,1569zଷ − 35,6717zଶ − 46,016z + 36,8276 = 0 

 

𝑧ଵ,ଶ = 0,0753 ± 0,9476𝑖 → ห𝑧ଵ,ଶห = ඥ0,1305ଶ + 0,9476ଶ ≈ 0,9506 

𝑧ଷ = −0,5067 → |𝑧ଵ| = 0,5067 

𝑧ସ,ହ = 0,4047 ± 0,3179𝑖 → ห𝑧ସ,ହห = ඥ0,4047ଶ + 0,3179ଶ ≈ 0,5146 

Systém je stabilní. Všechny kořeny charakteristické rovnice leží uvnitř jednotkové rovnice. 
 

5.3.5 Simulace v programu MATLAB Simulink 

V nadstavbě Simulink programu Matlab bude provedena simulace regulačního systému, který 
byl konstruován v podkapitole 5.3. Parametry regulátoru byly vloženy z výpočtů podkapitoly 
5.3.3 a diskrétní soustava vychází z přenosu (5.9).  

Zpětnovazební zapojení uzavřeného diskrétního regulačního obvodu je znázorněno na Obr. 19. 

  
Obr. 19: Diskrétní regulační obvod v programu MATLAB Simulink 
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Nastavení a výstup členů regulačního obvodu 

Step 
Reprezentuje vstupní signál, respektive žádaný stav systému (požadovanou hodnotu výstupu). 
Pro následnou simulaci byla nastavena hodnota natočení rotoru na 1.  

 

Sum 

Člen, který vyhodnocuje odchylku a následně posílá nový signál do regulátoru.  
𝑂𝑑𝑐ℎ𝑦𝑙𝑘𝑎 = Žá𝑑𝑎𝑛á ℎ𝑜𝑑𝑛𝑜𝑡𝑎 − 𝐴𝑘𝑡𝑢á𝑙𝑛í 𝑣ý𝑠𝑡𝑢𝑝 

  
Obr. 21: Sum 

Obr. 20: Step 
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Diskrétní PID regulátor (PSD) 

Reguluje systém podle odchylky (signálu získaného ze členu Sum). Obsahuje proporcionální 
(P), integrační (I) a derivační (D) složku, implementovanou v diskrétní doméně 𝑧. Parametry 
byly vloženy z výpočtu regulačních parametrů Ziegler-Nicholsovou metodou pro 𝑇 = 0,002𝑠.  
Přenos regulátoru: 

𝐺ோ(𝑧) = 𝑟଴ ൜1 +
𝑇
𝑇௜

𝑧
𝑧 − 1

+
𝑇ௗ

𝑇
𝑧 − 1

𝑧
ൠ, 

kde 
𝑃 = 𝑟଴ = 50,22858 
𝐼 = 𝑇௜ = 0,003666 

𝐷 = 𝑇ௗ = 0,00087984 

  
 

Discrete Transfer Fcn 
Simuluje diskrétní dynamické vlastnosti řízené soustavy. 
Přenos soustavy 

𝐺௦(𝑧) =
 (𝑧 + 1)ଷ

183,2𝑧ଷ − 204,4𝑧ଶ − 23,6𝑧 + 44,8
. 

 
Obr. 23: Discrete Transfer Fcn 

Obr. 22: Diskrétní PID regulátor 
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Scope 
Grafický výstup – zobrazení odezvy systému na vstup. Zobrazuje regulaci natočení rotoru. 
Z obrázku je vidět, že je signál ustálen na požadované hodnotě do 0,2 𝑠. Doba sledování je 1 
sekunda.  
 

 
 
 
 
 

Obr. 24: Scope – graf výstupu 
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6 ZÁVĚR 

Hlavním cílem práce bylo představit teorii Z-transformace, téma diferenčních rovnic  
a diskrétních regulačních obvodů. Jednotlivé prvky a principy, ať už oblasti diferenčních rovnic 
nebo diskrétních regulačních obvodů, totiž přímo vychází z teorie Z-transformace a využívají 
jejich definičních vztahů, vlastností, případně vzorců z operátorového slovníku Z-transformace. 
Prezentací těchto souvislostí se zabývá teoretická část bakalářské práce, ve které jsou mimo 
jiné obsaženy i příklady vždy ke konkrétnímu problému.  

Teoretická část začíná od primárního tématu, kterým je Z-transformace. Tato kapitola 
obsahuje rozlišení přímé a zpětné Z-transformace včetně jejich definičních vztahů, způsobů 
řešení a vlastností. Třetí kapitola se zabývá popisem a řešením diferenčních rovnic  
a matematickým popisem diskrétních členů. Kapitola čtvrtá je věnována diskrétním regulačním 
obvodům. Rozebírá diskrétní členy, a to vzorkovač a tvarovač, které plní zásadní roli 
v diskrétních regulačních obvodech. Dále popisuje proces diskretizace, který je zásadní pro 
přechod ze spojitého do diskrétního řízení, číslicové regulátory a jejich seřízení Ziegler-
Nicholsovou metodou.  V závěru čtvrté kapitoly jsou uvedeny základy blokové algebry  
a stability diskrétních systémů. Tyto procesy budou využity v praktické části. 

Cílem praktické části bylo přiblížit využití Z-transformace a dalších témat teoretické části 
práce v reálné aplikaci teorie automatického řízení. Jako objekt řešení byl vybrán stejnosměrný 
motor, jehož dynamické vlastnosti jsou popsány diferenciální rovnicí druhého a třetího řádu 
s parametry reálného motoru Maxon DCX 35L.  

Nejdříve byla využita rovnice druhého řádu, pracující s úhlovou rychlostí rotoru. Tato 
rovnice byla diskretizována metodou nahrazení derivací diferencemi se vzorkovací periodou 
𝑇 = 1. Byla vypočtena a graficky zobrazena impulsní a přechodová funkce. Poté byl proveden 
pokus o navržení vhodného diskrétního regulátoru pro danou diskrétní soustavu. Ukázalo se, 
že návrh regulátoru Ziegler-Nicholsovou metodou nelze realizovat, jelikož je obvod 
strukturálně stabilní a nelze jej dostat na hranici stability. 

Abychom mohli k seřízení regulátoru využít Ziegler-Nicholsovu metodu, bylo potřeba 
s rovnicí pracovat v podobě rovnice třetího řádu, pracující s natočením rotoru. Diskretizace 
byla provedena tentokrát metodou substituce a poté i metodou Tustinovy aproximace. Následně 
byl pro diskrétní model sestaven PSD regulátor a provedena zkouška stability celkového 
obvodu. Správnost všech analytických a numerických výpočtů byla následně ověřena 
v programu MATLAB. 
Závěr praktické části obsahuje řešení stejné rovnice třetího řádu, avšak se vzorkovací periodou 
vhodnou pro konkrétní model. Následně byla provedena diskretizace, návrh PSD regulátoru  
a kontrola stability. Všechny výpočty a parametry byly implementovány do regulačního obvodu 
v prostředí Simulink, kde proběhla simulace regulace diskretizované soustavy.  Grafické 
znázornění průběhu regulace ukazuje, že se výstupní hodnota regulované veličiny (natočení 
rotoru) ustálila na požadované hodnotě do 0,2 sekundy. 

Na základě poznatků, získaných během vypracování praktické části, lze říct, že práce 
s diferenční rovnicí a Z-přenosem může být v určitých případech obtížná. Nejčastějším 
problémem vyskytujícím se při zpracování analytické části byla chybovost výsledků způsobená 
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vlivem zaokrouhlování. I proto byly nakonec u návrhů parametrů diskrétního regulátoru 
využity vzorce pro návrh spojitého regulátoru.  
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