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ABSTRAKT

Cilem této prace je vytvoreni chybéjiciho teoretického zakladu
pro praktické aplikace méfeni fraktalni dimenze realnych objektd,
zejména vytvoreni korekiniho prfechodu od teoretickych fraktalnich
mnozin k jejich koneénym aproximacim. Dale se prace zabyva
analyzou vlivi na odhad fraktalni dimenze, které se v praktickych
aplikacich ¢asto vyskytuji, a navrhem metod, jak tyto vlivy odstranit.
V praktické ¢asti jsou na tfech rdznych problémech demonstrovany
vysledky dosazené v teoretické casti.
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ABSTRACT

The main goal of this work is definition of the serious
theoretical bases for practical application of a fractal dimension
measurement of the real objects, mainly definition of a finite
approximation of the real fractal objects. The theoretical part of the
work also analyze various factors which impact fractal dimension
estimation and methods how to minimize these factors are
proposed in this work. The results of the theoretical part are used in
the practical part of the work, where theoretical results are used for
solution of three different practical problems.

Key words

Hausdorff Measure, Fractal Dimension, Fractal Curve, Fractal
Surface, Approximation of Fractal Curve, Approximation of Fractal
Surface, Yard Stick Method, Box Counting Method, Generalized
Box Counting Method for Surfaces

© Jan Tomas, 2009
ISBN 978-80-214-3903-0
ISSN 1213-4197



Obsah

1 Uvod
2 Zakladni pojmy — Hausdorffova mira
3 Aproximace fraktalnich kifivek a ploch
3.1 Aproximace fraktalnich k¥ivek . . . . . . . ... ... ... ...
3.2 Aproximace fraktalnich ploch . . ... ... .. ... ... .....
4 Metody méieni fraktalni dimenze fraktalnich kiivek
4.1 Metoda ,Yardstick“ . . . . . . .. ... ...
4.2 Metoda ,Box counting“ . . . .. .. ... ... ...
5 Metody méreni dimenze fraktalnich ploch
5.1 Pocitacova reprezentace aproximace fraktalni plochy . . . . . . . ..
5.2 Metoda ,,Box Counting“ zobecnéna pro plochy . . . . . . ... ...
5.3 MetodaTezli . . . . . . . . ..
6 Faktory ovliviiujici odhad dimenze
6.1 Vliv aproximace fraktalu na odhad dimenze . . ... ... ... ..
6.2 VIiv méfitka na odhad dimenze . . . . . . ... ... ... ... ..
6.3 VIiv Sumu v obraze a jeho filtrace na odhad dimenze . . . . .. ..
7 Analyza zavislosti fraktalni dimenze povrchii a koeficientu odolnosti proti
treni
7.1 Popis vstupnich dat . . . . . . ... o000
7.2 Faktory ovliviiujici odhad fraktalni dimenze . . . . .. .. .. ...
7.3 Zmény fraktalni dimenze v zavislosti na zvétseni . . . . . . . . . ..
7.4 Zéavislost fraktalni dimenze a koeficientu odolnosti proti tfeni . . . . . . . . ..
8 Analyza zavislosti mezi objemem pora v keramice a fraktalni dimenzi hranic
poru
8.1 Popis vstupnichdat . . . . .. ... ... 0oL
8.2 Zavislost mezi fraktalni dimenzi hranic port a objemem péri v keramice
9 Studium sluneéni aktivity
9.1 Popis vstupnich dat a konstrukce ¢asové fady z namétenych dimenzi
9.2 Analyza zavislosti fraktalni dimenze na ¢ase — hledani skrytych period
9.3 Porovnani nalezenych period s periodami nalezenymi jinymi metodami
9.4 Slunec¢ni skvrny, slune¢ni boute a fraktalni dimenze . . . . . . . ..
10 Zaveér

11 Zivotopis

11
11

12
12

13
13
14
15

17
18
19
19
20

21
22
22

23
23

26
26

28

29






1 Uvod

Tato prace se zabyva praktickymi aplikacemi fraktalni dimenze tak, aby byly korektni z ma-
tematického hlediska a vysledky byly postaveny na forméalnich a nikoli intuitivnich zakladech.
Hlavnim motivem pro tento vyzkum bylo to, Ze v inZenyrské praxi je Casto vyuzivana frak-
talni dimenze, ovSsem obvykle velmi intuitivné. Odborné literatura na toto téma je vétSinou
zameérena na ¢istou matematickou teorii nebo naopak na praktické aplikace, ovsem prechod od
teorie k praktickym aplikacim v podstaté chybi nebo zanedbava to, ze fraktal je pii praktickych
aplikacich obvykle reprezentovan konecnou mnozinou bodd namisto ptivodni fraktalni mno-
ziny. V prvni ¢asti je zadefinovan teoreticky aparat, ktery je tieba ke korektnim inzenyrskym
aplikacim, v druhé ¢asti jsou pak t¥i praktické aplikace fraktalni dimenze.

Prace je rozdélena na Cast teoretickou, v ramci které je podana forméalni definice apro-
ximace fraktalni kiivky a fraktalni plochy, které umoznuji prechod od teoretickych utvart k
realnym vstupnim datim reprezentovanym koneénymi mnozinami. Pro tyto aproximace byly
poté popsany metody odhadu fraktalni dimenze, které se obvykle vyskytuji v praktickych
aplikacich, ¢imz byl vytvoren chybé&jici most mezi teoretickymi poznatky z oblasti fraktald a
praktickymi inzenyrskymi aplikacemi.

Dalsim dilezitym vysledkem teoretické casti je analyza faktort vyskytujicich se v praxi,
které mohou vyrazné ovlivnit odhady dimenze realnych objektt. V ramci prace byly tyto
faktory popsany a byly navrzeny metody, jak dopad téchto faktorti na odhad fraktalni dimenze
vyloucit nebo alespon minimalizovat.

Prakticka ¢ast obsahuje priklady t¥i aplikaci fraktalni dimenze pro rizna vstupni data.
Na téchto aplikacich byly demonstrovany zavéry teoretické Casti, zejména potlaceni faktor,
které mohou zménit odhad dimenze. Prvni dvé praktické aplikace byly feseny ve spolupraci s
Ruskou akademii véd, Ustavem mechaniky a nauky o materialu (Institute of Strength Physics
and Materials Science, Siberian Division, Russian Academy of Sciences). Jde konkrétné o
hledani zavislosti mezi koeficientem odolnosti tfeni riznych materiali a fraktédlni dimenzi
povrchi téchto materidlit opotfebenych tfenim, dale pak o hledani zavislosti mezi fraktalni
dimenzi hranic porii v keramice a objemem téchto pért v keramice. Posledni aplikaci, ktera je
zde uvedena, je analyza sluneéni aktivity a predpovéd slunecni aktivity na zdkladé fraktalni
dimenze spoctené z cCasové fady, kterd udava pocet slune¢nich skvrn pozorovanych kazdy
den jiz od roku 1820. Vysledky prvnich dvou aplikaci byly jiz publikovany, vysledek analyzy
slune¢ni aktivity je momentalné posuzovan odborniky z oboru astrofyziky a je pripraven k
publikovani.

2 Zakladni pojmy — Hausdorffova mira

Hausdorffova mira a Hausdorffova dimenze jsou klicové pojmy v teorii fraktalnich mnozin,
nebof pojem fraktalni dimenze a fraktalni mnozina jsou definovany s jejich pomoci. Déle, z
definice Hausdorffovy dimenze lze pfimo odvodit ¢asto pouzivanou metodou odhadu fraktalni
dimenze, tzv. metodu ,,Box Counting”.

Definice 2.1: Nechf X je metricky prostor a £ C X. Kone¢ny nebo spocetny systém pod-
mnozin {U;} € X, diam(U;) < §, 0 < 6 < 1, pro Vi, se nazyva d—pokryti mnoZiny E, pokud
plati: £ C |JU;.



Véta 2.1: Necht X je metricky prostor, F C X, s >0 a {U;} € X je 0—pokryti mnoziny F.
Potom zobrazeni Hi(E) : P(X) — (0, 00)

= inf (diam(U,
{U:}

je vnéjsi mira na mnoziné X (infimum ze vSech moznych d—pokryti {U;} mnoziny E, tj. v
sumé se sé¢itaji praméry infimalniho pokryti).

Definice 2.2: Necht X je metricky prostor a E C X. Déle, zadefinujme nésledujici zobra-
zeni: H*(F) : P(X) — (0,00)

H*(E) = élim+ H;(E) 5hm+ {mf} (diam(U,
—0 —0+ {U

Kde {U;}$2, je d—pokryti mnoziny E. Mnozina E se nazyva H®-méritelnd, pokud plati: 0 <
H*(F) = K < o0 a zobrazeni H*(E) se nazyva Hausdorffova s — dimenziondlni mira.

Véta 2.2: Necht X je metricky prostor a £ C X. Déle, necht s > 0 je libovolné reélné ¢islo
a {U;} € X je 0—pokryti mnoziny F. Zobrazeni H*(E) : P(X) — (0, c0),

o0

H*(E) = lim H{(E) = lim inf Y (diam(U;))°

§—0t 0—01 {U;} 4 T
1=

je vnéjsi metrickd mira na mnoziné X. Jeji ztzeni na o—algebru vSech H® méfitelnych mnozin
je mira (Hausdorffova s—dimenziondlni mira).

Véta 2.3: Necht mnozina F C M je H°—méfitelna a necht M je metricky prostor. Existuje
pravé jedno realné cislo t > 0, takové ze, Haussdorfova mira je nenulova a konecna 0 <
H'(E) = K < oo. Déale, Hausdorffova mira H*(FE) = 0 pro libovolné realné ¢islo s, s > ¢ a
H"(E) = oo pro libovolné redlné ¢islo r, r < t. Jinymi slovy: Existuje jediné ¢islo ¢, pro které
je Hausdorffova mira mnoziny E konecné a nenulova.

Véta 2.3 je dulezitd, protoze zarucuje, ze Hausdorffova dimenze je jedinecnd — jinymi
slovy, neexstuji dvé rizné Hausdorffovy dimenze pro jedinou mnozinu takové, ze by Hausdor-
ffova mira této mnoziny byla pro obé dvé dimenze nenulova a konecné. Diky této vlastnosti
Hausdorffovu dimenzi mtizeme pouzit jako rozlisujici parametr pro ¢lenité, fraktalni mnoziny.

Definice 2.3: Necht £ C M, kde M je metricky prostor, je H*—méritelna. Potom ¢islo
s nazyvame Haussdorffovou dimenzi nebo téz fraktdini dimenzi mnoziny E. (Tato dimenze,
narozdil od dimenze topologické, nemusi byt celo¢iselna.)

Definice 2.4: Fraktdlem nazveme takovou mnozinu, kterd je H*—méfitelna a jejiz Haussdor-
ffova dimenze je necelociselna.

3 Aproximace fraktalnich kirivek a ploch

Tato kapitola se zabyvéa aproximaci fraktalni kiivky a fraktalni plochy (definice pojmi viz
nize) néjakou jinou mnozinou, ktera se sklada z konec¢ného poctu zakladnich geometrickych
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obrazctl — konkrétné konecny pocet tsecek je pouzit k aproximaci fraktalni kiivky, konecny
pocet trojuhelnikt je pouzit k aproximaci fraktalni plochy. Tyto kone¢né aproximace jsou pro
praxi velmi dtilezité, protoze pocitacové algoritmy, které odhaduji fraktalni dimenzi objektt z
digitalnich obrazt, pracuji s diskrétni mnozinou obrazovych bodu a ne s opravdovou fraktalni
mnozinou. Tento prechod — od fraktalni mnoziny ke konec¢né mnoziné zakladnich geometric-
kych prvki — je ve vétsine inzenyrskych aplikaci opomijen, stejné jako vliv této ,diskretizace”
na odhad dimenze. Pritom ve vétsiné aplikaci se fraktalni dimenze pocita z digitalnich obrazi
realnych objekti, tedy z kone¢né mnoziny bodi reprezentovanych obrazovou matici.

3.1 Aproximace fraktalnich kiivek

Definice 3.1.1: Necht M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a F C M. Bod
uzdvéru mnoziny E rozumime takovy bod x € M, jehoz libovolné §—okoli (§ — 07) obsahuje
alespon jeden bod lezici v mnoziné F, tj. prunik d—okoli s mnozinou F je neprazdnd mnozina:

En{vyec M: olx,y) <o} #0

Definice 3.1.2: Ne@ﬁ M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a £ C M. Uzavér
mnoziny E (znac¢ime F) je sjednoceni vSech bodu uzévéru mnoziny F.

Definice 3.1.3: Necht M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a £ C M. Hrani¢nim
bodem mnoziny E rozumime takovy bod z € M, jehoz libovolné d—okoli (6 — 07) obsahuje
alespon jeden bod lezici v mnoziné F, a alespon jeden bod lezici mimo mnozinu FE.

Definice 3.1.4: Necht M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a £ C M. Hranici
mnozZiny E (znac¢ime OF) je sjednoceni v8ech hrani¢nich bodt mnoziny E.

Definice 3.1.5: Necht M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a £ C M. MnoZzinu
E nazveme souvislou, pokud neexistuje rozklad mnoziny E na dvé c¢asti Fy a Es pro néz by
platilo:

(BEyNEy) U (E;NE;) =10

Definice 3.1.6: Souvislou mnozinu bodit £ C R?, takovou, Ze plati £ = OF, ktera se
odebranim libovolného bodu této mnoziny rozpadne nejvyse na dvé souvislé mnoziny, nazveme
primaitioni F-krivka.

Definice 3.1.7:  Koncovymi body primitivni F-kfivky nazveme takové body, jejichz odebra-
nim se primitivni F-kiivka nerozpadne na dvé souvislé mnoziny, ale ziistane jedinou souvislou
mnozinou.

Definice 3.1.8: Souvislou mnozinu bodi £ C R?, takovou, Ze plati £ = OF, ktera se
odebranim dvou libovolnych, navzajem rtznych, bodi této mnoziny rozpadne na dvé souvislé
mnoziny, nazveme uzaviend F-krivka.



Definice 3.1.9: Mnozinu, ktera vyhovuje definici primitivni nebo uzaviené F-ktivky, bu-
deme oznacovat strucné F-krivka.

Definice 3.1.10: Fraktalni krivka je takova F-kiivka, jejiz Hausdorffova dimenze je ostie
veétsi nez jedna.

Definice 3.1.11: Necht £ € R? je fraktalni kfivka, pro kterou plati: H*(F) = K < oo. Déle
pro jeji pramér plati: diam(F) < co. Vybereme z této kiivky podmnozinu bodu tak, aby tato
podmnozina spliovala nasledujici podminky.

Ve vybrané podmnoziné bodi musi byt koncové body primitivni F-kfivky. Oznac¢me z
jeden z koncovych bodi a x,, druhy z koncovych bodt primitivni F-k¥ivky. Pro uzavienou F-
kiivku zvolime bod z( libovolné a polozime xq = x,,. Déle, vybirame body na F-ktivce tak, aby
platilo, 0 < o(x;,z;41) < &, kde bod z; je posledni vybrany bod a bod x;;; je pravé vybirany
bod. Déle, bod z;4; vybirdme tak, aby H*(C;y1) < H*(C;), kde C; je tisek F-kiivky mezi
bodem z; a bodem z,,. (Tato podminka ndm zarucuje, Ze se vybérem bodu piiblizujeme konci
F-kfivky.) Startovnim bodem z, vybéru je jeden z koncovych bodi F-kiivky pro primitivni
F-kfivku, pro uzavienou F-kiivku je to libovolny bod F-kiivky. Body vybirame tak dlouho,
dokud neni splnéna podminka, ze o(x;, z,,) < €, Kazdou dvojici bodu z;, ;1 spojime useckou

n—1
l;- Mnozinu A, A = |J [; nazveme ¢ — aprozimaci, nebo struéné aprorimaci fraktalni kiivky
r =0

Z definice je ziejmé, ze délka jednotlivych tsecek neprekroc¢i predem zvolenou hodnotu
g, ovsem definice nic nerikd o poctu téchto usecek. Aby aproximace fraktalni kiivky byla
pouzitelna pro zobrazeni fraktalni kiivky, pocet téchto tisecek musi byt konec¢ny.

Véta 3.1.1: Pro kazdou fraktalni kiivku F, pro kterou plati: H*(F) = K < 0o a diam(F) <
00, existuje nekonecné mnoho aproximaci pro libovolné € > 0. Kazdé z téchto aproximaci mtize
byt zkonstruovana koneénym poctem tsecek.

Definice 3.1.12: Ogznacme F; konec¢ny pocet fraktalnich kiivek a F; libovolné aproximace

téchto kiivek, ¢ = 1...n. Déle, necht prinik fraktélnich kiivek F; je prazdnd mnozina: (| F; =
i=1

0 a takté? necht (| F; = (). Potom mnozinu F, F = |J F; nazveme sjednocenim fraktdlnich

i=1 i=1

n

krivek a mnozinu F' = |J F; nazveme sjednoceni aprozimact fraktdlnich krivek.
i=1

3.2 Aproximace fraktalnich ploch
Definice 3.2.1: Necht £ C R? a P je zobrazeni P : R? — R? definované pro X € R3 takto:

X - [xlwr?’x?)]

P(X) = [z1, 2]
Pramétem mnozZiny E do roviny (x,y) budeme rozumét nésledujici podmnozinu E’ roviny
(z,y):

7= (P}

XeFE

Primét mnoziny £ bude déle taktéz oznacovat P(E).
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Definice 3.2.2: Nechf £ C R3. Nechf je v R® zaveden kartézky systém souiadnic. Dale
necht fez libovolnou rovinou kolmou na rovinu (z,y) takovy, Ze je rizny od libovolné hranice
mnoziny F, rozdéli mnozinu F na pravé dvé souvislé mnoziny a fraktalni dimenze mnoziny F
je vétsi nebo rovna dvéma. Necht libovolna pfimka kolmé na rovinu (x,y), pro jejiz prusecik
N s rovinou (z,y) plati N € E’', ma s mnozinou E pravé jeden spoleény bod. Mnozinu E
nazyvame plochou vici roviné (z,y), jestlize spliiuje véechny vyse popsané podminky.

Definice 3.2.3: Plocha je takovd mnoZina E C R3, Ze jestlize vSechny jeji body podrobime
stejné, konecné posloupnosti operaci rotace a translace, vyslednd mnozina E’ bude plochou
vudi roving (x,y). (Tj. jestlize tuto mnozinu vhodné natocime, bude spliiovat vSechny podmiky
ptredchozi definice).

Definice 3.2.4: Fraktdlni plocha je takova plocha, jejiz Hausdorffova dimenze je ostie vétsi
nez 2.

Definice 3.2.5: Nechf mnoZina FE je fraktdlni plocha! vii¢i roving (z,y). Déle, pokryjeme
rovinu (z,y) ¢tvercovou siti, ozna¢me délku strany jednoho ¢tverce €, 0 < ¢ < diam(FE). Ze
¢tvercové sité vytvorime trojuhelnikovou sit tak, Ze do kazdého Ctverce pfidame jednu tihlo-
pricku. Strany ¢tverce a ihlopricka vytvari dva trojuhelniky, které jsou soucasti trojihelnikové
sité. Mnozinu vSech vrcholt trojihelniki, které tvoii sit oznacme Ty a To (| P(E) = T'. Aproxi-
mace fraktdlni plochy je sjednoceni vSech trojuhelnikt, jejichz vrcholy tvori body na ptvodni
plose E, jejichz priméty lezi v T'.

Véta 3.2.1: Pro kazdou plochu F viéi roviné (z,y) existuje aproximace, ktera se sklada z
konecného poctu trojihelniki.

Trojuhelnikové sit, kterd definuje aproximaci fraktalni plochy by mohla byt vytvorena i
jinak. Zvolena definice nejlépe vyhovuje pottebam praktické ¢asti, kde se zpracovavaji snimky
ploch portizené elektronovym mikroskopem. Obrazova matice pak reprezentuje pfimo aproxi-
maci fraktalni plochy dle vyse uvedené definice.

Véta 3.2.2: Prunik fraktalni plochy vici roving (z,y), jejiz pramét do roviny (z,y) je kon-
vexni mnozina, s rovinou kolmou na rovinu (x,y) je primitivni F-kfivka. Tento prinik bude
dale také nazyvan rez fraktdlni plochy.

4 Metody méreni fraktalni dimenze fraktalnich krivek

V této kapitole jsou popsany dvé zakladni metody meéreni fraktalni dimenze fraktalnich kiivek
— metoda ,Yard Stick“ a metoda ,,Box Counting“, které jsou vyuzity v této praci k odhadim
dimenzi fraktalnich kiivek pro praktické aplikace. Je tieba si uvédomit, ze fraktalni kiivky
byly reprezentovany svymi aproximacemi — tj. konec¢nymi mnozinami tsecek, které byly zob-
razeny pomoci poéitace obrazovou matici o koneéném poc¢tu prvki [m x n]. Zmény odhadnuté
dimenze od teoretické dimenze, zptisobené tim, Ze se dimenze odhaduje z digitalniho zobrazeni
aproximace fraktalni k¥ivky, jsou detailné popsany v podkapitole 6.1

Dale jsou zde popsany dva mozné pristupy k odhadu fraktalni dimenze fraktalnich ploch.
Prvni metoda vyuziva zobecnény ,Box Counting® algoritmus, druhy pristup vychazi z toho,

IKazdou fraktalni plochu lze podrobit koneénému poétu rotaci a translaci, po kterych bude plochou viéi
roving (z,y). Tudiz lze udinit pozadavek, aby E byla plocha viiéi roving (z,y), bez ijmy na obecnosti.



Ze fezem fraktalni plochou je fraktalni kiivka — diky tomu je mozné usuzovat na ,clenitost”
fraktalni plochy z vlastnosti fezl, které lze méfit metodami pro kiivky.

4.1 Metoda ,,Yardstick*

Tato metoda je urcena pro odhady fraktalni dimenze fraktalnich krivek na zakladé zobrazené
aproximace fraktalni kiivky. Vychazi z Richardsonova vzorce L = Ke'~”, kde L znaéi délku
kiivky naméfenou métidlem délky e. Tento vzorec byl odvozen empiricky, proto je pouziti
metody omezené jen na takové kiivky, které se ,chovaji“ stejné jako Richardsonova experi-
mentalni data. Richardsontiv vzorec upravime nasledovné:

InL(e)=InK+(1—D)lne

Hlavni myslenka odhadu fraktalni dimenze touto metodou je nésledujici. Zmétime délku
kiivky L(e;) riznymi métidly délky e;. Obdrzime dvojice bodi [lng;, In L(g;)]. Tyto body by
mély lezet na pfimce v logaritmickych soufadnicich (toto je zdkladni pfedpoklad platnosti
Richardsonova vzorce), jejiz smérnice je rovna 1 — D. Pro uréeni smérnice této primky prolo-
zime vypoctenymi hodnotami pfimku metodou nejmensich ¢tvercti. Smérnice této piimky je
priblizné rovna 1 — D. Pro data, ktera spliuji predpoklad pouziti Richardsonova vzorce lze
dokazat, ze konstanta K Hausdorffova mira a D je Hausdorffova dimenze.

Volba hodnot ¢; hraje vyznamnou roli pfi odhadu fraktalni dimenze fraktalni kiivky.
Jestlize chceme porovnavat fraktalni dimenze rtiznych kiivek, je nezbytné, aby jejich fraktalni
dimenze byly méreny stejnym poctem ¢; o stejnych délkach. Jediné pak ma takové porovnavani
smysl, zejména u ktivek, kde rozdil mezi fraktadlnimi dimenzemi je maly.

4.2 Metoda ,,Box counting*

Tuto metodu Ize odvodit pfimo z definice Hausdorffovy miry a na rozdil od ,,)Yard Stick® me-
tody ji lze pouzit i pro odhady fraktalni dimenze sjednoceni fraktalnich kiivek ze zobrazeného
sjednoceni aproximaci fraktalnich kiivek. Hausdorffova mira je definovana néasledovné:

HP(E) = lim+ inf Y (diamU;)”
0—0 P
kde U; jsou mnoziny d — pokryti. Polozme § = % a zvolme maximalni metriku, tj. o(z,y) =

max |z; — y;|. Fraktalni k¥ivku pokryjeme ¢tvercovou siti, kde priamér ¢tverct je roven v dané
(2

metrice % Pocet ¢tvercti, které obsahuji ¢ast fraktalni kiivky ozna¢me P(k). Potom ziejmé
plati:
1\P
HP(E) = lim P(k) (-)
k—oo k

Pti praktické realizaci vypoctu fraktalni dimenze se obvykle pracuje s kone¢nou matici ¢isel
typu [m x n], kterd v poc¢itaci reprezentuje danou aproximaci fraktélni kfivky (pfipadné sjed-
noceni aproximaci fraktalnich kiivek). Nejprve je tfeba objasnit, jak chapat v tomto prostoru
¢tvercovou sit o priméru étverci %

Matici typu [m X n] lze doplnit na ¢tvercovou matici typu h x h tak, Ze se pfida pot¥ebny
pocet Fadkt nebo sloupci s hodnotami barvy pozadi. Hodnotu h rozdélime na k£ € N dild.
Jestlize h je s k nesoudélné, tj. délka dild neni celociselna, volime délku dilt Round (@) Tak
je mozné vytvorit ¢tvercovou sit, kde kazdy ¢tverec obsahuje Round (%) x Round (%) prvki
obrazové matice (diky zaokrouhlovani pii krajich matice vzniknou obdélniky a ne Etverce,
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ovSem na né lze nahliZet jako na ¢tverce pokryti, jejichz ¢ast uz neni zobrazena). Tyto ¢tverce
nam reprezentuji pozadované § — pokryti v pfedchozim vzorci. Jinymi slovy, predpoklada se,
7e obrazova matice odpovida étverci v prostoru R? o délce strany jedna.

Déle, je zfejmé, ze maximalni pocet déleni strany ctverce je h dild, tj. kazdy ctverec je
pak reprezentovan jednim pixelem. Limita & — oo je v obrazové matici nemoznéa a pozbyva
smyslu. Musime se spokojit s nasledujici aproximaci:

1D
H%mzpw)E

Tuto aproximaci upravime nasledovneé:
1
mmmx—DmE+mH%m

Pri praktické realizaci zvolime rtizné hodnoty k;, pokryjeme méfenou mnozinu danym
¢tvercovym pokrytim a spocteme pro dané k; pocet ¢tverci P(k;), které obsahuji ¢asti méfené
mnoziny. Témito naméfenymi hodnotami prolozime metodou nejmensich ¢tverct primku.

Vhodnymi tpravami algoritmu lze popsanou metodu zpiesnit. Vice detailit o zpresnéni
metody l1ze najit napiiklad v [8], kde je tato metoda pro fraktélni kiivky velmi dobfe popsana.

5 Metody méreni dimenze fraktalnich ploch

5.1 Pocitacova reprezentace aproximace fraktalni plochy

P1i praktickych realizacich popsanych v praktické casti byly odhadovany dimenze ploch snima-
nych elektronovym mikroskopem. V tomto pfipadé jsou tedy data reprezentovana obrazovou
matici, kde hodnota barvy uréuje vysku (plochy byly reprezentovany odstiny Sedé) Kazdy bod
obrazové matice muze byt interpretovan jako bod na snimané plose, kde barva urcuje soutad-
nici z a pozice v matici urc¢uje souradnice z,y. Tyto body interpretuji kone¢nou podmnozinu
bodi z ptivodni snimané fraktalni plochy a lze je vyuzit ke konstrukei trojiuhelnikové sité, ktera
spliuje definici aproximace plochy. Obrazek 1 ukazuje obrazovou matici a jeji trojrozmérnou
interpretaci.

Obrazek 1: Piiklad obrazové matice a jeji trojrozmérnd interpretace.
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5.2 Metoda ,,Box Counting* zobecnéna pro plochy

Metodu ,,Box Counting® lze odvodit pro plochy stejné jako pro kiivky piimo z definice

Hausdorffovy miry:

HP(E) = lim inf (diamU;)”
§—0 st
kde U; jsou mnoziny § — pokryti. Polozme § = ¢ a zvolme maximalni metriku, tj. o(z,y) =
max |z; — y;|. Fraktalni plochu pokryjeme siti krychli, kde primér krychli je roven v dané

metrice . Pocet krychli, které obsahuji ¢ast fraktalni plochy ozna¢me P(e). Potom zfejmé
plati:
HP(E) = lim P(¢) (¢)”

e—0t

P1i praktické realizaci vypoctu fraktalni dimenze pracujeme s kone¢nou matici ¢isel typu
[m x n] (m pocet Fadki, n pocet sloupci), kterd reprezentuje aproximaci fraktalni plochy.
Barva kazdého pixelu matice urcuje vyskovou souradnici, pozice v matici urcuje souradnici
x a y. PTi praktické realizaci mame obvykle ke snimktm ploch k dispozici méritko, takze
lze spocitat kolik pixell reprezentuje napft. jeden mikrometr, a jaky je pfevod skaly barev
na vyskovou soufadnici — a tedy lze prevést soufadnice bodi zpét do FEj3, ve kterém byla
definovana aproximace fraktalni plochy. Plochu uzavieme do krychle, jejiz hrana ma délku
rovnu maximu ze vsSech t¥i rozmérta plochy a kazdou jeji hranu rozdélime zvolenou délkou € a
vytvoiime pro dané ¢ sit krychli. Odpovidajici P(e) je pocet krychli, které obsahuji néjakou
¢ast aproximace fraktalni plochy.

5.3 Metoda fezu

Rez fraktalni plochou vi¢i roviné (x, %) rovinou kolmou na (z,y) je primitivni F-kiivka — viz
véta 3.2.2. Teoreticky se miize stat, ze jeji fraktalni dimenze bude rovna jedné, ale obecné lze
predpokladat, Ze jeji dimenze bude vétsi nez jedna. Na fadek (sloupec) obrazové matice lze
nahliZet jako na reprezentaci fezu plochy rovinou kolmou na (z,y) a rovnobéznou s osou z ().
Rédek (sloupec) obrazové matice je mnozina kone¢ného poctu bodt, které lezi v roviné fezu
a pokud je propojime tuseckami, ziskdme aproximaci fraktalni kiivky. Hodnota barvy udava
vysku, ve které dany bod lezi.

Pro korektni odhad dimenze takto zkonstruované aproximace kiivky je tfeba aproximaci
kiivky korektné zobrazit — to znamena, ze musi byt zachovan pomeér mezi vyskou a délkou
krivky. Aby bylo mozné zachovat pomér mezi délkou a vyskou musi byt znamé méritko, tj.
kolik pixelti reprezentuje jednu délkovou jednotku a transformace barev na vysku. Ze zobrazeni
kiivky lze vyse popsanymi metodami odhadnout fraktalni dimenzi zobrazené kiivky. Pokud
tento pomér nebude zachovan, dojde ke zkresleni tvaru kfivky, coz mtze vést k chybnému
odhadu dimenze ktivky.

Jestlize obrazova matice reprezentujici plochu méla rozméry m x n, lze sestrojit m apro-
ximaci fraktalnich kiivek ve sméru osy x a n aproximaci fraktalnich kt¥ivek ve sméru osy v,
jejichz dimenzi lze zmétit metodami popsanymi vyse.

Definice 5.1: Necht fraktalni plochou E vici roviné (x,y), jejiz pramét do roviny (z,y) je
konvexni mnozina, prochazi n riznych rovin kolmych na (z,y). Prinik téchto rovin s fraktalni
plochou E tvoii podle véty 3.2.2 n fraktalnich kiivek, oznacme je f;, ¢ = 1...n. Potom ¢islo
definované nasledujicim vztahem nazyvame plosnd dimenze fraktdlni plochy E nebo zkracené
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plosnd dimenze a znac¢ime Dp(FE).
2 HP(f;) - D(f:)
> H7(/)

Dp(E) =

kde HP(f;) je Hausdorffova mira fraktalni ktivky f; a D(f;) je fraktalni dimenze k¥ivky f;.

V praxi ¢islo Dp obvykle odhadneme tak, Ze sestrojime z obrazové matice plochy vSechny
aproximace kiivek ve sméru jedné osy a spocteme odhady fraktalni dimenze D;,i =0,...m—1
odpovidajicich fraktalnich krivek. Obé metody, ,Box Counting“ i ,Yard Stick“, lze pouzit
nejen k odhadu dimenze, ale i Hausdorffovy miry, tudiz odhad ¢isla Dg lze spocitat piimo
z definice. Pokud maji fraktalni kiivky stejnou nebo hodné podobnou Hausdorfovu miru, lze
odhad Dp zjednodusit nasledujicim zptisobem:

6 Faktory ovlivnujici odhad dimenze

Tato kapitola se zabyva vlivem rtznych faktori na odhad fraktalni dimenze metodami po-
psanymi v kapitole 4. Tyto faktory je vzdy tfeba uvazit pred samotnym vypoctem, protoze
v neékterych pfipadech mohou mit zasadni vliv na vyslednou dimenzi a mohou zkreslit vysle-
dek natolik, ze vysledky jiz nelze pouzit. V této kapitole jsou rozebrany t¥i hlavni faktory:
Aproximace kfivky/plochy, pouzité méfitko a aditivni Sum v obrazové matici.

6.1 Vliv aproximace fraktalu na odhad dimenze

V kapitole 3 byly definovany pojmy aproximace fraktalni krivky aproximace fraktalni plo-
chy jako kone¢na mnozina tsecek a konecnd mnozina trojihelnikti. Uvazujme nejprve vliv e-
aproximace fraktalni kiivky na vysledky méfeni metodou , Yard Stick“. Metoda ,,Yard Stick®
je zalozena na méreni aproximace kfivky rtznymi méridly délky e;, pro kazdé méridlo obdr-
zime naméfenou délku L(g;). Teoreticky by namétend délka L(e;) méla exponencialné nartistat
se zkracujicim se métidlem. V praxi mame k dispozici pouze e-aproximaci fraktalni kiivky,
tj. konecnou mnozinu n tsecek délky . Je tedy ziejmé, ze pokud délka pouzitého méridla ¢;
je mensi nebo rovna ¢, exponencialni trend riistu vzdalenosti se zastavi a hodnota namétené
délky pro €; = € bude L(g;) = n X ¢, protoze ,pokladané* métidlo bude identické s tseckami
aproximace, a pro ¢; < ¢ bude L(g;) < n X g, protoZe krat$i méfidlo muze ,,vynechat“ nékteré
Spice na aproximaci krivky, tj. méfidlo spoji dva body na sousednich tseckich aproximace
pfimo a nikoli pfes vrchol (pfimé cesta je vzdy kratsi).

n—1
Véta 6.1.1: Necht mnozina A = |J [; je e-aproximace fraktalni kiivky. Déle, ozna¢me
=0
Emin = J(f)nin 1{li} minimalni délku tsecky z mnoziny A. Potom pro namétenou délku apro-
i=0...n—

ximace frakt4lni kiivky L(d) zméfenou métidlem o délce § < &,,;,, metodou ,Yard Stick“
plati:

[aary

n—

L(d) < ) Ll

-
Il
o
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kde |;| je délka usecky ;.

Ztejme tedy pfi meéfeni délky aproximace fraktalni k¥ivky existuje kriticka délka métidla
takova, ze pro mertidla, ktera jsou delsi nez kritickd délka bude naméfena délka nartistat se
zkracovanim méridla, zatimco pro meéridla, kterd jsou kratsi nez kritickd délka meridla, se
délka nebude prilis lisit od souc¢tu délek tsecek aproximace fraktalni kiivky. Aby nedochazelo
ke zkresleni vysledki, nejkratsi pouzité métidlo musi byt delsi nez je délka jednotlivych tisecek
aproximace.

Dalsi metodou méteni dimenze, ktera se vyuziva v ramci této prace, je metoda ,,Box Coun-
ting“. Metoda je odvozena primo z definice Hausdorffovy dimenze a je zalozena na pokryti
fraktalni kiivky ctvercovou siti, a spocitani ctvercii, které obsahuji néjakou cast kiivky. Vy-
podet dimenze je odvozen ze vztahu HP (E) ~ P(k) (%)D, tj. zavislost poctu ¢tverctl pokryti,
které obsahuji ¢ast fraktalni kiivky, na k je nasledujici:

P(k) ~ HP(E) - kP

Cim bude pokryti jemnéjsi, tim vice bude pokryti odpovidat pokryti lomené ¢ary, tj. vysledek
pokryti bude spise korespondovat s pokrytim konec¢ného sjednoceni tusecek, nez s idealnim
pokrytim ptivodni mnoziny, tj. redlna hodnota P(k) bude spiSe rovna nésledujici hodnoté:

P(k)~ HP(E) -k

Nalezeni kritické hodnoty k neni tak snadné jako pro metodu ,Yard Stick“, protoze kriticka
hodnota k nezavisi jen na miniméalni délce tsecky z e-aproximace kiivky, ale i na tvaru kiivky.
Ziejmé pro krivky, kde koncové body usecek jsou k sobé blize nez je minimalni délka tusecky,
bude kritickd hodnota k vyssi, nez pro kiivky, které jsou vice ,roztazené®.

Kritickou hodnotu k lze odhadnout. Jak jiz bylo vySe zminéno — pro dostatecné jemné
pokryti se zacnou prosazovat tsecky a pocet ¢tvercti, které obsahuji néjakou ¢ast aproximace
krivky zacne rtst linedrné namisto pfedchoziho linearniho trendu a nakonec se zastavi iplné
— ve chvili, kdy velikost pokryvajicich ¢tvercti bude blizka velikosti jednoho pixelu. Nalezenim
hodnoty k, pro kterou trend rtstu P(k) poklesne z exponenciélniho na lineérni, lze odhadnout
kritickou hodnotu k pro danou aproximaci kiivky.

Vysledek pro metodu ,,Box Counting® 1ze zobecnit i pro méfreni dimenze ploch zobecnénou
metodou ,,Box Counting®. Veskeré tivahy ziistavaji platné i pro aproximaci plochy trojtihelniky
— i zde se pro dostatecné malé krychle pokryti zacina prosazovat trend kouskt rovin, tj. opét
dochazi k poklesu trendu rastu hodnot P(k).

Metoda tezt je zalozena na vypoc¢tu dimenzi aproximaci kiivek, které jsou ziskany jako
pruniky rovin kolmych na rovinu (z,y) s fraktalni plochou. Pro vypocet dimenze ziskanych
aproximaci fraktalnich kiivek lze pouzit jak metodu ,Yard Sick“ tak ,Box Counting“. Vliv
aproximace kiivky popsany vyse ziistava platny i pro aproximace fraktalnich ktivek, které jsou
obdrzeny jako fez aproximace fraktalni plochy.

6.2 Vliv méritka na odhad dimenze

Vliv métitka na odhad dimenze je vyznamny zejména pro fraktalni plochy sestrojené z obra-
zovych matic, at uz se odhad dimenze provadi pfimo zobecnénou metodou ,,Box Counting*
nebo metodou fezi. Divod je ten, Ze kdyz se zpracovavaji primo snimky kiivek, jsou obvykle
zobrazeny v redlném pomeéru vysky a sitky a tudiz neni tfeba tyto poméry upravovat. V pri-
padé, Ze aproximace fraktalni plochy je reprezentovana obrazovou matici, kde indexy v matici
urcuji souradnice bodu x,y a barva urcuje vyskovou soufadnici z, je tfeba pred vypoctem
dimenze kteroukoli metodou spravné interpretovat vysku a indexy v matici.
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Obrazek 2: Zména dimenze odhadnutd metodou fezii (vlevo) a zména dimenze odhadnuta
zobecnénou metodou ,Box Counting® (vpravo).

Pro transformaci indexti matice do realnych soufadnic je obvykle k dispozici méfitko,
ve kterém byl obraz sniméan, a proto je snadné spravné prepocist indexy bodi v obrazové
matici na realné souradnice bodt. Pro nékteré metody snimani ploch mize byt problém zjistit
absolutni hodnoty vysky, napriklad pro snimky ploch elektronovym mikroskopem je znamo
pouze relativni rozlozeni vysek, tj. 1ze rozlisit, které body lezi nize a vyse, ale chybi konkrétni
udaj o vysce bodu. Proto se v této podkapitole zamérime na analyzu situace, kdy délkové
rozméry se neméni, a meéni se vyskové rozmery.

Pro tcely analyzy méritka byla sestrojena zlomkova Brownova plocha o teoretické dimenzi
2.2, jejiz Tezy ve sméru osy = a y maji teoretickou fraktalni dimenzi 1.2. Pro test vlivu zmény
meéritka byl vyuzit stejny software, jako pro zpracovavani redlnych ploch v praktické c¢asti
této prace. Tento software vyzaduje zadani délkového méritka a umoznuje ménit pomér mezi
vyskou a délkou hrany obrazu. V ramci analyzy vlivu méfitka byly postupné méreny plosné
dimenze metodou ezt (s vyuzitim metody ,Yard Stick“ a ,Box Counting“ pro odhad dimenzi
jednotlivych kiivek) a zobecnéné metody ,,Box Counting® pro odhad dimenze plochy. Délkové
meétitko bylo nastaveno nasledovné: 3 pixely = 1 mikrometr. Pomér vysky z ku délce hrany [
se ménil v rozsahu 0.1 az 1.0 s piirtstkem 0.1. Zavislost odhadnuté dimenze a poméru z/[ je
vykreslena na obrazku 2.

Z obrazki plyne, ze zména méritka ovliviiuje odhady dimenzi provedené libovolnou me-
todou. Ze ziskanych vysledkt je zfejmé, Ze nejlepsi odhad dostdvame pro pomér 0.5 — pfi
tomto pomeéru obé metody — ,Yard Stick“ i ,,Box Counting“ naméfily stejnou dimenzi 1.2 a
zobecnéna metoda ,,Box Counting naméfila dimenzi 2.22. Pokud je pomér vysky a délky pro
realnou plochu neznamy, tato vlastnost mize byt vyuzita k ptribliznému odhadu poméru vysky
ku délce — vyzkousi se nékolik pomeérii a ten, pro ktery je rozdil dimenze odhadnuté metodou
,Box Counting®“ a ,Yard Stick“ minimalni, pouzijeme pro danou plochu.

6.3 Vliv Sumu v obraze a jeho filtrace na odhad dimenze

Vliv Sumu na odhady fraktalni dimenze byl analyzovan pro fraktalni plochy, at uz jsou méfreny
metodou ez, nebo zobecnénou metodou ,,Box Counting®. Fraktalni plochy byvaji v praktic-
kych aplikacich casto reprezentovany obrazovou matici. P¥i sniméani ploch béZznymi metodami
je takika nemozné poridit snimky ploch takové, aby neobsahovaly Sum. V praktické ¢asti této
prace byly zpracovavany snimky ploch z elektronového mikroskopu. Tyto snimky obsahovaly
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vysokou miru aditivniho Sumu, ktery mize byt modelovan nasledovné:
G=A+S

kde G je vysledna obrazova matice, A je idealni matice, ktera obsahuje pfesnou informaci
o vysce bodu plochy, které jsou poté vyuzity k sestrojeni aproximace plochy a matice S
reprezentuje aditivni Sum — pro kazdy prvek s;; matice S plati, Ze ma normélni rozdéleni
si; ~ N(0,0?).

Pro analyzu vlivu Sumu na odhad fraktalni dimenze byly generovany Brownovy zlomkové
plochy s pfedem zndmou dimenzi a k nim byla pri¢tena matice nadhodné generovanych hodnot
S. Na obrazku 3 je vidét jak se zméni aproximace plochy, pokud je sestrojena z matice G
namisto matice A.

Obrazek 3: Piiklad idedlni Brownovy zlomkové plochy (vlevo) a stejné plochy sestrojené z
obrazové matice s vysokou mirou aditivniho $umu (vpravo).

Je zfejmé, Ze pri vyssi mife Sumu nebudou odhadnuté dimenze priliz korespondovat s pti-
vodni dimenzi plochy, ale spise budou korespondovat s ¢lenitosti, kterou do vstupnich dat vnasi
aditivni Sum, proto je tfeba miru Sumu ve vstupni obrazové matici potlac¢it vhodnymi filtry.
V ramci této prace byl analyzovan vliv nasledujicich filtrti pro potlaceni Sumu na vyslednou
dimenzi:

111 0.3679 0.6065 0.3679
F=il111 Fy =y | 0.6065 1.0000 0.6065
111 0.3679 0.6065 0.3679
11111 0.0183 0.0821 0.1353 0.0821 0.0183
11111 0.0821 0.3679 0.6065 0.3679 0.0821
Fpb=2%| 11111 F=gtg]| 01353 06065 1.0000 0.6065 0.1353
11111 0.0821 0.3679 0.6065 0.3679 0.0821
11111 0.0183 0.0821 0.1353 0.0821 0.0183

Ztejme filtry F} a F, reprezentuji nejjednodusi filtr typu dolni propust. Hodnoty ve filtrech
F3 a Fy byly zpocteny nasledujicim vztahem:

x2+yz

fi,j = ei 2.02

kdex =i—(k+1),y=j—(k+1)proi, j=1...2-k+1(k=1pro F3, k=2pro Fy)aoc = 1.
Teoreticka hodnota 5—, kterou je t¥eba nasobit hodnoty f; ; aby $lo o dvojrozmérné Gaussovo

2mo2)
1 . Ziejmé tedy filtry F3 a F) reprezentuji filtry s

rozdéleni, byla nahrazena hodnotou g 55—

@]
i=1 j=1
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Gaussovym jadrem. Vliv Sumu a filtrace Sumu byl analyzovan experimentalné. Byly vygene-
rovany plochy o teoretické dimenzi 1.2, 1.4 a 1.6 (pfi praktickych aplikacich popsanych v této
praci, se dimenze ploch pohybovala obvykle do 1.4). Pro kazdou hodnotu dimenze bylo vygene-
rovano 10 riznych ploch, zméfena jejich dimenze bez Sumu, poté se Sumem a s riznou filtraci
zobecnénou metodou ,,Box Counting“ a metodou fezil, kde dimenze fezii byla odhadovéana
metodou ,,Yard Stick“ a metodou ,,Box Counting“. Rozptyl pfi¢teného Sumu byl 0.03 x z, kde
z je rozdil mezi minimalni a maximalni vyskou na vygenerované plose. Vygenerované obrazové
matice reprezentujici plochu mély rozmér 512 x 512 pixelti. Pro odhady fraktalni dimenze byl
pouzit stejny software, jako byl pouzit k odhadim dimenze v praktickych aplikacich.

Vsemi metodami byla postupné mérena dimenze z obrazové matice odpovidajici vygene-
rované plose, z obrazové matice se Sumem a z matice filtrované konvoluci obrazové matice
se Sumem a filtria F; az Fj. Pro kazdou metodu odhadu fraktalni dimenze byly testovany
nasledujici hypotézy na hladiné vyznamnosti 0.05:

1. Hodnota 15 = T14 a T14 = T16 pro idealni vstupni data bez sSumu

2. Hodnota =15 = %14 a T1.4 = 71,4 pro obrazovou matici se Sumem

3. Hodnota T15 = T14 a T14 = T16 pro obrazovou matici se Sumem, filtrovanou filtrem F}
4. Hodnota T19 = T14 & T14 = T1.6 Pro obrazovou matici se Sumem, filtrovanou filtrem F3
5. Hodnota T1 9 = 714 a T14 = T1,6 pro obrazovou matici se Sumem, filtrovanou filtrem F3

6. Hodnota T = 714 a T1.4 = T1¢ pro obrazovou matici se Sumem, filtrovanou filtrem £}

kde Tp znac¢i primérnou dimenzi naméfenou pro deset ploch s teoretickou dimenzi D.

Nezamitnuti nékteré z hypotéz na dané hladiné vyznamnosti pro nékterou z pouzitych
metod znamena, ze tato metoda neni schopna rozlisit pro dané vstupni obrazové matice mezi
dvémi plochami, jejichz teoretické dimenze se lisi o 0.2. Jinymi slovy, testem téchto hypotéz
Ize nalézt takové metody odhadu dimenze a filtry pro potlaceni Sumu, které dohromady maji
dostatecné dobrou rozliSovaci schopnost a mohou byt pouzity k porovnavani ¢lenitosti riznych
ploch. Z tohoto divodu nebyly testovany hypotézy =1, = 14 = T16, protoze k zamitnuti
této hypotézy by stacilo, aby neplatila alespon jedna rovnost, tj. metoda by rozliSovala mezi
plochami jen v omezeném rozsahu fraktalni dimenze.

Na zakladé popsané statistické analyzy bylo zjisténo, ze vSechny testované metody nerozli-
Suji mezi plochami s rtiznou teoretickou dimenzi pouze v ptfipadé, Zze Sum neni nijak filtrovan,
tj. filrace kterymkoli z vySe uvedenych filtrtt umozni rozlisit mezi testovanymi plochami. Expe-
riment dale ukézal, ze kvalita odhadu vSemi metodami (i pro idedlni vstupni data bez Sumu)
klesa s roztouci dimenzi vstupni plochy. Z pohledu ,,ptiblizeni se* teoretické dimenzi se nejlépe
jevi metoda ,Yard Stick® a filtrace filtrem F3 (pfipadné F}), protoZe rozdil mezi odhadnutou
dimenzi a teoretickou dimenzi je nejmensi a rozsah odhadovanych dimenzi je nejvétsi, coz
poskytuje lepsi rozliseni pro praktické aplikace. Obrazek 4 ilustruje vliv Sumu a jeho filtrace
filtrem F3 na tvar profilu a tedy i odhad fraktalni dimenze.

7 Analyza zavislosti fraktalni dimenze povrchii a koeficientu odol-
nosti proti tfeni

Koeficient odolnosti proti tfeni (wear resistance coefficient) kvantifikuje odolnost povrchu proti
opotiebeni tfenim. Nizkd hodnota koeficientu znamena, Zze material se tfenim opotiebuje po-
mérné rychle a je snadné ho ,poskrabat®, vysoka hodnota koeficientu znamena, ze material
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Obrazek 4: Piiklad jednoho fezu zlomkovou Brownovou plochou, levy fez byl sestrojen z
puvodni plochy, prostiedni fez ze stejné plochy zkonstruované z obrazové matice se Sumem a
pravy fez byl sestrojen ze stejné obrazové matice upravené filtrem Fj.

je odolny proti tfeni a vhodny na plochy vystavené trvalému namahani tfenim. Tento ko-
eficient je znam pro nékteré kovy, ale urcit ho pro nové slitiny je pomérné slozité a drahé.
V ramci této prace byla studovana zavislost mezi koeficientem odolnosti proti tieni a frak-
talni dimenzi povrchu materialu opotiebeného tfenim, ktera by na zakladé fraktalni dimenze
umoznila jednoduchy zptisob odhadu koeficientu odolnosti proti tieni. Tento problém byl fe-
Sen ve spolupréci s Ruskou akademii véd, Ustavem mechaniky a nauky o materidlu (Institute
of Strength Physics and Materials Science, Siberian Division, Russian Academy of Sciences).

7.1 Popis vstupnich dat

Vstupni data pro méfeni byly snimky ploch riiznych kovii, pro které je znam jejich koeficient
odolnosti proti tfeni. Snimky byly pofizeny elektronovym mikroskopem v rizném zvétSeni.
Rozliseni snimki z elektronového mikroskopu bylo 512 x 512 pixeli, snimky byly osmibitové
v odstinech Sedi, kde ¢islo 0 reprezentovalo ¢ernou barvu, ¢islo 255 barvu bilou. Snimané ma-
teridly byly: olovo (Pb), hlinik (Al), méd (Cu), zirkon (Zr), kobalt (Co), titan (Ti) a Wolfram
(W). Koeficienty odolnosti proti t¥eni a ptiklady ploch danych materialti opotiebenych tfenim
jsou v tabulce 1 (v tabulce je jen jedno zvétSeni).

Material Pb Al Cu Zr Co Ti W
Koeficient 1.5 5.3 94 14.7 21.0 33.5 5.0
e e . S S

Snimek plochy

Tabulka 1: Ukazka snimkt ploch, které byly pouzity pro analyzu zavislosti koeficientu odolnosti
proti tfeni a fraktalni dimenze povrchi opotfebenych trenim.

Plochy byly snimany v rtizném zvétseni, rozliseni 512 x 512 bylo zachovano pro vSechna
zvétseni. Délka hrany snimku byla postupné 14 pum, 20 um, 41 pm, 68 pm, 102 pm, 137
pwm, 205 pm, 410 pm, 682 pum, 1024 pm. Pro snimky snimané s malym zvétsenim prevlada
pohled na mnozstvi skrabancti, s vysokym zvétsenim je vidét detailni struktura jednotlivych
skrabanct. Dal, pro vysoké a nizké rozliSeni je struktura plochy pro vSechny materialy podobna
a rozdily v struktufe plochy jsou dobfe patrné jen pro urcita zvétseni — z toho divodu je tieba
hledat zavislost mezi fraktalni dimenzi plochy a koeficientem odolnosti proti tfeni pti stejném
zvétseni vSech vzorki a lze predpokladat, ze zavislost nebude platit pro libovolné zvétseni, ale
pouze pro takové zvétseni, kde je patrny rozdil ve struktufe ploch.

Plochy snimanych materiali byly nejprve vylestény a poté posouvany po podlozce s brus-
nymi ¢asticemi. Kazdy vzorek byl pritlacovan k podlozce stejnou silou a posouvan stejnou
rychlosti po stejné dlouhé draze a poté byl sniman elektronovym mikroskopem. Pro vice de-
taild o experimentu viz [13].
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7.2 Faktory ovlivnujici odhad fraktalni dimenze

Odhad dimenze snimanych ploch byl zasadné ovlivnén dvéma faktory. Prvnim faktorem byla
vysokd mira aditivniho Sumu v obraze (vice o vlivu Sumu v podkapitole 6.3), druhym faktorem,
ktery komplikoval odhad dimenze, byl fakt, ze pouzity elektronovy mikroskop poskytuje pouze
relativni informaci o vysce, tj. ¢erna barva koresponduje s nejnizsim bodem na plose a bila
barva s nejvyssim bodem na ploSe, ale absolutni iidaj o vySce plochy je nezndmy (vice o vlivu
poméru mezi délkou a vyskou méfenych objekti v podkapitole 6.2).

Pro snizeni miry Sumu v obraze byla pouzita konvoluce obrazové matice s low pass filtrem
Fi. Gaussiv filtr daval o néco malo lepsi vysledky (viz podkapitola 6.3), nicméné rozdil v
hodnotach namérenych dat byl v fadu nékolik setin, proto je i filtr F} pouzitelny pro praktické
aplikace v pripadé, Ze se neocekava velmi vysoka fraktalni dimenze plochy.

Po potlaceni aditivniho Sumu v obraze bylo tieba odhadnout absolutni vysku plochy, tj.
prevést barvy na konkrétni hodnoty vysky v mikrometrech, tak, aby byl zachovan pomér vysky
a délky. Vzorky byly posouvany po podlozce s brusnymi c¢asticemi pfiblizné kulového tvaru.
Lze tedy predpokladat, ze hlubka vrypt bude zhruba stejnéa jako jejich siika.

Na zakladé predchozi ivahy lze odhadnout ptiblizny pomeér mezi vyskou a délkou plochy.
Pripomenme, ze na fadky obrazové matice lze nahlizet jako na reprezentaci fezu fraktalni
plochy ve sméru osy x, tj. jako na aproximaci F-kfivky, kterou lze zkonstruovat, pokud zvolime
rozsah vysky fezu (tj. zvolime pomér mezi vyskou a $itkou). Na vykreslené kiivce lze detekovat
vrypy vzniklé posunem brusnych castic a lze zmérit pomér vysky vrypu a Sitky vrypu pri
daném vykresleni Pokud jsme pro vykresleni zvolili spravnou vysku, podil vysky a sitky vrypu
bude priblizné 1. Pti praktické realizaci vzkreslime kiivku ve zvoleném poméru mezi vyskou a
délkou a dektekujeme nékolik vrypt pro kazdy fadek obrazové matice a vypoc¢teme pomeér mezi
sitkou a vyskou vrypu. V idedlnim piipadé by mél byt tento pomeér pro vSechny zdetekované
vrypy stejny. V praxi se poméry budou mirné lisit. Pti feSeni popsaného problému byl pouzit
prumeér vsech spoctenych koeficientll ze zdetekovanych vrypid. Tento pomeér pak vypovida o
zkresleni obrazu a na jeho zakladé lze kifivku vykreslit spravné.

7.3 Zmény fraktalni dimenze v zavislosti na zvétseni

Pred hledanim zavislosti mezi fraktalni dimenzi a koeficientem odolnosti proti tfeni bylo tieba
overit, jestli zvétseni hraje skuteéné vyznamnou roli, nebo lze porovnavat mezi sebou snimky
s riznym zvétSenim.

Pro kazdy material byla zméfena plosna dimenze pro kazdé zvétSeni. Nasledujici grafy
ukazuji chovani plosné dimenze odhadnuté metodou , Yard Stick“ a ,,Box Counting* pro rtizna
zvétseni.

Zavislost plo$né dimenze na zvétSeni - Al Zavislost ploSné dimenze na zvétSeni - W

L T
136 .\
E 13 ‘\.\ —e— Bax Courting| E —e— Bax Ceunting|
: —— Yard Stick —8— Yard Stick
a] O 12 —
" w M\.
12

|

1024 B2 410 2056 137 12 6 41 20 M 124 622 410 205 137 12 68 4 M 14
Délka hrany snimku [mikrometr] Délka hrany snimia [milromet]

Obrazek 5: Zavislost fraktalni dimenze na zvétSeni pro hlinik a wolfram.
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Z grafi na obrazku 5 je zfejmé, ze dimenze plochy se ménila s pouzitdam zvétsenim. O
plochach opotiebenych trenim tedy miizeme Tici, Ze maji multifraktalni charakter — tj. se
zménou meéritka se méni dimenze, je proto tieba porovnavat plosné dimenze téchto ploch
pouze pro plochy snimané se stejnym zvétSenim.

7.4 Zavislost fraktalni dimenze a koeficientu odolnosti proti tfeni

Pro kazdy material bylo pfipraveno celkem 40 snimkt — 4 pro kazdé zvétSeni. Pro kazdy snimek
plochy byla zméfena plosnd dimenze Dp metodou ,,Box Counting” a metodou ,,Yard Stick®.
Pro kazdé 4 snimky stejného materialu snimaného pfi stejném zvétseni byla spoc¢tena primérna
plosna dimenze, ktera byla pouzita pro hledani trendu mezi fraktalni dimenzi a koeficientem
odolnosti proti tfeni. Nésledujici grafy ukazuji moznou zavislost fraktalni dimenze (plosna
dimenze, fezy méfeny metodou ,Yard Stick®) na koeficientu odolnosti proti tfeni. Zpracovana
data ukézala, Ze lze nalézt zavislost mezi plosnou dimenzi méfenou metodou ,Yard Stick®
a koeficientem odolnosti proti tfeni v rozsahu zvétSeni od zhruba 400um do 100um (Pro
ostatni zvétSeni nebyl trend nalezen). Mozné trendy (linearni a logaritmicky) jsou zobrazeny
na nasledujicich grafech. Trend byl hledan metodou nejmensich ¢tverci a to jako linearni a
logaritmicka funkce.

Trend pro délku hrany 410um

1.375 138

197
1385
1.38
S 1355
g
£ 135
5
1385
1.34

1335

133 L L L L L L L L L L
a 10 20 30 A0 50 B0 a 10 20 30 A0 50 B0

Cy = 1.3333, Cy = 0.0006 Cy =1.3126, Cy = 0.0119
Trend pro délku hrany 205um

a 1] 20 30 40 50 B0

Cy = 1.2942, Cy = 0.0012 Cy = 1.2409, Cy = 0.0285

Z namétrenych dat byly odhadnuty koeficienty pro hledané trendy a tpravou nalezenych
dat byly odvozeny vztahy pro W:

W=~
Cy
Dp—C
W=e ©

kde Dp je plosna dimenze, W je koeficient odolnosti proti tieni, C; a C5 jsou koefcienty
spoctené metodou nejmensich ¢tverci pro dany trend (linearni nebo logaritmicky).
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Trend pro délku hrany 137um

Dependence of fractal dimension on wear resistance

a 10 20 30 40 50 B0

Cy =1.2697, Cy = 0.0016 Cy = 1.2005, C5 = 0.0371
Trend pro délku hrany 102um

a 1] 20 30 40 50 B0 a 1] 20 30 40 50 B0

Cy =1.2501, Cy = 0.0019 Cy = 1.1765, Cy = 0.0491

Na zakladé analyzy dat bylo z méfeni vylouceno olovo. Plosna dimenze olova vykazovala
vyrazné jiné chovani nez ostatni materidly a znemoznovala nalezeni trendu. Pro danou aplikaci
to bylo prijatelné, protoze metoda se vyvijela zejména pro hledani slitin odolnych proti tieni
a olovo je kov s nejnizsim koeficientem odolnosti proti tfeni ze vsech zkoumanych vzorkd. V
pripadé, ze by bylo tieba hledat material s velmi nizkou odolnosti proti tfeni, bylo by nezbytné
nalézt dalsi materidly s podobnymi vlastnostmi jako olovo a zopakovat experiment s témito
vzorky.

8 Analyza zavislosti mezi objemem poéru v keramice a fraktalni
dimenzi hranic pérua

Tato kapitola se zabyva zavislosti fraktalni dimenze hranic périt v pérovité keramice a obje-
mem téchto port v keramice. Pérovita keramika ma velké uplatnéni naptiklad v oblasti filtrt
nebo kloubnich nahrad. Pro tyto ucely je tfeba, aby keramika obsahovala co nejvice porti.
Obvykle je pdrovita keramika velmi kirehka, ale specialnim postupem pripravy lze jeji pevnost
zvysit (viz napf. [6]). Nicméné i u takto pfipravené keramiky jeji kiehkost roste s rostoucim
objemem poéru. Pro vyse zminéné aplikace je tieba, aby péry mély dostatecné c¢lenité hranice.
Je tfeba nalézt minimalni objem poért, kdy material je jesté dostatecné pevny, ale mnozstvi
péru v materialu je jiz dostatecné, aby jejich hranice byly c¢lenité. Tento problém byl fesen
ve spolupréci s Ruskou akademii véd, Ustavem mechaniky a nauky o materialu (Institute of
Strength Physics and Materials Science, Siberian Division, Russian Academy of Sciences).

21



8.1 Popis vstupnich dat

Vstupni data byly snimky porovité keramiky z optického mikroskopu Neophot-21 se zvétSenim
500x. Sniméana byla keramika o rizném objemovém procentu péri (objemové procento péri
se d& pomérné presné kontrolovat pii vyrobé, viz [6]). K dispozici byly snimky s néasledujicim
objemem périt (objem périt uvadén v objemovych procentech): 10%, 13%, 15%, 21%, 22%,
23%, 25%, 30%, 40%, 50%, 55% a 60%. Pro kazdy vzorek byly pofizeny 4 ritzné snimky.
Snimky byly osmibitové v odstinech Sedi, kde ¢islo 0 reprezentovalo ¢ernou barvu, ¢islo 255
barvu bilou. RozliSeni snimka bylo 837 x 627 pixeld. Na obrazku 6 je priklad ¢tyr snimkih
s riznym objemem péri (v obrazech je jiz zdetekovana hranice péri a je zvyraznéna bilou
¢arou).

Obrézek 6: Ctyfi vzorky pérovité keramiky o objemu pért 15%, 20%, 40% a 60% s jiz dete-
kovanou hranici port.

Pfed samotnym méfenim dimenze hranic portt bylo tfeba hranice v obraze detekovat.
Obraz byl pfeveden na cernobily metodou prahovani. V tomto cernobilém obraze byla pak
detekovana hranice péri. Hranice péra byly zobrazeny body bilé barvy, pozadi cerné.

Vyse popsanym zpusobem byla prevedena vstupni data na ¢ernobilé obrazy, ve kterych je
bile zobrazena hranice péri a zbytek je ¢erné pozadi. Snimek zachycuje nékolik reprezentaci
fraktélnich kfivek — pro kazdou hranici péru mame jednu fraktalni kiivku (uzavienou, pokud
cely por lezel na snimku, primitivni, pokud byl pér zachycen na snimku jen ¢astecéné), tj.
celkovy obraz je sjednocenim aproximaci fraktalnich kiivek dle definice 3.1.12 a jeji dimenzi
1ze odhadnout metodou ,,Box Counting®.

8.2 Zavislost mezi fraktalni dimenzi hranic porua a objemem poru v keramice

Sjednoceni aproximaci fraktalnich kiivek zdetekovanych vyse popsanym zpiisobem bylo pou-
zito pro odhady fraktalnich dimenzi. Jak jiz bylo zminéno v podkapitole 4.2, k méfeni dimenze
sjednoceni fraktalnich kiivek je vhodné pouzit metodu ,, Box Counting®. Metoda , Yard Stick“
je ze své definice pomérné nevhodné — sice by ji bylo mozné pouzit pro kazdou jednotlivou
krivku sjednoceni, ale pak by bylo potfeba korektné definovat zpracovani téchto jednotlivych
dimenzi, které se mohou pro jednotlivé hranice port dost lisit. I z hlediska naprogramovani
zpracovani vstupt, pro vyuziti metody ,Yard Stick“ by bylo tieba jesté jednoznacné urcit
kazdou kfivku ze sjednoceni, aby mohla byt jeji dimenze zméfena metodou ,,Yard Stick®.

Po vyneseni hodnot fraktalni dimenze do grafu v zavislosti na objemovém procentu péri
bylo zjisténo, Ze data lze rozdélit do tii oblasti: oblast mezi 0% az 25%, 25% az 50% a 50%
a vice. V prvni oblasti fraktalni dimenze s rostoucim objemem péri pomérné prudce nartsta.
V druhé oblasti se tento nartst zastavi a dimenze se udrzuje pfiblizné konstantni. V posledni
oblasti dochézi s rostoucim mnozstvim péri k poklesu fraktalni dimenze — viz obrazek 7.
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Obrazek 7: Zavislost fraktalni dimenze na objemu pdri.

V prvni oblasti fraktalni dimenze roste, protoze pory, které byly pfi malych procentech
izolované a mély pomérné jednoduchy tvar, se zacinaji propojovat dohromady a jejich hranice
se stava vice a vice Clenitou. Tento trend pokracuje az do urcitého objemu, kdy pridavani
dalsich a dalsich porti jiz nijak zasadné neovliviiuje zmény ve tvaru hranice. Naopak s rostoucim
objemem pérd v materialu se hranice s pevnym materidlem zacne vyhlazovat, coz vede k
poklesu fraktalni dimenze ve tfeti ¢asti grafu.

7 vyse popsanych vysledkl plyne, Ze neméa smysl zvySovat objem péru v materialu nad
hodnotu 25%, protoze ¢lenitost hranice pdru jiz nijak vyrazné neporoste a materidl bude
zbytecné kiehnout.

9 Studium slunecéni aktivity

V této kapitole byla pomoci fraktalni dimenze analyzovana casova fada poc¢tu slunec¢nich skvrn.
Zhruba od roku 1820 je pravidelné zaznamenavan pocet skvrn na Slunci. Tato casova fada
je dobfe znama a byla jiz mnohokrat analyzovana pomoci klasickych metod pro zpracovani
casovych tad. V této praci byl pouzit jiny pristup k analyze téchto dat. Misto aby byl ,,Sum® z
dat odstranén, byla zméfena jeho fraktalni dimenze v riiznych ¢asovych intervalech a z téchto
dat byla sestavena nova casova fada. Ukazalo se, ze vlastnosti ,Sumu“ se v case méni, tj.
zmény v poc¢tu pozorovanych skvrn jsou rtizné v rtiznych casovych intervalech.

9.1 Popis vstupnich dat a konstrukce ¢asové Ffady z namérenych dimenzi

Denni pozorovani poc¢tu slune¢nich skvrn byla ziskdna z vefejné dostupného zdroje [17] a
vykreslena jako funkce casu. Mérena data lze pospojovat tseckami a tudiz splnuji definici
aproximace fraktalni krivky, a i kdyz, prisné vzato, data fraktalni k¥ivka nejsou, lze z této
aproximace odhadnout fraktalni dimenzi.

Jak bylo ukazano diive, pro vypocet dimenze je dilezité, v jakém méritku jsou data zob-
razena. Pro zjisténi zmén fraktalni dimenze v Case je tfeba ménit délku casového okna, ve
kterém je dimenze pocitana. Pro vypocet byl vzidy vykreslen jen méreny tsek. Dimenze v
ramci casového okna byla méfena metodou ,,Yard Stick“. V ramci zvoleného ¢asového tiseku
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byla délka mérena takto:

d=/(v =1+ (hy = hu)?

kde u a v jsou dny, h, a h, jsou pocty skvrn. Metoda , Yard Stick“ byla implementovana tak,
ze den u byl zafixovan a den v byl postupné posouvan tak dlouho, az byla splnéna nasledujici
podminka d > ¢;. Jakmile byla splnéna tato podminka, hodnota L(e;) byla zvySena a za
novy vychozi den byl zvolen den v, pficemz vychozi den byl prvni den spadajici do zvoleného
c¢asového okna. Postup se pro dané e; opakoval tak dlouho, az byl dosazen posledni den ve
vybraném ¢asovém okné. Takto se pro rtizna e; naméfily hodnoty L(g;) a byla odhadnuta
dimenze pro tsek spadajici do daného casového okna. Z popsaného postupu je ziejmé, ze
délkova (Casova) jednotka je jeden den, a na ose y je to pfimo pocet skvrn v daném dni,
ktery neni nijak transformovan. Pokud by bylo ¢asové okno vykreslovano do obrazové matice
o stejnych rozmeérech pro riizna casova okna, dochazelo by ke zménam ve sméru casové osy,
coz by pravdépodobné vneslo do meétreni chyby. Z tohoto divodu se provadélo méreni vyse
popsanym zptsobem.

Zvolené ¢asové okno bylo posouvano o konstantni ¢asovy krok (konkrétné stfed posunutého
¢asového okna lezel vzdalen o ¢asovy krok od stfedu pfedchoziho ¢asového okna), kde ¢asovy
krok byl udavan ve dnech. Fraktalni dimenze naméfena v daném casovém okné byla vztazena
ke stfedu c¢asového okna. Tyto nové hodnoty, tj. stfedy casovych oken a prislusna fraktalni
dimenze vytvorila novou ¢asovou radu.

1823 1928 1833 1838 1843 1848 1853 1853 1863 18ER 1873 1878 1883 1888 1893 18933 1903 1808 1913 15918 1923 15923 1933 18938 1543 1343 1953 15958 15963 1968 1973 1978 1983 1388 1993 1938 2003

|23 18|28 18‘33 1S|EB 18|43 18‘48 18‘53 WS|ES 18|83 18‘88 1S|?3 1S|?S 18‘83 1‘88 18|93 18|98 19|03 1S|DS 1E|113 19‘18 15‘123 19|28 1.‘1|133 19‘38 19|43 19|48 19|53 19‘58 1E|153 19|BS 15‘173 19‘78 19|83 19|88 19|93 1E|198 ZD|DE
Obréazek 8: Origindlni ¢asovéa fada sestrojend z poc¢tu slunecnich skvrn za den (horni ¢asova
fada) a jedna z moznych ¢asovych fad fraktélnich dimenzi.

9.2 Analyza zavislosti fraktalni dimenze na ¢ase — hledani skrytych period

Z puvodni ¢asové fady poctu slunecnich skvrn bylo sestrojeno nékolik novych casovych rad
pro fraktalni dimenzi. Byla pouzita nasledujici ¢asova okna: 365 dni, 730 dni a 1825 dni. Pro
kazdé okno byly zvoleny nésledujici ¢asové kroky: 7 dni, 30 dni, 180 dni, 365 dni a 730 dni, t;j.
celkem bylo sestrojeno 3 x 5 = 15 rliznych c¢asovych rad.

Ve spoctenych casovych fadach pro fraktalni dimenzi byly hledany vyznamné periody
pomoci tzv. periodogramu. Ozna¢me F'(t) ¢asovou fadu fraktélni dimenze. Funkce, kterd by
aproximovala tuto ¢asovou fadu byla hledana ve tvaru:

F(t) ~ Fy + i (‘a;sin(Ait) + b cos(Ait))

Casova fada je slozena z N hodnot fraktalni dimenze F(t;) pro ¢asy tq...ty_1. Pfedpo-
kadejme, ze N je liché ¢islo (N = 2m + 1), pokud neni, posledni ¢len ¢asové fady mize byt
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vynechan a tim bude tato podminka splnéna. Casova fada F(t) miize byt transformovana na

—_—

novou ¢asovou fadu F'(t) takovou, ze F(t) = F(t) — Fy, kde Fj je prumérnd fraktalni dimenze
N-1

spoctend pro dany ¢asovy krok a casové okno: Fy = % > F(tg).
k=0

Déle se spoc¢tou hodnoty I(\,):

L=
I )\r _ F(t) - —i(k+1)Ar
) = o | S0 Fli) -
k=0
pro vSechna \, = QLN”, r = 1...m. Hodnoty I()\,) lze potom vyuzit k nalezeni vyznamnych

frekvenci \;, pomoci kterych lze sestavit aproximacni funkci pro ¢asovou fadu. Pokud v ¢asové

fadé neni zadny periodicky trend, tj. neexistuji zadné vyznamné frekvence, maji hodnoty ]::(?)
normdlni rozdéleni N(0,0?). Vyznamné frekvence ); lze nalézt s predem danou pravdépodob-
nosti nasledujicim postupem:

o Setfidime hodnoty /(),) od maximalni po minimalni hodnotu:

Vi= max I(\),...,V,, = min I(\)

r=1,....m r=1,....m

e Pro hodnotu V; spoéteme testovaci kritérium W = -4

Vi
=1

J

e Kritérium W porovname s w(a) (« je hladina vyznamnosti). Pokud W > w(«a) potom

zamitame pro dané o hypotézu, ze hodnoty F'(t) maji normélni rozdéleni a A, odpo-

vidajici hodnoté Vi je povazovana za vyznamnou frekvenci. Hodnotu V; odstranime z

mnoziny {V;}", a postup opakujeme s novou mnozinou {V;}!", tak dlouho, az nenalez-
neme zadnou dal$i vyznamnou frekvenci .

Blizsi detaily o periodogramu a testovacim kritériu lze nalézt napiiklad v [15] nebo [16].

Ve vyse popsaném algoritmu byl casovy krok roven jedné, ale pii vypoctu casové rady
pro fraktalni dimenzi byl pouzit rtuzné dlouhy casovy krok v rozsahu od sedmi dniu az po
365 dnti, proto vSechny nalezené vyznamné frekvence musi byt prevedeny na nové frekvence
Ai, @ =1...u, které odpovidaji pouzitému ¢asovému kroku nasledovné:

kde T je pouzity ¢asovy krok. Vyznamné frekvence mohou byt potom pievedeny na periody

Di:
B 2T

Vyznamné periody byly hledany pro kazdou ¢asovou fadu. Pocet nalezenych period klesa
s prodluzujicim se casovym krokem — zejména prudce klesa pocet kratkych period, pravdeé-
podobné proto, ze pro krok vyssi nez cca pil roku jsou kratké periody ,ptfeskoceny* kvuli
prodluzujici se délce kroku. Vliv zmény Sirky casového okna nemé az zas tak zasadni vliv
na pocet nalezenych period a pii stejném casovém kroku jsou nalezeny podobné periody pro
rizna casova okna.
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9.3 Porovnani nalezenych period s periodami nalezenymi jinymi metodami

Vsechny nalezené periody pro riizné nastavené hodnoty ¢asového kroku a ¢asového okna byly
zkombinovany dohromady a porovnany s periodami, které byly nalezeny jinymi metodami
z riznych vstupnich dat, nejen z poctu slune¢nich skvrn. Radek ,A“ v tabulce 2 obsahuje
vSechny periody nalezené analyzou casovych fad fraktalni dimenze, fadek ,, B¢ obsahuje peri-
ody nalezené jinymi metodami — u téchto period je vzdy v tabulce uveden pramen, ve kterém
byly nalezeny. Jednotkou pro periody je jeden rok.

Periody
Al 1.71 2.75 3.51 4.55 5.52 7.59 8.42 9.69
B | 1.30122 N 3.5013) 4.1618 | 5.400s | 7.891s | 8.991s | N
A | 10.50 11.30 12.59 13.48 | 14.52 | 15.73 | 17.16 | 18.88
B | 10.46pns | 11.1020 | 12.0623 | N N N N 18.33 g
A | 20.98 26.97 31.46 37.79 | 47.20 | 62.98 | 94.39 | 189.08
B | 20.95n9 | N N 43.40 £ 7.124 | 65 [20] 90 p2 N

Tabulka 2: Porovnani nalezenych period analjzou ¢asovych fad fraktalni dimenze (oznaceno
pismenem A) s periodami nalezenymi jinymi metodami (oznaceno pismenem B). Periody jsou
uvedeny v letech.

—_—

Ze vsech nalezenych period byla sestrojena aproximacni funkce pro ¢asovou fadu F'(¢):

u
—_—

F(t) ~y= Z (‘a;sin(Ait) + b; cos(Nit))

kde koeficienty a; a b; byly nalezeny metodou nejmensich ¢tverci. Hodnoty F'(t) byly vy-
pocteny z cCasové fady s Casovym krokem 7 dni a casovym oknem 365 dni. Vysledek této
aproximace je na obrazku 9, kde tenkou carou je vykreslena ptivodni ¢asova fada a silnou
¢arou vypoctena aproximacni funkce.

Tirne (years}

| |
1818 2018

Obrazek 9: Casova fada fraktdlni dimenze (tenkd ¢ara) a jeji aproximace nalezenou aproxi-
macni funkei (silnd ¢ara).

9.4 Slunecni skvrny, slune¢ni boure a fraktalni dimenze

Aproximac¢ni funkce popsand vyse a originalni ¢asova fada poctu slunec¢nich skvrn byla také
porovnana s vyskytem nejsilnéjsich slune¢nich bouii zaznamenanych mezi lety 1857 az 2003,
které jsou uvedeny v [25]. Datumy téchto boufi byly porovnany s maximy slune¢nich skvrn a
pribéhem aproximacni funkce pro fraktalni dimenzi — viz obrazek 10. Poznamka — na obrazku
nejsou pro prehlednost vyznaceny vsechny boufe, ale hlavné ty, které presné nespadaji do
zadného maxima poctu slunecnich skvrn.
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Obréazek 10: Pocty slune¢nich skvrn (horni ¢ast obrazku) a pribéh aproximaéni funkce frak-
talni dimenze. Svislé ¢ary oznacuji datumy slunecnich boufi, vodorovné ¢ary jsou primeérné
hodnoty poctu slunecnich skvrn a fraktalni dimenze.

Vice nez 90 slunéenich boufi je zminéno v [25] mezi lety 1857 az 2003. 55 bouii probéhlo
mezi lety 1857 az 1945, 25 boufi mezi lety 1945 az 1970 a pouze 8 opravdu silnych boufi
je zminéno mezi lety 1970 az 2003. Pokud porovname rozlozeni slunec¢nich bouii s vyskytem
maxim poctu slunecnich skvrn, vétsina z nich se odehrala pravé v dobé maxima, zajimavé
ovSem je, Ze vétsina boufi spadé do let, kdy maxima poctu skvrn byla obvykle nizsi nez mezi
lety 1970 az 2003, kdy sice maxima poctu skvrn byla vyssi, ale pocet opravdu silnych bouti
byl nizsi. Dale mezi lety 1941 az 1944 probéhlo 7 silnych boufi, i kdyz zrovna bylo obdobi,
kdy byl pocet slunecnich skvrn na svém minimu.

Pokud vyskyt slune¢nich boufi porovname s pritbéhem fraktalni dimenze, zjistime, Ze skoro
vSechny boufe spadaji do obdobi, kdy fraktalni dimenze byla nadprimérna a tato maxima
fraktalni dimenze byla spise z téch vyssich. Déle 7 vyse zminénych boufi mezi lety 1941
az 1944, které pripadly na obdobi, kdy byl minimalni pocet slunecnich skvrn, pfipada na
obdobi maxima fraktalni dimenze. V letech 1970 az 2003, kde byl nizsi vyskyt slunecnich
bouii i kdyz maxima poctu slunec¢nich skvrn byla vysoka, byla hodnota fraktalni dimenze
spiSe podprimeérna.

Ukazalo se, ze zvySena slunecni aktivita dobfe odpovidd nadprimérné fraktalni dimenzi,
coz znamena, ze v nékterych piipadech muize byt zvysena slunecni aktivita zaznamenana i v
obdobi, kde je minimalni pocet slunecnich skvrn, jako naptiklad mezi lety 1941 az 1944. To,
Ze je fraktalni dimenze vysokd, znamena, Ze se pocet slunecnich skvrn pomérné casto méni
v pomérné kratkém casovém intervalu, tj. pribéh vychozi ¢asové fady je pomérné clenity.
Fraktalni dimeze mtze byt dobry dodatecny nastroj k predpovédim zvysené slunecni aktivity.
S ohledem na vyvoj funkce, ktera byla pouzita pro odhad fraktalni dimenze, lze ocekavat
silnou magnetickou boufi (nebo nékolik bouii) v letech 2007 az 2010, protoze fraktalni dimenze
zacina prudce rist v roce 2005. Poznamenejme, ze na zacatku roku 2005 se objevila na Slunci
velka skvrna, ktera byla doprovéazena silnou magnetickou bouii (viz [26]), tedy v dobé, kdy
predpovidany pribéh fraktalni dimenze zac¢ind prudce rist vzhiru. Tato boufe spadé takika
presné do lokalniho minima poctu slune¢nich skvrn a do obdobi, kdy se ocekaval spise klid.
Polarni zéie, ktera doprovézela tuto boufi, byla viditelnd i z izemi Ceské republiky.
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10 Zavér

Teoreticka c¢ast této prace je zaméfena na formalizaci metod méfeni fraktalni dimenze a na
analyzu vlivii na méfeni fraktalni dimenze. Tyto oblasti jsou ¢asto opomijeny v praktickych
aplikacich, coz muze vést k nepresnym az chybnym vysledkiim. Protoze metody méieni jsou
obvykle aplikovany na digitalni obrazova data, tj. na kone¢né mnoziny bodu, byly v teoretické
zadefinovany pojmy aproximace fraktalni kiivky a aproximace fraktalni plochy. Tyto definice
umoznuji korektni pfechod od teoretickych fraktalnich mnozin k obrazovym dattim, které jsou
pro vétsinu praktickych aplikaci k dispozici. Metody méteni fraktalni dimenze jsou potom
definovany pro tyto aproximace a nikoli teoretické mnoziny, coz umoznuje analyzovat vliv
aproximace na na odhad fraktalni dimenze na funkcénost zvolené metody méfeni a také to
umoznuje predejit chybam zpiisobenym nevhodnym nastavenim parametrtt metody.

Dalsim vyznamnym vysledkem teoretické casti prace, je analyza vlivi, které ovliviiuji vy-
sledek odhadu dimenze, a které se casto vyskytuji v praktickych aplikacich. U kazdého po-
psaného vlivu, je také objasnéna metoda, jak efekt daného vlivu eliminovat. Zejména analjza
vlivu Sumu a jeho filtrace je dilezitym vysledkem této prace, nebot standardnimi metodami
je takfka nemozné poridit obrazova data tak, aby neobsahovala Sum a filtry pouzivané k po-
tlaceni Sumu obvykle potlacuji i malé detaily v obraze, coz muze vést ke snizeni fraktalni
dimenze. V rdmci prace byl zanalyzovan vliv filtrace Sumu riznymi konvolu¢nimi na odhad
dimenze, coz umoznilo vybrat nejvhodnénjsi typ filtrace pro praktické aplikace.

V praktické ¢asti byly posané metody méteni a metody potlacovani riiznych vlivii na odhad
fraktalni dimenze aplikovany na tii riizné problémy. Prvni dva problémy byly z oblasti mate-
ridlového inZenyrstvi a byly feSeny ve spolupraci s Ruskou akademii véd, Ustavem mechaniky
a nauky o materialu (Institute of Strength Physics and Materials Science, Siberian Division,
Russian Academy of Sciences), posledn9 aplikace byla spojena s analyzou slune¢ni aktivity.

Prvnim problémem bylo hledani zavislosti koeficientu odolnosti proti tfeni a fraktalni di-
menze povrchu kovu naméhaného trenim. V tomto pfipadé bylo pred samotnym méfenim
fraktalni dimenze tfeba potlacit Sum a spravné odhadnout pomér vysky plochy ku délkovému
rozmeéru, protoze elektronovy mikroskop pouzity k snimkovani povrchu poskytoval pouze re-
lativni informaci o vysce. Bylo zjisténo, ze zkoumané plochy maji multifratalni charakter, tj.
Ze jejich dimenze se méni se zvétsenim. Pro urcita zvétseni se podarilo nalézt zavislost mezi
fraktalni dimenzi a koeficientem odolnosti proti tfeni a to bud linearni nebo logaritmickou.

Dalsim praktickym problémem, ktery byl fesen v ramci této prace, byla analyza zavislosti
fraktalni dimenze péri v pérovité keramice a objemem péri. Bylo zjisténo, ze pii zhruba 25
objemovych procentech porti se jiz ¢lenitost hranic port prilis nezvysuje. To je dilezity vysle-
dek, nebot s rostoucim objemem poéru v keramice roste i jeji kiehkost. Ziejmé pro praktické
aplikace, kde je tfeba dostateéné ¢lenita hranice péri (filtry, kloubni ndhrady,...) nem4 smysl
zvysSovat objem port nad tuto hodnotu.

Poslednim feSenym problémem byla analyza slunecni aktivity pomoci analyzy fraktalni
dimenze casové fady postu slunecnich skvrn v ¢ase. Posunem casového okna po této ptivodni
casové tadé, byla sestrojena nova casova fada z hodnot fraktalni dimenze. Hodnota fraktalni
dimenze vypovida o tom, jak se ménila ,clenitost® piivodnich dat, tj. jestli se pocty skvrn v
daném case prudce ménily, nebo byly spise stalé. Poznamenjme, Ze originalni ¢asova fada neni
fraktalni mnozina, nicméné spliuje definici aproximace fraktalni kiivky, a proto lze odhad-
nout jeji dimenzi metodami odvozenymi pro aproximaci fratalni k¥ivky. Pro novou c¢asovou
fadu byly nalezeny vyznamné periody a porovnany s periodami slune¢niho cyklu, které byly
nalezeny jinymi metodami. Ukazalo se, ze fraktalni analyza mtze byt zajimavym dodate¢nym
nastrojem pro vyzkum slunecni aktivity.
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