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Abstrakt

Tato prace se zabyva analyzou stability nelinearnich mechanickych soustav. Nejprve je uve-
deno nékolik poznatku tykajicich se nelinearnich dynamickych systému a stability jejich fe-
Seni. Dale je popsan deterministicky chaos a Ljapunovovy exponenty. Kromé teorie jsou také
prezentovany numerické vypocty, které jsou zaméreny na indikaci chaotického chovani.

Abstract

This thesis deals with stability analysis of non-linear mechanical systems. Firstly there are
introduced basic concepts of non-linear dynamical systems and stability. The theory of deter-
ministic chaos and Lypunov exponents is described next. Numerical calculations focused on
indication of chaotic behaviour are presented as well.
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1 Uvod

Dynamické systémy jsou matematické modely pouzivané k popisu a analyze casové zavis-
lych procest. Nachazeji uplatnéni v mnoha odvétvich, jako je naptiklad robotika, biologie,
medicina nebo inZenyrstvi. V praci se budeme zabyvat analyzou stability nelinearnich mecha-
nickych systému, které Ize reprezentovat pomoci soustav obycejnych diferencialnich rovnic.
Skutecnost, ze se v nami zkoumanych modelech vyskytuji nelinearni ¢leny, znamena, Ze jsou
dynamické nelinearni systémy schopné vérnéji modelovat realné problémy a také prinaseji
jevy, ke kterym nedochazi v linearnich systémech. Jednim z nich je naptiklad deterministicky
chaos. Chaotické systémy jsou znamé svou citlivosti na pocate¢nich podminkach, kdy se dvé
blizké trajektorie chovaji po uplynuti kratkého c¢asového okamziku naprosto rozdilneé.

Prace je ¢lenéna nasledovné. Druha kapitola obsahuje zaklady teorie o soustavach obycej-
nych diferencialnich rovnic a stabilité jejich feSeni. Dale je zaveden pojem dynamického sys-
tému. Nasleduje ¢ast vénovana limitnim cykliim, coz jsou specialni trajektorie, které se vysky-
tuji pouze v nelinearnich systémech. Na zavér této kapitoly je predstavena bifurkac¢ni teorie,
Poincarého mapa a také je zaveden pojem atraktoru dynamického systému. Kapitola tieti se
vénuje teorii deterministického chaosu a Ljapunovovych exponentid. V dalsi ¢asti jsou pred-
staveny modely nelinedrniho oscilatoru a piezoelektrického vibra¢niho mikrosbérace. Prvni
zminény model zastupuje mechanické soustavy, zatimco model piezoelektrického vibra¢niho
mikrosbérace je soustavou mechanicko-elektrickou. Pata kapitola se zabyva analyzou stabi-
lity nelinearniho oscilatoru, ktery je modelovan rovnici Duffingova oscilatoru. Dalsi sekce
obsahuje numerické simulace zamérené na hledani takovych parametrti systému, pro které
dochézi k chaotickému chovani. Kapitola Sesta se pak zabyva otazkou stability nelinearnich
mechanicko-elektrickych soustav.
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2 Nelinearni dynamické systémy

V této kapitole budou zavedeny zakladni pojmy tykajici se stability dynamickych systému.
Uvedené definice, véty a jejich ditkazy lze nalézt naptiklad v publikacich [1], [2] a [3].

2.1 Soustavy obycejnych diferencialnich rovnic

Soustavu (systém) n diferencialnich rovnic prvniho fadu uvazujme ve tvaru

xp = filt,x1, ..., xn),

xy = fo(t,x1, ..., Xn),

X, = fu(t,x1, ..., Xp),

kde’ = % afi, fo- .. fu jsou funkce definované na néjaké oblasti Q C R"!. Popsany systém
lze zapsat v kratsim vektorovém tvaru

x =f(t,x), (2.1)

kde x = (x1(t),...,x,(1)), £(t, %) = (fi(t, x1(2), ..., %0 (1)), .. ., fu(t, x1(2), ..., x0(1))).

Definice 2.1. Resenim systému (2.1) se rozumi n-vektorova funkce x diferencovatelna na né-
jakém intervalu I takova, ze pro t € I je [t,x1(2),...,x,(t)] € Q aje soucasné splnéna rovnost
x'(t) = f(t,x(t)). Reseni se nazyva uplné, jestlize nejde prodlouzit na vétsi interval.

V pripadé, Ze vektorova funkce f soustavy (2.1) neobsahuje nezavisle proménnou ¢, se sys-
tém
x' =f(x), (2.2)
kde f je definovana na néjaké oblasti Q C R", nazyva autonomni. Jelikoz je mozné libovolny
neautonomni systém (2.1) pro x € R" ptepsat na autonomni systém (2.2) s x € R™*!, kdyz
polozime x,41 =t a x;, , = 1, budeme se jiz dale zabyvat pouze systémy autonomnimi.
Doplnime-li autonomni systém (2.2) poc¢ate¢nimi podminkami, ziskavame poc¢atec¢ni (Cau-
chyovu) tlohu
x =f(x),

x(ty) = E 23

kde & € R", [ty, &] € I X Q.
Dale pfipomenme vétu, ktera zaruci existenci a jednoznacnost feSeni pocatecni tlohy (2.3).

Véta 2.2 (Dtsledek Picardovy-Lindeldfovy véty). Predpokladejme, Ze f € C1(Q), pak existuje
a > 0 takové, Ze pocatecni uloha (2.3) ma jediné reseni na intervalu (—a, a).

Poznamka. Zapis C!(Q) oznacuje mnozinu spojité diferencovatelnych funkci na mnoziné Q.

Definice 2.3. Necht Q je oblast v R". Dynamickym systémem nazveme spojité diferencova-
telné zobrazeni ¢ : R X Q — Q na Q, které spliuje

1. ¢o(x) =x Vx € Q,

2. Ps(Pr(X)) = st (x) Vxe QaVs,tekR
Je pouzito znaceni ¢;(x) = ¢(t,x) a Q se nazyva stavovy prostor.

Poznamka. Proménna t v dynamickych systémech bézné znaci cas.
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Véta (2.2) zarucuje pouze lokalni fesitelnost pocatecni ulohy (2.3). Nasledujici véta ovsem
zarudi, Ze libovolna autonomni soustava (2.2) s C!-vektorovym polem f definovanym na R"
vede na dynamicky systém. Nejprve zavedme potfebny pojem topologicky ekvivalentnich sys-
tému.

Definice 2.4. Piedpokladejme, ze f € C1(Q;) a g € C}(Q,), kde Q;, Q; jsou oblasti v R".
Potom autonomni systémy x’ = f(x) a X’ = g(x) nazveme topologicky ekvivalentni, jestlize
existuje homeomorfismus H : Q; — Qj, ktery zobrazuje trajektorie prvniho systému na
trajektorie druhého systému, pficemz zachovava orientaci v case.

Poznamka. Zobrazeni f : X — Y se nazyva homeomorfismus, jestlize je spojité a bijektivni,
pficemz inverzni zobrazeni je taktéz spojité.

Véta 2.5. Predpokladejme, ze Q je oblast vR" a f € C'(Q). Potom existuje funkce F € C'(Q)
takova, ze
x' = F(x) (2.4)

definuje dynamicky systém na Q a (2.4) je topologicky ekvivalentni s (2.2) na Q.

Dulezitou soucasti kvalitativni analyzy autonomnich systémi je grafické znazornéni zis-
kanych feseni. Jednou moznosti je interpretovat feseni x(t) jeho grafem v prostoru I X Q.
Druhym zpasobem spociva v znazornéni feseni pomoci kfivky zvany trajektorie feSeni, ktera
predstavuje kolmy pramét grafu funkce x(t) z I X Q do Q, pficemz oblast Q se nazyva fazovy
prostor. Orientace kfivky je dana pomoci $ipky, ktera urcuje pohyb hodnoty feseni po trajek-
torii pro rostouci hodnotu t. Obrazek znazornujici trajektorie pro riizné pocate¢ni podminky
se oznacuje jako fazovy portrét.

Definice 2.6. Bod x* se nazyva singularni bod autonomniho systému (2.2), jestlize f(x*) = 0.

Véta 2.7. Autonomni systém (2.2) miiZe mit trajektorie tri typii:
1. Singularni body. Odpovidaji konstantnim resenim.
2. Uzavrené trajektorie (tzv. cykly). Odpovidaji periodickym resenim.
3. Trajektorie, které samy sebe neprotinaji.

Uvazujme dale autonomni systém (2.2) dvou rovnic a pfedpokladejme existenci a jedno-
znacnost feseni kazdého pocatecniho problému. Singularni bod x* se nazyva

« stfed, kdyz existuje ryzi okoli U bodu x* takové, Ze kazdym bodem a € U prochazi jedina
trajektorie, ktera je uzaviena a obsahuje ve svém vnittku bod x*;

« ohnisko, kdyz existuje ryzi okoli U bodu x* takové, Ze bod x(t) trajektorie x vychazejici
z libovolného bodu a € U ma tu vlastnost, zZe konverguje pro t — co nebo t — —oo k x*,
a to tak, ze velikost orientovaného thlu vektoru x*x(t) od nékterého pevného vektoru
)Ez( ma nevlastni limitu;

« uzel, kdyz existuje ryzi okoli U bodu x* takové, ze pro bod x(t) trajektorie x vychazejici
z libovolného bodu a € U plati

lim x(¢) = X" nebo lim x(t) = x7,
t—o0 t——00
G oo : o R e . 2
pricem?z velikost orientovaného thlu vektoru x*x(¢) od nékterého pevného vektoru x*x

ma konecnou limitu;
« sedlo, kdyz existuje jen konecny pocet trajektorii x = x(t) takovych, ze

lim x(¢) = x* nebo lim x(t) = x".
t—o0 t——o00
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2.2 Stabilita reseni

Definice 2.8. Reseni x,(t) pocate¢ni tlohy (2.3) nazveme stabilni na I = (ty, o) vzhledem
k pocatecni podmince, jestlize ke kazdému € > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé reSeni
x(t) ulohy 2.3 plati nasledujici implikace:

Ix(t0) —x0(t0)|l <6 = ||x(2) —x0()|| <€ Vi€l
Poznamka. Reseni, které neni stabilni, se nazyva nestabilni.

Definice 2.9. Reseni x(t) po¢ate¢ni tlohy 2.3 nazveme atraktivni v po¢ate¢ni podmince v ¢
pro t — oo, jestlize existuje § > 0 tak, ze pro kazdé feseni x(t) spliujici ||x(#y) — xo(to)|| < &
plati

[|[x(t) = xo(t)|| = 0 pro t — oo.

Poznamka. Reseni, které je stabilni i atraktivni, se nazyva asymptoticky stabilni.

Jednim z krokt kvalitativnich analyzy nelinearnich systémi je vySetfeni stability singu-
larnich bodtd. Abychom byli schopni urcit typy singularnich bodd nelinearnich systému, je
potfeba nejprve zminit, jakym zptisobem se postupuje u soustav linearnich. Provedeme nyni
klasifikaci singularnich bod? ve fazovém prostoru R?.

Bud dan linearni autonomni systém

x = Ax, (2.5)

kde

ap; a2 X1
A= , ajj € R, x = .
a1 dz X2

Pocatek je jedinym singularnim bodem soustavy (2.5) pravé tehdy, kdyz det(A) # 0, tedy
praveé kdyz 0 neni kofenem charakteristické rovnice matice A tvaru det(A — AI) = 0. Kofeny
charakteristické rovnice odpovidaji vlastnim ¢islim matice A.

Poznamka. Matice I je jednotkovou matici stejného rozméru jako matice A.

Véta 2.10. Uvazujme soustavu 2.5 a predpokladejme, Ze 0 neni vlastnim cislem matice A, potom
singularni bod [0, 0] je:
« asymptoticky stabilni uzel, jestlize jsou obé vlastni ¢isla matice A realna zaporna,
« nestabilni uzel, jestlize jsou obé vlastni ¢isla matice A realna kladna,
« sedlo, jestlize jsou obé vlastni Cisla matice A realna, pricemz jedno je kladné a druhé zaporné,
« asymptoticky stabilni ohnisko, jestliZe jsou obé viastni Cisla matice A komplexné sdruzena
se zapornou realnou casti,
« nestabilni ohnisko, jestlize jsou obé vlastni cisla matice A komplexné sdruzena s kladnou
realnou ¢asti,
« stred, jestliZe jsou obé vlastni cisla matice A komplexné sdruzena s nulovou realnou casti.

2.3 Nelinearni soustavy

Prvnim krokem v ramci kvalitativni analyzy nelinearnich systému je vysetfeni singularnich
bodu. Ukazeme dvé véty, které popisi, jakym zpusobem se klasifikuji singularni body neline-
arnich systému pomoci systému linearnich. Nasledujici tvrzeni jsou platna pro soustavy dvou
rovnic.

Uvazujme nelinearni systém
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X1 = anxy + appxy + P(x1, x32), (26)
xé = ag1x1 + azxz + Q(x1, x3), '
a linearni systém
’
X1 = a11X1 + aexz
! ’ (2.7)

/ —
Xy = d21X1 + A22X3.

Véta 2.11. Budte P, Q funkce spojité v okoli pocatku. Necht aj1az; — aj2az1 # 0 a necht existuje
€ > 0 takové, zZe

[P(x1, x2) | + Q(x1, x2)| ~0

bel—l00]  (1x1] + |x)) 1+ '

Pak je pocatek uzel nebo ohnisko pro systém 2.6, je-li stejného typu pro systém (2.7). Jestlize je
pocatek stred pro systém (2.7), je bud ohniskem nebo bodem rotace pro systém (2.6). Maji-li navic
funkce P, Q spojité parcialni derivace podle x1 a x; v okoli pocatku a je-li pocatek sedlem pro (2.7),
je stejného typu i pro (2.6).

V uvedené vété se vyskytuje typ singularniho bodu - bod rotace, se kterym jsme se dosud
nesetkali.

Definice 2.12. Singularni bod x* se nazyva bod rotace, jestlize v libovolném okoli bodu x*
existuje alespon jeden cykl, ktery obsahuje ve svém vnitiku bod x*.
Poznamka. Kazdy stied je soucasné bodem rotace, ale bod rotace nemusi byt stiedem.

Zavedme déle oznaceni

_ 9fi(X1, %) _9f1(%1, %)

l l
! 8x1 2 8x2
dfa (X1, X2) df> (%1, X2)
m=-—-—, my =———.
6x1 8x2

Véta 2.13. Predpokladejme, Ze funkce fi(x1,x2), f2(x1,x2) jsou spojité a maji spojité parcialni
derivace druhého radu v okoli bodu [ X1, x| a Ze fi(x1, X2) = f2(X1, X2) = 0. Necht

det(ll lz)iO.
mi my

Potom je bod [ X1, x| izolovanym singularnim bodem systému

x; = fi(x1, x2),

xé = fo(x1, x2). (2.8)

Pritom je bod [ X}, X2] uzel, ohnisko nebo sedlo pro systém (2.8), je-li pocatek singularnim bodem
stejného typu pro linearni systém
/
x1 = hixy + Iaxy,
! (2.9)
Xy = M1X1 + MaXy.
Je-li vsak pocatek stred pro systém (2.9), je bod [X1,x3| bud bodem rotace nebo ohniskem pro
systém (2.8).
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Matice ml mz ) vyskytujici se v pfedchozi vété je tzv. Jacobiho matici. Obecné uvazujeme
1 2

Jacobiho matici vy¢islenou v bode x* jako matici obsahujici parcialni derivace pravé strany
soustavy (2.2) podle vsech proménnych x;, tj.

AO) e )
J6)=Df) = o
P (x) "f"<x)

V nésledujicim prikladu zavedeme pojmy, které jsou nutné pro formulaci véty zarucujici,
ze stied linearizovaného systému (2.9) je skutecné stfedem i pro ptvodni nelinearni systém
(2.8).

Priklad 2.14. Vyjdeme z Newtonova zakona F = ma a uvazujeme ¢astici o hmotnosti m, ktera
se pohybuje podél osy x diky puisobeni nelinearni sily F(x), coz lze vyjadfit pomoci rovnice

mx” = F(x).

Ukéazeme, ze bude zachovana energie tohoto systému. Necht V(x) oznacuje potencialni energii
definovanou vztahem F(x) = —%= Pak

mx” + — =0.
dx

Rovnici vynasobime ¢lenem x” a nasledné vyuzijeme toho, Ze leva strana rovnice je vysledkem
derivovani podle nezavisle proménné t — Casu, ziskame tedy

///+dV/_0:> d 1 /2+V() —
mx x dxx— di 2mx X =

kde jsme vyuzili vztahu pro derivovani slozené funkce

dV dx

—V( (1)) = T dr

Pro dané feseni x(t) je proto celkova energie
1 2
E = me +V(x))
konstantni jako funkce ¢asu. Energie se ¢asto nazyva conserved quantity. Systémy, pro které
conserved quantity existuje, se oznacuji jako konzervativni systémy.

Véta 2.15. Uvazujme autonomni systém (2.2), kde x € R?, a nechtf je spojité diferencovatelna.
Predpokladejme, ze existuje conserved quantity E(X) a Ze X* je izolovany singularni bod. Jestlize
je x* lokalnim minimem E, pak vSechny trajektorie dostatecné blizko x* jsou uzavrené.

2.4 Limitni cyklus

V této sekci zavedeme pojem limitniho cyklu, coz je typ trajektorie, ktera se mize vyskytovat
pouze v nelinearnich systémech. Vime, ze autonomni systém (2.2) urcuje dynamicky systém
¢(t,x) na Q. Pro x € Q definuje funkce ¢(-,x) : R — Q trajektorii prochazejici pocateéni
podminkou &.
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Definice 2.16. Bod p € Q je w-limitnim bodem trajektorie ¢ (-, x) systému (2.2), jestlize exis-
tuje posloupnost t, — oo takova, Ze

lim ¢(t,,x) = p. (2.10)
n—0oo

Obdobneé, jestlize existuje posloupnost t, — —oco takova, Ze
lim ¢(t,,x) =q, (2.11)
n—oo

kde q € Q, pak se tento bod nazyva a-limitnim bodem trajektorie ¢ (-, x) systému (2.2). Mno-
zina vSech w-limitnich bodi se nazyva w-limitni mnozina, analogicky ziskame a-limitni mno-
Zinu.

Definice 2.17. Limitnim cyklem I' systému (2.2) je periodicka trajektorie feseni, ktera je a-
nebo w-limitni mnozina néjaké trajektorie systému (2.2) rizné od T. Jestlize je I' w-limitni
mnozina kazdé trajektorie v néjakém okoli I', nazveme ji stabilnim limitnim cyklem. Jestlize je
I' a-limitni mnozina kazdé trajektorie v néjakém okoli T', jedna se o nestabilni limitni cyklus.
Pokud je I' a-limitni mnozinou pro jednu trajektorii a w-limitni mnozinou pro jinou trajektorii,
pak se I nazyva polo-stabilni limitni cyklus.

Nasledujici obrazky jsou prevzaty z knihy [2].

unstable
stable limit cycle
limit cycle

Obr. 1: Stabilni limitni cyklus e
Obr. 2: Nestabilni limitni cyklus

half -stable
limit cycle

Obr. 3: Polo-stabilni limitni cyklus
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2.5 Bifurkace

Teorie bifurkaci se zabyva kvalitativnimi zménami dynamickych systému v zavislosti na pa-
rametru a € R, pfipadné na mnoziné parametrtt « € R™. Uvazujme dynamicky systém

x' =f(x, a), (2.12)

kde x € R" a @ € R™. Hladkou zménou parametr @ vznikaji nové dynamické systémy, které
nemuseji byt topologicky ekvivalentni s piivodnim systémem.

Definice 2.18. Rekneme, e vektorové pole f € C1(Q), kde w C R", je strukturalné stabilni,
jestlize existuje € > 0 takové, ze pro kazdé g € C}(Q), pro které plati

If —gll <e,
jsou f a g topologicky ekvivalentni na Q.

Jestlize vektorové pole neni strukturalné stabilni, pak ani dynamicky systém neni struktu-
ralné stabilni a dochazi k bifurkaci.

Mezi priklady bifurkaci patfi zména stability singularnich bodii nebo vznik ¢i zanik singu-
larnich boda.

2.6 Poincarého mapa

Poincarého mapa je pravdépodobné jednim z nejdtlezitéjsich nastroju pro studovani stability
a bifurkaci periodickych feseni.

Definice 2.19. JestliZe je T' periodicka trajektorie systému (2.2) prochazejici bodem x; a X je
nadrovina kolma k trajektorii I v bodé x¢, potom pro libovolny bod x € %, ktery je dostatecné
blizko bodu x, feseni systému (2.2) prochéazejici bodem x v ¢ase t = 0, ¢;(x) protne nadrovinu
3. opét v bodé P(x) blizko x¢. Zobrazeni

x — P(x)
se nazyva Poincarého mapa.

Poznamka. Nadrovina X se nazyva Poincarého fez.

Nasledujici véta zaruci existenci a spojitost Poincarého mapy P(x) a jeji prvni derivace
DP(x).

Véta 2.20. NechtQ je oteviena podmnozinaR", dale nechtf € C1(Q). Predpokladejme, Ze ¢, (xq)
je periodické reseni systému (2.2) s periodou T a Ze cyklus

Fr=xeR'x=¢i(x9), 0<t<T
lezi v Q. Necht' Y. je ortogonalni nadrovina ke I' v bodé x¢. Tedy
Sigma = x € R"|(x — x¢) - f(x9) = 0.

Potom existuje & > 0 a jedina funkce t definovana a spojité diferencovatelna na Os(xo) tak, zZe
7(x9) =T a
¢r(x) €2

pro vSechna x € Os(xo).

Obr. 4 je prevzat z [3].
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Obr. 4: Poincarého mapa

2.7 Atraktor

Pojem atraktor predstavuje podmnozinu stavového prostoru, ke které dynamicky systém smeé-
fuje, jinymi slovy jsou k atraktoru pfitahovany trajektorie z jeho okoli. Pfiklady atraktort jsou
singularni body, stabilni limitni cykly, ale mohou jimi byt i komplikovanéjsi mnoziny jako cha-
otické atraktory.

Definice 2.21. Atraktorem myslime uzavienou mnozinu A € R", ktera spliiuje nasledujici
podminky:

1. A je invariantni mnozina (libovolna trajektorie x(t), ktera zac¢ina v A, zde zustava pro
vSechna t).

2. Existuje otevifena mnozina L obsahujici A takova, ze jestlize x(0) € L, pak vzdalenost
x(t) od mnoziny A se blizi k nule pro t — co. Nejvétsi mnozina L, ktera tuto vlastnost
splnuje, se nazyva oblast pritazlivosti mnoziny A.

3. Mnozina A je minimalni, tj. neexistuje zadna jeji vlastni podmnozina, ktera by splnovala
prvni dvé podminky.
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3 Deterministicky chaos

Definice a zékladni pojmy tykajici se deterministického chaosu lze nalézt napriklad v ¢lanku
[4].

Prestoze definice pojmu chaos jesté nebyla univerzalné prijata, vétsinou se timto terminem
rozumi neperiodické dlouhodobé chovani deterministického dynamického systému, které vy-
kazuje vysokou citlivost na pocate¢nich podminkach.

1. Neperiodické dlouhodobé chovani znamena, Ze existuji trajektorie, které se nepfiblizuji

k singularnim bodiim nebo periodickym trajektoriim pro t — oo.

2. Deterministickym systémem je mysleno, Ze systém nema zadné ndhodné parametry

nebo vstupy. Nepravidelnost vyplyva pouze z nelinearity sytému.

3. Vysoka citlivost na pocatecnich podminkach znamena, ze blizké trajektorie se vzdaluji

exponencialné rychle.

Chaotické chovani je mozné pouze v nelinearnich systémech alespon tretiho fadu. Tato
podminka plyne z Poincaré-Bendixsonovy véty, jejiz znéni je mozné nalézt napiiklad v publi-
kaci [2].

Nastrojem, ktery bude slouzit k indikaci chaotického chovani, budou tzv. Ljapunovovy
exponenty. Ljapunovovy exponenty méfi miru divergence dvou ze zac¢atku blizkych trajektorii.

Necht x je fesenim pocatecni ulohy (2.3) a X je feSeni autonomni soustavy (2.2), jehoz
vzdalenost v case ) od x je velmi mala hodnota dy. Pfedpokladejme, Ze trajektorie téchto
feSeni budou vzdaleny exponencialné v néjakém case t. Vzdalenost téchto trajektorii v ¢ase
t je urcena jako

d=~ doe’l(t_tO).

Jestlize je A > 0, pak se trajektorie exponencialné vzdaluji. Pokud je A < 0, pak se trajek-
torie priblizuji. Ljapunovav exponent definujeme jako
d

lim lim In —.
tooody— t—ty do

Takto definovany Ljapunoviv exponent umoziuje spocitat A pouze pro dvé konkrétni tra-
jektorie na urc¢itém ¢asovém intervalu. Lze tedy zavést nasledujici definici Ljapunovova expo-
nentu.

Definice 3.1. Jestlize vzdalenost mezi i-tym bodem a jeho sousednim bodem v case t; je d;
a pocatecni vzdalenost mezi dvéma body je dy; v case t(;, pak definujeme Ljapunoviiv exponent
vztahem

1+ 1 d;
A=limn — oco— ——In—.
n ; (ti —to;)  do

JestliZe je dynamicky systém n-dimenzionalni, pak ma tento systém n Ljapunovovych ex-
ponentt.

Definice 3.2. Jsou-liA; > A; > --- > A, Ljapunovovy exponenty n-dimenzionalniho dyna-
mického systému, pak Ljapunovovym spektrem rozumime mnozinu

{Ala A’Z, AR A’Tl}
a A; pfedstavuje nejvétsi Ljapunoviv exponent.

Indikace chaotického chovani je uréena pomoci nejvétsiho Ljapunovova exponentu. Jestlize
je A1 > 0, pak se dynamicky systém chova chaoticky.
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3.1

1.

Algoritmus vypoctu nejvétsiho Ljapunovova exponentu /1,

Vybérem libovolné pocate¢ni podminky ziskame referencni trajektorie.

2. Vybereme blizkou pocate¢ni podminku, jejiz vzdalenost od referen¢ni pocatecni pod-

minky je konstanta d. Nova pocate¢ni podminka udava pomocnou trajektorii.

. Vhodnou numerickou metodou spocitame jednu iterace pfibliznych feseni a uréime je-

jich novou vzdalenost d;.
Spoc¢itame lokalni Ljapunoviiv exponent podle vzorce A = ——

d
— 11’1 d_o'

. Spocitana iterace referen¢ni trajektorie urcuje novou pocate¢ni podminku. Pocate¢ni

podminku pro pomocnou trajektorii upravime tak, aby lezela na usecce spojujici obé
iterace ve vzdalenosti d od referencni trajektorie.

. Opakujeme kroky 3.-5. do kone¢ného ¢asu T, pficemz zaznamenavame prumérnou hod-

notu jednotlivych lokalnich Ljapunovovych exponentii. Takto dostaneme odhad A;.

. Vybereme nidhodné novou pocate¢ni podminku pro referenc¢ni trajektorii, kterou vez-

meme tak, ze k poc¢atecni podmince z predeslé iterace je pricten ndhodny vektor z inter-
valu (-1, 1). Pak opakujeme kroky 2.-6.

. Krok 7. opakujeme dostatecné krat a zaznamenavame priamérnou hodnotu A; pres jed-

notlivé pocatec¢ni podminky.
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4 Vysetrované modely
V této kapitole budou zavedeny modely nelinearniho oscilatoru a piezoelektrického vibrac-

niho mikrosbérace, jejichz kvalitativni analyza bude pfedmétem nasledujicich ¢asti. Uvedené
pojmy, rovnice a obrazky jsou cerpany z prace [5].

4.1 Nelinearni oscilator
Nelinearni tlumeny oscilator s kinematickym buzenim je urcen rovnici

mx” + bpx’ + kx + ksx® = —mz”, (4.1)
kde m je hmotnost oscilujici hmoty, b,, je mechanické tlumeni, & je tuhost pruziny, x je sourad-

nice oscilujici hmoty vii¢i ramu, ks je nelinearni tuhost a z je absolutni vychylka vibrujiciho
ramu. Oscilator je schématicky zobrazen na Obr. 1.

Os cilator
m

ks % k bm|:|:| X(thaxo

Vibmjici dm

=)

Pevna zakladna

ANNNN NN NNNNNNN

Obr. 5: Schéma nelinearniho oscilatoru s kinematickym buzenim

Nyni uvedeme jeden z moznych zpasobi, jakym lze u mechanickych soustav docilit ne-
linearity. Nejprve poznamenejme, Ze pro malé vychylky je uvedeny model kmitani s jed-
nim stupném volnosti mozné prevést na problém kmitani jednostranné vetknutého nosniku.
Uvazujeme-li napfiklad ocelovy jednostranné vetknuty nosnik, podél jehoz stran jsou umis-
tény magnety, pak se jedna o nelinearni systém. Popsana situace je zachycena na nasledujicim
obrazku, ktery je pfevzat z publikace [2].

periodic
forcing
-—

——

beam

magnet

rigid frame

Obr. 6: Nelinearni kmity jednostranné vetknutého nosniku
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4.2 Piezoelektricky vibra¢ni mikrosbérac energie

Piezoelektricky vibra¢ni mikrosbérac energie vyuziva principu piezoelektrické pfemény ener-
gie, kdy deformaci piezoelektrického materialu vznika elektricky proud, ktery lze vyuzit k na-
pajeni elektronickych zafizeni.

Nejcastéjsi konfigurace piezoelektrického vibra¢niho mikrosbérace je jednostranné vetknuty
nosnik s pfidanou hmotou na konci, na ktery je nanesena vrstva piezoelektrického materialu.
Nelinearni chovani popsaného sbérace je zaruc¢eno pridanim magnett po stranich nosniku.
Model nelinearniho piezoelektrického vibracniho mikrosbérace popiseme rovnicemi

mx” + bpx’ + kx + k3x> + Ou = F.,4, (4.2)

1 u
"= —(0x" - =), 4.3
W= (0 - 2) (43)

kde u je elektrické napéti, C elektricka kapacita vrstvy piezoelektrického materialu, © elektro-
mechanicky koeficient, R elektricky odpor pfipojené zatéze a F..; vnéjsi budici sila. Rovnice
(4.2) odpovida rovnici mechanickych kmita s pfidanym ¢lenem Ou, ktery predstavuje tlumici
silu vzniklou piezoelektrickou pfeménou energie. Rovnice (4.3) popisuje nabijeni a soucasné
vybijeni kapacity piezoelektrické vrstvy.

N [lckiroda 3
B piezoelektricky
material
D . l
EJT . Pissn Pridana
3 Ll vrstvy Vetknuty hmota

nosnik

L
= W

Obr. 7: Schéma piezoelektrického vibra¢niho mikrosbérace
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5 Stabilita nelinearnich mechanickych soustav

Nelinearni oscilator, ktery byl predstaven v pfedchozi kapitole, budeme pro ucel kvalitativni
analyzy modelovat pomoci tzv. Duffingova oscilatoru, ktery je urcen nelinearni diferencialni
rovnici druhého radu

x” +0x" + ax + px° = y cos (wt), (5.1)

kde funkce x = x(t) pfedstavuje vychylku v ¢ase t, x” je rychlost a x” zrychleni. Parametr
a predstavuje linearni tuhost, f nelinearni tuhost, § tlumeni, y amplitudu periodické budici
sily a w thlovou frekvenci periodické budici sily. Uvazujeme, Ze J, a, f, y a w jsou realné
konstanty, pficemz § > 0. Rovnice Duffingova oscilatoru (5.1) odpovida rovnici obecného
nelinearniho oscilatoru (4.1), kde jako vnéjsi budici silu uvazujeme periodicky pusobici silu
vyjadfenou pomoci ¢lenu y cos wt.

Analyzu stability Duffingova oscilatoru rozdélime do dvou krokd. Nejprve se budeme za-
byvat situaci, kdy je budici sila y cos wt rovna nule, ptijde tedy o nebuzeny Duffingiv osci-
lator. Nasledné bude provedena analyza buzeného Duffingova oscilatoru (5.1). Posledni sekce
se bude zabyvat hledanim parametri Duffingova oscilatoru (5.1), kdy dochézi k chaotickému
chovani.

5.1 Nebuzeny Duffingtiv oscilator

Uvazujme nebuzeny Duffingiiv oscilator
x” +6x +ax+ x> =0. (5.2)
Rovnici (5.2) nejprve prepiseme do tzv. normalniho tvaru
x" = —6x" — ax — px>.

Dale se ziskana diferencialni rovnice 2. fadu prevede znamym zpuisobem na soustavu dvou
diferencialnich rovnic prvniho fadu

. (53)
xp = =8xy — ax; — px3, '
kdex; =xaxy; =x'.

Ziskany systém je autonomni. A nasim cilem bude nyni nalézt singularni body tohoto sys-
tému, rozhodnout o jejich stabilité a urcit jejich typ. Charakterizace singularnich bod bude
provedena s vyuzitim véty 2.10 a také véty 2.13. Vysledky budou podporeny fazovymi portréty,
které byly vytvoreny v programu MATLAB. K feseni soustav diferencialnich rovnic byla po-
uzita rutina ode45, které je zaloZzena na numerické Rungové-Kuttové metodé ¢tvrtého radu.

Nejprve uvazujme pro jednoduchost pfipad, kdy je parametr § nulovy, pracujeme tedy se

systémem
(5.4)
K urceni singularnich boda systému je nejprve nutné vyfesit soustavu rovnic

x2 =0,

—ax; — fxl =0.

25



Ziskavame feSeni x, = 0 a x; = 0 nebo x; = ++/—a/f. Abychom zaruéili, Ze feSeni x; =
++/—a/f bude nabyvat realné hodnoty, budeme dale uvazovat, ze parametry « a f maji opac¢na
znaménka. Reseni odpovidaji tfem singularnim bodtim [/—a/p, 0], [-+/—a/f,0] a [0, 0].

Vzhledem k tomu, zZe pracujeme se soustavou nelinearnich diferencialnich rovnic, je po-
tfeba rozhodnout o typu jednotlivych singularnich bodti pomoci prislusného linearizovaného
systému. Nejprve je potieba sestavit Jacobiho matici soustavy, ktera ma tvar

J= (—a —OBﬁxf (1)) (5:5)

Matici (5.5) dale vyc¢islime v jednotlivych singularnich bodech

3 (0 1
J[\/—a/ﬁ,O] _J[—\/—a/ﬁm “\2a o)

0 1
Jio0] = (—a O)'

Sestavime odpovidajici charakteristické rovnice a urc¢ime jejich kofeny, které rozhodnou o
stabilité a typu jednotlivych singularnich bodd.
Zacnéme se singularnim bodem [0, 0]. Charakteristicka rovnice ma tvar

P +a=0,

z ¢ehoz plyne, Ze
/11,2 =xV—a.
Obdobné pro singularni body [+/—a/p, 0], [-+/—a/p, 0] ziskame

A2 —2a =0,

Al,z = +V2a.

Uvazujeme-li @ < 0, pak singularni bod [0, 0] je typu sedlo a zbyvajici dva singularni
body jsou typu stied. Nyni je tfeba ukazat, Ze stfedy linearizovaného systému jsou stredy i
v puvodnim nelinearnim systému. Vyjdeme z rovnice uvazovaného nebuzeného netlumeného
Duffingova oscilatoru

" +ax+px>=0.

Tuto rovnici dale vynasobime ¢lenem x” a prepiSeme ji do ekvivalentniho tvaru, ktery vyja-
dfuje ¢asovou derivaci

d 1 1 1
0=x"(x"+ax+ x> = —(=x+ —ax® + = fx*).
( pr) = S x4 a4 )

celkové energie E = %x’z + %axz + i Bx* systému. Z predchozi rovnosti Ize vidét, Ze lokalni

minima funkce E odpovidaji vySetfovanym singularnim bodim [+/—a/f, 0], [-+/—a/B, 0], a
diky vété 2.15 je zaruceno, Ze tyto singularni body jsou skute¢né stfedy systému (5.4). Tato
situace odpovida z hlediska potencialni energie tzv. Gloze dvojité jamy potencialu (anglicky
double-well potencial). Potencialni energie je casti celkové energie systému E = %x’ 24 %axz +
iﬂx‘*, zapiSeme ji jako V(x) = %Otx2 + iﬁx‘*.
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Obr. 8: Potencialni energie systému (5.4) proa = -3af =1

Na Obr. 5 pozorujeme dva stabilni singularni body typu stted, v jejichz okoli se nachazeji
stabilni periodicka feseni, ktera odpovidaji feSenim s nizkou potencialni energii. Tyto tra-
jektorie jsou uzavfeny specialnim typem trajektorii, které zacinaji a konci ve stejném bodé.
Jedna se o tzv. homoklinické trajektorie. Samotné stfedy potom predstavuji lokalni minima
potencialni energie. V pocatku se nachazi nestabilni sedlo predstavujici hranici mezi dvéma
stabilnimi atraktory. Z hlediska potencialni energie se jedna o lokalni maximum. Poslednim
zastoupenym typem trajektorii jsou periodicka feSeni, ktera jsou reprezentovana uzavienymi
kfivkami lezicimi vné homoklinickych trajektorii. Jde o feseni, jejichz pocate¢ni podminky
nabyvaji vyssich hodnot. Tato feseni maji dostatek energie, aby byla schopna prekonat vrchol
mezi potenciadlovymi jamami.

T

Obr. 9: Fazovy portrét systému (5.4) s parametry « = -3, f =1, 0 = 1
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V pripadé, kdy je a > 0, je pocatek singularnim bodem typu stied, zatimco zbyvajici dva
singularni body jsou sedla. Na Obr. 6 lze vidét pouze malou oblast stabilnich feseni v okoli
pocatku, ktery je sttedem. Trajektorie, které tuto oblast ohranicuji a které vychazeji z jednoho
singularniho bodu a kon¢i v jiném, se nazyvaji heteroklinické. Zbyvajici feSeni tohoto systému
jsou nestabilni.

T

1
Obr. 10: Fazovy portrét systému (5.4) s parametry a =3, f = -1, 0 = 1
Uvazujme nyni nenulovy tlumici ¢len § > 0, coz odpovida systému (5.3). Tento systém ma

stejné souradnice singularnich boda jako netlumeny systém (5.4), ale lisi se Jacobiho matici.
Ta ma nasledujici tvar

J= (—a —OSﬁxf —15) ) (5.6)

Jacobiho matici (5.6) v singularnich bodech pak lze zapsat jako
_ (0 1
V=g =i v=atpor = \2a -5)

0 1
J[0,0] = (_a _5) .

Stejné jako v pripadé netlumeného oscilatoru nalezneme kofeny charakteristickych rovnic.
Charakteristicka rovnice a jeji feSeni pro singularni bod [0, 0] jsou tvaru

MtSr+a=0, (5.7)

Pro singularni body [+/—a/p, 0], [-+/—a/B, 0] dostaneme

A2+ 61— 2a =0,

Mp= —— 2 727 (5.8)



Nejprve uvazujme ptipad, kdy je parametr « zaporny. V této situaci je vyraz V52 — 4 redlny
a plati nerovnost V62 — 4a > |J|, coZ znamena, Ze jeden kofen charakteristické rovnice (5.7)
je kladny, druhy zaporny, a singularni bod [0, 0] je tedy typu sedlo. U zbyvajicich dvou singu-
larnich boda dojde ke zméné oproti pripadu netlumeného oscilatoru (5.4). Realna ¢ast korent
(5.8) bude vzdy zaporna, a singularni body tedy budou asymptoticky stabilni. Jestlize bude
splnéna nerovnost V2 + 8a < 0, pak budou singularni body ohnisky, jinak uzly.

Na Obr. 7 vidime fazovy portrét systému (5.3), kdy dva krajni singularni body budou
asymptoticky stabilni ohniska. Stejné jako u netlumeného systému (5.4) zde nastava situace
dvojité jamy potencialu. Rozdilem vsak je, Ze nyni diky ¢lenu § dochazi k postupnému sni-
zovani potencialni energie feseni a tato feSeni jsou pritahovana k jednomu ze dvou ohnisek.
Vyjimku piestavuji dvé trajektorie sméfujici do sedlového bodu.

L2
[T TN R I
)

IS

T

Obr. 11: Fazovy portrét systému (5.3) s parametry a = -3, f =1, 0 =1, =1

Uvazujeme-li parametr « kladny, pak se da ovérit, ze pocatek souradného systému bude
asymptoticky stabilnim ohniskem, pfipadné uzlem. Krajni singularni body budou sedla.

£
o

T

Obr. 12: Fazovy portrét systému (5.3) s parametry a =3, f= -1, 0 =1, =1
Tato situace je podobna té, ke které dochazi v netlumeném systému (5.4). Rozdilem je, Ze
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se zde jiz nevyskytuji heteroklinické trajektorie. Oblast stabilnich feSeni se méni na oblast
asymptoticky stabilnich feseni pfitahovanych ohniskem, které se nachazi v pocatku. Fazovy
portrét je zobrazen na Obr. 8.

Do této chvile jsme predpokladali, Ze parametry a a f jsou opa¢nych znamének. Diky tomu
byla zarucena existence tii singularnich bodt. Nyni budeme uvazovat, Ze parametry o a S
maji stejné znaménko. To zplsobi, ze vyraz 4/—a/f bude vzdy komplexnim ¢islem a jedinym
singularnim bodem systému (5.4), (5.3) bude bod [0, 0].

Uvazujeme-li @ i f zaporné, pak v pripadé tlumeného systému (5.3) i netlumeného systému
bude pocatek sedlem.

€L

T
Obr. 13: Fazovy portrét systému (5.4) s parametry a = -1, f = -1, w =1
Pro parametry «, f§ kladné je pocatek sttedem pro systém (5.4) a asymptoticky stabilnim

ohniskem pro systém (5.3). Tyto dvé konfigurace z hlediska potencialni energie tvofi systém
potencialu s jednou jamou (single-well potential).

T9

R S S T

Obr. 14: Fazovy portrét systému (5.3) s para- Obr. 15: Potencialni energie systému (5.3) pro
metrya=1f=1L0=1,56=1 a=lapf=1

Uvazujeme-li tlumeny systém (5.3), pak budou vsechna feSeni pritahovana k pocatku, v pri-
padé netlumeného systému (5.4) budou vsechna feSeni stabilni a budou stéle na stejné ener-
getické hladiné.
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5.2 Buzeny Duffinguv oscilator

V nasledujici ¢asti se zaméfime na analyzu buzeného Duffingova oscilatoru, ktery je urcen
diferencialni rovnici druhého fadu (5.1). Pfevedeme ji na systém

’
X1 X2,

, , (5.9)

xy = =0x2 — ax; — fxj + y cos (wt),
kde x; = x a x, = x’. Budici ¢len y cos (wt), ktery se nyni v systému objevuje, obsahuje
nezavisle proménnou ¢, coz zpusobi, Ze se jiz nejedna o autonomni systém. Jak jsme ale dfive
uvedli, jsme schopni jej na autonomni systém prevést. Ziskavame tedy autonomni systém
tretiho fadu ve tvaru

x| = X,
xp = =8x; — ax; — Bx° +y cos (wx3) (5.10)
x; = 1.

Pro zobrazeni feSeni a pozorovani kvalitativnich vlastnosti v novém tfidimenzionalnim
prostoru se dosud pouzivané fazové portréty ukazi jako velice nepfehledné. Budeme proto
v néasledujicim textu vyuzivat jejich projekci do prostoru proménnych (x1, x2). Timto jsme
se ale stale nezbavili vSech problému, které se poji s nové se vyskytujicim budicim ¢lenem.
Jelikoz je ptivodni systém neautonomni, bude dochazet k prinikim jednotlivych trajektorii
pii vykreslovani zminénych projekci fazovych portréta. Pro vétsi prehlednost budeme proto
radéji misto vykreslovani projekei fazovych portrét spise zobrazovat jednotlivé trajektorie.

Dalsi skutecnosti, kterou je tfeba se v pripadé buzeného Duffingova oscilatoru zabyvat
a ktera bude tvorit podstatnou cast dalsiho textu, je otazka chaotickych feseni a jejich atrak-
tort. Oproti nebuzenému oscilatoru umoznuje nové se vyskytujici tfeti dimenze pritomnost
chaotickych feseni. Ke znazornéni chaotickych atraktort budou kromé trajektorii pouzity
i Poincarého fezy.

V ramci kvalitativni analyzy systému (5.10) se dale omezime pouze na takové systémy, kde
jea < 0apf > 0.]de tedy o systémy odpovidajici tloze dvojité jamy potencialu, ktera byla
predstavena v predchozi kapitole.

Prvnim rozdilem oproti nebuzenému systému (5.3) je skutecnost, Ze soustava rovnic

x2 =0,
—ax]; — ,Bxi5 —dxy =0,
1=0,

nema feseni, a systém (5.10) proto nema zadné singularni body a tedy neexistuji konstantni
fesSeni. Atraktory proto budou bud limitni cykly nebo chaotické atraktory.

Nejprve se budeme zabyvat systémem (5.10), pro ktery budeme postupné volit rizné hod-
noty amplitudy budici sily y a budeme sledovat, jakym zpisobem se méni trajektorie feseni
systému (5.10). Ostatni parametry systému budou fixni. Systém (5.10) byl fesen numericky
pomoci rutiny ode45. V provadénych numerickych vypoctech byly parametry zafixovany na
nasledujicich hodnotach ¢ = -1, f =1, o = 1a § = 0,7. Parametr y se v cyklu postupné mé-
nil od hodnoty 0,01 po jedné setiné az na hodnotu 3. V kazdém kroku se vypocitaly hodnoty
Ljapunovovych exponentt. V pfipadé, Ze byl néktery z nich kladny, byla pfislusna hodnota y
zapsana do pole hodnot, pro které systém vykazoval chaotické chovani.

Pocatec¢ni podminky byly voleny v ¢ase t = 0 a simulace byly ukonceny v ¢ase t = 500.
Postupné zde budou predvedeny obrazky zachycujici prabéhy sedmi trajektorii feseni sys-
tému (5.10) pro zvysujici se parametr y. Obrazky obsahuji sedm trajektorii feSeni pro nasle-
dujici pocate¢ni podminky x’(0) = (=0,6;1)7, xX'(0) = (-1;0,6)7, X' (0) = (0,6;-1), x'(0) =
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(0,5;-0,6)T, X' (0) = (1;-0,6)T, x’(0) = (—0,01;0)T a x’(0) = (1;0,6)”. Pokud budeme vy-
kreslovat pouze jednu trajektorii, ptijde o feseni s poc¢ate¢ni podminkou x’(0) = (0,5; -0, 6)”.
Nejprve predvedme trajektorie feSeni systému (5.10) pro volbu y = 0, 05. Tato situace je

ukazana na nasledujicim obrazku.
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Obr. 16: Trajektorie feseni systému (5.10) s parametrem y = 0, 05

Struktura zachycena na Obr. 12 je velmi podobna fazovému portrétu pro nebuzeny oscilator
(5.3), ktery je zobrazen na Obr. 7. Jednotliva feSeni jsou pfitahovana do jedné ze dvou potenci-
alovych jam. Nyni je ovéem periodicka budici sila y cos (wt) nenulova a atraktory odpovidajici
potencialovym jamam nejsou singularni body, nybrz stabilni limitni cykly. Nasledujici obrazek
obsahuje detail pravého limitniho cyklu, jde o jednotlivé trajektorie feseni, ovsem vykreslené

az od ¢asu t = 300.
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Obr. 17: Pravy limitni cyklus pro y = 0,05

1.05

Dale uvazujeme y = 0, 3. Dle ocekavani se zvétsily limitni cykly, jelikoZ na systém ptsobila
vétsi sila. Rovnéz mizeme pozorovat Castéjsi kiizeni jednotlivych trajektorii.
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Obr. 18: Trajektorie feSeni systému (5.10) s parametrem y = 0, 3
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Obr. 19: Limitni cykly proy = 0,3

Pokracujeme se zvySovanim hodnoty y a za¢iname se blizit hodnotam, o ktery bylo na
zékladé vypoctu Ljapunovovych exponentti rozhodnuto, Ze pro né se systém chova chaoticky.
Nejnizsi hodnota amplitudy budici sily, pro kterou systém (5.10) vykazuje chaotické chovani,
byla urcena jako y = 0, 51. Podivejme se dale, jakym zptisobem se bude ménit chovani systému

pro parametr y blizici se hodnoté 0, 51. Nasledujici obrazky zachycuji situaci pro y = 0, 46.
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Obr. 20: Trajektorie feseni systému (5.10) s parametrem y = 0, 46
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Obr. 21: Limitni cykly pro y = 0, 46

Jelikoz zacinaji byt kfizici se trajektorie neprehledné, budou dale uzivany pouze obrazky
obsahujici jednu ¢i dvé trajektorie, pfipadné obrazky limitnich cykla. Pro hodnotu y = 0, 48 se
projevuje bifurkace. Jde o tzv. bifurkaci zdvojeni periody (period-doubling bifurcation). Princip
této bifurkace spociva v tom, Ze pro malou zménu parametru systému vznikne ze stavajici tra-
jektorie nova s dvojnasobné dlouhou periodou. Jednou z moznosti, jak mtuze v dynamickych
systémech vzniknout chaos, je kaskada zdvojeni periody, tedy nekone¢na posloupnost nava-
zujicich bifurkaci zdvojeni periody. Vice informaci o tomto typu bifurkace lze nalézt naptiklad
v publikaci [3]. Obrazky limitnich cyklt doplnime o ¢ervené body, které predstavuji feseni v
casovych okamzicich t = kT, kde k je celé ¢isloa T = %” je perioda budici sily. Jde tedy o body
Poincarého fezu. Jestlize pozorujeme dva takové body, doslo skutecné ke zdvojeni periody a
limitni cyklus nazveme 2T-periodickym.
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Obr. 22: 2T-periodické limitni cykly pro y = 0,48

Obr. 23: 4T-periodické limitni cykly pro y = 0,5

Vidime, Ze dochazi k opakované bifurkaci zdvojeni periody, coz vede k situaci, kdy existuje
cyklus s nekonecné velkou periodou. Skutecné, zvysime-li amplitudu budici sily na hodnotu
Y = 0,51, miZzeme pozorovat dva chaotické atraktory.
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Obr. 25: Poincarého fez chaotickych atraktort pro y = 0, 51

Dva malé chaotické atraktory existuji pouze chvili, jelikoz dochazi k bifurkaci anglicky
nazyvané symmetry breaking, ktera se projevuje tim, Ze se za¢nou prekryvat oblasti atraktivity
chaotickych atraktort. To vyusti ve vznik jednoho velkého chaotického atraktoru.

Pro rozmezi hodnot y = 0, 55-0, 67 jiz existuje pouze jeden chaoticky atraktor. Amplituda
budici sily je jiz natolik velka, Ze jednotliva feseni mohou piekmitavat mezi obéma potencia-
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lovymi jamami.
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Obr. 26: Trajektorie feSeni systému (5.10) s parametrem y = 0, 63
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Obr. 27: Poincarého fez chaotického atraktoru pro y = 0, 63

Zvétsime-li dale parametr y, systém (5.10) pfestane byt v rozmezi hodnot y = 0,68-0,76
chaoticky a feSeni budou pritahovana stabilnim limitnim cyklem, ktery je 3T-periodicky.
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Obr. 28: Trajektorie feSeni systému (5.10) s parametrem y = 0, 7

Dalsi kvalitativni zména se projevi opétovnym vznikem chaotického atraktoru v rozmezi
hodnot 0, 77-0, 92 parametru y.
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Obr. 29: Trajektorie feSeni systému (5.10) s parametrem y = 0, 8
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Obr. 30: Poincarého fez chaotického atraktoru pro y =0, 8

Typickym znakem chovani buzeného Duffingova oscilatoru je uzké pasmo hodnot para-
metru y, pro které jsou vSechna feseni systému (5.10) ustalena na 5T-periodickém atraktoru,
ktery je zobrazen na nasledujicim obrazku. Ke vzniku tohoto atraktoru dochazi okolo hodnoty
y = 0,95.
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Obr. 31: Trajektorie feSeni systému (5.10) s parametrem y = 0, 95
Nasledujici rozmezi hodnot amplitudy budici sily y = 0,96-1, 14 je posledni oblasti, pro
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kterou se systém (5.10) chova chaoticky.
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Obr. 33: Poincarého fez chaotického atraktoru pro y = 1,1

Presahne-li y hodnotu 1,15, systém se dale (5.10) nebude chovat chaoticky. Misto toho
predvedeme novy typ atraktoru, ke kterému vsechna feseni sméfuji. Amplituda budici sily je
jiz natolik velka, Ze se objevi stabilni limitni cyklus, ktery odpovida periodickym kmitim ptes
obé potencialové jamy. Tato situace je zachycena na nasledujicich dvou obrazcich.
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Obr. 35: Limitni cyklus proy = 1,6

Shrime nyni pozorované vysledky. Bylo predvedeno, ze pro malé hodnoty y se systém
(5.10) chova podobné jako systém nebuzeného Duffingova oscilatoru (5.3). Se zvysujici se hod-
notou parametru y systém pomoci bifurkaci zdvojeni periody zac¢ina vykazovat chaotické cho-
vani. Poté je situace velice slozit4 a pro rizna rozmezi hodnot y existuji bud riizné chaotické
atraktory nebo stabilni limitni cykly riizné periody. Kdyz dosahne y dostatecné velké hodnoty,
feSeni systému se (5.10) ustali na velkém atraktoru a periodicky prekmitavaji mezi obéma po-
tencialovymi jamami.

Vypocltem Ljapunovovych exponentll bylo ovéfeno, Ze trajektorie, pfipadné Poincarého
fezy, které vypadaly chaoticky, skutec¢né chaotické chovani vykazovaly.

Poznamenejme rovnéz, ze zakladni rysy kvalitativnich vlastnosti systému (5.10), jako jsou
zavedeni chaosu do systému nebo napfiklad existence 5T-periodického atraktoru, odpovidaji
pozorovanim provedenym v publikacich [6], [7], [8], [9], [10].
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5.3 Detekce chaosu

V této sekci budeme hledat parametry systému (5.10), pro které bude dany systém vykazovat
chaotické chovani. O tom, zda dany systém bude chaoticky ¢i nikoliv, bude rozhodovat, stejné
jako v minulé kapitole, program, ktery vypocita hodnotu nejvétsiho Ljapunovova exponentu.
Jestlize je kladny, pak budeme vySetfovany systém povazovat za chaoticky.

Nejprve se zaméfime na souvislost parametr y a §. Uvazujme systém (5.10) se zafixova-
nymi parametry &« = —1, f = 1, o = 1. Parametry § a y se postupné ménily ve dvou cyk-
lech. Parametr § prochazel hodnoty od 0, 1 krokem 0, 05 po hodnotu 1, 8. Parametr y nalezi
do rozmezi 0, 1-5, pficemz se postupovalo krokem 0, 01. Vysledkem je mnozina bodt v roviné
parametru (4, y), pro které systém (5.10) vykazuje chaotické chovani.
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1
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Obr. 36: Oblast chaosu pro parametry d a y

Ve spodni ¢asti obrazku pozorujeme ocekavany trend. S rostouci hodnotou tlumiciho ¢lene
¢ se zvysuje hodnota amplitudy budici sily y nutna k tomu, aby se projevilo chaotické chovani.
Zaroven zde miZzeme pozorovat jistou oblast parametrt (6, y) v okoli bodu [1, 1], pro kterou
neni systém (5.10) chaoticky. Tato skute¢nost ale odpovida vysledkiim analyzy stability pro-
vedené v predeslé kapitole. Se zvysujici se hodnotou parametru y dochazelo k situacim, kdy
chaoticky atraktor vznikl a opét zanikl. Posléze se vytvoril novy. Nasledujici obrazek zachycuje
jeden typ atraktoru, ktery existuje pro parametry é = 1, y = 1.
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Obr. 37: 3T-periodicky limitni cyklus prod =1,y =1

Na Obr. 32 lze dale vidét, ze existuje i druha oblast chaosu pro malé hodnoty § a vysoké
hodnoty y. Na nasledujicich obrazcich budou zachyceny limitni cykly proy = 2,6 a y =4 a
také chaoticky atraktor pro y = 3. Parametr § je ve vSech ptipadech roven 0, 25.

T

Obr. 38: Limitni cyklus pro § = 0,25;y = 2,6
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Obr. 39: Trajektorie chaotického feSeni pro § = 0,25; y =3
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Obr. 40: Poincarého fez chaotického atraktoru pro § = 0,25;y = 3
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Obr. 41: Limitni cyklus pro § = 0,25; y = 4

Nyni se podivame na zavislost mezi parametry o a y. Ostatni parametry jsou zafixovany
nasledovné « = -3, =1,6 =0,7.

Obr. 42: Oblast chaosu pro parametry w a y

V pravém hornim rohu Obr. 38 Ize opét vidét pas parametri, pro které nenastava chaos.
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6 Stabilita nelinearnich mechanicko-elektrickych soustav

V této kapitole bude provedena analyza stability modelu piezoelektrického vibra¢niho mik-
rosbérace, ktery je popsan rovnicemi (4.2) a (4.3). Rovnici (4.2) nejprve upravime podobné
jako v pfipadé nelinearniho oscilatoru, ziskame tedy rovnici

x” + 8x" + ax + fx° + Ou = y cos (wt), (6.1)

ke které pridame elektrickou rovnici
1 u
"= —(0x" - =). 6.2
W= (0x - %) (62)
Poznamka. Pro ziskani rovnice (6.2) jsme rovnici (4.3) vydélili clenem m obdobné jako u rov-

nice (4.2), ale zachovali jsme ptivodni znaceni.

Dale rovnice (6.1) a (6.2) prevedeme na autonomni systém rovnic

xi = X2,
xp = =8x; — ax; — Bx; +y cos (wxy),
1 X3 (63)
xi = —=(Ox, — =),
ST ICE
xy =1,

kdex; =x,xs =x, u=x3ax4 =t
3

Nejprve poznamenejme, Ze v pfipadé, kdy uvazujeme ¢len y cos (wx4) nulovy, singularni
body systému (6.3) maji stejné souradnice v proménnych x; a x; jako u Duffingova oscilatoru
(5.3). Proménna x3 je pro vSechny singularni body nulova, vSechny singularni body tedy lezi
v roviné x3 = 0.

Pristupme rovnou k samotné analyze stability kompletniho systému (6.3). Budeme vykres-
lovat trajektorie feSeni systému (6.3) do prostoru (x1, x2, x3), pfipadné do prostoru (x;, x3), pro
porovnani s trajektoriemi feseni buzeného Duffingova oscilatoru (5.3).

Postupovat budeme analogicky jako v pripadé buzeného Duffingova oscilatoru (5.3) a ome-
zime se na ulohy dvojité jamy potencialu, tedy budeme uvazovat @ < 0 a f > 0. Ostatni
parametry zafixujeme nasledujicim zptisobem § = 0,7, o = 1,0 = 1, R = 1, C = 1. Nyni
budeme postupné vykreslovat trajektorie feseni pro rostouci hodnotu y, konkrétné 7 trajekto-
rii feSeni s pocateénimi podminkami x’(0) = (-0,6;1;0,5)7, x'(0) = (=1;0,6;-1)T, x’(0) =
(-0,2;-1;0)T, x’(0) = (0,5;-0,6;0,4)7, x'(0) = (1;-0,6;0,1)T, X (0) = (-0,01;0;—-0,9)"
a x'(0) =(1;0,6;0,2)".
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Obr. 43: Trajektorie feseni systému (6.3) pro y = 0,05

Trajektorie jsou pritahovany k jedné ze dvou potencialovych jam podobné jako v ptipadé
Duffingova oscilatoru (5.10).
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Obr. 44: Trajektorie feSeni systému (6.3) pro y = 0, 05
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Obr. 45: Trajektorie feSeni systému (6.3) pro y = 0,4

Obr. 42 zachycuje dva 2T-periodické limitni cykly. Po probéhnuti kaskady bifurkaci zdvo-
jeni periody a po nasledné symmetry breaking bifurkaci jsou trajektorie pritahovany jednim
chaotickym atraktorem.
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Obr. 46: Trajektorie feSeni systému (6.3) pro y = 0,49
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Obr. 47: Trajektorie feSeni systému (6.3) pro y = 0,76

Pro dostatecné velkou hodnotu parametru y vSechna feseni sméfuji k velkému atraktoru.

Obr. 48: Trajektorie feSeni systému (6.3) proy = 1,1

Na zéakladé predchozich pozorovani se jevi, Zze autonomni systém (6.3) je z kvalitativni
hlediska ekvivalentni s Duffingovym oscilatorem (5.10).
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6.1 Detekce chaosu

Parametr o prochazel cyklem od hodnoty 0, 4 po hodnotu 3 s krokem 0, 1. Parametr y nabyval
hodnot v rozmezi 0,3 az 3. Obr. 45 zachycuje oblast parametr (w, y), pro kterou byla hod-
nota nejvétsiho Ljapunovova exponentu urcena jako kladna, coz indikuje chaotické chovani.
Zobrazena oblast ma obdobnou podobu jako v ptipadé systému (5.10).
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Obr. 49: Oblast chaosu pro parametry o a y
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7 Zaver

V této diplomové praci jsme se zabyvali kvalitativni analyzou nelinearnich mechanickych sou-
stav. Druha kapitola obsahovala zakladni poznatky z teorie dynamickych systému, pficemz
velkou cast predstavovaly pojmy, které se vyskytuji pouze v nelinearnich soustavach.

Treti kapitola se vénovala teorii deterministického chaosu a Ljapunovovych exponenti.
Dale zde byl popsan algoritmus vypoctu nejvétsiho Ljapunovova exponentu, ktery predstavuje
kritérium toho, zda uvazujeme o systému jako o chaotickém.

Ctvrta kapitola pojednala o obecném modelu nelinearniho oscilatoru spole¢né s modelem
piezoelektrického vibra¢niho mikrosbérace energie.

V prvni ¢asti paté kapitoly jsme provedli analyzu nebuzeného Duffingova oscilatoru. Sa-
motna analyza byla zaloZena na vysetfovani singularnich bodu linearizovaného systémd, rov-
néz byla vyuzita teorie konzervativnich systému. Ziskané vysledky byly podpofeny fazovymi
portréty.

Nasledovala analyza buzeného Duffingova oscilatoru, kde byl vyuzit algoritmus vypoctu
nejvétsiho Ljapunovova exponentu spolecné s aplikaci bifurkacni teorie. Byly pozorovany kva-
litativni zmény zkoumaného systému pro ménici se parametr amplitudy budici sily. Chaotické
atraktory byly zobrazeny pomoci Poincarého rezi.

Hlavnim cilem Sesté kapitoly bylo hledani oblasti parametrtt Duffingova oscilatoru, pro
které systém vykazoval chaotické chovani. Taktéz se vyuzily poznatky z predchozi kapitoly.

Posledni ¢ast se vénovala analyze stability nelinearnich mechanicko-elektrickych soustav,
pricemz se ukazalo, ze z kvalitativniho hlediska jsou tyto systémy blizké mechanickym sou-
stavam.

Pro tuto préaci byly vSechny numerické vypocty provadény v prostredi MATLAB, stejné
jako v ném vznikly pouzité obrazky fazovych portréta, trajektorii feseni a chaotickych atrak-
tort.
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