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O DIFERENCIALNICH ROVNICICH SE ZPOZDENIM -
APLIKACE V ROBOTICE

PETR TOMASEK

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku jsou prezentovany nékteré zajimavé kvalitativni vlast-
nosti feseni diferencialnich rovnic se zpozdénym argumentem. Nasim cilem je de-
monstrovat skutecnost, ze tyto vlastnosti se mohou dramaticky lisit v pripadé dife-
rencidlni rovnice se zpozdénim a v jistém smyslu ,odpovidajici“ klasické obycejné
diferencialni rovnice. Vyuziti diferencidlnich rovnic se zpozdénim je ilustrovano apli-
kaci z oblasti robotiky.

1. Uvop

Modelovani fady problémut v technické praxi i v jinych odvétvich casto vede na
feSeni systému obycejnych diferencidlnich rovnic (ODE), ktery lze zapsat jako

@(t) = f(t, (1)), (L.1)

kde x € C({to,ts),R") a f € C({to,t;) x R",R). Casto je nezbytné zahrnout do
systému diferencidlnich rovnic také ¢leny, které obsahuji hodnotu neznamé funkce
v ¢ase minulém, coZz vede na systém diferencidlnich rovnic se zpozdénim (DDE)

y(t) = ft,y(0),y(t = (1)), 7(t) =0, (1.2)

kdey € C({to—~,t),R"), vy = max{7(t),to <t <ts}, f € C((to, ts)xR"xR", R),
7 € O((to, ts),RY). Vyraz 7(t) nazgvame zpozdénim a ¢len t — 7(t) zpozdénym
argumentem. Podle tvaru 7(t) pak rozliSujeme napf. zpozdéni ohranic¢ené ¢ neo-
hranicené. Vice k tivodu do dané problematiky lze nalézt napf. v [1], [5], [6].

Ukazuje se, ze tyto systémy vykazuji kvalitativni vlastnosti diametralné odlisné
od Teseni ”odpovidajicich” systémt obycejnych diferencidlnich rovnic. V ¢asti 2
tohoto ¢lanku si zavedeme pocatecni tlohu pro zpoZdénou diferencialni rovnici
a nékteré rozdily ve vlastnostech ODE a DDE si budeme ilustrovat na jednodu-
chém skaldrnim pfipadé. V casti 3 si uvedeme aplikaci z oblasti robotiky vcetné
diskuse asymptotické stability feSeni systému.
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2. SPECIFIKA ZPOZDENYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Definice 2.1 (Poé¢ateéni problém). Uvazujme funkci ¢ € C((to — v, to), R™).
Ulohu uréit takové feseni rovnice (1.2), které vyhovuje podmince

y(t) = o(t), t e {to—,to), (2.1)

nazveme pocéateé¢nim problémem.

PovSimnéme si, ze pocateéni podminka v pfipadé ODE (1.1) z(tg) = xo je
dimenze jedna, zatimco pocatecni podminka (2.1) je obecné nekoneéné-dimenzio-
nalni! V dusledku toho je pfistup k feSeni DDE zcela odlisny. Zakladni metodou
je metoda krokti, jejiz princip spoc¢iva v posloupnosti feseni pocatecnich problému
ODE na sekvenci navazujicich intervali. Délka téchto intervali vychazi ze zpoz-
déni, které se v rovnici vyskytuje. Ilustrujme si tento postup na skaldrnim piipadé
DDE s konstantnim zpozdénim.

Priklad 2.2. UvaZujme diferencidlni rovnici s konstantnim zpoZdénim

g(t) = —y(t —1) (2.2)

a pocatecni podminkou
y(t) = do(t) =1,  te(-1,0). (2.3)
ProtoZe uvazujeme konstantni zpoZdéni 7(t) = 1, metodou krokd budeme Tesit

posloupnost pocdtecnich problémi pro ODE na intervalech délky jedna, a sice nd-
sledovné:

te <0, 1> : y(t) = —¢0(t — 1) = -1, y(O) =1,
y(t) = —t + 1. Oznaéme  &1(t) := y(t).
te(l,2): gt)=—-p1(t—-1)=t—-2, y(1)=0,
y(t) =t2/2 — 2t + 3/2. Oznacme  ¢a(t) := y(t).
te(2,3): gt) =—¢o(t—1) = —((t - 1)%/2-2(t - 1) +3/2), y(2)=—3,

y(t) = —t3/6 + 3t2/2 — 4t + 17/6. Oznacme  ¢3(t) := y(t).

Na obrdzku 1 je vykresleno tesent y(t) na intervalu (—1,10).
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Obr 1. Reseni pocdtecniho problému (2.2),(2.3)

Dale si na prikladé proporcionalniho zpozdéni budeme ilustrovat odliSnosti v os-
cilatorickych a asymptotickych vlastnostech feseni DDE a ODE.

Priklad 2.3. UvaZujme diferencidlni rovnici s proporcionalnim zpoZdénim (pi-
pad neohraniceného zpoZdéni)
9(t) = —y(qt), y(0)=1, ¢e€(0,1), t=0. (2.4)
Reseni pocdtecniho problému (2.4) lze vyjddrit pomoci mocninného rozvoje jako
0o k
(1)) ,
i) = 3 L
k=0
Uvazujme ,,odpovidajici“ obycejnou diferencidlni rovnici, kterou formdlné ziskame
z rovnice (2.4) limitnim pfechodem g — 17 :
x(t) = —x(t), =(0)=1. (2.5)
Resenim poédtecniho problému (2.5) je x(t) = e~ t.
Nejdrive porovndme oscilatorické vlastnosti feSeni. Je ziejmé, Ze tesenim (2.5)
je kladna klesajici funkce. V pripadé zpozZdéné rovnice vyuZijeme ndsledujici véty
uvedené v [3]:

Véta 2.4. UvazZujme rovnici
y(t) + p(t)y(qt) = 0, p€ C([0,00),RT), 0<g<1. (2.6)

Necht m = litminf f;tp(s)ds. Jestlize m > 1/e, pak jsou vSechna Teseni rovnice
—00
(2.6) oscilugici.

V nasem pripadé uvazujeme p(t) = 1, a tedy m = oo > 1/e. Reseni rovnice
(2.4) tedy osciluje, zatimco TeSend rovnice (2.5) neosciluge.
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Nyni se zaméitme na chovdni teSeni (2.4) pro t — oo. VyuZijeme vysledku
publikovaného v [2], ktery lze pro nds pripad formulovat takto: spoleéné s rovnici
(2.4) zavedeme pomocné funkce

1
©q(t) := t*(Logt)" exp(—Q—(Logt — LogLogt)?),
c

kde ¢ = Logq,k = 1/2 — (1 4+ Loge)/e,h = -1+ %Logc. Pomoci asymptotickych
vysledkt uvedenych v [2] lze ukdzat, Ze yqs(t) = O(pq(t)),t — o0, pro vSechna
fedend y, rovnice (2.4) a y,(t) = o(pq(t)),t — o0, pouze pro nulové fesent rovnice

[yq(t)]
loq(t)]
nemd nulovou limitu. Tedy existuje horni odhad M|p,(t)|, M € R*, resent y(t)

a tento odhad neni nikterak nadsazeny (obé funkce |y(t)| a |pq(t)| jsou Fddové
Ysrovnatelné” ).

(2.4). To znamend, Ze funkce je ohranicend pro t — oo a navic tato funkce

Navic plati: limg_, o i’fg; =0pror,s € (0,1),r < s. Z toho plyne, Ze ¢im vice

se hodnota q blizi k jedné zleva (formdlné se (2.4) blizi k (2.5)), tim vétsi budou
amplitudy TeSeni (2.4) pro t — oo (namisto predpoklddané konvergence k nule:
x(t) = e~t)! Dochdzi tedy k necekanému kvalitativnimu rozdilu mezi asymptotic-
kym chovdnim tesent problémi (2.4) a (2.5).

3. APLIKACE ZPOZDENYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Nejcastéji v praxi narazime na piiklady modela s ohranicenym (pfedev§im kon-
stantnim) zpozdénim. Uvedme napt. model obrabéciho néstroje, kde je zahrnuto
chvéni vznikajici pfi obrabécim procesu, transportni zpozdéni, které je zptisobeno
kone¢nou rychlosti paliva proudiciho dlouhym potrubim, procesni zpozdéni pred
spusténim chemické reakce, komunikacéni zpozdéni v souvislosti s kone¢nou rychlo-
sti Sifeni radiového signdlu v prostoru pfi komunikaci (¥izeni) na velkou vzdale-
nost. Dale v pocitacové Tizenych systémech casto existuje nezanedbatelné vypo-
Cetni zpozdéni, zptisobené mnozstvim operaci a slozitosti fidicich algoritmii. Pro
ilustraci pouziti diferencidlnich rovnic se zpozdénim lze fadu modeli nalézt napt.
v [4], [5], [7].

Nyni se zaméfime na model z oblasti robotiky. V robotice je celd fada pro-
blému tykajicich se stability, kde zpozdéni v robotickém systému hraje dulezitou
roli. Toto zpozdéni mize vzniknout v fidicim systému robota, pfi pfenosu infor-
maci ¢i v mechanické ¢asti robota. Systém master-slave je typickym pfipadem, kde
dochézi k ¢asové prodleveé pri Fizeni. Napt. v systému ¢lovék—stroj se promita reflex
lidského operatora do zpozdéni v Fizeni systému (zpravidla vice nez 0.1 sekund).
Analogicky této situaci se generuje zpozdéni napt. u manipulatoru fizeného pocita-
¢em. Vzorovy cas digitalniho fizeni slouzi jako zdklad pro hodnotu zpozdéni, ktera
je Tadové v setinach az tisicinach sekundy. Dalsi vyznamnou skupinou problému
je zpozdéni vznikajici pfi pfenosu informaci. Toto zpozdéni mé rozhodujici vliv
pfi operacich ve vesmiru ¢i ve velkych hloubkach pod hladinou mote. Prodleva je
rovna ¢asu potfebnému k tomu, aby ultrasonickéa ¢i elektromagnetické vina urazila
vzdalenost mezi Fidicim centrem a koneénym efektorem.

Motivaéni priklad. Jestlize robot pracuje pii obrabécim procesu, jako je fré-
zovani, soustruzeni apod., mize rovnéz vzniknout zpozdéni ve zpétné vazbé Cisté
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mechanické ¢asti robota. Toto zpozdéni byva nepiimo tmérné relativni rychlosti
nastroje a materialu. Tato situace bude ilustrovana na matematickém modelu me-
chanického robota (viz [8]), kdy budeme diskutovat zavislost asymptotické stability
systému na jeho parametrech.

Uvazujme roboticky systém znazornény na obrazku 2. Rizeni robota vychézi
z principu kinematického sebeovladani. To znamena, zZe regulator piisobici na prvni
téleso v tomto modelu zptisobuje rychlost ¢;, kterd je urcovana polohou g konec-
ného efektoru:

q'l(t) = —KQQ(t—T), (31)
kde K > 0 a 7 = konst. reprezentuje zpozdéni v Fizeni.
f
@ m = H m
S
| Qi ®
T

Obr 2. Elasticky robot s jednim stupném volnosti

Zavedenim nové proménné v = ¢, lze tento systém popsat soustavou linearnich
diferencialnich rovnic s konstantnim zpozdénim

(jl (i) 0 0 0 q1 (t)
(1'2(@)) = 0 0 1 Q2((t))
v(t o? —a? —2ka v(t
—-K 0 q1(t—1) (32)
+ 0 0 0 a2t — 1) )
0 —2Kka 0 v(t —7T)

kde o = 4/s/mq je pFirozena frekvence nerizeného netlumeného systému a k =

5maa J€ tzv. relativni tlumici faktor. Nasledujici véta (viz [8]) udava podminky
pro nastaveni parametrti modelu tak, aby byla zajiSténa asymptotickd stabilita
netlumeného systému.

Véta 3.1. Uvazujme zpozZdénou diferencidlni rovnici (3.2), kde k = 0. Jeji
trividlni Teseni je asymptoticky stabilni, pravé kdyz eristuje takové k > 0, k € N,

vyhovugici relacim
K T T \3
S
@ 2at 2at

3
5<i(2lm+5)—i(2kw+z) :
(6%

ar 2 (ar)3 2
K 1 3 1 3r\°
— < —| 2k — — | 2k — | .
« 047'( 7TJFZ)JF(047')3< 7r+2)

Relace ve vySe uvedené vété urcuji graf asymptotické stability pro netlumeny
systém (3.2) v soufadnicich bezrozmérnych parametri (ra) a (K/a), ktery je
zndzornén na obrazku 3.
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Obr 3. Graf asymptotické stability netlumeného systému (3.2);
N - as. nestabilni, S - as. stabilni

4. ZAVER

V ¢lanku byla na linedrnich diferencialnich rovnicich prvniho fadu s konstantnim
a proporciondlnim zpozdénim ilustrovana néktera jejich specifika, pfedevsim pak
v souvislosti s ”odpovidajicim” pripadem obyc¢ejné diferencialni rovnice. Pouziti
zpozdénych rovnic bylo ilustrovano na jednoduchém modelu z oblasti robotiky.
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