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Abstrakt

Cilem prace je popsat ocni pohyby a obecnou pozici o¢i apardtem geometrickych algeber.
Uvodn{ é4st obsahuje teorii, tykajici se prislusné geometrické algebry. Déle je uvedena kla-
sifikace o¢nich pohybu a pojmy, které jsou pii popisu téchto pohybu pouzivany. Nasleduji
odvozeni, pomoci kterych je vyjadiena pozice o¢i v zavislosti na bodu, ktery pozoruji,
nejdrive pii sledovani vzdalenych objektt, dédle pii sledovani blizkych objektu. Vyjadieny
jsou i pripustné pohyby o¢i pomoci os, kolem kterych oko muze v obecné pozici rotovat.
Vypocty se opiraji o medicinsky vypozorovand pravidla Dondersovo a Listingovo.

Abstract

The goal of this thesis is to describe eye movements and general eye position using ap-
paratus of geometric algebra. The introduction covers the theory about the appropriate
geometric algebra, followed by the classifications of the eye movements and the terms used
to describe these movements. Following this, the calculations that describe eye position
derived from a single observed point are listed, for distant and close points. In addition,
the possible eye movements in respect to the axis in which an eye can rotate is described,
for any general position. All the calculations are based on Donders’ law and Listing’s law.
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Uvod

Ukolem této prace je popsat kinematiku o¢nich pohybu aparatem Cliffordovych neboli
geometrickych algeber [8, 11, 3, 9, 2|. Zabyvat se budeme predevsim sakadickymi a dis-
junktnimi oénimi pohyby [12].

Sakadické o¢ni pohyby jsou velmi rychlé rotaéni pohyby, které slouzi k prohlizeni
zorného pole. Jsou vuli ovlivnitelné, ale zaroven je vykonavame i nevédomky. Nasleduji
za sebou vzdy s odstupem 150 ms, tuto dobu mozek potiebuje k vyhodnoceni obrazu. Pri
binokuldrnim vidéni (sledovéni objekt obéma o¢ima) jsou sakadické pohyby obou o¢i na
sobé zavislé. Jedna se vlastné o nejzakladnéjsi ocni pohyby, predevsim k témto pohybum
se vztahuji vypocty v této praci.

Disjunktni o¢ni pohyb slouzi k zaostieni na néjaky bod. Tento bod je pak sledovan
pod thlem a. Uhel « se nazyva vergen¢ni. Pokud oci sleduji bod pod vergenc¢nim thlem «
a provedou na sobé zavislé sakadické pohyby a zacnou pozorovat jiny bod, opét ho sleduji
pod vergenénim thlem « [14]. Aby byl vergen¢ni thel zménén, je potieba vykonat dalsi
disjunktni pohyb. Oproti sakadickym pohybum jsou disjunktni pohyby pomalejsi a vice
narocné z hlediska svalového zatizeni.

Zakladni teorie, tykajici se o¢i a otnich pohybu, se nachdzi v kapitole 2 a v [12].

7 o¢ni kinematiky se zabyvame hlavné tim, na jakych faktorech zavisi obecna poloha
oka (napiiklad jestli zavisi na predeslé pozici oka nebo na sméru pohledu atd.), a na
zakladé ¢eho ji jsme schopni kvantitativné urcit.

O obecné poloze oka hovori medicinsky vypozorovana pravidla Dondersovo a Lis-
tingovo [1, 5, 14]. Z Dondersova pravidla plyne, Ze poloha o¢i zavisi na smérech jejich
pohledu resp. na bodu, ktery pozoruji. Listingovo pravidlo hovoii o tom, kolem kterych
os muze oko vykondavat sakadické rotac¢ni pohyby. Oko totiz nemuze vykonat rotaéni po-
hyb kolem libovolné osy, prochazejici jeho centrem otaceni, ale pouze kolem os, které lezi
v tzv. Listingové roviné. Pfesné formulace pravidel Dondersova a Listingova jsou uvedeny
pro sledovani vzdéalenych objektu v ivodu kapitoly 3, rozsitené formulace téchto pravidel
pro binokularni vidéni a sledovani blizkych objektu jsou uvedené v ivodu kapitoly 4.

Hlavnim cilem prace je na zakladé Dondersova pravidla a Listingova pravidla vyjadrit
polohu o¢i v zavislosti na smérech jejich pohledu a dale vyjadrit, kolem kterych os mohou
o¢i rotovat, jsou-li v obecné poloze - vypocitat, jak vypada Listingova rovina v zavislosti
na sméru pohledu. Vypocty se nejdiive tykaji sledovani vzdélenych objektu (kapitola 3),
déle jsou rozsiteny na binokuldrni vidéni a sledovani blizkych objektu (kapitola 4).

Pro vypocet vyse zminénych cili pouzivdme tzv. geometrickou algebru Gs [9], pomoci
které lze ve vektorovém prostoru R3, generovaném ortonormalni bazi, snadno a efektivné
analyticky vyjadrit rotaci vektoru resp. bodu kolem libovolné osy, prochazejici pocatkem
soustavy soutadnic, o libovolny thel. K tomu slouzi tzv. rotory - prvky z Gs. Jedna se
o ¢tyfrozmérné vektory, kde prvni souradnice jednoznacné urcuje tihel, o ktery chceme ro-
tovat, a dalsi tfi souradnice urcuji osu rotace. Matematicka teorie, tykajici se geometrické
algebry Ggs, je rozebrana v kapitole 1.
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1 Geometricka algebra G;

Poznamka 1.1. Definice zakladnich pojmiu z linearni algebry, pouzivanych v této kapi-
tole, nalezneme v [6], pfipadné v [7].

1.1 Zakladni definice
Méjme 8-dimenzionélni vektorovy prostor nad télesem R, generovany linearnimi kombi-
nacemi prvka z mnoziny B = {1, 01, 09, 03, 0203, 0301, 0109, 010203}, ktery oznac¢ime Gs.
Zaved' me notaci:
05 — 0404, (11)
ok = 0050k, 4,5,k €{1,2,3}.
Libovolny prvek g € Gs budeme zapisovat ve tvaru:

g = ag + 101 + a02 + a303 + 40923 + 5031 + U012 + A70123, (1.3)

kde a; € R, i € {0,1,...,7}.
Necht h € G je libovolny prvek ve tvaru:

h = by +bioy + baoy 4 b303 + byoag + bs031 + beoi2 + bro123, (1.4)

kde b; € R, i € {0,1,...,7}, potom vektorovy soucet na Gs je definovin pomoci prvki
(1.3) a (1.4) jako

g+ h = ap + b(] + (CLl + b1)0'1 + (CLQ + bg)O’Q + ((Ig + b3)0’3 + (CL4 + b4>0'23
+ (a5 + b5)031 + ((16 + b6)012 + ((17 + b7)0123. (15)

Necht ¢ € R je libovolné redlné ¢islo a g € Gs prvek ve tvaru (1.3). Ndsobeni skaldrem
je na G3 definovano jako

cg = Cag + Cca101 + CcA09 + CA303 + CAy023 + CA5031 + CAgT12 + CA70123. (16)
Definujme mezi prvky (1.3) a (1.4) soué¢in nasledujicim zpusobem:

gh = apby + a1by + asbs + azbs — asby — asbs — agbg — a7b;

(a1bg + agby + agby — asbs — azby + asbs — asbg — aysby)oy

(agby — agby + agby + agbs — asby — azbs + a1bg — asbz)oy

(a3by + asby — agby + agbs + asby — a1bs — azbg — agbr)os

(a4by + azby — agby + azbs + agbs + agbs — asbs + a1br)oas

(asbo + asby + azby — a1bs — agby + agbs + asbg + asbr)oz

(agby — agby + a1by + azbs + asby — asbs + agbs + asbr)ois

(a7bg + asby + asbs + agbs + a1by + asbs + asbg + agbz)o23. (1.7)

+ o+ ++ + o+

Poznamka 1.2. Soucin je definovan tak, aby platilo
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005 = —0;04, Za] € {172a3}a 27&] (18)

Tyto identity muzeme pii vypoctu pouzivat.

Podobnou situaci si muzeme predstavit napiiklad u komplexnich ¢isel. Mame-li dveé
komplexni ¢isla [ay,as] a [b1,bs], formélné je sou¢in mezi nimi zaveden jako [aib; —
asbs, a1by + ashy], aviak lze na né pohlizet tak, ze [a1, as] = ay + asi a [by, bs] = by + ba,
kde 72 = —1.

Vratme se ale zpét k nasi struktufe. Chceme naptiklad vypocitat soucin mezi g =
(0'2 + 20’3 + 30’123) ah= (1 + 40'31).

gh = (024 203+ 30123)(1 + 4031) = 09 + 203 + 30123 + 402031 + 803031 + 120123031
= 09+ 20'3 + 30'123 + 40'123 -+ 80’1 - ].20'2 = 80’1 — 110'2 + 20’3 + 70'123.

Misto formélni definice (1.7) zkratka muzeme roznésobit kazdy clen s kazdym a pouzivat
vztahy (1.1), (1.2) a (1.8). (Pozor, ndsobeni je nekomutativni, je potfeba dodrzovat
poradi).

Poznamka 1.3. Necht f, g, h € Gs jsou libovolné prvky. Z (1.7) a (1.5) lze pifmo dokézat
nasledujici vlastnosti souc¢inu (1.7):
1. Je asociativni, takze plati

(fg)h = f(gh). (1.9)

2. Plati levé a prava distributivita vzhledem k operaci + (vektorovy soucet), tedy:

flg+h)=Ffg+[h,
(g+h)f=gf+hf.

3. Je nekomutativni, nelze tedy o libovolnych prvcich prohlasit, ze gh = hg, naptiklad
0109 = —0071 # 0907.
4. Neni antikomutativni, nelze tedy o libovolnych prvcich prohlasit, ze gh = —hg, napiiklad
o101 =1# —oy01 = —1.

Definice 1.4. Vektorovy prostor Gy se zavedenym soucinem (1.7) nazveme geometrickou
algebrou Fukleidovského 3D prostoru, kterou budeme déle oznacovat Gs.

Poznamka 1.5. Alternativni definici geometrické algebry Gsz a matematickou teorii,
tykajici se ji, lze nalézt v [9].

Definice 1.6. Necht g € Gj3 je libovolny prvek ve tvaru (1.3), potom zobrazenf || || :
Gz — R™, pro které plati:

(1.10)

nazveme normou prvku g.

Poznamka 1.7. Jedna se o eukleidovskou normu 8-dimenzionalniho vektorového pro-
storu, znaceni || || budeme pouzivat i pro eukleidovskou normu prostoru R3.

Definice 1.8. Necht g € G je libovolny prvek ve tvaru (1.3), potom prvek ve tvaru
g = ap — a101 — Q202 — 4303 — Q4023 — (5031 — Ae012 — A70123 (1~11)

nazveme konjugovanym prvkem k prvku g.
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1.2 Rotory a jejich vlastnosti
Definice 1.9. Necht R € G3 je prvek, pro ktery plati:
R = ag+ a1093 + as0o31 + asoqs, (1.12)
|R|| = \/a§+a%+a§+a§ =1,

kde a; € R, i € {0,1, 2,3}, pak prvek R nazveme rotorem v geometrické algebre G3 (déle
jen rotorem).

Poznamka 1.10. Je-li R € G; rotorem, pak k nému konjugovany prvek R je také rotorem.

Véta 1.11. Mnozina vSech rotoru se soucinem (1.7) tvori nekomutativni grupu. Neutrdlni
prvek je 1 € Ggs, takZe pro libovolny rotor R plati 1R = R1 = R. Inverzni pruek k libo-
volnému rotoru R je k nému konjugovany rotor R, takZe plati RR = RR = 1.

Dikaz. Nejdiive ukazeme uzavienost souc¢inu na mnoziné rotoru. Méjme libovolné rotory
Ry, Ry € G3, kde Ry = ag+ a1093 + ag031 + azoiz a Ry = by +b1023 + b3y + b3o12, potom
soucin mezi nimi je dle definice (1.7) roven:

RiRy = (ap+ a1093 + az031 + a3012)(bo + 1023 + baosy + b3o12)
= aobo — CL1b1 — agbz — agbg + (Cllbo -+ Clobl -+ a3b2 — agbg)agg
+ (a2b0 — a3b1 + a0b2 + a1b3)0'31 + (agbo + agbl — CL1b2 + a0b3)0'12. (113)

Vysledny prvek je tedy, stejné jako rotory, generovany bézi {1, 0903, 0301, 0102 }.
Dale je potieba ukazat, ze ||R Rs|| = 1.

||R1R2||2 = (agby — arby — asby — a3b3)2 + (a1by + agby + agbs — a2b3)2

(azbo — azby + agby + a1bs)® + (asbo + azby — arby + aghs)?

agbg — 2agbpa1b; — 2agbgasby — 2agbgasbs + a%b? + 2a1b1asby + 2a1b1a3b3
a3ba + 2asbyasbs + a%bg + a%bg + 2a1bgagbi + 2a1bgasby — 2a1bgasbs
aght + 2agbiazby — 2agbiasbs + azby — 2azbaasbs + a3b; + azby

—  2a9bpasb; + 2asbgagby + 2a9bga;bs + a%bf — 2asbiagbs — 2asbia;bs
+  agby + 2agbsaibs + aibi + a3by + 2azboashy — 2azboarby + 2azboaghs
+ a%bf — 2a9b1a1bs + 2a2b1agbs + a%b% — 2a1baagbs + a§b§

= agby + ajbi + a3bs + a3b;

+ aiby + ajbi + azbs + a3b;

+ asby + a3bi + aghs + ajb;

+ azbh + ajbi + ajbs + ajbs. (1.14)

_|_

+ +

Vytkneme-li u ptislusnych ¢lenu prvek b?, kde i € {0,1,2,3}, a vyuzijeme vlastnosti
aZ + a? + a3 + a? = 1, ktera plyne z definice rotoru, ziskdme vyraz

by + b + b3 + b3,

o kterém vime, Ze je také roven 1. Ukdzali jsme, ze ||RiRs|[*> = 1 resp. ||RiRs|| = 1.
Operace nésobeni je tedy na mnoziné rotoru uzaviena.
Asociativita nasobeni je zminéna vyse u vlastnosti soucinu (viz (1.9)).
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Déle je potieba urcit neutralni prvek. To je ziejmé 1 € Gs, nebot tento prvek odpovida
definici rotoru a pro libovolny rotor R plati 1R = R1 = R.

Déle ukdzeme, Ze inverzni prvek R~! k rotoru R je jeho konjugovanym prvkem, tedy
R' = R. Me¢jme rotor R = ag + a1093 + a2031 + azoz a k nému konjugovany rotor
R= (g — 41093 — G053, — 3012 & proved me mezi nimi souéin:

RR = (ap+ a1093 + a2031 + a3012)(ap — a1093 — a2031 — A3012)
2 2 2 2
(a1ag — apar + azag — azasz)oas

(asap + aza; — apas — ayas)os;

+ o+ +

(asap — azar + ajas — apas)oz
ag+ai + a3 +a; = 1. (1.15)

Analogicky vypocteme, ze RR = 1. Ukézali jsme tedy, ze R = R~'. Tim je dokézéano, ze
se jedna o grupu.
Zbyva ukazat, ze jde o grupu nekomutativni, to ukdzeme na protiprikladu. Mé&jme

I'OtOI'y Rl — 023 a R2 = 031- Potom R1R2 — 093031 — 0921 — —012. Obrécené R2R1 =
031093 = 012 # —012, takze sou¢in na mnoziné rotoru neni komutativni. Tim je véta zcela
dokazana. O

Poznamka 1.12. Tato grupa je izomorfni spinové grupé Spin(2) [4].
Disledek 1.13. Vyndsobime-li spolu dva libovolné rotory, ziskame opét rotor.

Piiklad 1.14. Mgjme rotory Ry = 0,6+ 0,8093 a Ry = 0,7+ 0, 5093 + 0, 4031 ++/0, 1oys.
Jejich vynasobenim ziskame:
RiRy, = (0,64 0,8093)(0,7 40,5003 + 0,403 + /0, 1o12)
— 0,42+ 0, 36093 + 0, 24031 + 0,64/0, 1015 + 0, 560753
0,4 —0,32015 +0,8/0, Loy,
= 0,02+ 0,86093 + (0,24 4 0,81/0,1)a3; + (0,64/0,1 — 0,32)015.

[RiRll = /0,022 40,862 + 0,24+ 0,8/0,1)2 + (0,61/0,1 — 0,32)2 = 1.

Sou¢inem dvou rotoru jsme ziskali opét rotor, nebot je generovén bézi {1, 0903, 0301, 0102}
a jeho norma je rovna jedné.

Disledek 1.15. Pro libovolné rotory Ry, Rs plati:
RiRy; = RyR;. (1.16)
Dikaz. Tuto vlastnost splnuji invertibilni prvky v grupeé:

AB(AB)™ = (AB)'AB =1,
ABBT'A™' = BT'ATTAB =1,

takze
(AB)’1 =B'A !

16



Priklad 1.16. V minulém piikladu jsme méli rotory Ry = 0,6 + 0,8093, Ry = 0,7 +
O, 5023 +0, 4031 + \/O, 1012 a JeJICh soucin R]_R2 = O, 02+ O, 860’23 -+ (0, 24—|— 0, 8\/0, 1)0’31 +
(0,64/0,1 — 0,32)015. Pro konjungovany soucin tedy plati

R1R2 = 0, 02 — O, 860’23 — (O, 24 + O, 8\/ 0, 1)0‘31 — (O, 6\/ 0, 1-— O, 32)0’12.
Déle spoctéme RyRy:

R2R1 = (O, 7 — 0, 50‘23 — O, 40‘31 — v/ 0, 10'12)(0, 6 — 0, 80‘23)
= 0,42—0, 560’23 —0, 30’23 —0,4—0724031+0,32012
— 0,6\/0,1012—0,8\/0,1031

= 0,02 —0,86023 — (0,24 + 0,8+/0, 1)os; — (0,64/0,1 — 0,32)015 = Ry Ro.

Definice 1.17. Mame-li rotor R ve tvaru (1.12), potom prvek ag nazveme skaldrni édsti
rotoru R a budeme ji dale znacit S(R). Vektor (a1, az, az) nazveme vektorovou ¢dsti rotoru
R a budeme ji dale znacit V(R) Rotor R je vyjadien pomoci skalarni a vektorové casti
takto:

023
012
023
Véta 1.18. Méjme rotory Ry, Rs, kde Ry = S(Ry) + V(Rl) 31 a Ry = S(Rs) +
012
023
7(R2) 031 |, potom jejich soucin lze vyjadrit ve tvaru:
012
023
RiRy = S(R)S(R:) — V(R))- V(Re) + S(R)V (Re) | o1
012
093 023
+ SR)VR) | om | + (V(R) x V(R | o3 |- (1.18)
012 012

Dikaz. Méjme rotory Ry a Ry, kde Ry = ag + a1093 + a2031 + a3012 a Ry = by + bioa3 +
baos1 + byoa. Jejich soucin (viz (1.13)) Ry Ry je vyjadien ve tvaru

RlRQ = aobo — (llbl — agbg — a3b3 + (a1b0 + (lobl + a3b2 — a2b3)023
-+ (a/2b0 — a3b1 -+ Clobg -+ a1b3)031 -+ (agbo —+ CLle — a1b2 -+ a0b3>0'12,

coz lze upravit na tvar

RiRy = agby — aiby — azby — azbs
+ a1bgoaz + agbioas + (agby — ashz)oas
+  agbyosy + agbaosy + (a1bs — asbi)os
+ asbooia + agbsora + (agby — a1bz)o1s

aobo — a161 — (lgbz — a3b3
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023 023
+ bo(ar,az,a3) | o3 + ag(b1, by, b3) | o3

012 012

023

+  (asby — asgbs, arbs — asby, asby — arby) | o3
012

Nyni je snadno vidét, ze kdyz ag resp. by nahradime S(R;) resp. S(Rs) a (ai, az, az) resp.
(b1, by, b3) nahradime V(Rl) resp. §(R2), ziskdme tvar (1.18). O

Definice 1.19. Rotor R = ag + a1093 + as031 + azoqs, lze vyjadrit ve tvaru:

i 0
R =cos— + Nsin -, (1.19)
9 2
kde
0 = 2arccosag, (1.20)
N — a1023+a2031+a30127 pro R # 1, (1.21)

Vai+as+a3

N = 0, proR=1.
Toto vyjadieni budeme dale oznacovat jako goniometricky tvar rotoru R.

Poznamka 1.20. Mdme-li rotor R ve tvaru (1.19), potom k nému konjugovany rotor R
je ve tvaru:

— 0 7
R:cosé —Nsini. (1.22)

1.3 Rotace ve 3D

Zavedme nyn{ zobrazeni ¥ : R3 — G3 a zobrazeni ® : R3 — G, pro ktera plati:

x

Ul y = x01 + Yoy + zo3, (1.23)
z
x

P Yy = x023+y031+z013, (124)
z

kde z,y,z € R.

Véta 1.21. Méjme rotor R € Gy ve tvaru (1.12) resp. v goniometrickém tvaru (1.19) a
k nému konjugovany rotor R. Mame tedy

0
R = ag + 10923 + Q9031 + 3019 = COS§ + N sin 5,

R = ag — 10923 — A2031 — A3012 — COSE — N sin 5,

kde

0 = 2arccosayg,
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1093 + 2031 + G302

N = , pro R#1,

N = 0, proR=1

Ddle megme prvek U € Gs ve tvaru U = w01 + us0o9 + uzoz. Potom vypoctem

RUEZ U:ﬂlal+%02+ﬂ303 (125)
- _ U
ziskime vektor U = vL(U) = Uy |, ktery venikne rotaci kolem vektoru T =
us
3]
-1 _ 1 p . . 3
O I(N) = e as | o dhel 0 v kladném sméru v prostoru R®.
Diikaz. Viz [9)]. O

Poznamka 1.22. Kladnym smérem rotace je mysleno, ze kdyz jdeme prsty pravé ruky
od vektoru @ (vektor, ktery chceme rotovat) k vektoru 77 (vektor uréujici osu rotace),
palec ukazuje smér rotace. Pokud bychom chtéli rotovat opaénym smérem, sta¢i misto
RUR vypocitat RUR resp. zménit znaménko u ¢lenu N sin g.

Tvrzeni 1.21 demonstrujme na ptikladu:

0
Piiklad 1.23. M&jme prostor R3. Chceme napiiklad provést rotaci vektoru @ = | 1 | =
0
U~1(gy) kolem osy x o tihel §. Odpovidajici rotor R je ve tvaru R = cos g + 093 sin g, takze
1
N=09y3=®d| 0 |. Mame tedy
0
— 0 0 0 6
RUR = (cos 3 + 093 Sin E)ag(cos 5 0 sin 5)
( 0 . 9) ( 0 . 9)
= — — 03sin = - — in —
UQCOS2 038 9 COS2 0923 S 5
= cos” 0 sin 0 coS 0 sin 0 coS 0 sin? 0
T REOR o T ORI Ry T osEl g SR TR
0
= o09c080 —o3s8inf =W cos
—sinf
0 0
Ziskali jsme vektor cos 6 , ktery odpovida rotaci vektoru | 1 | kolem osy x o tihel
—sinf 0

f. Pokud bychom chtéli rotovat opacnym smeérem, stacilo by otocit znaménko u prvku N,

odpovidajici rotor by pak byl ve tvaru R = Cosg — 093 sing. Analogickym vypoctem

0 0
bychom potom ziskali vektor | cosf |, ktery odpovida rotaci vektoru | 1 | kolem osy
sin 0

x o uhel # opatnym smérem.
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Rotor je tedy ¢tyirozmérny prvek, ktery konkrétné urcuje osu (prochézejici pocatkem
soustavy soufadnic), kolem které je provadéna rotace ve 3D prostoru, thel, o ktery je
provedena, i smér rotace.

V ptedchozi podkapitole jsou uvedena tii ruzna vyjadieni rotoru R (viz (1.12), (1.17)
a (1.19)), takze

023 4 Ja
R:a0+a10'23+(120'31+a30'12 :S(R)+7(R) 031 :COS§+NSH’1§.

012

Osu rotace urcuje vektor (ag,as,az) = 7(]%) resp. vektor 70 = d~H(N) (7 je vlastné
k-ndsobkem (a1, az,a3) = V (R)). Uhel rotace 0 je pak vyjadien pomoci élenu ag = S(R)
a to tak, ze § = 2arccosag resp. = 2arccos S(R). Rotor v goniometrickém tvaru je
piimo vyjadfen pomoci thlu rotace 6.

Poznamka 1.24. KdyZz se omezime na rotace o uhel 6§ € (0,27), potom sing >0a
vektor 77 je kladnym k-ndsobkem vektoru (ay,a9,a3) = V(R). Mizeme tedy prohlésit,
ze pokud jdeme prsty pravé ruky od vektoru 0 (vektor, ktery chceme rotovat), k vektoru
(ay,a9,a3) = V (R) (vektor, kolem kterého provadime rotaci), palec urcuje smér rotace.
Tim jsme rozsitili poznamku 1.22.

Definice 1.25. Méjme rotor R ve tvaru R = ag + a1093 + as031 + a3z012, ag # 0, potom
vypoctem
— (ala ag, Clg)

=== 1.26
P (1.26)

definujeme vektor rotace 7 € R3.

Poznamka 1.26. Pokud je rotor R zapsan pomoci skalarni a vektorové ¢asti (viz (1.17)),
potom lze vektor rotace vyjadiit takto:

V(R)
T = SR (1.27)

Pokud je rotor R v goniometrickém tvaru (1.19), potom lze vektor rotace vyjadrit takto:

sin & 0 1 41 0
TT=0 | N—2 | =0 (N tan —> = as | tan —. (1.28)
€os 5 2 Vai+az+a3 \ 2

Definovali jsme trojrozmérny prvek - vektor ve 3D prostoru, vyjadieny pomoci koefi-
cientu rotoru. Tento prvek, stejné jako rotor, jednoznacéné urcuje rotaci (osu, thel, smér).
Rotace je provedena kolem osy, na které vektor lezi, tangens poloviny tihlu je roven normé
(velikosti) vektoru:

tang = |7 (1.29)

Poznamka 1.27. Z (1.29) plyne, ze tan% > 0 a 6 € (0, 7). Checeme-li vyjadrit rotaci
o vétsi thel resp. rotovat na druhou stranu, staci vektoru 7 otocit znaménko (bude mifit

opa¢nym smérem). Pro rotace o m nejsou vektory rotace definovany.
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Nyni tedy muzeme konkrétni rotaci vyjadrit pomoci vektoru ve 3D. Je-li rotace zadana
pomoci vektoru rotace 7 = (r1,79,73) potom k nému odpovidajici rotor (vyjadiujici
stejnou rotaci) ziskame pro || 77|| # 0 vztahem

71093 + 12031 + 130712

R = cos[arctan (||7]])] + = sin [arctan (|| 7]])],  (1.30)

R = =1, pro||7||=0.

Piiklad 1.28. V predeslém prikladé byla provedena rotace kolem osy x o thel 6. Od-
povidajici rotor byl ve tvaru R = cosg + 093 sing. Vyjadieni vektoru rotace ziskdame

vypoctem
0

1 .9 tan 3
0
0 CoS 5 0

Vidime, ze vektor rotace lezi na ose z, tedy na ose, kolem které rotujeme. Déle vidime,
Ze pro rizné thly 6 je rizna norma vektoru ||7||. Napifklad pro # = 0 je || 7|| = 0, pro
0=7je||7| =1 Kdyz 0 — m, pak || 7]| — oo atd.

Piiklad 1.29. Méjme vektor rotace 7 = (4,3,0), potom odpovidajici rotor vypocteme
pomoci vztahu (1.30). || 7|| = V4% + 32 = 5, takze

4093 + 3031

R = cos [arctan (5)] + E

sin [arctan (5)].

Rotujeme tedy kolem osy (3, 2,0) ~ (4,3,0) o thel 6 = 2arctan (5).

Veéta 1.30. Mame-li dvé po sobé jdouct rotace, ziskané pomoci po Tadé jdoucich rotoru
Ry a Ry, pak k nim ekvivalentni rotaci ziskame pomoci rotoru R = Ry Ry, tedy

Ro(R\UR) Ry = (RoR))U(RiRy) = (RyRy)U(RoRy) = RUR. (1.31)

Diikaz. Vypocet (1.31) lze provést diky asociativité nasobeni, uzavrenosti ndsobeni na
mnoziné rotoru a vlastnosti konjugovanych prvku Ry Ry = Ry Ry (viz véta 1.11 a dusledek
1.15). 0

Poznamka 1.31. U slozené rotace, ktera je vyjadiena pomoci vice rotoru, zalezi na jejich
poradi, protoze ndsobeni na mnoziné rotoru neni komutativni operace (Ry Ry # RoRy).

0
Priklad 1.32. Rotujme vektor @ = | 1 | = ¥~!(0y) kolem osy o tihel 7 a nésledne
0

kolem osy y o thel 7. Lze si snadno predstavit, ze vysledny vektor bude ve tvaru U =
1

0 |, k tomuto vysledku vsak nyni dojdéme pomoci slozené rotace:
0
2 2
R, = COSZ + 093 Sing = % +023§,
2 2
Ry = cos% + o031 sin% = g —1—031\/7—,

21



V2 V20 V2 V2, 1 1

1

R = RyRy=(——+0351——)(—— +023——) = = + =031 + =093 + =031093

2 2 2 2 2 2 2 2
1 N 1 N 1 n 1
- 95 2031 2023 2012.
Ekvivalentni rotace tedy vznikne kolem osy V(R) = (3,3.3) o thel 2arccos & = 2.
— 1 1 1 1 1 1 1 1
RosR = (2 + 5731 + 5023 + 2012)02(5 5081 7 502 5012)
_(1+1 1+1)(11 1 1)
= 202 20123 203 201 9 2031 2023 2012
1
= 01 = L 0
0
Ziskali jsme poZadovany Vektor Kdybychom vymeénili poradi rotori R; a Rs, ziskali
bychom R = R1Ry = 3 —I— 031 + 023 012 a analogickym vypoctem vysledny vek-
0
tor 0 |, ktery je odlisny.
-1

Veéta 1.33. Mame-li dvé po sobé jdouct rotace, ziskané pomoci po Tadé jdoucich vektori
rotace r1 a o, pak k nim ekvivalentni rotaci ziskdme pomoci vektoru rotace 7, vyjadreného

vztahem:
- — ?1+ 7"2+?1>< o

1—7"2 71 ’

kde x je vektorovy soucin a - skaldrni soucin dvou vektori.

Diukaz. Méjme dva vektory rotace ve tvaru o= R 2 Ty =

)

(1.32)

potom k nim

023

piislusné rotory (které vyjadiuji stejnou rotaci) jsou ve tvaru R; = S (R1)+7(R1) 031

023

012

Ry = S(Ry) + V(Rg) 031 | . Vyjadiime-li jejich soué¢in pomoci jejich skaldrnich a vek-

012
torovych ¢asti (viz 1.18), ziskdme tvar:

RoRi = S(Rs)S(Ri) — V' (Ry)- V' (Ri) + S(Rs)V (Ry) Z?j
+ S(Rl)v(sz) Zj + (7(31) X V(Rz)) Zij

7 tohoto tvaru nyni vyjadiime vektor rotace:

SRV () + SRV (Re) + 7 (R) x V()

S(R2)S(Ry) — V' (Ry) - V (Ry)
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Nyni staci zlomek rozsitit vyrazem Protoze mezi skalarni ¢asti rotoru, vekto-

1
S(R2)S(R1)”
rovou ¢asti rotoru a vektorem rotace plati vztah (1.27), obdrzime:

— 7}1+?2+?1X?2
e e ] (1.34)

coz je pozadovany tvar. O

Definice 1.34. Pro sklddéan{ vektort rotace 71 a 7o lze tedy zavést novou operaci, pro
kterou budeme pouzivat symbol o. Dédle budeme psat:

r —i—r —i—? ><r
Too Ty = 11_2r2 = 3 (1.35)

Poznamka 1.35. Skladani vektoru rotace je nekomutativni operace, toho si Ize v§imnout
na prvni pohled, protoze je vyjadiena pomoci vektorového soucinu, ktery je také neko-
mutativni.

Piiklad 1.36. Chceme naptiiklad urcit vektor rotace 7), ktery vyjadiuje ekvivalentni
rotaci, jako po fadé jdouci vektory rotace 7, = (1 0,0) a 7y = (0,1,0). ||74]| =
|75]| =1 = oba vektory vyjadiuji rotaci o thel 6 = 7 (prvni kolem osy x, druhy kolem
oSy ¥). Vektory 71a T tedy vyjadiuji stejné rotace jako rotory R; a Ry v prikladu
1.32, takze vysledny vektor rotace 7 musi vyjadiovat stejnou rotaci, jako rotor R, ktery
vyjadioval ekvivalentni rotaci k rotaci Vyjadrene pomoci po radé jdoucich rotoru R; a
Ry v prikladu 1.32. 71 X 72 = (0,0,1), 71 o = 0, takze ekvivalentni vektor rotace
ziskdme vypoctem:

T =Ty071=(1,0,0)+(0,1,0) + (0,0,1) = (1,1,1).

Déle || 7] = v/3, = 2arctan v/3 = 2m (viz (1.29)), osu rotace uréuje vektor (1,1,1) ~
(;, ;, %) z toho vyplyva, ze vektor rotace 7 vyjadiuje stejnou rotaci jako rotor R v prlkladu

1.32.

Poznamka 1.37. Pro popis o¢nich pohybu se vektory rotace pouzivaji napiiklad v [1]
nebo [5].
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2 QOko a o¢ni pohyby

2.1 Zakladni pojmy a definice

Oc¢ni bulva je kulovitého tvaru o pruméru piiblizné 2,4 em [12]. V této praci na ni budeme
pohlizet jako na kouli o jednotkovém polomeéru. Jednotkova velikost tedy odpovida 1,2 cm.

Definice 2.1. Pokud je hlava vzptimena a oci se divaji piimo vpted, potom fekneme, ze
se nachdzi v primdrni pozici (viz obrazek 1 vlevo) [1, 5].

Poznamka 2.2. Dle definice 2.1 existuje teoreticky nekoneé¢né mnoho primarnich pozic,
v kazdé z nich se oci divaji pfimo vpied, ale jsou jinak torzné stoceny. V kapitole 3 je
viak uvedeno tzv. Dondersovo pravidlo [1, 5, 14], které #ikd, ze pokud o¢i sleduji vzdalené
objekty (divaji se rovnobézné), pak pro konkrétni smér pohledu existuje pouze jedna
pozice oka. Primarni pozice oka je tedy jedna jedina.

Definice 2.3. Ve stfedu oka se nachazi bod, kterym prochazi vSsechny osy, kolem kterych
oko muze rotovat. Tento bod budeme déle nazyvat centrum otdiceni oka. Centrum otacent
levého oka resp. pravého oka budeme znacit C'f, resp. Ck.

Poznamka 2.4. Centrum otaceni ve skutecnosti neni primo ve stfedu oka, ale je mirné
vychyleno [12]. Toto vychyleni zanedbéme.

Poznamka 2.5. Vzdalenost bodu Cp a Cgi vyjadiuje vzdalenost o¢i od sebe, ta je
u clovéka priblizné 6,5cm [12]. V této praci ji budeme brét jako parametr, jeho po-
lovicni velikost budeme oznacovat pismenem d, celkova vzdalenost oci je tedy 2d, d > 0
(viz obrazek 2 nebo obrazek 3).

Poznamka 2.6. V textu bude ¢asto pouzivan pojem binokuldrni vidéni, tim budeme mit
na mysli sledovéni objektu (bodu) v prostoru obéma o¢ima.

Definice 2.7. Pfi binokuldrnim vidéni sleduji o¢i objekt (bod) pod néjakym thlem. Tento
uhel budeme déle nazyvat vergencni whel a budeme ho znacit pismenem a.

2.2 Klasifikace oc¢nich pohybt

V této ¢asti Cerpame ze zdroje [12].

Sakady - velmi rychlé rotac¢ni pohyby, mohou byt vuli ovlivnitelné, ale provadime je i
nevédomky. Jsou to vlastné nejzakladnéjsi oéni pohyby, které slouzi k prohlizeni zorného
pole. Nasleduji za sebou s odstupem 150ms - ¢as potiebny k vizudlnimu zpracovéani
obrazu. Provedené sakadické pohyby levého a pravého oka jsou na sobé zavislé, z vypoctu
v kapitolach 3 a 4 vyplyne, jakym zpusobem.

Sledovaci o¢ni pohyby - vuli neovlivnitelné, nastavaji ve chvili, kdyz se v zorném
poli zacne néjaky predmét pohybovat resp. kdyz se pii fixaci o¢i na néjaky predmét zacne
pohybovat hlava. Sledovaci pohyby slouzi k tomu, aby byly o¢i na tento predmét stéle
fixované.

Disjunktni pohyby - vuli ovlivnitelné, nastavaji ve chvili, kdy o¢ima zaostiime na
néjaky bod v prostoru - za¢neme ho sledovat pod vergenénim tihlem «. Provedou-li oéi,
pozorujici bod pod vergenénim thlem «, na sobé zavislé sakadické pohyby, za¢nou sledovat
jiny bod pod stejnym vergenénim thlem « [14]. Pro zménu vergenéniho thlu musi oci
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vykonat dalsi disjunktni pohyb. Disjunktni pohyby jsou pomalejsi, nez pohyby sakadické,
Sakady, sledovaci oéni pohyby a disjunktni pohyby patii do kategorie velkych o¢nich
pohybu.
Pti fixaci na néjaky bod oko vykonava malé oéni pohyby, mezi které patii mikrosakady,
klouzavé pohyby a o¢ni ties. O jejich parametrech a vyznamu je vice napséno v [12], v této
préci se jimi dale nebudeme zabyvat.

2.3 Souradné systémy a znaceni

Definice 2.8. Definujme soutadny systém H : hy, ho, hy fixovany k hlavé, pocatkem
soustavy soutradnic je centrum otaceni oka, pii vzpiimené hlavé osa hy splyva s predozadni
osou, je orientovana vpied, hy s horizontalni osou, je orientovana doleva, hs s vertikalni
osou, je orientovana vzhuru (viz obrazek 1).

Definice 2.9. Déle definujme soutadny systém FE : eq,eq, e3 fixovany k oku s pocatkem
soustavy souradnic v centru otaceni oka. Je-li oko v primarni poloze, potom, e; splyva
s hy a je orientovana stejnym smérem, ey s hy a ez s hg, jinymi slovy pro oko v primérni
poloze jsou soutadné systémy H a E totozné (viz obrazek 1).

Poznamka 2.10. Oznacenim ﬁl, ﬁg, ﬁ?), ?1, ?2, @5 budeme mit na mysli jednotkové
vektory v kladném sméru ptislusné osy (viz obrazek 1), velkym pismenem pak jejich obraz
v G3 napi. Fy = \If(?l). Polohu oka pak budeme vyjadiovat pomoci vektorti €, €2, €3
v souradném systému H. Vyjadieni vektoru €1 v souradném systému H urcuje smér
pohledu oka, vyjadfeni vektoru h; = (1,0,0) urcuje smér pohledu oka v primarni pozici
(viz obrazek 1).

Obréazek 1: Vlevo se oko nachézi v primarni pozici, vpravo je oko otocené kolem osy hs
o uhel 6.

Definice 2.11. Pro binokuldrni vidén{ zavedme soutadné systémy Hg : hic, hac, hsc,
Hy - hip, hop, har a Hg : hig, hag, hsg, fixované k hlavé, lisici se pouze pocatkem soustavy
soutadnic. Pocatek soutadného systému Hp je v centru otaceni levého oka, pocatek Hg
v centru otaceni pravého oka, pocatek Hq ve stiedu tisecky, spojujici centra otaceni levého
a pravého oka, tento stfed budeme znacit pismenem O. Pii vzpiimené hlavé jsou sméry
a orientace os stejné jako v souradném systému H (viz definice 2.8), napt. hic, hip, hig
jsou predozadni osy orientované vpred atd. (viz obrazek 2).

25



Poznamka 2.12. Piepocet soutadnic mezi systémy Hqo, H, a Hg spociva jen v posunuti
druhé soutadnice o vzdalenost center otdceni o¢i 2d resp. o poloviéni vzdalenost d (viz
obrézek 2).

Definice 2.13. Pro uplnost definujme pro binokularni vidéni systémy E, : e1r, ear, €31, a
Er : e1r, ear, e3g, fixované k oku s poc¢atkem soustavy soutradnic v centru otaceni levého
resp. pravého oka. Jsou-li o¢i v priméarni pozici, potom Ej splyva s Hyp a Er s Hg, e1r
tedy napt. splyva s hig a je orientovéna stejnym smérem atd. (viz obrazek 2).

h3r = e3r hsc hsr = esr,

har= 67

hir =eir hic

Obrazek 2: Souradné systémy Hg, Ho, Hy, s pocatkem v Cg resp. v O resp. v Cp, pravé
oko se diva piimo vpred, levé oko je otocené kolem osy hsy, o thel 6.

Poznamka 2.14. Oznacenim ?1 L,?QL,?lR atd. budeme opét oznacovat jednotkové
vektory v kladném smeéru prislusnych os a pomoci nich vyjadrovat polohu o¢i v souradném
systému Hp resp. Hg resp. He. Vektor AT resp. € 1g urc¢uje smér vidéni levého resp.
pravého oka.

Poznamka 2.15. Vsechny nadefinované souradné systémy jsou pravotocivé.

Definice 2.16. Budme v soufadném systému Ho. O¢i jsou v takové poloze, ze pozoruji
pevné zvoleny bod A = [A1,0,0], lezici na ose hic. V této pozici spolu vektory 1L a
i sviraji vergencni thel a. Tuto polohu o¢i budeme déle nazyvat primdrni o pozici
(viz obrazek 3).

Poznamka 2.17. Dle definice 2.16 existuje pro konkrétni o nekonec¢né mnoho primarnich
a pozic, které se navzdjem lisi torznim stocenim kolem osy e, resp. e;r. Pokud se vSak
oc¢ima divame piimo vpied a provedeme disjunktni pohyb takovy, ze oCima zaostiime na
bod v roviné hse = 0, k torznimu pohybu oka (rotaci kolem osy ey, resp. e;r) nedochazi
(dochézi k ni az v piipadé, kdy se podivame nahoru nebo dola) [14]. Z tohoto duvodu
je primarni o pozice pro konkrétni a jedna jedina. Vektory ?IL,?M,?H{,?QR pak
zustavaji lezet v roviné hye = 0 (viz obrazek 3). Vektor ?gL resp. ?33 se nezmeéni a lezi
na ose hgr, resp. hsg.
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hic

A=1[A41,0,0]
(87
€L €L \C 1R
[ ]
— — [ ] o
o . Co 0 1R
2R
d d

Obrazek 3: Oc¢i znazornéné v primarni « pozici, sleduji bod A, lezici na ose hic, pod
thlem o
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3 Dondersovo pravidlo a Listingovo pravidlo

Déle se budeme zabyvat tim, jestli pro konkrétni smér pohledu oko zaujima jednu konkrétni
pozici nebo jestli je pozice zavisla na predeslé pozici, potom by pro konkrétni smér pohledu
existovalo vice pozic, navzajem se liSicich oto¢enim kolem osy e;.

Predpokladejme, ze oci sleduji objekty, jejichz vzdalenost se limitné blizi nekonecénu
(jinymi slovy sméry pohledu obou oéi jsou rovnobézné). Za tohoto predpokladu formu-
lujme nasledujici pravidla:

Dondersovo pravidlo: Pro konkrétni smér pohledu oko zaujima jednu konkrétni pozici
[1, 5, 14].

Listingovo pravidlo: Vsechny osy, kolem kterych muze oko z primérni polohy (viz defi-
nice 2.1) rotovat, lezi v jedné roviné. Tato rovina se nazyvé Listingova rovina. Listingova
rovina je kolma na smér pohledu oka v primarni poloze (viz obrazek 4) [1, 5, 14].

h3:63

Listingova rovina

| h2:€2

Obrazek 4: Znéazornéni Listingovy roviny v soutadném systému H, kdyz je oko v primarni
pozici.

Poznamka 3.1. Obecny tvar Listingovy roviny v soutadném systému H je
hy = 0. (3.1)

Poznamka 3.2. Pravidla Dondersovo a Listingovo jsou medicinsky vypozorovéana [5]. Obé
jsou aproximaci reality. Listingova rovina se muze naptiklad pro rotace oka o vétsi uhly
urcitym zpusobem zakfivovat [1], toto zakfiveni v této praci zanedbame. Neuvazujeme
ani omezeni thlu, o které oko muze rotovat.

Poznamka 3.3. Jelikoz jsou pii sledovani vzdalenych objektu sméry pohledi obou oci
rovnobézné a jejich pozice tedy shodné (viz Dondersovo pravidlo), nésledujici odvozent
provadime pouze pro jedno oko.

3.1 Vyjadreni polohy oka

Bud'me v soufadném systému H. V této ¢asti vyjaddifme polohu oka v zavislosti na
sméru pohledu €, = (py, pa, p3)~.
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Obecny tvar Listingovy roviny je hy = 0. Rotory, jejichz vektorova cast lezi v Lis-
tingové roviné (viz (3.1) nebo obrazek 4), jsou ve tvaru R = ag + a303; + a3zo1a, pomoci
takového rotoru tedy lze vyjadiit rotaci oka z primarni pozice. Z Dondersova pravidla
vyplyva, ze polohu oka jednoznac¢né urcuje vektor e (smér pohledu), diky Listingovu pra-

vidlu jsme schopni ze souradnic vektoru €1 uréit vektory Toa €3 (zminéné v pozndamce
2.10), nyni ukazeme jak. Méjme oko v primarni pozici, potom 1= hiady = hj

(viz obrézek 1). Proved me rotaci vektoru Tiads (resp. oka z primérni pozice) rotorem
R = ag + 2031 + A30712:

Ey=RH\R = (ao + ag031 + a3012)01(a0 — Q2031 — a3012)
= (ago1 + a203 — az0z)(ag — as031 — a3012)
= CL[2)01 + agao03 — aga309 + GgA03 — &301
— Q2030123 — GpA302 — (2030123 — a§01

2 2 2
= (CLO — Qg — CL3)O'1 — 2(10&30'2 + 2&0&20’3.

% —ak— a2
¢ = UTNE) = —2agas (3.2)
2@00,2
Analogicky vyjadifme €.
E3 = RHgE = —2610@20'1 + 2&2@30’2 -+ (ag — Cl% + CL%)O’g.
—ZCLOCLQ
?3 = \If_l(Eg) = —2CL26L3 . (33)

a% — a3+ a§
. . e . = s T )
Poznamka. E,, Es, Hi, H3 jsou obrazy piislusnych vektoru €y, €3, h1, hy v Gz (viz
poznamka 2.10).

Déle méjme €1 = (p1,p2,ps)’, €3 = (x1,22,23)7, kde py,ps, ps definujeme jako
parametry a zj, Ts, x3 jsou neznamé, které pomoci nich chceme vyjadiit. Z rovnic (3.2)
a (3.3) vyplyva, ze x1 = —ps. Déle vime, ze e a s jsou na sebe kolmé a ze lezi na
jednotkové sfére, takze plati:
AR

€ = —p1p3 + P2y +p3rs = 0, 4)

3.
p§+w§—l—x§ = 1. (3.5)

Vyfedenim soustavy rovnic (3.4), (3.5) ziskdme vyjadieni vektoru €5 v zévislosti na ¢.
Pro ps # 0 vyjadiime x5 z (3.4) a dosadime do (3.5):

— P3x
Ty = P1Ps — D3 3, (3.6)
b2
2,2 _ 9 2 22
7o+ P1P; P1p23$3 + P33 tal=1 (3.7)
Dy
rovnici (3.7) upravime na tvar
2 9012 2.2
(I < YRR 1 R R (3.8)
D3 25 D3
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dpips . D3 Piv | o
D = —4(=+1)(—=+p:—1
P (p% ) i )
p% 2 2 2
= _4[_2(191 +py+p3— 1) - 1] =4,
b2
2p1p3 p1p}
_ p§3i2_ pggil_plpgip% 39
l’31,2 - 217% - p2 - ) T 5 - ( . )
= +2 2 +1 P2+ D3
p3 p3
Dosazenim (3.9) do (3.6) ziskdme
p1p2
b3 2L pips pipd £ pips 310
$2112 - _p3 2 - - 2 3 ° ( ° )
D2 z_«; + py D2 P2p3 + P3

Pozndmka. Je snadno vidét, ze vSechny jmenovatele vyrazu (3.9), (3.10) jsou ruzné od
nuly.

Nyni mame dvé feSeni pro x5 a x3, vektor s je vSak urcen jednoznacné. Dosadime-li
za D1, P2, ps vyrazy z (3.2) a za xy,x3 vyrazy z (3.3), zjistime, ze soutadnicemi vektoru
€ 3 jsou

2
p1p3 9 2
_ P +1_p1p3+p2 311
T3 p2 - 2 2 ( : )
B4 P2 + D3
b3
2
p1ip3
_ Dip3 p3 +1 _ DP1ps3 1P + P33 12
Ty = —— —P3—3 = - 2 3 (3' )
D2 3+ py P2 D2p3 + P2

Nyni muzeme prohlasit, ze pokud je vektor @1 ve tvaru € = (p1, p2, p3)t, potom vektor
?3 je ve tvaru

—Ds3
3 2
— . pips p1p3+p3p3
€3 = P2 pzpjj?—irpg , pro p2 # 0. (3.13)
p1p3+ps
P3+p3

Pro py = 0 z rovnic (3.4), (3.5) zjistime, ze
Ty = —p3, T3 =P, 332:\/1—29%—27:2),:]92:07 pro po = 0, p3 # 0,
r1 = 0, 29=0,23=1, prop;=1,p, =0,p3 =0,

ry = 0, zg=1/1—23 z3€ (~1;1) prop, = —1,ps =0,p3 =0.

Poznamka 3.4. Pro p; = 1 je oko v primérni pozici. Pro p; = —1 nastava tzv. gimbal
lock efect [13], do této pozice se oko muze dostat libovolnou cestou, Listingovo pravidlo
ji jednoznacné neurcuje.

Pro py = 0 tedy ziskdme vektor @5 ve tvaru

—P3
ey = 0 ,  prop; # —1, (3.14)
P1
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0
Ty = V1—12% |, z3€(-1;1), prop =—1 (3.15)

xs3

Ukézali jsme, jak vypad4 vektor €3, kdyz zndme smér pohledu € = (p1, P2, p3)T. Tim
méame jednoznacné urcenou polohu oka v zavislosti na sméru pohledu (kromé rotace
z primarni polohy o 7 (3.15), tu v8ak lidské oko vykonat nedokéze). Vektor 5 lze vyjadiit
jako ?3 X ?1.

3.2 Odvozeni tvaru Listingovy roviny oka v obecné pozici

Z Listingova pravidla (viz zacdtek kapitoly 3) vime, kolem kterych os muze oko rotovat
z priméarni pozice. Dale budeme tesit, kolem kterych os muze oko rotovat, je-li v libovolné
pozici, uréené smérem pohledu € = (p1, P2, p3)T. Oko se muze dostat do libovolné pozice
A rotaci z primdrni polohy rotorem R = ag+ a03; + asois, nebot jeho vektorova ¢ést lezi
v Listingové roviné (viz (3.1) nebo obrazek 4). Pokud se v8ak oko do pozice A dostane
jinou cestou, bude stédle stejné natoceno (viz Dondersovo pravidlo, uvedené na zacatku
kapitoly 3). Uvazujme, ze se do pozice A dostane rotaci z primarni polohy pomoci po
fadé jdoucich rotoru Ry a Ry, pricemz vektorova ¢ast rotoru Ry lezi v Listingové roviné
(3.1), protoze se jednd o rotaci oka z primarni pozice. Tento rotor zapisujme ve tvaru
Ry = by + byosy + bzois. Z rovnice (1.31) vime, ze ekvivalentni rotor ziskame vypoctem
Ry Ry, a protoze se pomoci tohoto rotoru dostane do stejné pozice jako pomoci rotoru R,
musi platit R = RoR;. Nyni vyjadiime R, pomoci R a R;.

Ry, = RR, = (ag + ag031 + azoa)(by — baogy — b3o12)
= aogby — apba031 — apbsoia 4 axbpoz; + asby + azbsoas + azbooia — asbaoas + asbs
= apby + agbs + azbs + (—asgbe + asbs)oas + (a2by — agbe)osi + (asby — aghs)os.

Ziskali jsme vyjadieni rotoru R, pomoci rotoru R a R;. Jeho vektorova ¢éast je ve tvaru
(R2) = (—agby + asbs, asby — agba, asby — apbs). Zvolme pevné koeficienty by, by, by rotoru
Ry a koeficienty ag, as, as rotoru R berme jako parametry. Vypoctem

h1 = —a3b2 + CLng /bo
hy = asby — agby
h3 = a3b0 — aobg /b2

bohi + bahs = —agbabs + azbobs
hg = —(lon + CLQbQ /(—bg)
0 = bohy — bshy + byhs (3.16)

ziskdme obecny tvar roviny, vyjadiené pomoci koeficientu rotoru R;. Pro kazdou pozici
tedy existuje rovina, ve které lezi vSechny osy, kolem kterych muze oko rotovat. Tato
rovina se v anglicky psanych ¢lancich oznacuje terminem ’displacement plane’ [5] nebo
'velocity plane’ [14]. My ji budeme nazyvat Listingovou rovinou v obecné poloze oka.
Déle budeme chtit obecny tvar roviny (3.16) vyjadfit pomoci koeficientu py, po, ps,
tim ziskdme tvar Listingovy roviny v obecné pozici, zavisly na sméru pohledu ¢; =
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(p1, P2, p3)T. Rotuje-li oko z primdrni pozice pomoci rotoru Ry = by + byoz; + bsoya, vektor
1 je pak ve tvaru € = (b2 — b3 — b2, —2bobs, 2bybo)” (viz (3.2)), takze plati:

by —by—b; = pi,

—2boby = pa,
2b0b2 = DPs.
Z toho vyjadiime:
pr 1
by = — 4 =
0 9 + 2a
by = — 2
1
2 % + 35
P2
by = T pro by # 0, p1 # —1.
p
2 71 + 3
Pozndamka. by = 0 < p; = —1. Jedna se o rotaci oka z primarni polohy o 7, do které se

oko dostat nemuze.

Vypocitali jsme, ze pokud je poloha oka urcena vektorem = (p1,p2,p3)T, p1 # —1,
potom vsechny osy, kolem kterych muze oko z této polohy rotovat, lezi v roviné

hs = 0.

N =
N[

o3

1
\/%+§h1+ P2 p, 412
2¢/8 + 24/58 +
Po roznésobeni ¢lenem 24/ % + % ziskédvéme tvar

(p1 + 1)h1 + paha + p3hs = 0. (3.17)

Ze vztahu (3.17) 1ze odvodit v medicinskych ¢lancich (napiiklad v [14]) ¢asto zminovany
dusledek pravidel Dondersova a Listingova:

Véta 3.5. Rotuje-li oko z primdrni pozice o tuhel 20, Listingova rovina se orotuje o thel
0 kolem stejné osy ve stejném sméru.

Dikaz. V priméarni pozici se oko divd smérem 71 = (1,0,0)T, normélovy vektor Lis-
tingovy roviny je dle (3.17) ve tvaru (2,0,0)”. Po rotaci o tihel 20 se oko divd smérem
e = (p1,p2,p3)T a normalovy vektor Listingovy roviny v obecné pozici je dle (3.17) ve
tvaru (p; + 1,pa, p3)?. Plati, ze

(pl + ]-7p27p3)T = (]-7 07 O)T + (p17p27p3>T'

Normalovy vektor Listingovy roviny v obecné pozici je tedy vektorovym souctem vektoru
h1a €. Protoze vektory hq a e maji stejnou velikost, vymezuji kosoctverec, jehoz
tihlopiickou je vektor (p; + 1, pa, p3)T, tato tihlopficka rozdéluje tihel 20 mezi vektory h
a @1 na dva poloviéni thly o velikosti 6 (viz obrézek 5). O
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(p1 + 1, p2,p3)

/

(p1,p2,D3)

Obrézek 5: Rotuje-li oko z primarni pozice o 26, Listingova rovina (resp. jeji normalovy
vektor) se orotuje o 6.

Néznak dukazu tvrzeni 3.5 je uveden v [1] pomoci vektoru rotace (viz definice 1.25).
Naznacme tuto myslenku i zde. Pro jednoduchost rotujme z primarni pozice kolem osy
hy o tihel 26. Tuto rotaci vyjadiuje vektor rotace 7 = (0, tan 6, 0) (protoze musi lezet na
ose hy a musi platit (1.29)). Déle rotujme obecny vektor z Listingovy roviny v primarni
pozici ve tvaru Ty = (0,y, z) kolem osy hy o poloviéni tihel, tedy o thel 6. Tu vyjadiuje
rotor R = cosg + sin gagl.

RU(TIR = —zsinfo, + you + 2 cos fos.

Ziskali jsme vektor Ty = (—zsinf,y, zcos ). Dale vyjadireme vektor rotace, ziskany

slozenfm vektoril rotace 77, a 75 (viz (1.35)):

FLoP, - (0,tan6,0) + (—zsinb,y, zcosd) + (z tanf cos b, 0, z tan 6 sin 0)
1—ytand
(0,y + tanf, zcos 0 + zsinf)
N 1—ytanf '

Zjistili jsme, ze vysledny vektor rotace opét lezi v puvodni Listingové roviné, tim jsme
naznacili dikaz tvrzeni 3.5 podobnym zpusobem, jako v ¢ldnku [1].
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4 Listingovo pravidlo pro binokularni vidéni

V tvodu predchozi kapitoly byla uvedena pravidla Dondersovo a Listingovo za predpo-
kladu, ze o¢i sleduji vzdalené objekty. Nyni tato pravidla rozsiiime pro sledovani blizkych
objektu.

Dondersovo pravidlo pro binokularni vidéni: Pti pohledu na konkrétni bod
zaujimaji o¢i jednu konkrétni polohu [14].

Listingovo pravidlo pro binokuldrni vidéni: Méjme o¢i v primérni « pozici (viz
definice 2.16 nebo obrazek 3), kde « je vergen¢ni 1hel, potom levé oko muze vykonavat
sakadické rotacni pohyby (viz podkapitola 2.2) kolem os lezicich v roviné

! o
Ly :  (hic + cotg (Z)hzc - dtan(z))Hc =0, (4.1)
a pravé oko kolem os lezicich v roviné
o «
LR : (th — COtg (Z)hgc — dtan(z))HC = 0, (42)
kde 2d vyjadiuje vzdalenost stredu oc¢i. Sakady obou o¢i jsou na sobé zavislé, po jejich
provedeni o¢i opét sleduji objekt pod tihlem « [14].

Listingovy roviny L; a Lg v primarni « pozici jsou znazornény na obrazku 6 v sourad-
ném systému He.

hic
d

tan §

«

?QL » d tan % €1R
S 1 fz [T e\
h,gc CL 0 CR
LL ?QR LR
d d

Obrazek 6: Znazornéni Listingovych rovin L; a Lg v soufadném systému Hg, kdyz se
o¢i nachdzi v primarni a pozici. Listingovy roviny jsou pak natoceny o ¢ vuci puvodni
poloze.

Poznamka 4.1. Pro nésledujici vypocty pouzivame tii ruzné souradné systémy - Heo, Hy,
a Hp (viz definice 2.11 a obrazek 2) - lisicich se posunutim druhé soufadnice. H; budeme
pouzivat pfi vypoctech vztahujicich se k levému oku, Hgi pti vypoctech vztahujicich se
k pravému oku a Hg pii vypoctech vztahujicich se k obéma oc¢im.
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4.1 Vypocet mnoziny bodu sledovanych pod stejnym thlem

Bud'me v soufadném systému Ho. Nejdiive odvodime tvar plochy, na které lezi body,
které oc¢i pozoruji pod stejnym thlem «. V jedné poloroviné se jednd o body lezici na
oblouku kruznice, kterd protind centra otaceni o¢i (ty vymezuji oblouk) a jejiz stied oci
sleduji pod dvojnasobnym tihlem 2« [10] (viz obrazek 7). V poloroviné hse = 0, hic > 0
se jedné o body lezic na oblouku kruznice, jejiz polomeér r = =%, Jeji stied lez na ose

sina”

hic a mé soufadnice S = [4-,0,0] (viz obrdzek 7). Oblouk kruznice mé pak ndsledujici
parametrické vyjadrent:
d d
hic = ———sinf+ :
Sin o tan o
d T3
h = — €(a—=,~m—a).
o = —hcoss, Be(a- D on—a)
hic
A//
hac CL| a

! d
Obrazek 7: Mnozina vS8ech bodu, které vidime pod stejnym thlem «, tvoii v jedné polo-
roviné oblouk kruznice, jejiz stied vidime pod ihlem 2a.

Provedme rotaci tohoto oblouku kolem osy hyc o tihel . K tomu vyuZijeme rotor
R = cos g + 031 sin g, jehoz vektorova c¢ast na této ose lezi. Obecny bod B tohoto oblouku

je v G3 vyjadien takto: U(B) = (= sin  + =)o — = cos 0s.
— 0 0 d d d
RY(B)R = (cos 5 T o sin 5)((sina sin 5 + tana)al ~ oo cos fos)(cos 3
d d d
— o318in =) = cosf(——sin 5 + Yo — —— cos Bog + sin f(—— sin 3
2 in o tan o sin « sin
SR
3.
tana’

Vypoctem jsme ziskali parametrické vyjadieni plochy

hic = cosf(




hoe = — cos 3

: d . T 3
hsc = sm@(smasmﬁ—i-tana), ﬁe(a—§,§ﬁ—a), 6 € (0,2m), (4.3)

v souradném systému Hg, kterd vyjadiuje mnozinu vsech bodu v prostoru, které oci
pozoruji pod tthlem «. Pozoruji-li o¢i néjaky bod pod tihlem « a provedou na sobé zavislé
sakadické pohyby, budou pozorovat jiny bod, také pod tdhlem « [14], tedy bod z plochy
(4.3).

4.2 Vyjadreni polohy oc¢i pri pohledu na konkrétni bod

V této casti chceme vypocitat pozici o¢i vyjadienou v zavislosti na bodu, ktery pozoruji.
Postup vypoctu je velmi podobny postupu v podkapitole 3.1.

Nejdiive vypocitame polohu levého oka v zavislosti na sméru pohledu a vergenc¢nim
uhlu a.

Poznamka 4.2. V této a nasledujici podkapitole bude vektor i resp. @ 1 g Znadit smér
pohledu oka v primérn{ « pozici (viz definice 2.16 nebo obrazek 3). Smér pohledu v obecné

pozici bude vyjadiovat vektor @11 resp. € 1. S vinkou budou po rotaci znaceny i ostatni
bazické vektory fixované k oku, bez vinky, kdyz oko bude v primarni « pozici.

hlL |
I
\
\
a
\
| \
| \
| \
| \
\
! \
I \
| \
| \
e 4 \
2L 1L ‘ \
. _—Ta . v
h2L CL o CR
Ly,
d d

Obréazek 8: Znézornéni levé Listingovy roviny Ly v soufadném systému Hp, kdyz se oci
nachéazeji v primarni « pozici.

Bud’'me v soufadném systému Hy. Mé&jme o¢i v primarni « pozici (viz definice 2.16

a obréazek 3), sleduji tedy bod A = [#, —d, 0], takze levé oko se divd smérem e =
2

(cos §, —sin §,0), dalsi vektory, urcujici jeho polohu, jsou ve tvaru oy = (sin §,cos §,0)
a 3, = (0,0,1). Vzhledem k Listingovu pravidlu pro binokuldrn{ vidén{ lze rotaci oka

z primarni « pozice vyjadrit pomoci rotoru

(6]
RL = Qo + 10923 — alcotg 10'31 + a3019, (44)

36



nebot jeho vektorovd ¢dst lez{ v roviné Ly, (viz 4.1 a obrézek 8).

Pozndmka. Tvar roviny (4.1) je vyjadien v jiném soufadném systému nez rotor Ry,.

~ — o Q .
ElL = RLElLRL = (CLU + 10923 — alcotg 10'31 + &3012)(008 501 — Sin 50’2)((10 — 10923
o
+ &1C0tg 10'31 — a3012)
@ + 2a’cot @ sin @ + a? cos @
g T ACOIE Y S a1 COS Y
— a?(cotg %)2 cos % — a3 cos %)01 + (—ad sin% — 2apas cos %

.« 2
= (—2apagsin 5 + ag cos

.« a o« Qg . .
+ a?sin 5 2ajcotg — cos — — ai(cotg —)?sin — + a3 sin — )oy

4 2 4 2 2
+ (—2aacotggcosg+2aa Sin 2 4 2a1a3 cos -
0a1 1955 001 810 3 103 COS
+ 2ayazcotg % sin %)03, (4.5)
- _ a e a
By, = RpEy R, = (ag + a1093 — ajcotg 10t azoz)(sin 501+ cos 502)(% — 1093

(8%
+ CL1COtg 10'31 — (130'12)

(0%

o 2 .« 9 «Q o 9 .
= (2apasz cos — + ajsin — — 2ajcotg — cos — + aj sin —
2 2

4 2 2
— aj(cotg %)2 sin % — a3 sin %)01 + (ag cos % — 2apag sin %

« a .« a « a
2 2 : 2 2 2
— ajcosg = 2ajcotg — sin 5+ aj(cotg —)* cos — — a3 cos =)o

4 4 2 2
+ (—2apa;cot gsing — 2apa cosg—i—Qa a sing
001 g4 B 001 9 143 B
— 2a1a360tg%cos %)03. (4.6)

, .. C e . = = - , , .
Ziskali jsme vyjadieni vektoru €, a €97 v souradném systému Hj; po rotaci oka,
vyjadiené pomoci koeficientu rotoru Ry = ag + a1023 — ajcotg 031 + azoa.

Dale chceme vyjadrit vektor Cop = (21, T2, x3) v zévislosti na sméru pohledu =
(p1,p2, p3) a vergenénim thlu a. Z (4.5) a (4.6) lze vyjadfit x; resp. o pomoci zndmého
koeficientu ps resp. pi, ddle pomoci znamého koeficientu o a neznamého koeficientu ay:

v = —p»—2a}(~sin S + 2cotg  cos 5 + (cotg J)?sin ), (4.7)
Ty = pi — 2a3(cos % + 2cotg % sin % — (cotg %)2 cos %) (4.8)

Protoze €11 a € or, jsou na sebe kolmé, je jejich skalarni soucin roven nule, takze plati
P11 + p2x2 + psrz = 0. (4.9)

Pro p3 # 0 dosadime vyraz (4.7) za x1, vyraz (4.8) za x5 do (4.9) a vyjadiime z3:

2p1ai(—sin § 4 2cotg & cos & 4 (cotg £)?sin $)

b3

rs =
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2poai(cos § + 2cotg § sin § — (cotg §)% cos §)

2
Ps3

,  pro p3 # 0. (4.10)

Tim mame vyjadieny vektor o = (21, T2, x3) v zdvislosti na zndmych parametrech
P1, P2, P3 & @ a neznamém parametru a;.

Daéle vime, ze vektor & o5, lezi na jednotkové sfére, takze plati
i+ w4 =1. (4.11)
Dosazenim vyrazu (4.7), (4.8) a (4.10) do (4.11) ziskdme kvadratickou rovnici, kde nezndma
je 2a2. Po jejim vyteSeni uz jsme schopni vyjadfit vektor o = (21, T2, x3) v zavislosti

na vektoru €, = (p1, 2, p3) a vergencénim thlu a.
Pro p3 # 0 ziskdvame tesenti:

1= —PpP2— X,

2X7 + Y2+ Z3)

Yy — Py — _2p2XL + 2p1YL + \/(QPQXL — 2p1YL)2 + 4p§(XE + YL2 + Z%)Y (4 12)
2 ' 2(X7 + Y2+ Z3) b
3= L,

2X; +Y2+ Z3)
kde
X, = —sin % + 2cotg % cos % + (cotg %)2 sin %,
Y, = cos % + 2cotg % sin % — (cotg %)2 cos %,
7, - p1(—sin § + 2cotg & cos § + (cotg $)?sin $)
b3
N pa(cos § + 2cotg ¢ sin § — (cotg ¢)? cos $) .
D3
pro ps = 0 po dosazeni vyrazu (4.7) a (4.8) do (4.9) zjistime, ze
2a3(p1(— sin % + 2cotg % cos % + (cotg %)2 sin %)
+pa(cos @y 2cotg YeinS (cotg g)2 Cos g)) =0. (4.13)

2 4 2 4 2

Vyraz nalevo rovnice (4.13) je roven nule, kdyz a; = 0 nebo kdyz vyraz v zavorce je roven
nule.

Pro a; = 0 je rotor Ry, (viz (4.4)) ve tvaru Rj, = azois, rotace oka je tedy provadéna
pouze kolem osy hsr. Z (4.7) a (4.8) pak plyne, ze x1 = —py a x9 = p;. A protoze vektory
&= (p1,p2,0) a € = (21, T2, x3) jsou jednotkové, pak xz = 0. Zjistili jsme tedy, ze

—~

o = (21,9, 3) = (—p2,p1,0), pro ps =0, a; = 0. (4.14)

Pokud je ve vyrazu levé strany rovnice (4.13) roven nule vyraz v zdvorce, potom
a; muze byt libovolny parametr. V tu chvili nejsme schopni ¢leny x1, x5 a x3 jedno-
znaéné urcit - nastava gimbal lock efect [13]. Gimbal lock efect nastdva ve chvili, kdy
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rovina soumeérnosti puvodniho bodu a bodu, do kterého chceme rotovat, splyva s Lis-
tingovou rovinou, pak se do této pozice muzeme dostat rotaci kolem libovolné osy lezici
v Listingové roviné. Pro konkrétni o gimbal lock efect nastava, kdyz vektor (resp. bod)
i = (cos §,—sin§,0) chceme rotovat z primédrni a pozice do pozice (resp. bodu)

1 = (—cosa, —sina, 0) (Ize odvodit geometricky nebo apardtem Gs).
Tim mame jednoznac¢né urcenou polohu levého oka v zavislosti na sméru jeho pohledu

—~

i = (p1,p2,p3) a vergentnim uhlu a v souradném systému Hj - zndme vyjadieni

vektoru oy = (1, T2, £3) pomoci koeficientit py, pa, ps a o (viz rovnice (4.12) a (4.14))
(kromé bodu, ve kterém nastava gimbal lock efect).

Bud'me v soufadném systému Hp. Chceme vypocitat polohu pravého oka v zavis-
losti na sméru jeho pohledu a vergenénim uhlu a. Méjme oci v primarni « pozici, sle-
duji tedy bod A = [é,d, 0],?13 = (cos §,sin §,0), Cop = (—sin §,cos §,0). Rotace

pravého oka lze vyjadiit pomoci rotoru Ry, kde

«
RR = bo + 610'23 + blCOtg 10'31 + b30‘12, (415)

nebot jeho vektorova ¢dst lezi v roviné (4.2). Po rotaci rotorem Ry se diva oko smérem

Eil r = (¢1,G2,q3). V zévislosti na ném a na vergenénim thlu a chceme vyjadrit vektor

-
€9oRr = (yla y27y3)'
Analogickym postupem, jako u levého oka, ziskavame pro g3 # 0 nasledujici resent:

202 XR + 201 YR + /(202X + 201 YR)? + 43 (X3 + Y + Z3)
20X2+ YR+ Z3)

202 XR + 201 YR + /(202X R + 201 VR)? + 45 (XR + Y3 + Z3)
2XE+YE+ Z%)

22 XR 4201 YR + V2@Xr+2q1YR)? +4¢3(X3 + YZ + Z3)

_ A
& X2+ Y2+ Z2) i

= —q2 + XR7

Y2 = G Yr, (4.16)

kde
Xr = —sin— +200tg%cos— + (cotg g)2 sin%,
Yr = cos% + 2cotg%sin% — (cotg %)2 cos%7
2o — q1(—sin § + 2cotg & cos § + (cotg $)*sin §)
43
N g2(— cos § — 2cotg § sin § + (cotg §)* cos %)
UE]

Pro ¢3 = 0, kdyz nenastane gimbal lock efect:

—~

Cor = (Y1, 92, y3) = (—q2,¢1,0), pro gz =0, by = 0. (4.17)

Gimbal lock efect nastane, kdyz chceme rotovat do polohy i = (—cos v, sin v, 0).
Potom vektor 55 bude zavisly na parametru b;.

Tim znéame polohu pravého oka pro konkrétni smér pohledu € ip = (g1, q2,q3) a ver-
gencni thel o v souradném systému Hp - mame pomoci téchto koeficientu vyjadieny tvar
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vektoru €or = (y1,42,ys) (viz rovnice (4.16) a (4.17)) (kromé polohy, ve které nastava
gimbal lock efect).

Budme v soufadném systému Ho. Zbyva urcit zavislost polohy oc¢i na bodu
B = [By, By, B3], ktery pozoruji. Pomoci bodu B uréime vektory &1L, €1g a vergenéni
thel a.

(B—C) - (B—=Cr)
(v = arccos ; (4.18)
|1B = CLl[||B = Ckl|
kde C, = [0,d, 0], Cgr = [0, —d, 0] jsou centra otaceni jednotlivych o¢i, 2d jejich vzdalenost
od sebe.

B+ B2 —d*+ B2

a = arccos = —— =, (4.19)
V (B} + (By — d)? + B2)(B} + (By + d)? + B?)
=~ B - B,By; —d, B
z}lL _ CL — [ 1, 2 d7 3] ; (420)
IB—=CLll /(B + (B> — d)? + B3)
=~ B — B, B B
E)IR _ CR o [ 1, b2 + d7 3] (421)

IB—Crll  \/(BZ+ (B, +d)® + BY)

Prevedenim vyrazu (4.20) resp. (4.21) do souradného systému Hj resp. Hg a naslednym
dosazenim do (4.12) za (p1, p2, p3) resp. do (4.16) za (q1, ¢2, q3), véetné dosazeni (4.19) za
a, ziskdame vyjadreni polohy oc¢i v zavislosti na bodu B, ktery oc¢i pozoruji, v prislusném
soufadném systému.

Poznamka 4.3. Neuvazujeme sméry pohledu oci ve tvaru (0,¢,0), ¢t € R, potom by bod
B lezel na ose hye. Takovy bod neni elementem plochy (4.3).

4.3 Odvozeni tvaru Listingovych rovin v obecné poloze oci

V této ¢asti na zdkladé Dondersova a Listingova pravidla pro binokuldrni vidéni [14]
(viz ivod kapitoly 4) vypocteme, kolem kterych os mohou oéi provadét sakadické rotacni
pohyby, pozoruji-li v prostoru obecny bod. Postup odvozeni je podobny postupu v pod-
kapitole 3.2.

Budme v soufadném systému H;. Méjme o¢i v primarni a pozici. Vzhledem
k Listingovu pravidlu pro binokularni vidéni se levé oko muze z priméarni o pozice dostat
do obecné pozice A rotorem R = ag + a1093 — ajcotg $031 + azo2, nebot jeho vektorova
¢ast lezi v roviné Ly, (viz (4.1) a obrézek 8).
Pozndmka. Rotor R je vyjadfen v jiném soufadném systému, nez rovina L.

Dale uvazujme, ze se levé oko dostane z primarni o pozice do pozice B pomoci rotoru
Ry = by + bioag — bicotg o031 + b3o1a, jehoz vektorova cdst také lezi v roviné (4.1), a
nasledné z pozice B do pozice C' pomoci rotoru R, ze které se diva stejnym smérem,
jako z pozice A. Z rovnice (1.31) vyplyvé, ze ekvivalentni rotor, vyjadiujici stejnou rotaci
jako po sobé jdouci rotory Ry a R, ziskame vypoctem RsR;. S ohledem na Dondersovo
pravidlo pro binokularni vidéni jsou pozice A a C totozné, takze plati R = RoR;.

Nyni vyjadiime rotor Ry pomoci rotoru R a R;:

— « «
Ry = RRy = (ap+ ajo93 — ajcotg 1031 + a3012)(by — byogg + bicotg 1031 — b3012)

(07 o
= Clobo + (llbl + a1b1 (COtg 1)2 + a3b3 + ((llbg - CL()bl + agblcotg Z
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o Q e}
— apbscotg Z>023 + (—asbycotg 1 + azby + agbicotg 1 a1bs)os; + (asbo
- aoba)o’u-

Vyjadreni soutradnic jeho vektorové césti 7(R2) v Hy je

hir, = a1by — agby + agbicotg % — ajbzcotg %, (4.22)
hQL = —agboCOtg% + a361 + a,gblcotg% — (Ilbg, (423)
th = (1,3b0 — a0b3. (424)

Uvazujme, ze koeficienty by, b1, b3 jsou pevneé zvoleny, koeficienty ag, a1, asz jsou parametry.
Pokud rovnici (4.22) rozndsobime vyrazem —bs — bycotg ¢, rovnici (4.23) vyrazem —by +
bscotg &, rovnici (4.24) vyrazem by ((cotg $)?+1) a nésledné rovnice (4.22), (4.23) a (4.24)
seCteme, ziskame rovnici

(—bs — bocotg %)hm + (—bo + bscotg %)th + by ((cotg %)2 D, =0,  (4.25)

kterd vyjadiuje obecny tvar Listingovy roviny levého oka v obecné pozici B, vyjadiené
pomoci koeficientu rotoru Ry = by + bioaz — bicotg Fo31 + b3o1a, ktery vyjadiuje rotaci
levého oka z primérni « pozice do pozice B.

Daéle uvazujme, ze zndme smér videéni T = (p1, P2, p3) oka v pozici B, a chceme
vyjadrit Listingovu rovinu pro pozici B pomoci koeficienti py,ps,ps a a. V primarni
o pozici se oko divd smérem €, = (cos §,—sin §,0), nezndmy je tedy rotor R; =
bo + b1o23 — bicotg 031 + b3012. Dale budeme odvozovat jeho goniometricky tvar (viz
(1.19)).

Geometricky 1ze snadno odvodit, ze pokud se z bodu X dostaneme do bodu Y rotaci
kolem osy o, potom osa rotace o musi lezet v roviné soumérnosti bodu X a Y (mnoziné
viech bodu, které maji od X a Y stejnou vzdalenost). Rotace je totiz pohyb po kruznici
a rovina soumeérnosti bodu X a Y tvori mnozinu stfedu kruznic, po kterych se muzeme
z bodu X dostat do bodu Y.

Rovina soumérnosti bodu [p1, p2, p3] a [cos §, —sin §, 0], lezicich na jednotkové sfére,
mé obecny tvar (p; —cos §)hiz+ (p2+sin §)hop +pshsy = 0. Prinikem roviny soumérnosti
a Listingovy roviny pro primarni « pozici ziskdvame osu rotace

hi, = pst,
«
hor = —pscotg Zt7
hsr = (—=p1+ cos% —i—chotg% + 2(cos %)2)75, teR.

Jednotkovy vektor, lezici na ose rotace, pomoci kterého vyjadiime goniometricky tvar
rotoru Ry, je ve tvaru:

(ps3, —pscotg §, —p1 + cos § + pycotg § + 2(cos %)2)

%) - (n17n27n3) = .
VP8 + PA(cotg 3)° + (—p1 + cos § + pacotg § + 2(cos $))°

(4.26)

023

V rotoru Ry = by + b1023 — bicotg G031 + b3o1z = cos g + sin gﬁ) 031 | zbyva urcit thel
012

, . o 0 .0 1. .
0, o ktery rotujeme, resp. ¢cleny cos 35 a sin 3. Ty ziskdme z rovnice

« e —
Ry (cos 501~ sin 502)}%1 = p101 + P20y + p303. (4.27)
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Po tprave z (4.27) dostdvame, ze

0 p1cos g —pasing —1
cos- = =$4/1— 5 5 = a3 - ;
2 2(ni — 1 —ni(sin §)% + n3(sin §)? — ningsina)
. P1 COS 2 —posing — 1
sin— = &£ - - .
2 2(nf — 1 —ni(sin §)? + n3(sin §)? — nynysin a)

Zbyva jednoznacné urcit znaménka u ¢lenu cosg a sm— Uvazujme, zZe oko se dostane

z primérn{ o pozice do pozice B rotaci kolem osy 7 o uhel 0 € (—m, ). Potom cos £ > 0
méa kladné znaménko. Pokud jdeme prsty pravé ruky od vektoru, kter}'f chceme rotovat,
k vektoru 77, kolem kterého rotujeme, palec urcuje smér rotace, jinymi slovy rotace je
provedena v kladném sméru (viz véta 1.21). S ohledem na toto tvrzeni uréime znaménko
clenu sin § jako Sgn((?lL X ﬁ) . ?m), kde ¢ = (cos §, —sin §,0), = (p1, P2, P3)-

Jednozna¢né vyjadreni clenu cosg a sing tedy je

—~

0 . p1cosg —pasing —1
cos= = - ’
2(nf — 1 —ni(sin§)? + n3(sin §)? — nynysin @)

.0 N = prcos g —pasing —1
sin— = sgn((€Lxn) e )
2 en (@ ) @) 2(nf — 1 —ni(sin §)? + n3(sin §)? — nyngsin @)
pro (€1 x W) - €11 #0,
0 —~
sin— = =41, pro (?u X W) -y =0. (4.28)

Pozndmka. Pro (?1 1 X %)) .1 = 0 znaménko u Elenu sing neovlivni celkovy vypocet.

Nyni uz zname = (ny,n2,n3), cos ;5 ¢ i sin Z Koeﬁcienty rotoru R1 = by + b1o93 —

bicotg Go31+b3012 vyjadiime jako by = cos , b1 =y sm abs =ng sm , jejich dosazenim
do (4.25) ziskdvame

0 0 0 0 0
(—ngsin 5 ~ cos 2cotg 1 )hlL + (—cos 2 -+ ngsin 2cotg 4)h2L -+ nq sin 5((cotg %)2
+1)hyy =0, (4.29)

kde cleny cosg a sing jsou vyjadiené v (4.28) a ¢leny nq,ns, n3 jsou vyjadrené v (4.26).

Tim jsme jednoznacné ziskali obecny tvar Listingovy roviny levého oka v obecné po-
zici v z4vislosti na sméru pohledu ¢, = (p1,p2, p3) a vergenénim thlu « v souradném
systému Hp,.

Bud'me v souradném systému Hp. Méjme pravé oko v obecné pozici, ze které
se divé smérem €5 = (¢1, G2, q3). Analogickym postupem, jako pro levé oko, ziskdvame
Listingovu rovinu v zavislosti na sméru pohledu Cir = (1, G2, q3) a vergenénim thlu o
ve tvaru

(—mg sin % + cos %cotg %)th + (— cos % — mgsin gcotg %)th + my sin g((cotg %)2
+1)hsg = 0, (4.30)
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kde

cosE +qusing —1
cos? = \/1—2( o 2 T 1270 5

2 mi — 1 —mi(sin§)? 4+ m3(sin §)2 + mymgsina)’
. ¢ qucos§ + qasing — 1
sin— = sgn((¢rx )€ :
2 g (@1 ) 1R) 2(mi — 1 —mi(sin§)? + m3(sin §)2 + mymy sin a)

pro(?mxm) elR%O
Sing — 41, pro (€ig x t)- elR—O (4.31)

(g3, gscotg §, —q1 + cos § — gacotg § + 2(cos $)?)
\/CI32, + ¢3(cotg D)2+ (—q1 + cos § — gacotg § + 2(cos §))?

m = (ml,mg,mg) = s (432)

iR = (cos §,sin §,0) a iR = (q1,q2,q3)-

Bud'me v souradném systému Hc. Chceme vyjddiit tvar Listingovych rovin (4.29)
a (4.30) v zavislosti na obecném bodu B = [By, Be, Bs), ktery o¢i pozoruji.

V H¢ jsou pomoci bodu B vektory L, €in a vergen¢ni uhel a vyjadreny v (4.20)
(4.21) a (4.19). Prepoctenim vyrazu (4.20) resp. (4.21) do soufadného systému H, resp.
Hp a dosazenim do (4.29) za (p1,p2, p3) resp. dosazenim do (4.30) za (q1, g2, q3), véetné
dosazeni (4.19) za «, ziskdme tvar Listingovych rovin v vyjadienych v zavislosti na bodu
B, ktery oc¢i pozoruji, v prislusném souradném systému.
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Zaver

V této praci jsme se zabyvali popisem o¢nich pohybu aparatem geometrickych algeber.

V tvodni ¢asti byla rozebrana matematickd teorie, tykajici se geometrické algebry
Gs. V této algebre jsme definovali tzv. rotory. Dokézali jsme, ze rotory spolu tvoii grupu,
predvedli jsme jejich ruzné zpusoby reprezentace - zapis pomoci skalarni a vektorové ¢asti,
goniometricky tvar. Déle jsme uvedli, jak pomoci rotoru vyjadrit ve 3D prostoru rotaci
vektoru kolem libovolné osy, prochéazejici pocatkem soustavy soutadnic, o libovolny thel.
Ukazali jsme také, jakym zpusobem lze slozenou rotaci, vyjadienou vice rotory, nahradit
jednoduchou rotaci, vyjadienou jednim ekvivalentnim rotorem. Tento aparat byl dale
pouzit k odvozovani vztahu v dalsich kapitolach.

Dalsi ¢éast byla vénovana klasifikaci oénich pohybu, popsali jsme predevsim pohyby
sakadické, slouzici k prohlizeni zorného pole, a pohyby disjunktni, slouzici k zaostfeni
na blizky bod. Blizky bod je pak sledovan pod vergen¢nim thlem «. Uvedeny jsou také
definice souradnych systému, pouzivanych v praci.

Nasledovala odvozeni, opirajici se o medicinsky vypozorovand pravidla Dondersovo a
Listingovo. Formulace téchto pravidel a z nich vychazejici vztahy byly uvedeny nejdiive
pro sledovani vzdalenych objektu. Vypocitali jsme, v jaké se oko nachazi poloze v zavislosti
na sméru, kterym se diva. Také jsme odvodili tvar roviny, ve které lezi vSechny osy, kolem
kterych muze oko rotovat, je-li v obecné poloze. Tato rovina je také vyjadiena v zavislosti
na smeéru pohledu.

V zévérecné ¢asti byly formulace pravidel Dondersova a Listingova rozsiteny pro bino-
kularni vidéni a sledovani blizkych objektu. Vypocitali jsme, v jaké se o¢i nachazi pozici
v zavislosti na bodu, ktery pozoruji. V zavislosti na tomto bodu jsme odvodili také tvary
rovin (pro levé a pravé oko), ve kterych lezi véechny osy, kolem kterych o¢i mohou vy-
konéavat sakadické rota¢ni pohyby.

Pro lepsi osvojent si kalkulu zalozeného na geometrickych algebrach jsme pii vypoctech
nevyuzivali specializovany software. Tato geometricka algebra se ukazala jako vhodny
aparat pro odvozeni vlastnosti oci, sledujicich vzdélené objekty. V kapitole 3, kde s timto
predpokladem pracujeme, je odvozovani efektivni a pomérné jednoduché.

Obtiznéjsi bylo nalezeni vztahu v kapitole 4, kde jsme predpokladali, ze oc¢i sleduji
blizké objekty, ackoliv postup odvozeni byl velmi podobny, jako v kapitole 3. Vhodnéjsi
by zde zfejmé bylo pouzit néjakou vyssi geometrickou algebru, napiiklad Gspo; [1], po-
moci které lze vyjadrit rotaci bodu kolem libovolné osy, nejen kolem osy, prochézejici
pocatkem. Pak bychom naptiklad pri postupu nepotiebovali tfi ruzné souradné systémy,
ale pouze jeden. Pti pouziti vyssi geometrické algebry by ovSsem bylo nejspis nutné pouzit
matematicky software, protoze algebraické tpravy uz by byly pfili§ technicky narocné.
Vse se v8ak nakonec podarilo vyjadrit i bez pocitace pomoci Gg.

P1i navazani na tuto praci by bylo ziejmé dobré rozsitit Listingovo pravidlo pro rotaci
o¢f o velké 1ihly, Listingova rovina se totiz pro velké uihly ur¢itym zpusobem zakfivuje [1].
K tomu je potfeba o¢ni kinematiku popsat podrobnéji, predevsim uvést omezeni uhlu,
o které o¢i mohou rotovat. Také by nemuselo byt Spatné najit souvislost mezi Donder-
sovym pravidlem, Listingovym pravidlem a zpracovanim obrazu, vytvofeném na sitnici,
zde by bylo ziejmé potieba nastudovat i anatomii lidského oka.
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Seznam pouzitych symbola a zkratek

Souradné systémy a jejich osy a baze:

H—> —
—

{ h 1, h 2 h 3}

h17 h27 h3

Hy,

h1L7 h'QLa h3L

Hpg

higr, har, h3r

He

hic, hac, hse
E

{?17 E>27 €>3}

Ey,

{?lLa €>2L7 €>3L}

Ep

{?lRu ?QRu €>?)R}

Soutadny systém fixovany k hlavé s pocatkem ve stredu oka

Ortonormalni baze souradného systému H

Osy soutadného systému H

Soutradny systém fixovany k hlavé s pocatkem ve stiedu levého oka
Osy soutradného systému H,

Souradny systém fixovany k hlavé s poc¢atkem ve stfedu pravého oka
Osy soutadného systému Hp

Soutradny systém fixovany k hlavé s pocatkem ve stiedu spojnice oci
Osy soutadného systému H¢

Soutadny systém fixovany k oku s pocatkem v jeho stiedu
Ortonormalni baze souradného systému F,

€1 - smér pohledu oka

Soutradny systém fixovany k levému oku s pocétkem v jeho stredu
Ortonormalni baze souradného systému Ep,,

?1 1, - smér pohledu levého oka

Soutadny systém fixovany k pravému oku s pocatkem v jeho stiedu
Ortonormalni baze souradného systému Efg,

€ 1R - SIér pohledu pravého oka

Dalsi pouzité symboly a matematické operatory:

Cr,Cr
O
d

(07

Centrum otaceni levého resp. pravého oka

Stred usecky spojujici centra otaceni oci

Polovina vzdalenosti o¢i

vergen¢ni tihel

Leva resp. prava Listingova rovina v primarni « pozici
Mnozina realnych ¢isel

Geometricka algebra, jejiz prvky jsou generovany béazi

{]_, 01,09,03,0203,0301,0109, 0'10'20'3}

Obraz prvku @ € R3 v Gs, generovany bazi {0y, 03, 03}
Obraz prvku @ € R3 v Gs, generovany bazi {oas, 031, 012}
Rotor

Skalarni a vektorova ¢ast rotoru R

Uhel, o ktery rotujeme

Jednotkovy vektor urcujici osu rotace

Obraz jednotkového vektoru v Gs, generovany bazi {oa3, 031,012}
Vektor rotace

Konjugovany prvek k prvku U

Oznaceni vysledného prvku po rotaci prvku U

Vektorovy a skaldrni soucin

Skladani vektoru rotace
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