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Abstrakt

Ćılem práce je popsat očńı pohyby a obecnou pozici oč́ı aparátem geometrických algeber.
Úvodńı část obsahuje teorii, týkaj́ıćı se př́ıslušné geometrické algebry. Dále je uvedena kla-
sifikace očńıch pohyb̊u a pojmy, které jsou při popisu těchto pohyb̊u použ́ıvány. Následuj́ı
odvozeńı, pomoćı kterých je vyjádřena pozice oč́ı v závislosti na bodu, který pozoruj́ı,
nejdř́ıve při sledováńı vzdálených objekt̊u, dále při sledováńı bĺızkých objekt̊u. Vyjádřeny
jsou i př́ıpustné pohyby oč́ı pomoćı os, kolem kterých oko může v obecné pozici rotovat.
Výpočty se oṕıraj́ı o medićınsky vypozorovaná pravidla Dondersovo a Listingovo.

Abstract

The goal of this thesis is to describe eye movements and general eye position using ap-
paratus of geometric algebra. The introduction covers the theory about the appropriate
geometric algebra, followed by the classifications of the eye movements and the terms used
to describe these movements. Following this, the calculations that describe eye position
derived from a single observed point are listed, for distant and close points. In addition,
the possible eye movements in respect to the axis in which an eye can rotate is described,
for any general position. All the calculations are based on Donders’ law and Listing’s law.
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Úvod

Úkolem této práce je popsat kinematiku očńıch pohyb̊u aparátem Cliffordových neboli
geometrických algeber [8, 11, 3, 9, 2]. Zabývat se budeme předevš́ım sakadickými a dis-
junktńımi očńımi pohyby [12].

Sakadické očńı pohyby jsou velmi rychlé rotačńı pohyby, které slouž́ı k prohĺıžeńı
zorného pole. Jsou v̊uĺı ovlivnitelné, ale zároveň je vykonáváme i nevědomky. Následuj́ı
za sebou vždy s odstupem 150ms, tuto dobu mozek potřebuje k vyhodnoceńı obrazu. Při
binokulárńım viděńı (sledováńı objekt̊u oběma očima) jsou sakadické pohyby obou oč́ı na
sobě závislé. Jedná se vlastně o nejzákladněǰśı očńı pohyby, předevš́ım k těmto pohyb̊um
se vztahuj́ı výpočty v této práci.

Disjunktńı očńı pohyb slouž́ı k zaostřeńı na nějaký bod. Tento bod je pak sledován
pod úhlem α. Úhel α se nazývá vergenčńı. Pokud oči sleduj́ı bod pod vergenčńım úhlem α
a provedou na sobě závislé sakadické pohyby a začnou pozorovat jiný bod, opět ho sleduj́ı
pod vergenčńım úhlem α [14]. Aby byl vergenčńı úhel změněn, je potřeba vykonat daľśı
disjunktńı pohyb. Oproti sakadickým pohyb̊um jsou disjunktńı pohyby pomaleǰśı a v́ıce
náročné z hlediska svalového zat́ıžeńı.

Základńı teorie, týkaj́ıćı se oč́ı a očńıch pohyb̊u, se nacháźı v kapitole 2 a v [12].
Z očńı kinematiky se zabýváme hlavně t́ım, na jakých faktorech záviśı obecná poloha

oka (např́ıklad jestli záviśı na předešlé pozici oka nebo na směru pohledu atd.), a na
základě čeho ji jsme schopni kvantitativně určit.

O obecné poloze oka hovoř́ı medićınsky vypozorovaná pravidla Dondersovo a Lis-
tingovo [1, 5, 14]. Z Dondersova pravidla plyne, že poloha oč́ı záviśı na směrech jejich
pohled̊u resp. na bodu, který pozoruj́ı. Listingovo pravidlo hovoř́ı o tom, kolem kterých
os může oko vykonávat sakadické rotačńı pohyby. Oko totiž nemůže vykonat rotačńı po-
hyb kolem libovolné osy, procházej́ıćı jeho centrem otáčeńı, ale pouze kolem os, které lež́ı
v tzv. Listingově rovině. Přesné formulace pravidel Dondersova a Listingova jsou uvedeny
pro sledováńı vzdálených objekt̊u v úvodu kapitoly 3, rozš́ı̌rené formulace těchto pravidel
pro binokulárńı viděńı a sledováńı bĺızkých objekt̊u jsou uvedené v úvodu kapitoly 4.

Hlavńım ćılem práce je na základě Dondersova pravidla a Listingova pravidla vyjádřit
polohu oč́ı v závislosti na směrech jejich pohled̊u a dále vyjádřit, kolem kterých os mohou
oči rotovat, jsou-li v obecné poloze - vypoč́ıtat, jak vypadá Listingova rovina v závislosti
na směru pohledu. Výpočty se nejdř́ıve týkaj́ı sledováńı vzdálených objekt̊u (kapitola 3),
dále jsou rozš́ı̌reny na binokulárńı viděńı a sledováńı bĺızkých objekt̊u (kapitola 4).

Pro výpočet výše zmı́něných ćıl̊u použ́ıváme tzv. geometrickou algebru G3 [9], pomoćı
které lze ve vektorovém prostoru R3, generovaném ortonormálńı báźı, snadno a efektivně
analyticky vyjádřit rotaci vektoru resp. bodu kolem libovolné osy, procházej́ıćı počátkem
soustavy souřadnic, o libovolný úhel. K tomu slouž́ı tzv. rotory - prvky z G3. Jedná se
o čtyřrozměrné vektory, kde prvńı souřadnice jednoznačně určuje úhel, o který chceme ro-
tovat, a daľśı tři souřadnice určuj́ı osu rotace. Matematická teorie, týkaj́ıćı se geometrické
algebry G3, je rozebrána v kapitole 1.
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1 Geometrická algebra G3

Poznámka 1.1. Definice základńıch pojmů z lineárńı algebry, použ́ıvaných v této kapi-
tole, nalezneme v [6], př́ıpadně v [7].

1.1 Základńı definice

Mějme 8-dimenzionálńı vektorový prostor nad tělesem R, generovaný lineárńımi kombi-
nacemi prvk̊u z množiny B = {1, σ1, σ2, σ3, σ2σ3, σ3σ1, σ1σ2, σ1σ2σ3}, který označ́ıme G3.

Zaved’me notaci:

σij = σiσj, (1.1)

σijk = σiσjσk, i, j, k ∈ {1, 2, 3}. (1.2)

Libovolný prvek g ∈ G3 budeme zapisovat ve tvaru:

g = a0 + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3 + a4σ23 + a5σ31 + a6σ12 + a7σ123, (1.3)

kde ai ∈ R, i ∈ {0, 1, ..., 7}.
Necht’ h ∈ G3 je libovolný prvek ve tvaru:

h = b0 + b1σ1 + b2σ2 + b3σ3 + b4σ23 + b5σ31 + b6σ12 + b7σ123, (1.4)

kde bi ∈ R, i ∈ {0, 1, ..., 7}, potom vektorový součet na G3 je definován pomoćı prvk̊u
(1.3) a (1.4) jako

g + h = a0 + b0 + (a1 + b1)σ1 + (a2 + b2)σ2 + (a3 + b3)σ3 + (a4 + b4)σ23

+ (a5 + b5)σ31 + (a6 + b6)σ12 + (a7 + b7)σ123. (1.5)

Necht’ c ∈ R je libovolné reálné č́ıslo a g ∈ G3 prvek ve tvaru (1.3). Násobeńı skalárem
je na G3 definováno jako

cg = ca0 + ca1σ1 + ca2σ2 + ca3σ3 + ca4σ23 + ca5σ31 + ca6σ12 + ca7σ123. (1.6)

Definujme mezi prvky (1.3) a (1.4) součin následuj́ıćım zp̊usobem:

gh = a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3 − a4b4 − a5b5 − a6b6 − a7b7
+ (a1b0 + a0b1 + a6b2 − a5b3 − a7b4 + a3b5 − a2b6 − a4b7)σ1
+ (a2b0 − a6b1 + a0b2 + a4b3 − a3b4 − a7b5 + a1b6 − a5b7)σ2
+ (a3b0 + a5b1 − a4b2 + a0b3 + a2b4 − a1b5 − a7b6 − a6b7)σ3
+ (a4b0 + a7b1 − a3b2 + a2b3 + a0b4 + a6b5 − a5b6 + a1b7)σ23

+ (a5b0 + a3b1 + a7b2 − a1b3 − a6b4 + a0b5 + a4b6 + a2b7)σ31

+ (a6b0 − a2b1 + a1b2 + a7b3 + a5b4 − a4b5 + a0b6 + a3b7)σ12

+ (a7b0 + a4b1 + a5b2 + a6b3 + a1b4 + a2b5 + a3b6 + a0b7)σ123. (1.7)

Poznámka 1.2. Součin je definován tak, aby platilo

σ2
i = 1,
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σiσj = −σjσi, i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j. (1.8)

Tyto identity můžeme při výpočtu použ́ıvat.
Podobnou situaci si můžeme představit např́ıklad u komplexńıch č́ısel. Máme-li dvě

komplexńı č́ısla [a1, a2] a [b1, b2], formálně je součin mezi nimi zaveden jako [a1b1 −
a2b2, a1b2 + a2b1], avšak lze na ně pohĺıžet tak, že [a1, a2] = a1 + a2i a [b1, b2] = b1 + b2i,
kde i2 = −1.

Vrat’me se ale zpět k naš́ı struktuře. Chceme např́ıklad vypoč́ıtat součin mezi g =
(σ2 + 2σ3 + 3σ123) a h = (1 + 4σ31).

gh = (σ2 + 2σ3 + 3σ123)(1 + 4σ31) = σ2 + 2σ3 + 3σ123 + 4σ2σ31 + 8σ3σ31 + 12σ123σ31

= σ2 + 2σ3 + 3σ123 + 4σ123 + 8σ1 − 12σ2 = 8σ1 − 11σ2 + 2σ3 + 7σ123.

Mı́sto formálńı definice (1.7) zkrátka můžeme roznásobit každý člen s každým a použ́ıvat
vztahy (1.1), (1.2) a (1.8). (Pozor, násobeńı je nekomutativńı, je potřeba dodržovat
pořad́ı).

Poznámka 1.3. Necht’ f, g, h ∈ G3 jsou libovolné prvky. Z (1.7) a (1.5) lze př́ımo dokázat
následuj́ıćı vlastnosti součinu (1.7):
1. Je asociativńı, takže plat́ı

(fg)h = f(gh). (1.9)

2. Plat́ı levá a pravá distributivita vzhledem k operaci + (vektorový součet), tedy:

f(g + h) = fg + fh,

(g + h)f = gf + hf.

3. Je nekomutativńı, nelze tedy o libovolných prvćıch prohlásit, že gh = hg, např́ıklad

σ1σ2 = −σ2σ1 6= σ2σ1.

4. Neńı antikomutativńı, nelze tedy o libovolných prvćıch prohlásit, že gh = −hg, např́ıklad

σ1σ1 = 1 6= −σ1σ1 = −1.

Definice 1.4. Vektorový prostor G3 se zavedeným součinem (1.7) nazveme geometrickou
algebrou Eukleidovského 3D prostoru, kterou budeme dále označovat G3.

Poznámka 1.5. Alternativńı definici geometrické algebry G3 a matematickou teorii,
týkaj́ıćı se j́ı, lze nalézt v [9].

Definice 1.6. Necht’ g ∈ G3 je libovolný prvek ve tvaru (1.3), potom zobrazeńı || || :
G3 → R+, pro které plat́ı:

||g|| =

√√√√ 7∑
i=0

a2i , (1.10)

nazveme normou prvku g.

Poznámka 1.7. Jedná se o eukleidovskou normu 8-dimenzionálńıho vektorového pro-
storu, značeńı || || budeme použ́ıvat i pro eukleidovskou normu prostoru R3.

Definice 1.8. Necht’ g ∈ G3 je libovolný prvek ve tvaru (1.3), potom prvek ve tvaru

g = a0 − a1σ1 − a2σ2 − a3σ3 − a4σ23 − a5σ31 − a6σ12 − a7σ123 (1.11)

nazveme konjugovaným prvkem k prvku g.
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1.2 Rotory a jejich vlastnosti

Definice 1.9. Necht’ R ∈ G3 je prvek, pro který plat́ı:

R = a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12, (1.12)

||R|| =
√
a20 + a21 + a22 + a23 = 1,

kde ai ∈ R, i ∈ {0, 1, 2, 3}, pak prvek R nazveme rotorem v geometrické algebře G3 (dále
jen rotorem).

Poznámka 1.10. Je-liR ∈ G3 rotorem, pak k němu konjugovaný prvekR je také rotorem.

Věta 1.11. Množina všech rotor̊u se součinem (1.7) tvoř́ı nekomutativńı grupu. Neutrálńı
prvek je 1 ∈ G3, takže pro libovolný rotor R plat́ı 1R = R1 = R. Inverzńı prvek k libo-
volnému rotoru R je k němu konjugovaný rotor R, takže plat́ı RR = RR = 1.

D̊ukaz. Nejdř́ıve ukážeme uzavřenost součinu na množině rotor̊u. Mějme libovolné rotory
R1, R2 ∈ G3, kde R1 = a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12 a R2 = b0 + b1σ23 + b2σ31 + b3σ12, potom
součin mezi nimi je dle definice (1.7) roven:

R1R2 = (a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12)(b0 + b1σ23 + b2σ31 + b3σ12)

= a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 + (a1b0 + a0b1 + a3b2 − a2b3)σ23
+ (a2b0 − a3b1 + a0b2 + a1b3)σ31 + (a3b0 + a2b1 − a1b2 + a0b3)σ12. (1.13)

Výsledný prvek je tedy, stejně jako rotory, generovaný báźı {1, σ2σ3, σ3σ1, σ1σ2}.
Dále je potřeba ukázat, že ||R1R2|| = 1.

||R1R2||2 = (a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3)2 + (a1b0 + a0b1 + a3b2 − a2b3)2

+ (a2b0 − a3b1 + a0b2 + a1b3)
2 + (a3b0 + a2b1 − a1b2 + a0b3)

2

= a20b
2
0 − 2a0b0a1b1 − 2a0b0a2b2 − 2a0b0a3b3 + a21b

2
1 + 2a1b1a2b2 + 2a1b1a3b3

+ a22b
2
2 + 2a2b2a3b3 + a23b

2
3 + a21b

2
0 + 2a1b0a0b1 + 2a1b0a3b2 − 2a1b0a2b3

+ a20b
2
1 + 2a0b1a3b2 − 2a0b1a2b3 + a23b

2
2 − 2a3b2a2b3 + a22b

2
3 + a22b

2
0

− 2a2b0a3b1 + 2a2b0a0b2 + 2a2b0a1b3 + a23b
2
1 − 2a3b1a0b2 − 2a3b1a1b3

+ a20b
2
2 + 2a0b2a1b3 + a21b

2
3 + a23b

2
0 + 2a3b0a2b1 − 2a3b0a1b2 + 2a3b0a0b3

+ a22b
2
1 − 2a2b1a1b2 + 2a2b1a0b3 + a21b

2
2 − 2a1b2a0b3 + a20b

2
3

= a20b
2
0 + a21b

2
1 + a22b

2
2 + a23b

2
3

+ a21b
2
0 + a20b

2
1 + a23b

2
2 + a22b

2
3

+ a22b
2
0 + a23b

2
1 + a20b

2
2 + a21b

2
3

+ a23b
2
0 + a22b

2
1 + a21b

2
2 + a20b

2
3. (1.14)

Vytkneme-li u př́ıslušných člen̊u prvek b2i , kde i ∈ {0, 1, 2, 3}, a využijeme vlastnosti
a20 + a21 + a22 + a23 = 1, která plyne z definice rotoru, źıskáme výraz

b20 + b21 + b22 + b23,

o kterém v́ıme, že je také roven 1. Ukázali jsme, že ||R1R2||2 = 1 resp. ||R1R2|| = 1.
Operace násobeńı je tedy na množině rotor̊u uzavřená.

Asociativita násobeńı je zmı́něna výše u vlastnost́ı součinu (viz (1.9)).
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Dále je potřeba určit neutrálńı prvek. To je zřejmě 1 ∈ G3, nebot’ tento prvek odpov́ıdá
definici rotoru a pro libovolný rotor R plat́ı 1R = R1 = R.

Dále ukážeme, že inverzńı prvek R−1 k rotoru R je jeho konjugovaným prvkem, tedy
R−1 = R. Mějme rotor R = a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12 a k němu konjugovaný rotor
R = a0 − a1σ23 − a2σ31 − a3σ12 a proved’me mezi nimi součin:

RR = (a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12)(a0 − a1σ23 − a2σ31 − a3σ12)
= a20 + a21 + a22 + a23
+ (a1a0 − a0a1 + a3a2 − a2a3)σ23
+ (a2a0 + a3a1 − a0a2 − a1a3)σ31
+ (a3a0 − a2a1 + a1a2 − a0a3)σ12
= a20 + a21 + a22 + a23 = 1. (1.15)

Analogicky vypočteme, že RR = 1. Ukázali jsme tedy, že R = R−1. T́ım je dokázáno, že
se jedná o grupu.

Zbývá ukázat, že jde o grupu nekomutativńı, to ukážeme na protipř́ıkladu. Mějme
rotory R1 = σ23 a R2 = σ31. Potom R1R2 = σ23σ31 = σ21 = −σ12. Obráceně R2R1 =
σ31σ23 = σ12 6= −σ12, takže součin na množině rotor̊u neńı komutativńı. T́ım je věta zcela
dokázána.

Poznámka 1.12. Tato grupa je izomorfńı spinové grupě Spin(2) [4].

Důsledek 1.13. Vynásob́ıme-li spolu dva libovolné rotory, źıskáme opět rotor.

Př́ıklad 1.14. Mějme rotory R1 = 0, 6 + 0, 8σ23 a R2 = 0, 7 + 0, 5σ23 + 0, 4σ31 +
√

0, 1σ12.
Jejich vynásobeńım źıskáme:

R1R2 = (0, 6 + 0, 8σ23)(0, 7 + 0, 5σ23 + 0, 4σ31 +
√

0, 1σ12)

= 0, 42 + 0, 36σ23 + 0, 24σ31 + 0, 6
√

0, 1σ12 + 0, 56σ23

− 0, 4− 0, 32σ12 + 0, 8
√

0, 1σ31

= 0, 02 + 0, 86σ23 + (0, 24 + 0, 8
√

0, 1)σ31 + (0, 6
√

0, 1− 0, 32)σ12.

||R1R2|| =

√
0, 022 + 0, 862 + (0, 24 + 0, 8

√
0, 1)2 + (0, 6

√
0, 1− 0, 32)2 = 1.

Součinem dvou rotor̊u jsme źıskali opět rotor, nebot’ je generován báźı {1, σ2σ3, σ3σ1, σ1σ2}
a jeho norma je rovna jedné.

Důsledek 1.15. Pro libovolné rotory R1, R2 plat́ı:

R1R2 = R2R1. (1.16)

D̊ukaz. Tuto vlastnost splňuj́ı invertibilńı prvky v grupě:

AB(AB)−1 = (AB)−1AB = 1,

ABB−1A−1 = B−1A−1AB = 1,

takže
(AB)−1 = B−1A−1.
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Př́ıklad 1.16. V minulém př́ıkladu jsme měli rotory R1 = 0, 6 + 0, 8σ23, R2 = 0, 7 +
0, 5σ23 +0, 4σ31 +

√
0, 1σ12 a jejich součin R1R2 = 0, 02+0, 86σ23 +(0, 24+0, 8

√
0, 1)σ31 +

(0, 6
√

0, 1− 0, 32)σ12. Pro konjungovaný součin tedy plat́ı

R1R2 = 0, 02− 0, 86σ23 − (0, 24 + 0, 8
√

0, 1)σ31 − (0, 6
√

0, 1− 0, 32)σ12.

Dále spočtěme R2R1:

R2R1 = (0, 7− 0, 5σ23 − 0, 4σ31 −
√

0, 1σ12)(0, 6− 0, 8σ23)

= 0, 42− 0, 56σ23 − 0, 3σ23 − 0, 4− 0, 24σ31 + 0, 32σ12

− 0, 6
√

0, 1σ12 − 0, 8
√

0, 1σ31

= 0, 02− 0, 86σ23 − (0, 24 + 0, 8
√

0, 1)σ31 − (0, 6
√

0, 1− 0, 32)σ12 = R1R2.

Definice 1.17. Máme-li rotor R ve tvaru (1.12), potom prvek a0 nazveme skalárńı část́ı
rotoru R a budeme ji dále značit S(R). Vektor (a1, a2, a3) nazveme vektorovou část́ı rotoru

R a budeme ji dále značit
−→
V (R). Rotor R je vyjádřen pomoćı skalárńı a vektorové části

takto:

R = S(R) +
−→
V (R)

 σ23
σ31
σ12

 . (1.17)

Věta 1.18. Mějme rotory R1, R2, kde R1 = S(R1) +
−→
V (R1)

 σ23
σ31
σ12

 a R2 = S(R2) +

−→
V (R2)

 σ23
σ31
σ12

, potom jejich součin lze vyjádřit ve tvaru:

R1R2 = S(R1)S(R2)−
−→
V (R1) ·

−→
V (R2) + S(R1)

−→
V (R2)

 σ23
σ31
σ12


+ S(R2)

−→
V (R1)

 σ23
σ31
σ12

+ (
−→
V (R2)×

−→
V (R1))

 σ23
σ31
σ12

 . (1.18)

D̊ukaz. Mějme rotory R1 a R2, kde R1 = a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12 a R2 = b0 + b1σ23 +
b2σ31 + b3σ12. Jejich součin (viz (1.13)) R1R2 je vyjádřen ve tvaru

R1R2 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 + (a1b0 + a0b1 + a3b2 − a2b3)σ23
+ (a2b0 − a3b1 + a0b2 + a1b3)σ31 + (a3b0 + a2b1 − a1b2 + a0b3)σ12,

což lze upravit na tvar

R1R2 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3
+ a1b0σ23 + a0b1σ23 + (a3b2 − a2b3)σ23
+ a2b0σ31 + a0b2σ31 + (a1b3 − a3b1)σ31
+ a3b0σ12 + a0b3σ12 + (a2b1 − a1b2)σ12
= a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3
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+ b0(a1, a2, a3)

 σ23
σ31
σ12

+ a0(b1, b2, b3)

 σ23
σ31
σ12


+ (a3b2 − a2b3, a1b3 − a3b1, a2b1 − a1b2)

 σ23
σ31
σ12

 .

Nyńı je snadno vidět, že když a0 resp. b0 nahrad́ıme S(R1) resp. S(R2) a (a1, a2, a3) resp.

(b1, b2, b3) nahrad́ıme
−→
V (R1) resp.

−→
V (R2), źıskáme tvar (1.18).

Definice 1.19. Rotor R = a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12, lze vyjádřit ve tvaru:

R = cos
θ

2
+N sin

θ

2
, (1.19)

kde

θ = 2 arccos a0, (1.20)

N =
a1σ23 + a2σ31 + a3σ12√

a21 + a22 + a23
, pro R 6= 1, (1.21)

N = 0, pro R = 1.

Toto vyjádřeńı budeme dále označovat jako goniometrický tvar rotoru R.

Poznámka 1.20. Máme-li rotor R ve tvaru (1.19), potom k němu konjugovaný rotor R
je ve tvaru:

R = cos
θ

2
−N sin

θ

2
. (1.22)

1.3 Rotace ve 3D

Zaved’me nyńı zobrazeńı Ψ : R3 → G3 a zobrazeńı Φ : R3 → G3, pro která plat́ı:

Ψ

 x
y
z

 = xσ1 + yσ2 + zσ3, (1.23)

Φ

 x
y
z

 = xσ23 + yσ31 + zσ13, (1.24)

kde x, y, z ∈ R.

Věta 1.21. Mějme rotor R ∈ G3 ve tvaru (1.12) resp. v goniometrickém tvaru (1.19) a
k němu konjugovaný rotor R. Máme tedy

R = a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12 = cos
θ

2
+N sin

θ

2
,

R = a0 − a1σ23 − a2σ31 − a3σ12 = cos
θ

2
−N sin

θ

2
,

kde

θ = 2 arccos a0,
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N =
a1σ23 + a2σ31 + a3σ12√

a21 + a22 + a23
, pro R 6= 1,

N = 0, pro R = 1.

Dále mějme prvek U ∈ G3 ve tvaru U = u1σ1 + u2σ2 + u3σ3. Potom výpočtem

RUR = Ũ = ũ1σ1 + ũ2σ2 + ũ3σ3 (1.25)

źıskáme vektor −̃→u = Ψ−1(Ũ) =

 ũ1
ũ2
ũ3

, který vznikne rotaćı kolem vektoru −→n =

Φ−1(N) = 1√
a21+a

2
2+a

2
3

 a1
a2
a3

 o úhel θ v kladném směru v prostoru R3.

D̊ukaz. Viz [9].

Poznámka 1.22. Kladným směrem rotace je myšleno, že když jdeme prsty pravé ruky
od vektoru −→u (vektor, který chceme rotovat) k vektoru −→n (vektor určuj́ıćı osu rotace),
palec ukazuje směr rotace. Pokud bychom chtěli rotovat opačným směrem, stač́ı mı́sto
RUR vypoč́ıtat RUR resp. změnit znaménko u členu N sin θ

2
.

Tvrzeńı 1.21 demonstrujme na př́ıkladu:

Př́ıklad 1.23. Mějme prostor R3. Chceme např́ıklad provést rotaci vektoru−→u =

 0
1
0

 =

Ψ−1(σ2) kolem osy x o úhel θ. Odpov́ıdaj́ıćı rotor R je ve tvaru R = cos θ
2

+σ23 sin θ
2
, takže

N = σ23 = Φ

 1
0
0

. Máme tedy

RUR = (cos
θ

2
+ σ23 sin

θ

2
)σ2(cos

θ

2
− σ23 sin

θ

2
)

= (σ2 cos
θ

2
− σ3 sin

θ

2
)(cos

θ

2
− σ23 sin

θ

2
)

= σ2 cos2
θ

2
− σ3 sin

θ

2
cos

θ

2
− σ3 sin

θ

2
cos

θ

2
− σ2 sin2 θ

2

= σ2 cos θ − σ3 sin θ = Ψ

 0
cos θ
− sin θ

 .

Źıskali jsme vektor

 0
cos θ
− sin θ

, který odpov́ıdá rotaci vektoru

 0
1
0

 kolem osy x o úhel

θ. Pokud bychom chtěli rotovat opačným směrem, stačilo by otočit znaménko u prvku N ,
odpov́ıdaj́ıćı rotor by pak byl ve tvaru R = cos θ

2
− σ23 sin θ

2
. Analogickým výpočtem

bychom potom źıskali vektor

 0
cos θ
sin θ

, který odpov́ıdá rotaci vektoru

 0
1
0

 kolem osy

x o úhel θ opačným směrem.
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Rotor je tedy čtyřrozměrný prvek, který konkrétně určuje osu (procházej́ıćı počátkem
soustavy souřadnic), kolem které je prováděna rotace ve 3D prostoru, úhel, o který je
provedena, i směr rotace.

V předchoźı podkapitole jsou uvedena tři r̊uzná vyjádřeńı rotoru R (viz (1.12), (1.17)
a (1.19)), takže

R = a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12 = S(R) +
−→
V (R)

 σ23
σ31
σ12

 = cos
θ

2
+N sin

θ

2
.

Osu rotace určuje vektor (a1, a2, a3) =
−→
V (R) resp. vektor −→n = Φ−1(N) (−→n je vlastně

k-násobkem (a1, a2, a3) =
−→
V (R)). Úhel rotace θ je pak vyjádřen pomoćı členu a0 = S(R)

a to tak, že θ = 2 arccos a0 resp. θ = 2 arccosS(R). Rotor v goniometrickém tvaru je
př́ımo vyjádřen pomoćı úhlu rotace θ.

Poznámka 1.24. Když se omeźıme na rotace o úhel θ ∈ 〈0, 2π〉, potom sin θ
2
≥ 0 a

vektor −→n je kladným k-násobkem vektoru (a1, a2, a3) =
−→
V (R). Můžeme tedy prohlásit,

že pokud jdeme prsty pravé ruky od vektoru −→u (vektor, který chceme rotovat), k vektoru

(a1, a2, a3) =
−→
V (R) (vektor, kolem kterého provád́ıme rotaci), palec určuje směr rotace.

T́ım jsme rozš́ı̌rili poznámku 1.22.

Definice 1.25. Mějme rotor R ve tvaru R = a0 + a1σ23 + a2σ31 + a3σ12, a0 6= 0, potom
výpočtem

−→r =
(a1, a2, a3)

a0
(1.26)

definujeme vektor rotace −→r ∈ R3.

Poznámka 1.26. Pokud je rotor R zapsán pomoćı skalárńı a vektorové části (viz (1.17)),
potom lze vektor rotace vyjádřit takto:

−→r =

−→
V (R)

S(R)
. (1.27)

Pokud je rotor R v goniometrickém tvaru (1.19), potom lze vektor rotace vyjádřit takto:

−→r T = Φ−1

(
N

sin θ
2

cos θ
2

)
= Φ−1

(
N tan

θ

2

)
=

1√
a21 + a22 + a23

 a1
a2
a3

 tan
θ

2
. (1.28)

Definovali jsme trojrozměrný prvek - vektor ve 3D prostoru, vyjádřený pomoćı koefi-
cient̊u rotoru. Tento prvek, stejně jako rotor, jednoznačně určuje rotaci (osu, úhel, směr).
Rotace je provedena kolem osy, na které vektor lež́ı, tangens poloviny úhlu je roven normě
(velikosti) vektoru:

tan
θ

2
= ||−→r ||. (1.29)

Poznámka 1.27. Z (1.29) plyne, že tan θ
2
≥ 0 a θ ∈ 〈0, π). Chceme-li vyjádřit rotaci

o větš́ı úhel resp. rotovat na druhou stranu, stač́ı vektoru −→r otočit znaménko (bude mı́̌rit
opačným směrem). Pro rotace o π nejsou vektory rotace definovány.
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Nyńı tedy můžeme konkrétńı rotaci vyjádřit pomoćı vektoru ve 3D. Je-li rotace zadána
pomoćı vektoru rotace −→r = (r1, r2, r3) potom k němu odpov́ıdaj́ıćı rotor (vyjadřuj́ıćı
stejnou rotaci) źıskáme pro ||−→r || 6= 0 vztahem

R = cos [arctan (||−→r ||)] +
r1σ23 + r2σ31 + r3σ12

||−→r ||
sin [arctan (||−→r ||)], (1.30)

R = ±1, pro ||−→r || = 0.

Př́ıklad 1.28. V předešlém př́ıkladě byla provedena rotace kolem osy x o úhel θ. Od-
pov́ıdaj́ıćı rotor byl ve tvaru R = cos θ

2
+ σ23 sin θ

2
. Vyjádřeńı vektoru rotace źıskáme

výpočtem

−→r T =

 1
0
0

 sin θ
2

cos θ
2

=

 tan θ
2

0
0

 .

Vid́ıme, že vektor rotace lež́ı na ose x, tedy na ose, kolem které rotujeme. Dále vid́ıme,
že pro r̊uzné úhly θ je r̊uzná norma vektoru ||−→r ||. Např́ıklad pro θ = 0 je ||−→r || = 0, pro
θ = π

2
je ||−→r || = 1. Když θ → π, pak ||−→r || → ∞ atd.

Př́ıklad 1.29. Mějme vektor rotace −→r = (4, 3, 0), potom odpov́ıdaj́ıćı rotor vypočteme
pomoćı vztahu (1.30). ||−→r || =

√
42 + 32 = 5, takže

R = cos [arctan (5)] +
4σ23 + 3σ31

5
sin [arctan (5)].

Rotujeme tedy kolem osy (4
5
, 3
5
, 0) ∼ (4, 3, 0) o úhel θ = 2 arctan (5).

Věta 1.30. Máme-li dvě po sobě jdoućı rotace, źıskané pomoćı po řadě jdoućıch rotor̊u
R1 a R2, pak k nim ekvivalentńı rotaci źıskáme pomoćı rotoru R = R2R1, tedy

R2(R1UR1)R2 = (R2R1)U(R1R2) = (R2R1)U(R2R1) = RUR. (1.31)

D̊ukaz. Výpočet (1.31) lze provést d́ıky asociativitě násobeńı, uzavřenosti násobeńı na
množině rotor̊u a vlastnosti konjugovaných prvk̊u R1R2 = R2R1 (viz věta 1.11 a d̊usledek
1.15).

Poznámka 1.31. U složené rotace, která je vyjádřena pomoćı v́ıce rotor̊u, zálež́ı na jejich
pořad́ı, protože násobeńı na množině rotor̊u neńı komutativńı operace (R1R2 6= R2R1).

Př́ıklad 1.32. Rotujme vektor −→u =

 0
1
0

 = Ψ−1(σ2) kolem osy x o úhel π
2

a následně

kolem osy y o úhel π
2
. Lze si snadno představit, že výsledný vektor bude ve tvaru −̃→u = 1

0
0

, k tomuto výsledku však nyńı dojděme pomoćı složené rotace:

R1 = cos
π

4
+ σ23 sin

π

4
=

√
2

2
+ σ23

√
2

2
,

R2 = cos
π

4
+ σ31 sin

π

4
=

√
2

2
+ σ31

√
2

2
,
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R = R2R1 = (

√
2

2
+ σ31

√
2

2
)(

√
2

2
+ σ23

√
2

2
) =

1

2
+

1

2
σ31 +

1

2
σ23 +

1

2
σ31σ23

=
1

2
+

1

2
σ31 +

1

2
σ23 +

1

2
σ12.

Ekvivalentńı rotace tedy vznikne kolem osy
−→
V (R) = (1

2
, 1
2
, 1
2
) o úhel 2 arccos 1

2
= 2

3
π.

Rσ2R = (
1

2
+

1

2
σ31 +

1

2
σ23 +

1

2
σ12)σ2(

1

2
− 1

2
σ31 −

1

2
σ23 −

1

2
σ12)

= (
1

2
σ2 +

1

2
σ123 −

1

2
σ3 +

1

2
σ1)(

1

2
− 1

2
σ31 −

1

2
σ23 −

1

2
σ12)

= σ1 = Ψ

 1
0
0

 .

Źıskali jsme požadovaný vektor. Kdybychom vyměnili pořad́ı rotor̊u R1 a R2, źıskali
bychom R = R1R2 = 1

2
+ 1

2
σ31 + 1

2
σ23 − 1

2
σ12 a analogickým výpočtem výsledný vek-

tor

 0
0
−1

, který je odlǐsný.

Věta 1.33. Máme-li dvě po sobě jdoućı rotace, źıskané pomoćı po řadě jdoućıch vektor̊u
rotace r1 a r2, pak k nim ekvivalentńı rotaci źıskáme pomoćı vektoru rotace −→r , vyjádřeného
vztahem:

−→r =
−→r 1 +−→r 2 +−→r 1 ×−→r 2

1−−→r 2 · −→r 1

, (1.32)

kde × je vektorový součin a · skalárńı součin dvou vektor̊u.

D̊ukaz. Mějme dva vektory rotace ve tvaru −→r 1 =
−→
V (R1)
S(R1)

a −→r 2 =
−→
V (R2)
S(R2)

, potom k nim

př́ıslušné rotory (které vyjadřuj́ı stejnou rotaci) jsou ve tvaruR1 = S(R1)+
−→
V (R1)

 σ23
σ31
σ12

,

R2 = S(R2) +
−→
V (R2)

 σ23
σ31
σ12

. Vyjádř́ıme-li jejich součin pomoćı jejich skalárńıch a vek-

torových část́ı (viz 1.18), źıskáme tvar:

R2R1 = S(R2)S(R1)−
−→
V (R2) ·

−→
V (R1) + S(R2)

−→
V (R1)

 σ23
σ31
σ12


+ S(R1)

−→
V (R2)

 σ23
σ31
σ12

+ (
−→
V (R1)×

−→
V (R2))

 σ23
σ31
σ12

 .

Z tohoto tvaru nyńı vyjádř́ıme vektor rotace:

−→r =
S(R2)

−→
V (R1) + S(R1)

−→
V (R2) +

−→
V (R1)×

−→
V (R2)

S(R2)S(R1)−
−→
V (R2) ·

−→
V (R1)

. (1.33)
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Nyńı stač́ı zlomek rozš́ı̌rit výrazem 1
S(R2)S(R1)

. Protože mezi skalárńı část́ı rotoru, vekto-

rovou část́ı rotoru a vektorem rotace plat́ı vztah (1.27), obdrž́ıme:

−→r =
−→r 1 +−→r 2 +−→r 1 ×−→r 2

1−−→r 2 · −→r 1

, (1.34)

což je požadovaný tvar.

Definice 1.34. Pro skládáńı vektor̊u rotace −→r 1 a −→r 2 lze tedy zavést novou operaci, pro
kterou budeme použ́ıvat symbol ◦. Dále budeme psát:

−→r 2 ◦ −→r 1 =
−→r 1 +−→r 2 +−→r 1 ×−→r 2

1−−→r 2 · −→r 1

. (1.35)

Poznámka 1.35. Skládáńı vektor̊u rotace je nekomutativńı operace, toho si lze všimnout
na prvńı pohled, protože je vyjádřena pomoćı vektorového součinu, který je také neko-
mutativńı.

Př́ıklad 1.36. Chceme např́ıklad určit vektor rotace −→r , který vyjadřuje ekvivalentńı
rotaci, jako po řadě jdoućı vektory rotace −→r 1 = (1, 0, 0) a −→r 2 = (0, 1, 0). ||−→r 1|| =
||−→r 2|| = 1⇒ oba vektory vyjadřuj́ı rotaci o úhel θ = π

2
(prvńı kolem osy x, druhý kolem

osy y). Vektory −→r 1 a −→r 2 tedy vyjadřuj́ı stejné rotace, jako rotory R1 a R2 v př́ıkladu
1.32, takže výsledný vektor rotace −→r muśı vyjadřovat stejnou rotaci, jako rotor R, který
vyjadřoval ekvivalentńı rotaci k rotaci vyjádřené pomoćı po řadě jdoućıch rotor̊u R1 a
R2 v př́ıkladu 1.32. −→r 1 × −→r 2 = (0, 0, 1), −→r 1 · −→r 2 = 0, takže ekvivalentńı vektor rotace
źıskáme výpočtem:

−→r = −→r 2 ◦ −→r 1 = (1, 0, 0) + (0, 1, 0) + (0, 0, 1) = (1, 1, 1).

Dále ||−→r || =
√

3, θ = 2 arctan
√

3 = 2
3
π (viz (1.29)), osu rotace určuje vektor (1, 1, 1) ∼

(1
2
, 1
2
, 1
2
), z toho vyplývá, že vektor rotace−→r vyjadřuje stejnou rotaci jako rotorR v př́ıkladu

1.32.

Poznámka 1.37. Pro popis očńıch pohyb̊u se vektory rotace použ́ıvaj́ı např́ıklad v [1]
nebo [5].
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2 Oko a očńı pohyby

2.1 Základńı pojmy a definice

Očńı bulva je kulovitého tvaru o pr̊uměru přibližně 2, 4 cm [12]. V této práci na ni budeme
pohĺıžet jako na kouli o jednotkovém poloměru. Jednotková velikost tedy odpov́ıdá 1, 2 cm.

Definice 2.1. Pokud je hlava vzpř́ımená a oči se d́ıvaj́ı př́ımo vpřed, potom řekneme, že
se nacháźı v primárńı pozici (viz obrázek 1 vlevo) [1, 5].

Poznámka 2.2. Dle definice 2.1 existuje teoreticky nekonečně mnoho primárńıch pozic,
v každé z nich se oči d́ıvaj́ı př́ımo vpřed, ale jsou jinak torzně stočeny. V kapitole 3 je
však uvedeno tzv. Dondersovo pravidlo [1, 5, 14], které ř́ıká, že pokud oči sleduj́ı vzdálené
objekty (d́ıvaj́ı se rovnoběžně), pak pro konkrétńı směr pohledu existuje pouze jedna
pozice oka. Primárńı pozice oka je tedy jedna jediná.

Definice 2.3. Ve středu oka se nacháźı bod, kterým procháźı všechny osy, kolem kterých
oko může rotovat. Tento bod budeme dále nazývat centrum otáčeńı oka. Centrum otáčeńı
levého oka resp. pravého oka budeme značit CL resp. CR.

Poznámka 2.4. Centrum otáčeńı ve skutečnosti neńı př́ımo ve středu oka, ale je mı́rně
vychýleno [12]. Toto vychýleńı zanedbáme.

Poznámka 2.5. Vzdálenost bod̊u CL a CR vyjadřuje vzdálenost oč́ı od sebe, ta je
u člověka přibližně 6, 5 cm [12]. V této práci ji budeme brát jako parametr, jeho po-
lovičńı velikost budeme označovat ṕısmenem d, celková vzdálenost oč́ı je tedy 2d, d > 0
(viz obrázek 2 nebo obrázek 3).

Poznámka 2.6. V textu bude často použ́ıván pojem binokulárńı viděńı, t́ım budeme mı́t
na mysli sledováńı objekt̊u (bod̊u) v prostoru oběma očima.

Definice 2.7. Při binokulárńım viděńı sleduj́ı oči objekt (bod) pod nějakým úhlem. Tento
úhel budeme dále nazývat vergenčńı úhel a budeme ho značit ṕısmenem α.

2.2 Klasifikace očńıch pohyb̊u

V této části čerpáme ze zdroje [12].
Sakády - velmi rychlé rotačńı pohyby, mohou být v̊uĺı ovlivnitelné, ale provád́ıme je i

nevědomky. Jsou to vlastně nejzákladněǰśı očńı pohyby, které slouž́ı k prohĺıžeńı zorného
pole. Následuj́ı za sebou s odstupem 150ms - čas potřebný k vizuálńımu zpracováńı
obrazu. Provedené sakadické pohyby levého a pravého oka jsou na sobě závislé, z výpočt̊u
v kapitolách 3 a 4 vyplyne, jakým zp̊usobem.

Sledovaćı očńı pohyby - v̊uĺı neovlivnitelné, nastávaj́ı ve chv́ıli, když se v zorném
poli začne nějaký předmět pohybovat resp. když se při fixaci oč́ı na nějaký předmět začne
pohybovat hlava. Sledovaćı pohyby slouž́ı k tomu, aby byly oči na tento předmět stále
fixované.

Disjunktńı pohyby - v̊uĺı ovlivnitelné, nastávaj́ı ve chv́ıli, kdy očima zaostř́ıme na
nějaký bod v prostoru - začneme ho sledovat pod vergenčńım úhlem α. Provedou-li oči,
pozoruj́ıćı bod pod vergenčńım úhlem α, na sobě závislé sakadické pohyby, začnou sledovat
jiný bod pod stejným vergenčńım úhlem α [14]. Pro změnu vergenčńıho úhlu muśı oči
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vykonat daľśı disjunktńı pohyb. Disjunktńı pohyby jsou pomaleǰśı, než pohyby sakadické,
a také náročněǰśı z hlediska svalového zat́ıžeńı.

Sakády, sledovaćı očńı pohyby a disjunktńı pohyby patř́ı do kategorie velkých očńıch
pohyb̊u.

Při fixaci na nějaký bod oko vykonává malé očńı pohyby, mezi které patř́ı mikrosakády,
klouzavé pohyby a očńı třes. O jejich parametrech a významu je v́ıce napsáno v [12], v této
práci se jimi dále nebudeme zabývat.

2.3 Souřadné systémy a značeńı

Definice 2.8. Definujme souřadný systém H : h1, h2, h3 fixovaný k hlavě, počátkem
soustavy souřadnic je centrum otáčeńı oka, při vzpř́ımené hlavě osa h1 splývá s předozadńı
osou, je orientována vpřed, h2 s horizontálńı osou, je orientována doleva, h3 s vertikálńı
osou, je orientována vzh̊uru (viz obrázek 1).

Definice 2.9. Dále definujme souřadný systém E : e1, e2, e3 fixovaný k oku s počátkem
soustavy souřadnic v centru otáčeńı oka. Je-li oko v primárńı poloze, potom, e1 splývá
s h1 a je orientována stejným směrem, e2 s h2 a e3 s h3, jinými slovy pro oko v primárńı
poloze jsou souřadné systémy H a E totožné (viz obrázek 1).

Poznámka 2.10. Označeńım
−→
h 1,
−→
h 2,
−→
h 3,
−→e 1,
−→e 2,
−→e 3 budeme mı́t na mysli jednotkové

vektory v kladném směru př́ıslušné osy (viz obrázek 1), velkým ṕısmenem pak jejich obraz
v G3 např. E1 = Ψ(−→e 1). Polohu oka pak budeme vyjadřovat pomoćı vektor̊u −→e 1,

−→e 2,
−→e 3

v souřadném systému H. Vyjádřeńı vektoru −→e 1 v souřadném systému H určuje směr

pohledu oka, vyjádřeńı vektoru
−→
h 1 = (1, 0, 0) určuje směr pohledu oka v primárńı pozici

(viz obrázek 1).

θ

θ

h3 = e3

h2 = e2

h1 = e1 h1
e1

h3 = e3

e2

h2
−→h 1 = −→e 1

−→h 3 = −→e 3

−→h 2 = −→e 2

−→h 2

−→e 1

−→h 1

−→h 3 = −→e 3

−→e 2

Obrázek 1: Vlevo se oko nacháźı v primárńı pozici, vpravo je oko otočené kolem osy h3
o úhel θ.

Definice 2.11. Pro binokulárńı viděńı zaved’me souřadné systémy HC : h1C , h2C , h3C ,
HL : h1L, h2L, h3L a HR : h1R, h2R, h3R, fixované k hlavě, lǐśıćı se pouze počátkem soustavy
souřadnic. Počátek souřadného systému HL je v centru otáčeńı levého oka, počátek HR

v centru otáčeńı pravého oka, počátek HC ve středu úsečky, spojuj́ıćı centra otáčeńı levého
a pravého oka, tento střed budeme značit ṕısmenem O. Při vzpř́ımené hlavě jsou směry
a orientace os stejné jako v souřadném systému H (viz definice 2.8), např. h1C , h1L, h1R
jsou předozadńı osy orientované vpřed atd. (viz obrázek 2).
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Poznámka 2.12. Přepočet souřadnic mezi systémy HC , HL a HR spoč́ıvá jen v posunut́ı
druhé souřadnice o vzdálenost center otáčeńı oč́ı 2d resp. o polovičńı vzdálenost d (viz
obrázek 2).

Definice 2.13. Pro úplnost definujme pro binokulárńı viděńı systémy EL : e1L, e2L, e3L a
ER : e1R, e2R, e3R, fixované k oku s počátkem soustavy souřadnic v centru otáčeńı levého
resp. pravého oka. Jsou-li oči v primárńı pozici, potom EL splývá s HL a ER s HR, e1R
tedy např. splývá s h1R a je orientována stejným směrem atd. (viz obrázek 2).

θ

θ

h1R = e1R

h3R = e3R

h2R = e2R

h1C

h2C

h3C

h1L

h2L

e1L

e2L

h3L = e3L

CR CLO

d d

Obrázek 2: Souřadné systémy HR, HC , HL s počátkem v CR resp. v O resp. v CL, pravé
oko se d́ıvá př́ımo vpřed, levé oko je otočené kolem osy h3L o úhel θ.

Poznámka 2.14. Označeńım −→e 1L,
−→e 2L,

−→e 1R atd. budeme opět označovat jednotkové
vektory v kladném směru př́ıslušných os a pomoćı nich vyjadřovat polohu oč́ı v souřadném
systému HL resp. HR resp. HC . Vektor −→e 1L resp. −→e 1R určuje směr viděńı levého resp.
pravého oka.

Poznámka 2.15. Všechny nadefinované souřadné systémy jsou pravotočivé.

Definice 2.16. Bud’me v souřadném systému HC . Oči jsou v takové poloze, že pozoruj́ı
pevně zvolený bod A = [A1, 0, 0], lež́ıćı na ose h1C . V této pozici spolu vektory −→e 1L a
−→e 1R sv́ıraj́ı vergenčńı úhel α. Tuto polohu oč́ı budeme dále nazývat primárńı α pozićı
(viz obrázek 3).

Poznámka 2.17. Dle definice 2.16 existuje pro konkrétńı α nekonečně mnoho primárńıch
α pozic, které se navzájem lǐśı torzńım stočeńım kolem osy e1L resp. e1R. Pokud se však
očima d́ıváme př́ımo vpřed a provedeme disjunktńı pohyb takový, že očima zaostř́ıme na
bod v rovině h3C = 0, k torzńımu pohybu oka (rotaci kolem osy e1L resp. e1R) nedocháźı
(docháźı k ńı až v př́ıpadě, kdy se pod́ıváme nahoru nebo dol̊u) [14]. Z tohoto d̊uvodu
je primárńı α pozice pro konkrétńı α jedna jediná. Vektory −→e 1L,

−→e 2L,
−→e 1R,

−→e 2R pak
z̊ustávaj́ı ležet v rovině h3C = 0 (viz obrázek 3). Vektor −→e 3L resp. −→e 3R se nezměńı a lež́ı
na ose h3L resp. h3R.
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α

CRCL Oh2C

h1C

−→e 1R

−→e 2R

−→e 1L
−→e 2L

d d

A = [A1, 0, 0]

Obrázek 3: Oči znázorněné v primárńı α pozici, sleduj́ı bod A, lež́ıćı na ose h1C , pod
úhlem α.
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3 Dondersovo pravidlo a Listingovo pravidlo

Dále se budeme zabývat t́ım, jestli pro konkrétńı směr pohledu oko zauj́ımá jednu konkrétńı
pozici nebo jestli je pozice závislá na předešlé pozici, potom by pro konkrétńı směr pohledu
existovalo v́ıce pozic, navzájem se lǐśıćıch otočeńım kolem osy e1.

Předpokládejme, že oči sleduj́ı objekty, jejichž vzdálenost se limitně bĺıž́ı nekonečnu
(jinými slovy směry pohledu obou oč́ı jsou rovnoběžné). Za tohoto předpokladu formu-
lujme následuj́ıćı pravidla:
Dondersovo pravidlo: Pro konkrétńı směr pohledu oko zauj́ımá jednu konkrétńı pozici
[1, 5, 14].
Listingovo pravidlo: Všechny osy, kolem kterých může oko z primárńı polohy (viz defi-
nice 2.1) rotovat, lež́ı v jedné rovině. Tato rovina se nazývá Listingova rovina. Listingova
rovina je kolmá na směr pohledu oka v primárńı poloze (viz obrázek 4) [1, 5, 14].

h3 = e3

h2 = e2

h1 = e1

Listingova rovina

Obrázek 4: Znázorněńı Listingovy roviny v souřadném systému H, když je oko v primárńı
pozici.

Poznámka 3.1. Obecný tvar Listingovy roviny v souřadném systému H je

h1 = 0. (3.1)

Poznámka 3.2. Pravidla Dondersovo a Listingovo jsou medićınsky vypozorována [5]. Obě
jsou aproximaćı reality. Listingova rovina se může např́ıklad pro rotace oka o větš́ı úhly
určitým zp̊usobem zakřivovat [1], toto zakřiveńı v této práci zanedbáme. Neuvažujeme
ani omezeńı úhl̊u, o které oko může rotovat.

Poznámka 3.3. Jelikož jsou při sledováńı vzdálených objekt̊u směry pohled̊u obou oč́ı
rovnoběžné a jejich pozice tedy shodné (viz Dondersovo pravidlo), následuj́ıćı odvozeńı
provád́ıme pouze pro jedno oko.

3.1 Vyjádřeńı polohy oka

Bud’me v souřadném systému H. V této části vyjádř́ıme polohu oka v závislosti na
směru pohledu −→e 1 = (p1, p2, p3)

T .
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Obecný tvar Listingovy roviny je h1 = 0. Rotory, jejichž vektorová část lež́ı v Lis-
tingově rovině (viz (3.1) nebo obrázek 4), jsou ve tvaru R = a0 + a2σ31 + a3σ12, pomoćı
takového rotoru tedy lze vyjádřit rotaci oka z primárńı pozice. Z Dondersova pravidla
vyplývá, že polohu oka jednoznačně určuje vektor−→e 1 (směr pohledu), d́ıky Listingovu pra-
vidlu jsme schopni ze souřadnic vektoru −→e 1 určit vektory −→e 2 a −→e 3 (zmı́něné v poznámce

2.10), nyńı ukážeme jak. Mějme oko v primárńı pozici, potom −→e 1 =
−→
h 1 a −→e 3 =

−→
h 3

(viz obrázek 1). Proved’me rotaci vektor̊u −→e 1 a −→e 3 (resp. oka z primárńı pozice) rotorem
R = a0 + a2σ31 + a3σ12:

E1 = RH1R = (a0 + a2σ31 + a3σ12)σ1(a0 − a2σ31 − a3σ12)
= (a0σ1 + a2σ3 − a3σ2)(a0 − a2σ31 − a3σ12)
= a20σ1 + a0a2σ3 − a0a3σ2 + a0a2σ3 − a22σ1
− a2a3σ123 − a0a3σ2 − a2a3σ123 − a23σ1
= (a20 − a22 − a23)σ1 − 2a0a3σ2 + 2a0a2σ3.

−→e 1 = Ψ−1(E1) =

 a20 − a22 − a23
−2a0a3
2a0a2

 . (3.2)

Analogicky vyjádř́ıme −→e 3.

E3 = RH3R = −2a0a2σ1 + 2a2a3σ2 + (a20 − a22 + a23)σ3.

−→e 3 = Ψ−1(E3) =

 −2a0a2
−2a2a3

a20 − a22 + a23

 . (3.3)

Poznámka. E1, E3, H1, H3 jsou obrazy př́ıslušných vektor̊u −→e 1,
−→e 3,
−→
h 1,
−→
h 3 v G3 (viz

poznámka 2.10).

Dále mějme −→e 1 = (p1, p2, p3)
T , −→e 3 = (x1, x2, x3)

T , kde p1, p2, p3 definujeme jako
parametry a x1, x2, x3 jsou neznámé, které pomoćı nich chceme vyjádřit. Z rovnic (3.2)
a (3.3) vyplývá, že x1 = −p3. Dále v́ıme, že −→e 1 a −→e 3 jsou na sebe kolmé a že lež́ı na
jednotkové sféře, takže plat́ı:

−→e 1 · −→e 3 = −p1p3 + p2x2 + p3x3 = 0, (3.4)

p23 + x22 + x23 = 1. (3.5)

Vyřešeńım soustavy rovnic (3.4), (3.5) źıskáme vyjádřeńı vektoru −→e 3 v závislosti na −→e 1.
Pro p2 6= 0 vyjádř́ıme x2 z (3.4) a dosad́ıme do (3.5):

x2 =
p1p3 − p3x3

p2
, (3.6)

p23 +
p21p

2
3 − 2p1p

2
3x3 + p23x

2
3

p22
+ x23 = 1 (3.7)

rovnici (3.7) uprav́ıme na tvar

(
p23
p22

+ 1)x23 −
2p1p

2
3

p22
x3 +

p21p
2
3

p22
+ p23 − 1 = 0 (3.8)
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D =
4p21p

4
3

p42
− 4(

p23
p22

+ 1)(
p21p

2
3

p22
+ p23 − 1)

= −4[
p23
p22

(p21 + p22 + p23 − 1)− 1] = 4,

x31,2 =

2p1p23
p22
± 2

2p23
p22

+ 2
=

p1p23
p22
± 1

p23
p22

+ 1
=
p1p

2
3 ± p22

p22 + p23
. (3.9)

Dosazeńım (3.9) do (3.6) źıskáme

x21,2 =
p1p3
p2
− p3

p1p23
p22
± 1

p23
p2

+ p2
=
p1p3
p2
− p1p

3
3 ± p22p3

p2p23 + p32
. (3.10)

Poznámka. Je snadno vidět, že všechny jmenovatele výraz̊u (3.9), (3.10) jsou r̊uzné od
nuly.

Nyńı máme dvě řešeńı pro x2 a x3, vektor −→e 3 je však určen jednoznačně. Dosad́ıme-li
za p1, p2, p3 výrazy z (3.2) a za x2, x3 výrazy z (3.3), zjist́ıme, že souřadnicemi vektoru
−→e 3 jsou

x3 =

p1p23
p22

+ 1

p23
p22

+ 1
=
p1p

2
3 + p22

p22 + p23
, (3.11)

x2 =
p1p3
p2
− p3

p1p23
p22

+ 1

p23
p2

+ p2
=
p1p3
p2
− p1p

3
3 + p22p3

p2p23 + p32
. (3.12)

Nyńı můžeme prohlásit, že pokud je vektor −→e 1 ve tvaru −→e 1 = (p1, p2, p3)
T , potom vektor

−→e 3 je ve tvaru

−→e 3 =

 −p3
p1p3
p2
− p1p33+p

2
2p3

p2p23+p
3
2

p1p23+p
2
2

p22+p
2
3

 , pro p2 6= 0. (3.13)

Pro p2 = 0 z rovnic (3.4), (3.5) zjist́ıme, že

x1 = −p3, x3 = p1, x2 =
√

1− p21 − p23 = p2 = 0, pro p2 = 0, p3 6= 0,

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1, pro p1 = 1, p2 = 0, p3 = 0,

x1 = 0, x2 =
√

1− x23, x3 ∈ 〈−1; 1〉 pro p1 = −1, p2 = 0, p3 = 0.

Poznámka 3.4. Pro p1 = 1 je oko v primárńı pozici. Pro p1 = −1 nastává tzv. gimbal
lock efect [13], do této pozice se oko může dostat libovolnou cestou, Listingovo pravidlo
ji jednoznačně neurčuje.

Pro p2 = 0 tedy źıskáme vektor −→e 3 ve tvaru

−→e 3 =

 −p30
p1

 , pro p1 6= −1, (3.14)
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−→e 3 =

 0√
1− x23
x3

 , x3 ∈ 〈−1; 1〉, pro p1 = −1. (3.15)

Ukázali jsme, jak vypadá vektor −→e 3, když známe směr pohledu −→e 1 = (p1, p2, p3)
T . T́ım

máme jednoznačně určenou polohu oka v závislosti na směru pohledu (kromě rotace
z primárńı polohy o π (3.15), tu však lidské oko vykonat nedokáže). Vektor −→e 2 lze vyjádřit
jako −→e 3 ×−→e 1.

3.2 Odvozeńı tvaru Listingovy roviny oka v obecné pozici

Z Listingova pravidla (viz začátek kapitoly 3) v́ıme, kolem kterých os může oko rotovat
z primárńı pozice. Dále budeme řešit, kolem kterých os může oko rotovat, je-li v libovolné
pozici, určené směrem pohledu −→e 1 = (p1, p2, p3)

T . Oko se může dostat do libovolné pozice
A rotaćı z primárńı polohy rotorem R = a0 +a2σ31 +a3σ12, nebot’ jeho vektorová část lež́ı
v Listingově rovině (viz (3.1) nebo obrázek 4). Pokud se však oko do pozice A dostane
jinou cestou, bude stále stejně natočeno (viz Dondersovo pravidlo, uvedené na začátku
kapitoly 3). Uvažujme, že se do pozice A dostane rotaćı z primárńı polohy pomoćı po
řadě jdoućıch rotor̊u R1 a R2, přičemž vektorová část rotoru R1 lež́ı v Listingově rovině
(3.1), protože se jedná o rotaci oka z primárńı pozice. Tento rotor zapisujme ve tvaru
R1 = b0 + b2σ31 + b3σ12. Z rovnice (1.31) v́ıme, že ekvivalentńı rotor źıskáme výpočtem
R2R1, a protože se pomoćı tohoto rotoru dostane do stejné pozice jako pomoćı rotoru R,
muśı platit R = R2R1. Nyńı vyjádř́ıme R2 pomoćı R a R1.

R2 = RR1 = (a0 + a2σ31 + a3σ12)(b0 − b2σ31 − b3σ12)
= a0b0 − a0b2σ31 − a0b3σ12 + a2b0σ31 + a2b2 + a2b3σ23 + a3b0σ12 − a3b2σ23 + a3b3

= a0b0 + a2b2 + a3b3 + (−a3b2 + a2b3)σ23 + (a2b0 − a0b2)σ31 + (a3b0 − a0b3)σ12.

Źıskali jsme vyjádřeńı rotoru R2 pomoćı rotor̊u R a R1. Jeho vektorová část je ve tvaru−→
V (R2) = (−a3b2 +a2b3, a2b0−a0b2, a3b0−a0b3). Zvolme pevně koeficienty b0, b2, b3 rotoru
R1 a koeficienty a0, a2, a3 rotoru R berme jako parametry. Výpočtem

h1 = −a3b2 + a2b3 /b0

h2 = a2b0 − a0b2
h3 = a3b0 − a0b3 /b2

−−
b0h1 + b2h3 = −a0b2b3 + a2b0b3

h2 = −a0b2 + a2b0 /(−b3)
−−

0 = b0h1 − b3h2 + b2h3 (3.16)

źıskáme obecný tvar roviny, vyjádřené pomoćı koeficient̊u rotoru R1. Pro každou pozici
tedy existuje rovina, ve které lež́ı všechny osy, kolem kterých může oko rotovat. Tato
rovina se v anglicky psaných článćıch označuje termı́nem ’displacement plane’ [5] nebo
’velocity plane’ [14]. My ji budeme nazývat Listingovou rovinou v obecné poloze oka.

Dále budeme cht́ıt obecný tvar roviny (3.16) vyjádřit pomoćı koeficient̊u p1, p2, p3,
t́ım źıskáme tvar Listingovy roviny v obecné pozici, závislý na směru pohledu −→e 1 =
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(p1, p2, p3)
T . Rotuje-li oko z primárńı pozice pomoćı rotoru R1 = b0 + b2σ31 + b3σ12, vektor

−→e 1 je pak ve tvaru −→e 1 = (b20 − b22 − b23,−2b0b3, 2b0b2)
T (viz (3.2)), takže plat́ı:

b20 − b22 − b23 = p1,

−2b0b3 = p2,

2b0b2 = p3.

Z toho vyjádř́ıme:

b0 =

√
p1
2

+
1

2
,

b2 =
p3

2
√

p1
2

+ 1
2

,

b3 = − p2

2
√

p1
2

+ 1
2

, pro b0 6= 0, p1 6= −1.

Poznámka. b0 = 0 ⇔ p1 = −1. Jedná se o rotaci oka z primárńı polohy o π, do které se
oko dostat nemůže.

Vypoč́ıtali jsme, že pokud je poloha oka určena vektorem −→e 1 = (p1, p2, p3)
T , p1 6= −1,

potom všechny osy, kolem kterých může oko z této polohy rotovat, lež́ı v rovině√
p1
2

+
1

2
h1 +

p2

2
√

p1
2

+ 1
2

h2 +
p3

2
√

p1
2

+ 1
2

h3 = 0.

Po roznásobeńı členem 2
√

p1
2

+ 1
2

źıskáváme tvar

(p1 + 1)h1 + p2h2 + p3h3 = 0. (3.17)

Ze vztahu (3.17) lze odvodit v medićınských článćıch (např́ıklad v [14]) často zmiňovaný
d̊usledek pravidel Dondersova a Listingova:

Věta 3.5. Rotuje-li oko z primárńı pozice o úhel 2θ, Listingova rovina se orotuje o úhel
θ kolem stejné osy ve stejném směru.

D̊ukaz. V primárńı pozici se oko d́ıvá směrem
−→
h 1 = (1, 0, 0)T , normálový vektor Lis-

tingovy roviny je dle (3.17) ve tvaru (2, 0, 0)T . Po rotaci o úhel 2θ se oko d́ıvá směrem
−→e 1 = (p1, p2, p3)

T a normálový vektor Listingovy roviny v obecné pozici je dle (3.17) ve
tvaru (p1 + 1, p2, p3)

T . Plat́ı, že

(p1 + 1, p2, p3)
T = (1, 0, 0)T + (p1, p2, p3)

T .

Normálový vektor Listingovy roviny v obecné pozici je tedy vektorovým součtem vektor̊u−→
h 1 a −→e 1. Protože vektory

−→
h 1 a −→e 1 maj́ı stejnou velikost, vymezuj́ı kosočtverec, jehož

úhlopř́ıčkou je vektor (p1 + 1, p2, p3)
T , tato úhlopř́ıčka rozděluje úhel 2θ mezi vektory

−→
h 1

a −→e 1 na dva polovičńı úhly o velikosti θ (viz obrázek 5).
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θθ

(1, 0, 0)(p1, p2, p3)

(p1 + 1, p2, p3)

(2, 0, 0)

Obrázek 5: Rotuje-li oko z primárńı pozice o 2θ, Listingova rovina (resp. jej́ı normálový
vektor) se orotuje o θ.

Náznak d̊ukazu tvrzeńı 3.5 je uveden v [1] pomoćı vektor̊u rotace (viz definice 1.25).
Naznačme tuto myšlenku i zde. Pro jednoduchost rotujme z primárńı pozice kolem osy
h2 o úhel 2θ. Tuto rotaci vyjadřuje vektor rotace −→r 1 = (0, tan θ, 0) (protože muśı ležet na
ose h2 a muśı platit (1.29)). Dále rotujme obecný vektor z Listingovy roviny v primárńı
pozici ve tvaru −→r 2 = (0, y, z) kolem osy h2 o polovičńı úhel, tedy o úhel θ. Tu vyjadřuje
rotor R = cos θ

2
+ sin θ

2
σ31.

RΨ(−→r T2 )R = −z sin θσ1 + yσ2 + z cos θσ3.

Źıskali jsme vektor −̃→r 2 = (−z sin θ, y, z cos θ). Dále vyjádřeme vektor rotace, źıskaný

složeńım vektor̊u rotace −→r 1 a −̃→r 2 (viz (1.35)):

−̃→r 2 ◦ −→r 1 =
(0, tan θ, 0) + (−z sin θ, y, z cos θ) + (z tan θ cos θ, 0, z tan θ sin θ)

1− y tan θ

=
(0, y + tan θ, z cos θ + z sin θ)

1− y tan θ
.

Zjistili jsme, že výsledný vektor rotace opět lež́ı v p̊uvodńı Listingově rovině, t́ım jsme
naznačili d̊ukaz tvrzeńı 3.5 podobným zp̊usobem, jako v článku [1].
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4 Listingovo pravidlo pro binokulárńı viděńı

V úvodu předchoźı kapitoly byla uvedena pravidla Dondersovo a Listingovo za předpo-
kladu, že oči sleduj́ı vzdálené objekty. Nyńı tato pravidla rozš́ı̌ŕıme pro sledováńı bĺızkých
objekt̊u.

Dondersovo pravidlo pro binokulárńı viděńı: Při pohledu na konkrétńı bod
zauj́ımaj́ı oči jednu konkrétńı polohu [14].

Listingovo pravidlo pro binokulárńı viděńı: Mějme oči v primárńı α pozici (viz
definice 2.16 nebo obrázek 3), kde α je vergenčńı úhel, potom levé oko může vykonávat
sakadické rotačńı pohyby (viz podkapitola 2.2) kolem os lež́ıćıch v rovině

LL : (h1C + cotg (
α

4
)h2C − d tan(

α

4
))HC = 0, (4.1)

a pravé oko kolem os lež́ıćıch v rovině

LR : (h1C − cotg (
α

4
)h2C − d tan(

α

4
))HC = 0, (4.2)

kde 2d vyjadřuje vzdálenost střed̊u oč́ı. Sakády obou oč́ı jsou na sobě závislé, po jejich
provedeńı oči opět sleduj́ı objekt pod úhlem α [14].

Listingovy roviny LL a LR v primárńı α pozici jsou znázorněny na obrázku 6 v souřad-
ném systému HC .

α

CRCL Oh2C

h1C

−→e 1R

−→e 2R

−→e 1L
−→e 2L

α
4

α
4

d tan α
4

d
tan α

2

LRLL

d d

Obrázek 6: Znázorněńı Listingových rovin LL a LR v souřadném systému HC , když se
oči nacháźı v primárńı α pozici. Listingovy roviny jsou pak natočeny o α

4
v̊uči p̊uvodńı

poloze.

Poznámka 4.1. Pro následuj́ıćı výpočty použ́ıváme tři r̊uzné souřadné systémy - HC , HL

a HR (viz definice 2.11 a obrázek 2) - lǐśıćıch se posunut́ım druhé souřadnice. HL budeme
použ́ıvat při výpočtech vztahuj́ıćıch se k levému oku, HR při výpočtech vztahuj́ıćıch se
k pravému oku a HC při výpočtech vztahuj́ıćıch se k oběma oč́ım.
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4.1 Výpočet množiny bod̊u sledovaných pod stejným úhlem

Bud’me v souřadném systému HC . Nejdř́ıve odvod́ıme tvar plochy, na které lež́ı body,
které oči pozoruj́ı pod stejným úhlem α. V jedné polorovině se jedná o body lež́ıćı na
oblouku kružnice, která prot́ıná centra otáčeńı oč́ı (ty vymezuj́ı oblouk) a jej́ıž střed oči
sleduj́ı pod dvojnásobným úhlem 2α [10] (viz obrázek 7). V polorovině h3C = 0, h1C ≥ 0
se jedná o body lež́ıćı na oblouku kružnice, jej́ıž poloměr r = d

sinα
. Jej́ı střed lež́ı na ose

h1C a má souřadnice S = [ d
tanα

, 0, 0] (viz obrázek 7). Oblouk kružnice má pak následuj́ıćı
parametrické vyjádřeńı:

h1C =
d

sinα
sin β +

d

tanα
,

h2C = − d

sinα
cos β, β ∈ (α− π

2
,
3

2
π − α).

α

α

α

2α

CR

A′′

A′

A

h1C

Oh2C
d d

S

r

CL

Obrázek 7: Množina všech bod̊u, které vid́ıme pod stejným úhlem α, tvoř́ı v jedné polo-
rovině oblouk kružnice, jej́ıž střed vid́ıme pod úhlem 2α.

Proved’me rotaci tohoto oblouku kolem osy h2C o úhel θ. K tomu využijeme rotor
R = cos θ

2
+σ31 sin θ

2
, jehož vektorová část na této ose lež́ı. Obecný bod B tohoto oblouku

je v G3 vyjádřen takto: Ψ(B) = ( d
sinα

sin β + d
tanα

)σ1 − d
sinα

cos βσ2.

RΨ(B)R = (cos
θ

2
+ σ31 sin

θ

2
)((

d

sinα
sin β +

d

tanα
)σ1 −

d

sinα
cos βσ2)(cos

θ

2

− σ31 sin
θ

2
) = cos θ(

d

sinα
sin β +

d

tanα
)σ1 −

d

sinα
cos βσ2 + sin θ(

d

sinα
sin β

+
d

tanα
)σ3.

Výpočtem jsme źıskali parametrické vyjádřeńı plochy

h1C = cos θ(
d

sinα
sin β +

d

tanα
)
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h2C = − d

sinα
cos β

h3C = sin θ(
d

sinα
sin β +

d

tanα
), β ∈ (α− π

2
,
3

2
π − α), θ ∈ 〈0, 2π〉, (4.3)

v souřadném systému HC , která vyjadřuje množinu všech bod̊u v prostoru, které oči
pozoruj́ı pod úhlem α. Pozoruj́ı-li oči nějaký bod pod úhlem α a provedou na sobě závislé
sakadické pohyby, budou pozorovat jiný bod, také pod úhlem α [14], tedy bod z plochy
(4.3).

4.2 Vyjádřeńı polohy oč́ı při pohledu na konkrétńı bod

V této části chceme vypoč́ıtat pozici oč́ı vyjádřenou v závislosti na bodu, který pozoruj́ı.
Postup výpočtu je velmi podobný postupu v podkapitole 3.1.

Nejdř́ıve vypoč́ıtáme polohu levého oka v závislosti na směru pohledu a vergenčńım
úhlu α.

Poznámka 4.2. V této a následuj́ıćı podkapitole bude vektor −→e 1L resp. −→e 1R značit směr
pohledu oka v primárńı α pozici (viz definice 2.16 nebo obrázek 3). Směr pohledu v obecné

pozici bude vyjadřovat vektor −̃→e 1L resp. −̃→e 1R. S vlnkou budou po rotaci značeny i ostatńı
bazické vektory fixované k oku, bez vlnky, když oko bude v primárńı α pozici.

α

CRCL O

−→e 1L
−→e 2L

α
4

LL

d d

h1L

h2L

Obrázek 8: Znázorněńı levé Listingovy roviny LL v souřadném systému HL, když se oči
nacházej́ı v primárńı α pozici.

Bud’me v souřadném systému HL. Mějme oči v primárńı α pozici (viz definice 2.16
a obrázek 3), sleduj́ı tedy bod A = [ d

tan α
2
,−d, 0], takže levé oko se d́ıvá směrem −→e 1L =

(cos α
2
,− sin α

2
, 0), daľśı vektory, určuj́ıćı jeho polohu, jsou ve tvaru −→e 2L = (sin α

2
, cos α

2
, 0)

a −→e 3L = (0, 0, 1). Vzhledem k Listingovu pravidlu pro binokulárńı viděńı lze rotaci oka
z primárńı α pozice vyjádřit pomoćı rotoru

RL = a0 + a1σ23 − a1cotg
α

4
σ31 + a3σ12, (4.4)
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nebot’ jeho vektorová část lež́ı v rovině LL (viz 4.1 a obrázek 8).

Poznámka. Tvar roviny (4.1) je vyjádřen v jiném souřadném systému než rotor RL.

Ẽ1L = RLE1LRL = (a0 + a1σ23 − a1cotg
α

4
σ31 + a3σ12)(cos

α

2
σ1 − sin

α

2
σ2)(a0 − a1σ23

+ a1cotg
α

4
σ31 − a3σ12)

= (−2a0a3 sin
α

2
+ a20 cos

α

2
+ 2a21cotg

α

4
sin

α

2
+ a21 cos

α

2

− a21(cotg
α

4
)2 cos

α

2
− a23 cos

α

2
)σ1 + (−a20 sin

α

2
− 2a0a3 cos

α

2

+ a21 sin
α

2
− 2a21cotg

α

4
cos

α

2
− a21(cotg

α

4
)2 sin

α

2
+ a23 sin

α

2
)σ2

+ (−2a0a1cotg
α

4
cos

α

2
+ 2a0a1 sin

α

2
+ 2a1a3 cos

α

2

+ 2a1a3cotg
α

4
sin

α

2
)σ3, (4.5)

Ẽ2L = RLE2LRL = (a0 + a1σ23 − a1cotg
α

4
σ31 + a3σ12)(sin

α

2
σ1 + cos

α

2
σ2)(a0 − a1σ23

+ a1cotg
α

4
σ31 − a3σ12)

= (2a0a3 cos
α

2
+ a20 sin

α

2
− 2a21cotg

α

4
cos

α

2
+ a21 sin

α

2

− a21(cotg
α

4
)2 sin

α

2
− a23 sin

α

2
)σ1 + (a20 cos

α

2
− 2a0a3 sin

α

2

− a21 cos
α

2
− 2a21cotg

α

4
sin

α

2
+ a21(cotg

α

4
)2 cos

α

2
− a23 cos

α

2
)σ2

+ (−2a0a1cotg
α

4
sin

α

2
− 2a0a1 cos

α

2
+ 2a1a3 sin

α

2

− 2a1a3cotg
α

4
cos

α

2
)σ3. (4.6)

Źıskali jsme vyjádřeńı vektor̊u −̃→e 1L a −̃→e 2L v souřadném systému HL po rotaci oka,
vyjádřené pomoćı koeficient̊u rotoru RL = a0 + a1σ23 − a1cotg α

4
σ31 + a3σ12.

Dále chceme vyjádřit vektor −̃→e 2L = (x1, x2, x3) v závislosti na směru pohledu −̃→e 1L =
(p1, p2, p3) a vergenčńım úhlu α. Z (4.5) a (4.6) lze vyjádřit x1 resp. x2 pomoćı známého
koeficientu p2 resp. p1, dále pomoćı známého koeficientu α a neznámého koeficientu a1:

x1 = −p2 − 2a21(− sin
α

2
+ 2cotg

α

4
cos

α

2
+ (cotg

α

4
)2 sin

α

2
), (4.7)

x2 = p1 − 2a21(cos
α

2
+ 2cotg

α

4
sin

α

2
− (cotg

α

4
)2 cos

α

2
). (4.8)

Protože −̃→e 1L a −̃→e 2L jsou na sebe kolmé, je jejich skalárńı součin roven nule, takže plat́ı

p1x1 + p2x2 + p3x3 = 0. (4.9)

Pro p3 6= 0 dosad́ıme výraz (4.7) za x1, výraz (4.8) za x2 do (4.9) a vyjádř́ıme x3:

x3 = +
2p1a

2
1(− sin α

2
+ 2cotg α

4
cos α

2
+ (cotg α

4
)2 sin α

2
)

p3
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+
2p2a

2
1(cos α

2
+ 2cotg α

4
sin α

2
− (cotg α

4
)2 cos α

2
)

p3
, pro p3 6= 0. (4.10)

T́ım máme vyjádřený vektor −̃→e 2L = (x1, x2, x3) v závislosti na známých parametrech
p1, p2, p3 a α a neznámém parametru a1.

Dále v́ıme, že vektor −̃→e 2L lež́ı na jednotkové sféře, takže plat́ı

x21 + x22 + x23 = 1. (4.11)

Dosazeńım výraz̊u (4.7), (4.8) a (4.10) do (4.11) źıskáme kvadratickou rovnici, kde neznámá

je 2a21. Po jej́ım vyřešeńı už jsme schopni vyjádřit vektor −̃→e 2L = (x1, x2, x3) v závislosti

na vektoru −̃→e 1L = (p1, p2, p3) a vergenčńım úhlu α.
Pro p3 6= 0 źıskáváme řešeńı:

x1 = −p2 −
−2p2XL + 2p1YL +

√
(2p2XL − 2p1YL)2 + 4p23(X

2
L + Y 2

L + Z2
L)

2(X2
L + Y 2

L + Z2
L)

XL,

x2 = p1 −
−2p2XL + 2p1YL +

√
(2p2XL − 2p1YL)2 + 4p23(X

2
L + Y 2

L + Z2
L)

2(X2
L + Y 2

L + Z2
L)

YL, (4.12)

x3 =
−2p2XL + 2p1YL +

√
(2p2XL − 2p1YL)2 + 4p23(X

2
L + Y 2

L + Z2
L)

2(X2
L + Y 2

L + Z2
L)

ZL,

kde

XL = − sin
α

2
+ 2cotg

α

4
cos

α

2
+ (cotg

α

4
)2 sin

α

2
,

YL = cos
α

2
+ 2cotg

α

4
sin

α

2
− (cotg

α

4
)2 cos

α

2
,

ZL =
p1(− sin α

2
+ 2cotg α

4
cos α

2
+ (cotg α

4
)2 sin α

2
)

p3

+
p2(cos α

2
+ 2cotg α

4
sin α

2
− (cotg α

4
)2 cos α

2
)

p3
.

pro p3 = 0 po dosazeńı výraz̊u (4.7) a (4.8) do (4.9) zjist́ıme, že

2a21(p1(− sin
α

2
+ 2cotg

α

4
cos

α

2
+ (cotg

α

4
)2 sin

α

2
)

+p2(cos
α

2
+ 2cotg

α

4
sin

α

2
− (cotg

α

4
)2 cos

α

2
)) = 0. (4.13)

Výraz nalevo rovnice (4.13) je roven nule, když a1 = 0 nebo když výraz v závorce je roven
nule.

Pro a1 = 0 je rotor RL (viz (4.4)) ve tvaru RL = a3σ12, rotace oka je tedy prováděna
pouze kolem osy h3L. Z (4.7) a (4.8) pak plyne, že x1 = −p2 a x2 = p1. A protože vektory
−̃→e 1L = (p1, p2, 0) a −̃→e 2L = (x1, x2, x3) jsou jednotkové, pak x3 = 0. Zjistili jsme tedy, že

−̃→e 2L = (x1, x2, x3) = (−p2, p1, 0), pro p3 = 0, a1 = 0. (4.14)

Pokud je ve výrazu levé strany rovnice (4.13) roven nule výraz v závorce, potom
a1 může být libovolný parametr. V tu chv́ıli nejsme schopni členy x1, x2 a x3 jedno-
značně určit - nastává gimbal lock efect [13]. Gimbal lock efect nastává ve chv́ıli, kdy
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rovina souměrnosti p̊uvodńıho bodu a bodu, do kterého chceme rotovat, splývá s Lis-
tingovou rovinou, pak se do této pozice můžeme dostat rotaćı kolem libovolné osy lež́ıćı
v Listingově rovině. Pro konkrétńı α gimbal lock efect nastává, když vektor (resp. bod)
−→e 1L = (cos α

2
,− sin α

2
, 0) chceme rotovat z primárńı α pozice do pozice (resp. bodu)

−̃→e 1L = (− cosα,− sinα, 0) (lze odvodit geometricky nebo aparátem G3).
T́ım máme jednoznačně určenou polohu levého oka v závislosti na směru jeho pohledu

−̃→e 1L = (p1, p2, p3) a vergenčńım úhlu α v souřadném systému HL - známe vyjádřeńı

vektoru −̃→e 2L = (x1, x2, x3) pomoćı koeficient̊u p1, p2, p3 a α (viz rovnice (4.12) a (4.14))
(kromě bodu, ve kterém nastává gimbal lock efect).

Bud’me v souřadném systému HR. Chceme vypoč́ıtat polohu pravého oka v závis-
losti na směru jeho pohledu a vergenčńım úhlu α. Mějme oči v primárńı α pozici, sle-
duj́ı tedy bod A = [ d

tan α
2
, d, 0],−→e 1R = (cos α

2
, sin α

2
, 0), −→e 2R = (− sin α

2
, cos α

2
, 0). Rotace

pravého oka lze vyjádřit pomoćı rotoru RR, kde

RR = b0 + b1σ23 + b1cotg
α

4
σ31 + b3σ12, (4.15)

nebot’ jeho vektorová část lež́ı v rovině (4.2). Po rotaci rotorem RR se d́ıvá oko směrem
−̃→e 1R = (q1, q2, q3). V závislosti na něm a na vergenčńım úhlu α chceme vyjádřit vektor
−̃→e 2R = (y1, y2, y3).

Analogickým postupem, jako u levého oka, źıskáváme pro q3 6= 0 následuj́ıćı řešeńı:

y1 = −q2 +
2q2XR + 2q1YR +

√
(2q2XR + 2q1YR)2 + 4q23(X2

R + Y 2
R + Z2

R)

2(X2
R + Y 2

R + Z2
R)

XR,

y2 = q1 −
2q2XR + 2q1YR +

√
(2q2XR + 2q1YR)2 + 4q23(X2

R + Y 2
R + Z2

R)

2(X2
R + Y 2

R + Z2
R)

YR, (4.16)

y3 = −
2q2XR + 2q1YR +

√
(2q2XR + 2q1YR)2 + 4q23(X2

R + Y 2
R + Z2

R)

2(X2
R + Y 2

R + Z2
R)

ZR,

kde

XR = − sin
α

2
+ 2cotg

α

4
cos

α

2
+ (cotg

α

4
)2 sin

α

2
,

YR = cos
α

2
+ 2cotg

α

4
sin

α

2
− (cotg

α

4
)2 cos

α

2
,

ZR =
q1(− sin α

2
+ 2cotg α

4
cos α

2
+ (cotg α

4
)2 sin α

2
)

q3

+
q2(− cos α

2
− 2cotg α

4
sin α

2
+ (cotg α

4
)2 cos α

2
)

q3
.

Pro q3 = 0, když nenastane gimbal lock efect:

−̃→e 2R = (y1, y2, y3) = (−q2, q1, 0), pro q3 = 0, b1 = 0. (4.17)

Gimbal lock efect nastane, když chceme rotovat do polohy −̃→e 1R = (− cosα, sinα, 0).

Potom vektor −̃→e 2R bude závislý na parametru b1.

T́ım známe polohu pravého oka pro konkrétńı směr pohledu −̃→e 1R = (q1, q2, q3) a ver-
genčńı úhel α v souřadném systému HR - máme pomoćı těchto koeficient̊u vyjádřený tvar
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vektoru −̃→e 2R = (y1, y2, y3) (viz rovnice (4.16) a (4.17)) (kromě polohy, ve které nastává
gimbal lock efect).

Bud’me v souřadném systému HC. Zbývá určit závislost polohy oč́ı na bodu

B = [B1, B2, B3], který pozoruj́ı. Pomoćı bodu B urč́ıme vektory −̃→e 1L, −̃→e 1R a vergenčńı
úhel α.

α = arccos
(B − CL) · (B − CR)

||B − CL||||B − CR||
, (4.18)

kde CL = [0, d, 0], CR = [0,−d, 0] jsou centra otáčeńı jednotlivých oč́ı, 2d jejich vzdálenost
od sebe.

α = arccos
B2

1 +B2
2 − d2 +B2

3√
(B2

1 + (B2 − d)2 +B2
3)(B2

1 + (B2 + d)2 +B2
3)
, (4.19)

−̃→e 1L =
B − CL
||B − CL||

=
[B1, B2 − d,B3]√

(B2
1 + (B2 − d)2 +B2

3)
, (4.20)

−̃→e 1R =
B − CR
||B − CR||

=
[B1, B2 + d,B3]√

(B2
1 + (B2 + d)2 +B2

3)
. (4.21)

Převedeńım výrazu (4.20) resp. (4.21) do souřadného systému HL resp. HR a následným
dosazeńım do (4.12) za (p1, p2, p3) resp. do (4.16) za (q1, q2, q3), včetně dosazeńı (4.19) za
α, źıskáme vyjádřeńı polohy oč́ı v závislosti na bodu B, který oči pozoruj́ı, v př́ıslušném
souřadném systému.

Poznámka 4.3. Neuvažujeme směry pohled̊u oč́ı ve tvaru (0, t, 0), t ∈ R, potom by bod
B ležel na ose h2C . Takový bod neńı elementem plochy (4.3).

4.3 Odvozeńı tvaru Listingových rovin v obecné poloze oč́ı

V této části na základě Dondersova a Listingova pravidla pro binokulárńı viděńı [14]
(viz úvod kapitoly 4) vypočteme, kolem kterých os mohou oči provádět sakadické rotačńı
pohyby, pozoruj́ı-li v prostoru obecný bod. Postup odvozeńı je podobný postupu v pod-
kapitole 3.2.

Bud’me v souřadném systému HL. Mějme oči v primárńı α pozici. Vzhledem
k Listingovu pravidlu pro binokulárńı viděńı se levé oko může z primárńı α pozice dostat
do obecné pozice A rotorem R = a0 + a1σ23 − a1cotg α

4
σ31 + a3σ12, nebot’ jeho vektorová

část lež́ı v rovině LL (viz (4.1) a obrázek 8).

Poznámka. Rotor R je vyjádřen v jiném souřadném systému, než rovina LL.

Dále uvažujme, že se levé oko dostane z primárńı α pozice do pozice B pomoćı rotoru
R1 = b0 + b1σ23 − b1cotg α

4
σ31 + b3σ12, jehož vektorová část také lež́ı v rovině (4.1), a

následně z pozice B do pozice C pomoćı rotoru R2, ze které se d́ıvá stejným směrem,
jako z pozice A. Z rovnice (1.31) vyplývá, že ekvivalentńı rotor, vyjadřuj́ıćı stejnou rotaci
jako po sobě jdoućı rotory R1 a R2, źıskáme výpočtem R2R1. S ohledem na Dondersovo
pravidlo pro binokulárńı viděńı jsou pozice A a C totožné, takže plat́ı R = R2R1.

Nyńı vyjádř́ıme rotor R2 pomoćı rotor̊u R a R1:

R2 = RR1 = (a0 + a1σ23 − a1cotg
α

4
σ31 + a3σ12)(b0 − b1σ23 + b1cotg

α

4
σ31 − b3σ12)

= a0b0 + a1b1 + a1b1(cotg
α

4
)2 + a3b3 + (a1b0 − a0b1 + a3b1cotg

α

4
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− a1b3cotg
α

4
)σ23 + (−a3b0cotg

α

4
+ a3b1 + a0b1cotg

α

4
− a1b3)σ31 + (a3b0

− a0b3)σ12.

Vyjádřeńı souřadnic jeho vektorové části
−→
V (R2) v HL je

h1L = a1b0 − a0b1 + a3b1cotg
α

4
− a1b3cotg

α

4
, (4.22)

h2L = −a3b0cotg
α

4
+ a3b1 + a0b1cotg

α

4
− a1b3, (4.23)

h3L = a3b0 − a0b3. (4.24)

Uvažujme, že koeficienty b0, b1, b3 jsou pevně zvoleny, koeficienty a0, a1, a3 jsou parametry.
Pokud rovnici (4.22) roznásob́ıme výrazem −b3 − b0cotg α

4
, rovnici (4.23) výrazem −b0 +

b3cotg α
4
, rovnici (4.24) výrazem b1((cotg α

4
)2+1) a následně rovnice (4.22), (4.23) a (4.24)

sečteme, źıskáme rovnici

(−b3 − b0cotg
α

4
)h1L + (−b0 + b3cotg

α

4
)h2L + b1((cotg

α

4
)2 + 1)h3L = 0, (4.25)

která vyjadřuje obecný tvar Listingovy roviny levého oka v obecné pozici B, vyjádřené
pomoćı koeficient̊u rotoru R1 = b0 + b1σ23 − b1cotg α

4
σ31 + b3σ12, který vyjadřuje rotaci

levého oka z primárńı α pozice do pozice B.

Dále uvažujme, že známe směr viděńı −̃→e 1L = (p1, p2, p3) oka v pozici B, a chceme
vyjádřit Listingovu rovinu pro pozici B pomoćı koeficient̊u p1, p2, p3 a α. V primárńı
α pozici se oko d́ıvá směrem −→e 1L = (cos α

2
,− sin α

2
, 0), neznámý je tedy rotor R1 =

b0 + b1σ23 − b1cotg α
4
σ31 + b3σ12. Dále budeme odvozovat jeho goniometrický tvar (viz

(1.19)).
Geometricky lze snadno odvodit, že pokud se z bodu X dostaneme do bodu Y rotaćı

kolem osy o, potom osa rotace o muśı ležet v rovině souměrnosti bod̊u X a Y (množině
všech bod̊u, které maj́ı od X a Y stejnou vzdálenost). Rotace je totiž pohyb po kružnici
a rovina souměrnosti bod̊u X a Y tvoř́ı množinu střed̊u kružnic, po kterých se můžeme
z bodu X dostat do bodu Y .

Rovina souměrnosti bod̊u [p1, p2, p3] a [cos α
2
,− sin α

2
, 0], lež́ıćıch na jednotkové sféře,

má obecný tvar (p1−cos α
2
)h1L+(p2+sin α

2
)h2L+p3h3L = 0. Pr̊unikem roviny souměrnosti

a Listingovy roviny pro primárńı α pozici źıskáváme osu rotace

h1L = p3t,

h2L = −p3cotg
α

4
t,

h3L = (−p1 + cos
α

2
+ p2cotg

α

4
+ 2(cos

α

4
)2)t, t ∈ R.

Jednotkový vektor, lež́ıćı na ose rotace, pomoćı kterého vyjádř́ıme goniometrický tvar
rotoru R1, je ve tvaru:

−→n = (n1, n2, n3) =
(p3,−p3cotg α

4
,−p1 + cos α

2
+ p2cotg α

4
+ 2(cos α

4
)2)√

p23 + p23(cotg α
4
)2 + (−p1 + cos α

2
+ p2cotg α

4
+ 2(cos α

4
))2
. (4.26)

V rotoru R1 = b0 + b1σ23− b1cotg α
4
σ31 + b3σ12 = cos θ

2
+ sin θ

2
−→n

 σ23
σ31
σ12

 zbývá určit úhel

θ, o který rotujeme, resp. členy cos θ
2

a sin θ
2
. Ty źıskáme z rovnice

R1(cos
α

2
σ1 − sin

α

2
σ2)R1 = p1σ1 + p2σ2 + p3σ3. (4.27)
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Po úpravě z (4.27) dostáváme, že

cos
θ

2
= ±

√
1−

p1 cos α
2
− p2 sin α

2
− 1

2(n2
1 − 1− n2

1(sin
α
2
)2 + n2

2(sin
α
2
)2 − n1n2 sinα)

,

sin
θ

2
= ±

√
p1 cos α

2
− p2 sin α

2
− 1

2(n2
1 − 1− n2

1(sin
α
2
)2 + n2

2(sin
α
2
)2 − n1n2 sinα)

.

Zbývá jednoznačně určit znaménka u člen̊u cos θ
2

a sin θ
2
. Uvažujme, že oko se dostane

z primárńı α pozice do pozice B rotaćı kolem osy −→n o úhel θ ∈ 〈−π, π〉. Potom cos θ
2
≥ 0

má kladné znaménko. Pokud jdeme prsty pravé ruky od vektoru, který chceme rotovat,
k vektoru −→n , kolem kterého rotujeme, palec určuje směr rotace, jinými slovy rotace je
provedena v kladném směru (viz věta 1.21). S ohledem na toto tvrzeńı urč́ıme znaménko

členu sin α
2

jako sgn ((−→e 1L ×−→n ) · −̃→e 1L), kde −→e 1L = (cos α
2
,− sin α

2
, 0), −̃→e 1L = (p1, p2, p3).

Jednoznačné vyjádřeńı člen̊u cos θ
2

a sin θ
2

tedy je

cos
θ

2
=

√
1−

p1 cos α
2
− p2 sin α

2
− 1

2(n2
1 − 1− n2

1(sin
α
2
)2 + n2

2(sin
α
2
)2 − n1n2 sinα)

,

sin
θ

2
= sgn ((−→e 1L ×−→n ) · −̃→e 1L)

√
p1 cos α

2
− p2 sin α

2
− 1

2(n2
1 − 1− n2

1(sin
α
2
)2 + n2

2(sin
α
2
)2 − n1n2 sinα)

,

pro (−→e 1L ×−→n ) · −̃→e 1L 6= 0,

sin
θ

2
= ±1, pro (−→e 1L ×−→n ) · −̃→e 1L = 0. (4.28)

Poznámka. Pro (−→e 1L ×−→n ) · −̃→e 1L = 0 znaménko u členu sin θ
2

neovlivńı celkový výpočet.

Nyńı už známe −→n = (n1, n2, n3), cos θ
2

i sin θ
2
. Koeficienty rotoru R1 = b0 + b1σ23 −

b1cotg α
4
σ31+b3σ12 vyjádř́ıme jako b0 = cos θ

2
, b1 = n1 sin θ

2
a b3 = n3 sin θ

2
, jejich dosazeńım

do (4.25) źıskáváme

(−n3 sin
θ

2
− cos

θ

2
cotg

α

4
)h1L + (− cos

θ

2
+ n3 sin

θ

2
cotg

α

4
)h2L + n1 sin

θ

2
((cotg

α

4
)2

+1)h3L = 0, (4.29)

kde členy cos θ
2

a sin θ
2

jsou vyjádřené v (4.28) a členy n1, n2, n3 jsou vyjádřené v (4.26).
T́ım jsme jednoznačně źıskali obecný tvar Listingovy roviny levého oka v obecné po-

zici v závislosti na směru pohledu −̃→e 1L = (p1, p2, p3) a vergenčńım úhlu α v souřadném
systému HL.

Bud’me v souřadném systému HR. Mějme pravé oko v obecné pozici, ze které

se d́ıvá směrem −̃→e 1R = (q1, q2, q3). Analogickým postupem, jako pro levé oko, źıskáváme

Listingovu rovinu v závislosti na směru pohledu −̃→e 1R = (q1, q2, q3) a vergenčńım úhlu α
ve tvaru

(−m3 sin
φ

2
+ cos

φ

2
cotg

α

4
)h1R + (− cos

φ

2
−m3 sin

φ

2
cotg

α

4
)h2R +m1 sin

φ

2
((cotg

α

4
)2

+1)h3R = 0, (4.30)
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kde

cos
φ

2
=

√
1−

q1 cos α
2

+ q2 sin α
2
− 1

2(m2
1 − 1−m2

1(sin
α
2
)2 +m2

2(sin
α
2
)2 +m1m2 sinα)

,

sin
φ

2
= sgn ((−→e 1R ×−→m) · −̃→e 1R)

√
q1 cos α

2
+ q2 sin α

2
− 1

2(m2
1 − 1−m2

1(sin
α
2
)2 +m2

2(sin
α
2
)2 +m1m2 sinα)

,

pro (−→e 1R ×−→m) · −̃→e 1R 6= 0,

sin
φ

2
= ±1, pro (−→e 1R ×−→m) · −̃→e 1R = 0, (4.31)

−→m = (m1,m2,m3) =
(q3, q3cotg α

4
,−q1 + cos α

2
− q2cotg α

4
+ 2(cos α

4
)2)√

q23 + q23(cotg α
4
)2 + (−q1 + cos α

2
− q2cotg α

4
+ 2(cos α

4
))2
, (4.32)

−→e 1R = (cos α
2
, sin α

2
, 0) a −̃→e 1R = (q1, q2, q3).

Bud’me v souřadném systému HC. Chceme vyjádřit tvar Listingových rovin (4.29)
a (4.30) v závislosti na obecném bodu B = [B1, B2, B3], který oči pozoruj́ı.

V HC jsou pomoćı bodu B vektory −̃→e 1L, −̃→e 1R a vergenčńı úhel α vyjádřeny v (4.20)
(4.21) a (4.19). Přepočteńım výrazu (4.20) resp. (4.21) do souřadného systému HL resp.
HR a dosazeńım do (4.29) za (p1, p2, p3) resp. dosazeńım do (4.30) za (q1, q2, q3), včetně
dosazeńı (4.19) za α, źıskáme tvar Listingových rovin v vyjádřených v závislosti na bodu
B, který oči pozoruj́ı, v př́ıslušném souřadném systému.

43



Závěr

V této práci jsme se zabývali popisem očńıch pohyb̊u aparátem geometrických algeber.
V úvodńı části byla rozebrána matematická teorie, týkaj́ıćı se geometrické algebry

G3. V této algebře jsme definovali tzv. rotory. Dokázali jsme, že rotory spolu tvoř́ı grupu,
předvedli jsme jejich r̊uzné zp̊usoby reprezentace - zápis pomoćı skalárńı a vektorové části,
goniometrický tvar. Dále jsme uvedli, jak pomoćı rotor̊u vyjádřit ve 3D prostoru rotaci
vektoru kolem libovolné osy, procházej́ıćı počátkem soustavy souřadnic, o libovolný úhel.
Ukázali jsme také, jakým zp̊usobem lze složenou rotaci, vyjádřenou v́ıce rotory, nahradit
jednoduchou rotaćı, vyjádřenou jedńım ekvivalentńım rotorem. Tento aparát byl dále
použit k odvozováńı vztah̊u v daľśıch kapitolách.

Daľśı část byla věnována klasifikaci očńıch pohyb̊u, popsali jsme předevš́ım pohyby
sakadické, slouž́ıćı k prohĺıžeńı zorného pole, a pohyby disjunktńı, slouž́ıćı k zaostřeńı
na bĺızký bod. Bĺızký bod je pak sledován pod vergenčńım úhlem α. Uvedeny jsou také
definice souřadných systémů, použ́ıvaných v práci.

Následovala odvozeńı, oṕıraj́ıćı se o medićınsky vypozorovaná pravidla Dondersovo a
Listingovo. Formulace těchto pravidel a z nich vycházej́ıćı vztahy byly uvedeny nejdř́ıve
pro sledováńı vzdálených objekt̊u. Vypoč́ıtali jsme, v jaké se oko nacháźı poloze v závislosti
na směru, kterým se d́ıvá. Také jsme odvodili tvar roviny, ve které lež́ı všechny osy, kolem
kterých může oko rotovat, je-li v obecné poloze. Tato rovina je také vyjádřena v závislosti
na směru pohledu.

V závěrečné části byly formulace pravidel Dondersova a Listingova rozš́ı̌reny pro bino-
kulárńı viděńı a sledováńı bĺızkých objekt̊u. Vypoč́ıtali jsme, v jaké se oči nacháźı pozici
v závislosti na bodu, který pozoruj́ı. V závislosti na tomto bodu jsme odvodili také tvary
rovin (pro levé a pravé oko), ve kterých lež́ı všechny osy, kolem kterých oči mohou vy-
konávat sakadické rotačńı pohyby.

Pro lepš́ı osvojeńı si kalkulu založeného na geometrických algebrách jsme při výpočtech
nevyuž́ıvali specializovaný software. Tato geometrická algebra se ukázala jako vhodný
aparát pro odvozeńı vlastnost́ı oč́ı, sleduj́ıćıch vzdálené objekty. V kapitole 3, kde s t́ımto
předpokladem pracujeme, je odvozováńı efektivńı a poměrně jednoduché.

Obt́ıžněǰśı bylo nalezeńı vztah̊u v kapitole 4, kde jsme předpokládali, že oči sleduj́ı
bĺızké objekty, ačkoliv postup odvozeńı byl velmi podobný, jako v kapitole 3. Vhodněǰśı
by zde zřejmě bylo použ́ıt nějakou vyšš́ı geometrickou algebru, např́ıklad G3,0,1 [1], po-
moćı které lze vyjádřit rotaci bodu kolem libovolné osy, nejen kolem osy, procházej́ıćı
počátkem. Pak bychom např́ıklad při postupu nepotřebovali tři r̊uzné souřadné systémy,
ale pouze jeden. Při použit́ı vyšš́ı geometrické algebry by ovšem bylo nejsṕı̌s nutné použ́ıt
matematický software, protože algebraické úpravy už by byly př́ılǐs technicky náročné.
Vše se však nakonec podařilo vyjádřit i bez poč́ıtače pomoćı G3.

Při navázáńı na tuto práci by bylo zřejmě dobré rozš́ı̌rit Listingovo pravidlo pro rotaci
oč́ı o velké úhly, Listingova rovina se totiž pro velké úhly určitým zp̊usobem zakřivuje [1].
K tomu je potřeba očńı kinematiku popsat podrobněji, předevš́ım uvést omezeńı úhl̊u,
o které oči mohou rotovat. Také by nemuselo být špatné naj́ıt souvislost mezi Donder-
sovým pravidlem, Listingovým pravidlem a zpracováńım obrazu, vytvořeném na śıtnici,
zde by bylo zřejmě potřeba nastudovat i anatomii lidského oka.
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Seznam použitých symbol̊u a zkratek

Souřadné systémy a jejich osy a báze:

H Souřadný systém fixovaný k hlavě s počátkem ve středu oka

{
−→
h 1,
−→
h 2,
−→
h 3} Ortonormálńı báze souřadného systému H

h1, h2, h3 Osy souřadného systému H
HL Souřadný systém fixovaný k hlavě s počátkem ve středu levého oka
h1L, h2L, h3L Osy souřadného systému HL

HR Souřadný systém fixovaný k hlavě s počátkem ve středu pravého oka
h1R, h2R, h3R Osy souřadného systému HR

HC Souřadný systém fixovaný k hlavě s počátkem ve středu spojnice oč́ı
h1C , h2C , h3C Osy souřadného systému HC

E Souřadný systém fixovaný k oku s počátkem v jeho středu
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3} Ortonormálńı báze souřadného systému E,

−→e 1 - směr pohledu oka
EL Souřadný systém fixovaný k levému oku s počátkem v jeho středu
{−→e 1L,

−→e 2L,
−→e 3L} Ortonormálńı báze souřadného systému EL,

−→e 1L - směr pohledu levého oka
ER Souřadný systém fixovaný k pravému oku s počátkem v jeho středu
{−→e 1R,

−→e 2R,
−→e 3R} Ortonormálńı báze souřadného systému ER,

−→e 1R - směr pohledu pravého oka

Daľśı použité symboly a matematické operátory:

CL, CR Centrum otáčeńı levého resp. pravého oka
O Střed úsečky spojuj́ıćı centra otáčeńı oč́ı
d Polovina vzdálenosti oč́ı
α vergenčńı úhel
LL, LR Levá resp. pravá Listingova rovina v primárńı α pozici
R Množina reálných č́ısel
G3 Geometrická algebra, jej́ıž prvky jsou generovány báźı

{1, σ1, σ2, σ3, σ2σ3, σ3σ1, σ1σ2, σ1σ2σ3}
Ψ(−→u ) Obraz prvku −→u ∈ R3 v G3, generovaný báźı {σ1, σ2, σ3}
Φ(−→u ) Obraz prvku −→u ∈ R3 v G3, generovaný báźı {σ23, σ31, σ12}
R Rotor

S(R),
−→
V (R) Skalárńı a vektorová část rotoru R

θ Úhel, o který rotujeme
−→n Jednotkový vektor určuj́ıćı osu rotace
N Obraz jednotkového vektoru −→n v G3, generovaný báźı {σ23, σ31, σ12}−→r Vektor rotace
U Konjugovaný prvek k prvku U

Ũ Označeńı výsledného prvku po rotaci prvku U
×, · Vektorový a skalárńı součin
◦ Skládáńı vektor̊u rotace
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