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Anotace

Cilem tohoto bakalaiské prace je zjistit moznosti ziskani analyzy ¢asové, frekvenéni
a jejich vzajemné kombinace, Casové-frekvencni, riznymi metodami naptiklad Fourierovou
transformaci a VInkovou transformaci. Béhem priace se sezndmime s jednotlivymi
transformacemi a vysvétlime postup jejich vypoctu a piredevsim jejich vyhody a nevyhody z
pohledu ptesnosti urceni velikosti frekvence signdlu v Case.

Kli¢ova slova: Casové-frekvencni analyza, Fourierova transformace, Vinkova transformace

Annotation

The aim of this bachelor's thesis is to explore possibilities of solving time-, frequency
analysis atheir combination time-frequency analysis by different methods for example
Fourier transform a Wavelet transform. Going through this project we will get know each
transformation and we will make clear procedure of their solving and first of all their
advantages and disadvantages in view of accuracy of frequention’s mark in time.

Keywords: time-frequency analysis, Fourier transform, Wavelet transform
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1.Uvod

Tato bakalarska prace se zabyva srovnanim riznych metod Kk dosazeni frekvenéni analyzy
signall  spojitych i diskrétnich. Frekvenéni analyzou rozumime odhad spektra jeho
frekvencnich slozek, tedy jednotlivé frekvence, ze kterych se piivodni signal sklada. Tyto
slozky charakterizuje jejich frekvence, amplituda, zacatek a konec v Case. Pfi ¢asové analyze
se snazime dosdhnout co mozna nejvétsiho rozliSeni Casové osy, abychom dokézali presné
detekovat vyskyt této slozky. Naopak pii frekvenéni analyze hleddme nejvétSi rozliSeni
frekvenéni osy spektra, abychom dokazali piesné urcit velikost frekvence aamplitudu
jednotlivych slozek signalu. Téchto 2 kritérii, tedy ¢asového a frekven¢niho, nejsme schopni
dosahnout zaroven, avSak snazime se vzdy najit co moznd nejvhodné;j$i kompromis pravé pro
danou aplikaci. U nékterych transformaci ¢asové rozliSeni zlepSovat nelze a jsou omezena
naptiklad délkou vstupniho signdlu, dosahuji vSak oproti ostatnim mnohem lepSich vysledkt
v jinych aspektech, U jinych transformaci jsme si schopni ,,pomoci® umélého prodlouzeni
signalu, popft. del§im vypoctem ziskat kvalitnéjsi rozliSeni Zadané osy.

1.1.Spojity signal

Signal si mizeme piedstavit jako informaci popsatelnou mnoha zplsoby (napiiklad
matematickou funkci nebo zapisem vektroru hodnot). Zakladni vlastnosti spojitého signalu
s(t) by méla byt jeho navaznost. Nem¢l by obsahovat zadné mezery a v kazdém okamziku by
mél mit jasné definovanou amplitudu a fazi. Tohoto miizeme naptiklad v Matlabu dosahnout
i tak, ze signal bude urCen velkym poctem hodnot ajeho pribéh bude mezi jednotlivymi
hodnotami aproximovan. Pro vypocet frekvencéniho spektra spojitého signalu nam muze
poslouzit jakakoli tranformace, avSak aplikovatelna na spojity signal (CWT — spojita vinkova
transformace, Fourierova transformace, ...). Existuji téz spojité komplexni signaly, takové
jsou definovany dvojici signalu, z nichz jeden pfedstavuje jeho redlnou slozku a druhy
komplexni slozku. U téchto signalu se bavime 0 modulu a fazi. u vinkové transformace
pocitame spektrum komplexniho signdlu pomoci komplexnich vinek Gaussovskych ¢i
Morletovych. u Fourierovy transformace komplexni modulové spektrum ma jiné vlastnosti,
nez spektra redlnych signali (viz. déle)
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Obr. 1:Spojity signal
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1.2.Diskrétni signal

Diskrétnim signal oznacujeme S(n). Diskrétnim signalem rozumime definovanym v ¢asovém
okamziku a casové ohrani¢eném (s kone¢nym poctem hodnot Ns). Déle existuji téz signaly
diskrétni v Case, ty vSak neobsahuji kone¢ny pocet vzorkd a popisuji napt. funkci sin(x), ktera
mé nekonecné dlouhy defini¢ni obor, tedy neni ¢asoveé ohranicena.

Diskrétni signal je sloZzen z hodnot amplitud v Case, které ziskame tzv. navzorkovanim
vstupniho signalu s(t) pomoci A/D ptevodniku se vzorkovaci frekvenci fs. Pravidlem je,ze
vzorkovaci frekvence fs. musi byt nejméné 2x vyssi nez je nejvyssi frekvence slozky f, kterou
chceme v diskrétnim signalu zachovat. Toto se tidi Nyquist—-Shannon vzorkovacim teorémem.
Pokud bychom toto pravidlo nedodrzeli, mohlo by dojit K tzv. antialiasingu, coz je zkresleni
frekvenéniho spektra slozkami, které pivodni signal viitbec neobsahoval.

f<k [MHz]
1)

Pti vzorkovani uzivame jesté kvantovani, tedy pievedeni pfesné hodnoty signalu na
diskrétni hodnotu, jejiz pfesnost urcuje presnost uzitého A/D pifevodniku. Pii kvantovani
musime pocitat s jistou nepiesnosti velikosti amplitudy. Kazdy vzorek vstupniho signdlu je
pfeveden s tzv. kvantovou chybou, tedy srozdilem oproti skute¢né velikosti amplitudy
vstupniho signalu. Jeji velikost se udava v toleranci £1/2 LSB, coz piedstavuje polovinu
nejnizs§iho bitu Cislicového A/D pievodniku. Kone¢ného poctu vzorki dosdhneme
vynasobenim vstupniho signalu obdelnikovym oknem 0 amplitudé rovné 1 a kone¢né délce v
case. Déle zde musime uvazovat ¢asové zpozdéni, které A/D pifevodnik zavadi, tim se nam
méni presnost v Casovém metitku, avSak tuto nectnost v Cislicové technice muize napravit
rekurzivni filtr, ktery jednoduse posune hodnoty na ¢asové ose, aby nebyly zpozdény. VéEtsina
modernich pfistroju pracuje s diskrétnim vyjadienim signalu napi. digitalni technika, protoze
je to méné Casov€é ndrocné na vypocet. Samoziejme, ze tim myslime, Ze prace programu
pocita uz pouze s diskrétnimi hodnotami, vstupnim signalem vsak je vétSinou signal spojity

vstupni signal
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Obr. 2:Diskrétni signal




1.3. Okno

Ve vetsing pristrojii pracujeme s omezenou velikosti paméti, kam se mohou ukladat udaje
0 vstupnim signdlu. Z téchto divodu se zavedly takzvana okna, pomoci kterych diskrétni
signal rozdélime na urcité tiseky a z téchto pak pocitdme jednotliva spektra. Okna délime dle
jejich délky ataké podle jejich vahy. Jedna se tedy 0 vahovana okna. NejbéznéjSimi typy
takovych oken jsou naptiklad okna trojuhelnikové, obdelnikové (Obr. 3), Hammingovo
(Obr. 6), Hanovo (Obr. 5), apod. Krom¢ prvnich dvou typti maji tyto okna pievazné zvonovity
tvar. Pro vypocet je vhodnéjSi pouziti zvonovitych tvarli, protoZze dosahuji vétsich presnosti
pii1 urceni frekvence, pokud signal kon¢i hodnotou amplitudy 1 a za¢ina hodnotou amplitudy -
1 bude spektrum zkreslené a nebude z né&j moci byt ptivodni signal zrekonstruovan piesné.
K tomuto zkresleni dochazi mimo jiné i nelinearitou faze jednotlivych koeficientd. Faze by
pfi vypoctu méla nartistat s mnozstvim koeficientll linearné. Tuto nectnost se snazime
eliminovat mimo jiné tak, ze okno bude obsahovat celé periody signalu, pokud je signal
periodicky, nebot” napt. obraz Fourierovy transformace je periodicky a kladenim jednoho
obrazu zpétné transformace za druhym by mohou vzniknout skoky na rozhrani obrazi. Tim
bych samoziejmé zkreslili vystupni signal, ktery by pak neodpovidal signalu ptivodnimu.

0.8
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o
o

o
S
T

0.2F
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Obr. 3: — Obdelnikové okno
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Obr.6: Hammingovo okno a utlum v okoli stfedu jeho obrazu FT

2. Transformace

Pokud chceme zjistit, jaké frekvenéni slozky signal obsahuje, vyuzivame urcitého algoritmu,
pomoci kterého vypo¢teme odhad frekven¢niho modulového a fazového spektra. Jednotlivym
slozkam pak fikame spektralni slozky. EXistuje nékolik zpusobu, jak spektrum vypocitat,
V této praci se vSak zaméfime na 2 nejpouzivanéjsi, atémi jsou Fourierova transformace
a Vinkova transformace. Kazda z téchto transformaci ma odlisny vysledek neboli obraz, ale
pomoci n¢kolika jednoduchych vztahi, které si fekneme pozdéji, 1ze jejich vysledky srovnat.

2.1. Fourierova tranformace

2.1.1. Fourierovy rady
Uziva se pro analyzu periodickych signali. Realny periodicky signal s(t) o urcité frekvenci fs
mohou zastupovat dvojice koeficientl Cx S opacnou fazi.

c, = ;Clexp (](pl) a c_1 = %QGXP (_j(pl)’
(2a3)

kde C; je amplituda signalu s(t) a ¢, pocatecni faze tohoto signalu.

-11-



U komplexnich signdlt plati, Ze fdze ani amplitudy dvojice koeficientli nemusi byt stejné, to
znamenad, ze komplexni signal muze byt zastoupen 1 pouze jednim koeficientem, coz nam
miize pomoci pii nékterych praktickych aplikacich (viz. dale).

Z téchto koeficientd pak mtizeme ziskat vypoétem tzv. Fourierovu fadu (4.). VSechny
realné signaly jsou zastoupeny ve spektru dvojici komplexnich koeficientt cy, které jsou
osové soumérné dle f, tzv. Nyquitova kmitoc¢tu. Toto v8ak nemusi platit u komplexnich
signali, pokud budeme brat v uvahu specidlni piipad takového komplexniho signalu, jeho
spektrum mitize mit pouze polovinu koeficientli oproti realnému signalu. Toho se vyuziva
napt. v radiotechnice, kdy k pienosu uzivame realny signal a pfi pfijmu z n€j vyuzijeme pouze
realnou ¢ast, ¢imZ dostaneme opét redlny signal.

Koeficient mize mit vSak inulovou amplitudu, ¢emuz odpovida piipad, kdy dana
frekvencni slozka nemusi byt v ptivodnim signdlu obsazena. Jednotlivé komplexni koeficienty
Cx budou predstavovat spektralni slozky, ze kterych lze spocitat prisluSné frekvenéni slozky.
Komplexni koeficienty maji modul a fazi.

T1/2
1
C = — f s(t) exp(—jkw,t)dt,
I Ty/2
—1i1

(4)
kde cx je komplexni koeficient spektra signalu s(t) a Ty je perioda zakladni harmonické
slozky.

2.1.2. Fourierova transformace spojitého signalu (FT)

Obrazem Fourierovy transformace signalu s(t) je frekvenéni modulové S(w) a argumentové
S(¢) spektrum signalu, které vychazi z rovnice (4). Na ose nezavisle proménné jsou kmito¢ty

0-fs. V poloviné se nachazi tzv. Nyquistav kmitocet fi, tedy% U impulzi, nebo u signald

s velice dlouhou periodou by nam vsSak vztah (4) piilis§ nepomohl, koeficienty ¢y by byly
velice blizko u sebe ato ve zna¢né hustoté. Jejich amplitudy by v limité pro T; = o dosahly
nuly. Proto jsme zavedli S(w) (5.). Pii Fourierové transformaci se po¢ita spektralni funkci
S(w) signalu s(t) ktera popisuje jeho harmonické slozky. Matematicky si miizeme piedstavit
spektralni funkci jako obraz Fourierovy transformace. K vypoétu vyuzivame nasledujici vztah

S(w) = foo s(t) exp(—jwt) dt,
©)

kde w je uhlovy kmitocet a s(t) vstupni spojity signal.
Jedna se 0 spojité spektrum signalu s(t) Tento vztah Ize odvodit ze vztahu (4) uzitim limity T

jdouci k nekone¢nu. Fourierova transformace je reverzni, tedy je mozno z jejiho obrazu
odvodit piivodni signal s(t) a to pomoci vzorce

-12-



[ee}

1
s(t) = %J‘ S(w) exp(jwt) dw.

(6)
2.1.3. Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

V praxi se nejcastéji setkdme s diskrétnimi signaly (napt. v Matlabu). Vzorec pro vypocet
Fourierovy transformace diskrétni v ¢ase (DTFT — Discrete Time Fourier Transform) lze
odvodit ze spektralni funkce a to

[ee]

S(el@y = Z s(n) exp(—jwn).

n=-—oo
(7)
Fourierova tranformace vSak postupovala dal. Vyvinuly se mnohem vykon¢jsi aparaty FT
napt. diskrétni Fourierova transformace DFT (Discrete Fourier Transform), kterd jiz pracuje
S omezenym poctem vstupnich vzorkli; nebo Rychld Fourierova transformace FFT (Fast
Fourier Transform) ktera je dnes jednou z nejpouzivanéjSich metod K ziskani frekvenéniho

spektra. Pro ptehlednost uvedeme vzorec DFT.

N-1
Stk) = Z §(n) exp(—jwyn)
n=0
(8)
VInovkou je oznaéena periodicita spektra, wk oznacuje normovany kmitocet
_2m I
Wy = N y
(9)
kde N oznacuje pocet vzorkt vstupniho signalu.Pro DFT pak lIze napsat
N-1
2T
S(k) = Ry (k) Z #(n) exp (—j Wkn).
n=0
(10)

Z vypocetniho hlediska je Ry vyraz nadbytecny a proto se €asto vynechdva, oznacuje prichod
vstupnich vzorkt pies obdelnikové okno 0 amplitudé 1.

Tyto vSechny vypocty slouzi ke zjiSténi spektra, pokud budeme mit k dispozici cely
signal od zacatku az do konce, avSak v praxi se stimto ptipadem setkame jen ziidka. Ve
zbylych ptipadech potiebujeme zjistit v signalu pfitomnost néjaké slozky a predev§im
bychom radi ur¢ili jeji velikost modulu a faze popt. velikost takové frekvence. Pak musime
spojit v§e, co jsme si jiz fekli v jedno. Vstupni signal navzorkujeme, a ur¢ime s kolika vzorky
budeme pracovat, ozna¢me si tento pocet N. Pak prejdeme k samotnému vypoctu DFT. Pokud
bychom vsSak pouzili jen prostého vyseknuti daného N vzorkl, tedy uzili bychom
obdelnikového okna, zjistili bychom, ze spektrum obsahuje moznd nas signal, avSak odstup
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takové spektralni slozky od Sumu, postrannich lalokt vlivem funkce sinc(x) (viz. dale), nebo
od ostatnich je velice maly. To je zptsobeno tim, Ze spektrum obdelnikového okna je sinc(x)

1

0.8

0.6

0.4r

amplitude

0.21

0

-0.21

0.4 I I I I I I I I I

arg [pi]

Obr. 7:Funkce sinc(x)

Vidime, Ze spektrum ma velké postranni laloky. Pii vypoctu DFT pak dochazi vzdy ke
konvoluci tohoto spektra a spektra dané frekvenéni slozky, tedy

$(w) = S,(w) * S(w),
(11)
kde S, (w) je frekvenéni spektrum okna a S(w) spektrum pivodniho signalu.

Pro jednu harmonickou slozku je jim dvojice spektralnich ¢ar danych koeficienty ¢; a ¢, jak
jsme si jiz uvedli v predchazejici kapitole).

Tedy pokud bude signal obsahovat 1 frekvenéni slozku, pak vysledné spektrum miize vypadat
nasledovné

1.2

0.81 P 3 ’ ? A

0.6 Bl

0.4r b

modul amplitudy [-]

0.2

] LWN hr S rﬁ MP 7

-0.4

frekvence [Hz]

Obr. 8: — DFT spektrum
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Jelikoz pomoci okna jednotlivé vzorky signalu vahujeme, fika se témto signaliim vahovana
okna. Vidime, ze pfi pouziti obdelnikového okna neni pfili$ $tastné, proto byly vyvinuty dalsi
typy oken (viz. kap. 1.3). Pokud se snazime detekovat urcity signal v case, pak je nutné, co
nejvice eliminovat zpozdéni vypoctu, na¢itani apod. Toho lze dosahnout rychlym posunem
okna v Case a pokud zajistime, ze pocet vzorki N bude nizky, aby vypocet mohl prob&hnout
co nejrychleji. Avsak setkavame se s nedostateCnym rozliSenim na frekvenéni ose. Z vyse
uvedeného totiz jasné vyplyva, ze DFT spocitd z daného poctu vstupnich vzorkti dané pocet
vystupnich vzorkd, kterym odpovidaji dané frekvence 0 az f;,. Tohoto se vSak da zbavit
pomoci umélého prodlouzeni vstupnich vzorki nulami. Pak vystupni spektralni slozky budou
S menS$imi rozestupy a tedy budeme moci pfesnéji ur€it danou frekvenci. Pokud ndm vsSak
vstupni signal bude ménit frekvenci, bylo by na misté, abychom zajistili dostate¢né Casoveé
rozliSeni, toho lze dosdhnout piekryvanim vahovanych okének atim opakovanému
Caste¢nému propoctu s jiz pouzitymi hodnotami, ¢imz se dostavame k STFT (Short — time
Fourier Transform). Pokud takovato spektra poloZime na ¢asovou osu, dostavame Casove-
frekven¢ni analyzu.

vstupni signal
1 T plTAT TSI T T

Lt e *

708 | L 160
O, C
Oi‘c ) )\L«LO
Y Yol m
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t[s]
fit modulove spektrum N=100
50 \ \ \

amplituda[-]

o

o

T
e
I —
[ —
/5,\57‘7
e —

S

0 b 4 & 4 bo & b A
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
frekvence [Hz]

argumentove spektrum N=100
1 T T

0.5 =

argument [pi]
o

| | | | | I | | |
-1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

frekvence [Hz]

Obr. 9: Diskrétni Fourierova transformace
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Z hlediska ptesnosti se lze ve DTFT ubirat dvéma sméry. RozliSeni frekvencni Rt (DTFT)
resp. nejmensi dilek na frekvencni ose je ptimo umérny Nprer, tedy poctu vzorkd, ze kterych
se v danou chvili DTFT pocita, dale je pfimo umérné poloviné vzorkovaci frekvence fs, avSak
s toleranci Tt (DTFT).

Ry (DTFT) = & s
DTFT [HZ]
(12)
T;(DTFT) = + w
[Hz]
(13)

Casové rozliseni, tedy nejmensi dilek na ¢asové ose je nepiimo imérny fs nasobeny rozdilem
Notrr @ Noverlap , €0Z predstavuje pocet vzorki, které se budou ve dvou po sob€ jdoucich
vstupnich posloupnostech, piekryvat. Mohlo by se zdat, Ze vysokym poctem vstupnich vzorki
dostatecné zvétsime frekvenéni rozliSeni, ovSem s je nutno brat ohled na dobu vypoctu a
piedevsim zpozdéni zavedené vlivem nacitani vstupnich vzorkd.

NDTFT - Noverlay

R (DTFT) =
¢ ( ) 7
[s]
(14)
T«(DTFT) = iw
[s]
(15)

Popsané¢ vztahy si mizeme nazornét ukdzat na piikladu vstupniho sinusového
vstupniho signalu o frekvenci f, = 1000Hz. Pro analyzu uZijeme metodu Fourierovy
transformace, vzorkovaci frekvence f; = 10000Hz, pocet vzorki testovaného signalu N=5000
(pro N=2500 az N=2700 nahrazeno nulami), Nprpr=125, Noveriay=0.

RozliSeni na frekvencni ose bude mit ndsledujici parametry:Velikost jednoho dilku

£, 10000
R; (DTFT) = - — 80H
r ( ) Nprpr 125 z
R: (DTFT) 80
T (DTFT) e = =" = — = +40Hz.

Frekvence 1000Hz se nalézd na frekvenéni ose mezi diskrétnimi hodnotami 960 Hz a
1040 Hz.

Vzdéalenost mezi dvémi nejblizSimi  hodnotami na  frekvenéni ose bude

N —N 125-0
Ré (DTFT) — DTFT f overlay _ 5000 _ 12,5#5
s
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R: (DTFT) 12,5-1073
T«(DTFT) = + > =+ > = 6,25us.
Ve vysledku transformace se pokles amplitudy frekvenénich slozek na nulu projevi se
NDTFT_Noverlay

zpozdénim a to zdavodu tvaru obrazu uzitého okna.Pii skokové zméné
amplitudy (ze sin(x) na nuly) vSak dojde k indikaci vSech frekvenci a to z diivodu obrazu
obdelnikové hrany. Tyto frekvence jsou detekovany jiz piesné v ¢ase viz vySe. Nasledujici

znazornéni potvrzuji popsané vztahy:

vstupni signal

amplituda [-]

| | | | | |
0.269 0.27 0.271 0.272 0.273 0.274
cas [s]

Obr. 10:Vyiez vstupniho signalu (f, = 1000Hz, f; = 10000Hz,)
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Obr. 11:Vytez casové frekvenéni analyzy (Nprer = 125, Noverlap = 0)

Fourierava transformace

0

0.255 0.26 0.265 027 0.275 0.29 0.285 0.29 0.205
Tirne

Obr. 12:Vytez casové frekvencni analyzy (Nprer = 125, Noverlap = 0)
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Faurierova transformace
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Obr. 13:Casové frekvenéni analyza (Na vstupu rozmitany sinusovy signal od frekvence f, =
0'3 kHZ, ObdelnikOVé Okllo, NDT]——r = 120, Nover|ap = 119)

Fourierova transformace

5000 003

Time

Frequency (Hz)

Obr. 14:Casové frekvenéni analyza (Na vstupu rozmitany sinusovy signal od frekvence f, =
0-3 kHz,Gaussovo okno, Nprer = 120, Noveriap = 119)
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Obr.16: Analyza zvuku housli FFT 2 (N=8000, Nprer = 160, Noverlap = 140)

Zlepsenim frekven¢niho rozliSeni miizeme vycist ze spektra detailn€jsi (pfesnéjsi) informace.
Napriklad 2 signdly, jejichz frekvencni rozdil je velice maly, mohou byt ve Spatné¢ zvoleném

-20-



frekvencnim rozliSeni zobrazeny jako 1 signal. Kvalitnéjsiho frekvenéniho rozliseni mizeme
docili nékolika metodami: a) doplnénim vstupniho signdlu nulami nebo b) zvétSenim poctu
vstupnich vzorkl signalu pro vypocet spektra. Kvalitn¢jSiho ¢asové rozliSeni dosdhneme
dostate¢nym piekryvem jednotlivych spekter.

2.2. Vinkova transformace

Mezi dalsi ¢asto pouZzivané transformace patfi jiz ptes 10 let vinkova transformace. Jako jedna
Z mala ma mnoho spolecného s Fourierovou transformaci. V nasledujicich kapitolach se ji
pokusim piiblizit a ukézat jeji vyhody a nevyhody oproti Fourierové transformaci. Vinkova
(ang. wavelet) transformace se d¢li podobné jako Fourierova transformace na CWT
(Continous Wavelet Transform) a DWT (Discrete Wavelet Transform), tedy na spojitou
a diskrétni. Jejich zakladem je tzv. vinka (ang. wavelet). Béhem né¢kolika let bylo vytvoieno
nékolik typt vinek napi. Gaussova, Haarova a dalsi. Na tvaru vinky velice zalezi. Strmost
vinky nepfimo ovliviiuje ¢asovou piesnost transformace, ¢im vétsi strmost a méné koeficientl
vinky jejich rekonstrukénich resp. dekompoziénich filtra, tim presnéjsi ¢asové urceni signalu.
Na obrazcich *** je uvedena jedna ze zdkladnich vinek, tj. Daubechieova. S rostoucim fadem
vinky nartista téz pocet koeficientli a zmenSuje se ostrost a strmost vinky.

Scaling function phi Wavelet function psi
1 17 T
081
05
06+
0
04
05
02t
0t . . . . -1 \ . I :
1] 02 04 06 08 1 o 02 04 06 08 1
Decompaosition low-pass filter Decomposition high-pass filter
® L J
05t E 05 B
1] 0
-05F E 05
1] 1 8 1
Reconstruction low-pass filter Reconstruction high-pass filter
®
0s5tL g 05
1] 0
-05F g 05 4
0 1 0 ?

Obr.17: Daubechieova vinka 1.fadu neboli Haarova (nahote), jeji dekompozi¢ni filtr DP
(uprostted vlevo) resp. HP (uprostied vpravo) a rekonstrukéni filtr DP (vlevo dole) resp. HP
(vpravo dole)
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Obr.18: Daubechicova vinka 2.fadu, jeji dekompoziéni filtr DP (uprostted vlevo) resp. HP
(uprostied vpravo) a rekonstrukéni filtr DP (vlevo dole) resp. HP (vpravo dole)
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Obr.19: Daubechicova vinka 6.fadu, jeji dekompozi¢ni filtr DP (uprostied vlevo) resp. HP
(uprostied vpravo) a rekonstrukéni filtr DP (vlevo dole) resp. HP (vpravo dole)
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Zakladni mys$lenkou je porovnanani signalu s matefskou vInkou, mira podobnosti
odpovida hodnoté amplitudy pii daném métitku s (scale), pomoci néj je mozné ménit jeji
Sitku (dilataci) a parametru t zvanym poloha, ktery méni umisténi vinky na Casové ose
(translaci). Vyhodou vinkové transformace je pravé vztahovany signal. Na rozdil od
Fourierovy transformace, kde posuzovanym signdlem byla sinusovka bez ¢asového
ohrani¢eni, zde posuzovacim signdlem je vinka s kone¢nou délkou, ktera umoziuje proto
kvalitngjsi rozliSeni v Case.

Prvotni formou tzv. Spojité vinkové transfomace byla tzv. Diadi¢nost, kterda vyuziva
déleni na frekvencni a Casové ose ndsledujicim zptisobem:

Nizkym kmito¢tiim ptifazuje delsi Casova okna a vysokym kmito¢tiim naopak okna kratsi, tim
se docili pfesnéjSi Casové polohy. Tato nerovnomeérnost v Casovém meéfitku je nadéle
vykompenzovana nerovnomeérnosti v mefitku frekvenénim. Vzhledem k delSim casovym
okniim U nizkych frekvenci, je ¢asové rozliSeni u nizkych frekvenci mensi (smérem Kk niz$im
frekvencim jsou Casova meétitka nasobky 2). Tedy u nejnizSich kmito¢tt je méfitko nejveétsi
a smérem k vy$§im kmito¢tim klesd az ke 2. Odtud vyplyva také pravidlo, ze vstupni signal
musi byt nasobkem 2 (N=1024,2048,...). Pokud budeme chtit zvysit rozliSeni na frekvenéni
ose, musime jen zvysit pocet rozdéleni 2" (64,128,256,...). Co se tyce Casové osy uz tolik
udélat nemizeme. Na rozdil od prekryvani oken u Fourierovy transformace, zde je asové
urceni konecné. U vysokych frekvenci vlivem kratké vinky mizeme ocekavat rychlou reakci
casové-frekvencni analyzy na zménu frekvencnich sloZzek signalu, u nizSich tomu bude prave
naopak. u DWT (viz. dale) si ukazeme, Ze volbou stromu muzeme ovlivnit pifesnost na obou

osach pravé v nami sledovaném useku frekvenci.

2.2.1. CWT - Spojita vinkova transformace

Transformace pracuje na systému popsaném vyse, avSak vzhledem k tomu, ze v Case se
nemiizeme pohybovat spojité, ale pouze po danych krocich je otazkou, zda CWT muzeme
povazovat za Spojitou, tento problém zpusobili matematici, ktefi zacali nasledujicimu vztahu
fikat spojita vinkova transformace, ale pfitom si neuvédomili, Zze pokud mluvime 0 spojité
transformaci, predpokladame spojity posun v casovém meétitku. CWT pracuje se spojitymi
signdly a jeji koeficienty lze vypocitat nasledujicim vztahem

*® 1
Wy(s,7) = f FO o O

(16)
kde s je méfitko vinky (mira roztaZeni v Casovém méfitku pro porovnani), Y,y mateiskd
vinka vpoloze r (v Case) améfitku s, f(t) je porovnavany signal. Pak W;(s,7) jsou
koeficienty vinkové transformace.

CWT uziva stromu popsného vySe.Vhodnym signalem, ve kterém by CWT méla mit vyhodu
oproti Fourierové transformaci, jsou signaly s body nespojitosti. Tyto body ve svém spektru
obsahuji mnoho vysokych frekvencnich slozek a proto vinkova transformace bude moci
presnéji Casové urCit jejich polohu pravé diky diadickému déleni smérem k vySSim
frekvencim. CWT na rozdil od ostatnich transformaci je schopna také poskytnout informace,
které ostatni transformace nemaji napft. trendy, body nespojitosti, tedy body s velkou derivaci.
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PtedevSim je schopna s daty pracovat. Muze se vyuzit pro odstanéni Sumu.Z vypoctenych
koeficienti W (s, ) jsme schopni plivodni signal zrekonstruovat.

2.2.2. DWT — Diskrétni vinkova transformace

Diskrétni vinkova transformace je v poslednich letech velice oblibenou metodou vypoctu
frekvencniho spektra. Mtizeme si ji piedstavit jako specialné vzorkovanou Spojitou vinkovou
transformaci. Tvofi ji série hornich a dolnich propusti. Na vystupu kazdého z téchto filtrii
dochazi ktzv. decimaci, coz piedstavuje vybrani kazdého druhého vzorku. S takto
»zkracenym® signdlem pak pocitame dal. Vyhodou této decimace je, ze vysledny pocet
vystupnich vzorktl je shodny s poctem vstupnich vzorkl. Tato metoda téz logicky Setfi misto
Vv paméti, kam se mezivysledky transformace ukladaji. Z vysledku jsme schopni zpétnou
transformaci ziskat opét ptivodni signal. K syntéze se vyuziva tzv. rekonstrukénich FIR filtra.

Diskrétni vinkova transformace vyuziva rychlého algoritmu, ve kterém ekvidistantné
vzorkujeme signal v Case, avSak logaritmicky v méfitku. Toto ndm umoznuje nestejnomérné
vzorkovat signal s ohledem na jeho ¢asovy a frekvenéni priubéh (viz. Obr. 20).
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Obr. 20: Vzorkovani CWT — vznik DWT

Rekli jsme si, 22 DWT vyuziva vzdy dvojic filtrd dolni a horni propusti. Tyto filtry maji
stejny délici kmitocet, jejich pdsma na sebe tedy komplementarné navazuji. Tim je zajiSténo,
aby se zadné frekvenéni slozky signalu neztracely. Dolnim propustem se fika scaling filtry,
hornim pak wavelet filtry. Zakladem DP je méfitkovy filtr w, ze kterého normovanim
vzniknou koeficienty dolni propusti h. Pomoci HP pak dostaneme koeficienty horni propusti
g. Vystupni vzorky téchto propusti jsou nadale podvzorkovany na polovinu (pokud bychom
nevyuzivaly decimace, doséhli bychom vétSiho rozliSeni na frekvenéni ose, avSak za cenu
vétsSich pamétovych potfeb anutnosti vétsi rychlosti vypoctd pii zachovani casového
rozliSeni). Kazdy vystup této dvojice filtrii je dvojici slozek vektori CA a cD. cA piedstavuje
vektor koeficienti aproximace, jde 0 vystup dolni propusti, cD pak vektor detailnich
koeficientl. cD jsou nadale filtrovany pies HP a DP s lomovym kmito¢tem fypi/2 (Obr. 21).
Cim vyssi pocet detailnich koeficienti mame, tim kvalitngjsiho rozliseni na frekvenéni ose
miizeme dosahnout, az do vycerpani informaci vstupniho signalu.

Je ziejmé, ze pokud bychom nefiltrovali ptes HP a DP pouze koeficienty g, ale
i koeficienty h, tedy vystupy DP, dosahli bychom linearniho rozlozeni frekvenci podél osy
scales. Tomuto rozlozeni, kdy kazdy vystup filtru at uz HP ¢i DP podrobujeme dalsi analyze,
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fikdme wuniformni rozlozeni. Pokud bychom méli zdjem zkoumat piesné okoli urcité
frekvence, museli bychom tomu pfizpusobit irozlozeni stromu, pak v daném okoli ziskame
vétsi rozliseni v Casovém métitku i ve frekvenénim.

Pii rozlozeni diadickém odpovida libovolnému frekvenénimu pasmu M spektra
vinkové transformace nasledujici frekvenéni rozsah

R,(DWT) = (2M —2M=2) + (2M + 2M~1),
[HZ]
17)
kde M = (1,2,3,...) je potadi frekvenéniho pasma smérem od nejvyssich frekvenci k niz§im, fs
je vzorkovaci kmitocet a R;(DWT) je frekventni rozliSeni. Naopak rozliseni Casové, tedy
velikost nejmensiho dilku na ¢asové ose, lze popsat jako R«(DWT) ato
M

2
R:(DWT) = &

[s]

(18)

kde R«(DWT) je velikost nejmensiho dilku na ¢asové ose pro M-té frekvenéni pasmo

pocitdino od nejdelSich porovnavacich vinek, tedy od nejnizSich frekvenci. V piipade
rozloZeni uniformniho plati stejné frekvenéni a ¢asové rozliseni jako u DTFT.

Nasledn¢ si ukazeme na testovacim signalu, ktery se sklada ze slozek f,;=256Hz a

f,2=1024Hz, N=5000, f~=10kHz. Pro analyzu uZijeme vinkové transformace. Hodnota 256Hz

odpovida 28 a 1000Hz odpovida piiblizné 2%, Tyto signaly se budou nachazet ve scales

(frekvencnich pasmech) 8 a 10, coz odpovidat frekvencim

Rf(DWT) — (ZM _ ZM—Z) - (ZM + 2M—1) — (210 _ 210—2) - (210 + 210—1) —

A |
Obr. 21: Diadicky rozklad s podvzorkovanim na koeficienty h (aproximacni) a g (detailové)

=768 + 1536 Hz
Rf(DWT) = (ZM - 2M_2) =+ (2M + ZM_I) = (28 - 28_2) + (28 + 28_1) =
= 192 +~ 384Hz.
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Obr.24: Analyza vyse popsaného signalu pomoci WT, vinka Daubechieova 5.fadu, 12
frekven¢nich pasem, diadické rozlozeni
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Obr.25: Analyza vySe popsaného signalu pomoci WT, vinka Symletova 5.fadu, 12

frekvencnich pasem, diadické rozloZeni

Je tieba si uvédomit, ze DWT jde v analyze dél, nez FT, protoZe nejen, Ze pro danou
scale dokaze urcit pfitomnost signalu, ale detekuje ijeho amplitudu rozdilnou od nuly.
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Napriklad sinusovka se v DWT projevi jako pulzujici signdl o dané amplitudé. DWT reaguje
nikoliv na pfitomnost signdlu, ale spi§ na jeho zménu, tedy na jeho derivaci. Zatimco FT
zobrazuje signal o dané urovni, DWT ho zobrazuje s mnohem vét§im casovym rozliSenim
a proto se muze dostat az do stadia, kdy kopiruje zménu amplitudy signalu v Case.
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Obr. 26: Spektrum DWT
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Obr.27: DWT bez podvzorkovani
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Obr. 28: DWT s podvzorkovanim

Dalsi vyhodou DWT je déale moznost vypustit nékteré vektory s informaci 0 frekvencni
slozce, ktera je ve spektru jen tézko rozeznatelnd, nebo vylozené rusi. Tento vektor pak
nahradime jednoduse nulami a po provedeni zpétné transformace dostavame signal bez této
slozky. Takto zhotoveny signal neni absenci informace nijak déle zkreslen. Ke zpétné
transformaci se vyuziva tzv. dekompoziénich filtri. Vektory koeficienti h a g je pak nutno
prevratit a brat v opacném potadi.

Vétsina téchto operaci je velice dobfe zpracovana v programu MATLAB. Zde
muzeme nalézt dokonce aplikaci s mnoha fukcemi tykajicimi se vinkové transformace, napf.
rozklad signdlu na jednotlivé koeficienty. Tuto aplikace vyvolame zadanim piikazu
,L,wavemenu‘.

2.3. Princip nejistoty

Dle principu nejistoty (viz. rovnice (19) nelze v podstaté zvySovat piesnosti obou os do
nekonec¢na. Na obrazku (3) vidime, Ze limit presnosti odpovida nésledujici rovnici
1
O'f * O¢ > E,
(19)
kde orje kvadratcka frekvencni odchylka a o je kvadratickd casovd odchylka. Vzorec je

odvozen z tzv. Heisenbergerova teorému nejistoty a vzorec plati pro transformaci Fourierovu
I Vlnkovou. Na nasledujicim obrazku je uveden graf casové-frekvencnich lokalizaci pro
nékteré typy vypocta.
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Obr.30: Casové frekvenéni rozliseni a) FT, uniformni WT, b) diadické WT [3]
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3. Zavér

Fourierova transformace se je vhodna pro analyzu signald s Sirokym frekven¢nim spektrem,
kazdé frekvenci ptiklada stejnou vdhu ama pro kazdy signdl stejné rozliSeni v Case.
Frekvencni rozliSeni se da vylepsit proudlouzenim signalu a doplnénim nulami, casové
rozliSeni mizeme ovlivnit velkym prekrytim jednotlivych spekter. Kvalitu pfesnosti téz
ovlivni uzité vadhované okno, idedlni je Hannovo, které ma nejlepsi vlastnosti, co se tyce
utlumu postrannich lalok spektra. Dale jsme se zabyvali Vinkovou transformaci, ktera je
vhodné pro signaly se spektrem, jehoz frekvenéni sloZzky od sebe nejsou piili§ vzdalené, pak
miizeme uspofadanim filtrt dolnich a hornich propusti vytvofit rozlozeni, které ndm umozni
zamétit se na uzké frekvencni pasmo. V Casovém rozliSeni je pak toto pasmo téZ znacné
délené ato nam umoziuje rychlou detekci pocatku vzniku frekvence i jejiho konce. Navic
DWT je schopna detekovat pomérné piesné ipriabéh amplitud jednotlivych frekvenénich
slozek. Diadicka vlnkova transformace vzhledem Kk exponencialnimu narustu frekvenci
Vv jednotlivych scales je Iépe pouzitelnd pro urceni nizSich frekvenci ovSem s horsi Casovou
piesnosti. Naopak u vyssich frekvenci vime mnohem jistéji vyskyt v ¢ase, ovSem nedostatkem
je horsi frekvenéni rozliSeni. U WT zaleZi velice na volbé rozkladového stromu, tvaru vinky a
jejim fadu popft. koeficientech dekompozicnich filtrii. V ptipadé€ velice podrobného rozkladu a
uziti podvzorkovani mizeme vySettit signal az do uplného vycerpani informace, tedy do
chvile, kdy pocet vysetfovanych vzorka vstupniho signalu klesne na minimum. Fourierova
transformace uziva linearniho rozliSeni v Case i frekvenci a je snaz§i k pochopeni, protoze
vysledné koeficienty Ize pifimo ocislovat jako frekvence. U WT je vSak potieba scales
piepocitavat slozit€jSim zpusobem na frekvenci. Ob¢ transformace maji své vyuziti v digitalni
technice a dalSich technologiich jako napf. audiotechnika, radioelektronika, biomedicina
apod.
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