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Abstrakt  

C²lem pŚedloģen® pr§ce je vytvoŚen² vĨpoļtov®ho modelu napŊŠovŊ deformaļn²ho 

chov§n² tlumiļŢ r§zŢ z hyperelastickĨch a plastickĨch materi§lŢ. Prvn²m krokem je 

sezn§men² se z teori²  velkĨch deformac², teoretickĨmi poznatky o hyperelastickĨch a 

plastickĨch materi§lech. Dalġ²m krokem je sezn§men² se s moģnostmi komerļn²ch 

syst®mŢ MKP pŚi Śeġen² probl®mu hyperelastickĨch a plastickĨch materi§lŢ. Na 

z§kladŊ zjiġtŊnĨch poznatkŢ jsou vytvoŚeny modely jednoduchĨch tlumiļŢ r§zu a 

s tŊmito modely jsou simulov§ny r§zov® dŊje. Srovn§n² je provedeno na z§kladŊ 

prŢbŊhŢ zrychlen² tŊlesa, kter® do tŊlesa naraz² z danou poļ§teļn² rychlost². 

 

 

Abstract  

An aim of the given thesis is creating of a computational model of strain-stress 

behaviour of shock absorbers made of plastic and hyperelastic material. First step is 

get ecquaint  with theory of large strains, theory of hyperelasticity and plasticity. Next 

step is get ecquaint  with options of commercial programs based on MKP. Based on 

this knowledge, models of simple shock absorber are made. With created models, 

crash tests are simulated and property of shock absorbers are compared. 
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1 Đvod 

VĨpoļtov® modelov§n² r§zovĨch dŊjŢ se st§v§ souļ§st² procesu vĨvoje u st§le v²ce 

vĨrobkŢ. DŢvodem pak mŢģe bĨt sniģov§n² n§kladŢ na experiment§ln² zkoum§n² nebo 

tak® nerealizovatelnost experimentu pŚi snaze vyvinout produkt odolnŊjġ², bezpeļnŊjġ² a 

t²m v²ce konkurenceschopnŊjġ². Od vĨpoļtov®ho modelov§n² drop testŢ drobn® spotŚebn² 

elektroniky po simulace crash-tesŢ dopravn²ch prostŚedkŢ maj² tyto simulace spoleļn® 

vlastnosti. Vģdy se jedn§ o rychlĨ n§raz tŊlesa do tuh® bari®ry. Vyhodnocovanou 

veliļinou pak ļasto bĨv§ zrychlen² nŊkter® z ļ§st² pohybuj²c²ho se tŊlesa, kter® v z§vislosti 

na vyhodnocovan® situaci mŢģe pŚi urļit® hodnotŊ zpŢsobit vznik mezn²ho stavu. AŠ uģ 

jsou to body, kter® pŚedstavuj² pŚet²ģen²m poġkoditeln® org§ny lidsk®ho tŊla, strojn² 

souļ§sti zaŚ²zen² nebo prvky elektroniky, snahou bĨv§ sn²ģit s²lu vzniklou vlivem 

zrychlen² na ¼nosnou mez tak aby nevnikl mazn² stav. Jedn²m z moģnĨch Śeġen² je pouģit² 

materi§lŢ, kter® jsou schopny velkĨch deformac². Ty jsou d²ky tomu schopny rozloģit 

silov® pŢsoben² potŚebn® k zastaven² objektu pŚi r§zu na delġ² ļasovĨ interval. Dojde tak 

ke sn²ģen² maxim§ln² velikosti pŢsob²c² s²ly. Toho jsou schopny napŚ²klad materi§ly 

hyperelastick®, kter® se pro tuto svou vlastnost k tŊmto ¼ļelŢm pouģ²vaj². Takov®to 

materi§ly jsou schopny zm²nŊnou funkci plnit opakovanŊ. V praxi se ļasto tak® Śeġ² 

pŚ²pady, kdy se nevyģaduje opakov§na funkce tlumen² r§zu. DŢraz mŢģe bĨt kladen 

napŚ²klad na dobr® mechanick® vlastnosti materi§lŢ pŚi zachov§n² schopnosti tlumen² 

alespoŔ jednoho r§zu.  Pro tyto ¼ļely se ļasto pouģ²vaj² materi§ly plastick®, popŚ²padŊ 

pruģnŊ plastick®. A pr§vŊ rychlĨmi dynamickĨmi dŊji hyperelastickĨch a plastickĨch 

materi§lŢ se bude zabĨvat tato pr§ce.  
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2 Teorie velkĨch deformac² 

Napjatost v bodŊ tŊlesa je jednoznaļnŊ pops§na tenzorem napŊt² ╣Ɑ a stav deformace 

v bodŊ tŊlesa je jednoznaļnŊ pops§n tenzorem pŚetvoŚen² ╣Ⱡ. V obecnĨch souŚadnicovĨch 

syst®mech jsou tyto tenzory pops§ny maticemi velikosti 3*3. Kde u tenzoru napŊt² diagon§ln² 

prvky pŚedstavuj² norm§lov§ napŊt² a nediagon§ln² pŚedstavuj² smykov§ napŊt². U tenzoru 

pŚetvoŚen² prvky na diagon§le pŚedstavuj² d®lkov§ protaģen² do jednotlivĨch smŊrŢ a 

nediagon§ln² prvky pŚedstavuj² poloviļn² hodnoty ¼hlovĨch pŚetvoŚen². Oba tyto tenzory je 

moģn®, ļasto vġak nezbytnŊ nutn® rozloģit do dvou tenzorŢ a pomoc² tŊchto pak oddŊlenŊ 

popsat tvarovou a objemovou sloģku napŊt², resp. deformace. 

Potom tenzor, kterĨ souvis² se zmŊnou tvaru, je tzv. devi§tor tenzoru napŊt², resp. 

pŚetvoŚen² oznaļovanĨ jako ╣Ɑ╓ , resp. ╣Ⱡ╓. .  Tenzor, kterĨ souvis² se zmŊnou objemu tŊlesa 

se nazĨv§ kulovĨ tenzor napŊt² a tento se oznaļuje jako ╣Ɑ╥ , resp. ╣Ⱡ╥. SamotnĨ postup 

rozkladu tenzoru ╣Ɑ a  ╣Ⱡ na kulovĨ tenzor a devi§tor je n§sleduj²c²: 

Pro tenzor napŊt² plat²: 

„ὼ †ὼώ †ὼᾀ
†ώὼ „ώ †ώᾀ
†ᾀὼ †ᾀώ „ᾀ

=

„ὼ „ί †ὼώ †ὼᾀ
†ώὼ „ώ „ί †ώᾀ
†ᾀὼ †ᾀώ „ᾀ „ί

+

„ί 0 0
0 „ί 0
0 0 „ί

    (2.1) 

Kde 

„ὼ †ὼώ †ὼᾀ
†ώὼ „ώ †ώᾀ
†ᾀὼ †ᾀώ „ᾀ

 je tenzor napŊt² ╣Ɑ  

 

„ὼ „ί †ὼώ †ὼᾀ
†ώὼ „ώ „ί †ώᾀ
†ᾀὼ †ᾀώ „ᾀ „ί

 je devi§tor tenzoru napŊt² ╣Ɑ╓   

 

„ί 0 0
0 „ί 0
0 0 „ί

 je kulovĨ tenzor napŊt² 

ObdobnŊ i pro tenzor pŚetvoŚen² plat²: 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ‐ὼ

‎ὼώ
2
‎ὼᾀ

2

‎ώὼ
2 ‐ώ

‎ώᾀ
2

‎ᾀὼ
2
‎ᾀώ

2 ‐ᾀ
Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

=

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ‐ὼ ‐ί

‎ὼώ
2

‎ὼᾀ
2

‎ώὼ
2 ‐ώ ‐ί

‎ώᾀ
2

‎ᾀὼ
2

‎ᾀώ
2 ‐ᾀ ‐ί

Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

+

‐ί 0 0
0 ‐ί 0
0 0 ‐ί

    (2.2) 
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Kde 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ‐ὼ

‎ὼώ
2
‎ὼᾀ

2

‎ώὼ
2 ‐ώ

‎ώᾀ
2

‎ᾀὼ
2
‎ᾀώ

2 ‐ᾀ
Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 je tenzor pŚetvoŚen² ╣‐  

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ‐ὼ ‐ί

‎ὼώ
2

‎ὼᾀ
2

‎ώὼ
2 ‐ώ ‐ί

‎ώᾀ
2

‎ᾀὼ
2

‎ᾀώ
2 ‐ᾀ ‐ί

Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 je devi§tor tenzoru pŚetvoŚen² ╣‐╓   

 

‐ί 0 0
0 ‐ί 0
0 0 ‐ί

 je kulovĨ tenzor pŚetvoŚen² ╣‐╥. 

„ί=
(„1+„2+„3)

3
           (2.3) 

‐ί=
(‐1+‐2+‐3)

3
              (2.4) 

2.1 Tenzory popisuj²c² stav deformace v bodŊ tŊlesa 

Tenzor pouģ²vanĨ v oblasti malĨch deformac², tzv. tenzor smluvn²ch pŚetvoŚen² je 

vztaģen k pŢvodn² nedeformovan® konfiguraci. V oblasti velkĨch deformac², kdy jsou 

rozmŊry podstatnŊ odliġn® od rozmŊrŢ pŢvodn² konfigurace je potŚeba tuto skuteļnost 

respektovat. Za t²mto ¼ļelem byly zavedeny rŢzn® definice tenzorŢ. Z nich nejrozġ²ŚenŊjġ² 

budou uvedeny v n§sleduj²c²m textu. Budou zde uvedeny jen vĨsledn® vztahy, jejich odvozen² 

je moģn® naj²t v literatuŚe, ze kter® bylo pŚi psan² t®to kapitoly ļerp§no [1, 10, 11].  

1  Tenzor smluvn²ch pŚetvoŚen² 

Jak jiģ bylo Śeļeno vĨġe, tento tenzor je pouģitelnĨ jen k popisu stavu deformace 

v bodŊ za pŚedpokladu malĨch deformac² (do 1% deformace).  Je tedy zŚejm®, ģe je 

nepouģitelnĨ pro potŚeby t®to pr§ce a v t®to kapitole je uveden jen pro n§zorn® demonstraci 

rozd²lu a zvĨraznŊn² hlavn²ch myġlenek teorie velkĨch deformac². 

Sloģky tenzoru smluvn²ch pŚetvoŚen² jsou pak  

Pro d®lkov§ protaģen² 

‐ὼ=
‬ό

‬ὢ
 ,  ‐ώ=

‬ὺ

‬ὣ
  ,  ‐ᾀ=

‬ύ

‬ὤ
          (2.5a) 
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Pro ¼hlov§ pŚetvoŚen² 

‎ὼώ=
‬ὺ

‬ὢ
+
‬ό

‬ὣ
 , ‎ώᾀ=

‬ὺ

‬ὤ
+
‬ύ

‬ὣ
 , ‎ὼᾀ=

‬ό

‬ὤ
+
‬ύ

‬ὤ
      

 (2.5b) 

ObecnŊ pak pro prvek tohoto tenzoru s vyuģ²t²m Einsteinova sumaļn²ho pravidla plat² vztah 

‐ὭὮ=
1

2
(
‬όὭ

‬ὢὮ
+
‬όὮ

‬ὢὭ
)           (2.5c) 

2 Green-LagrangeŢv tenzor koneļnĨch pŚetvoŚen²  

Tento tenzor je sv§z§n s LagrangeovskĨm popisem kontinua. Tento je typickĨ pro 

popis pohybu tv§rnĨch tŊles, kdy je v ļase sledov§na trajektorie jednotlivĨch materi§lovĨch 

bodŢ, pŚiŚazenĨch poļ§teļn² konfiguraci v poļ§teļn²m ļase. JednoduchĨm zpŢsobem tak lze 

prŢbŊģnŊ sledovat napŊŠovŊ deformaļnŊ napŊŠovou historii v kaģd®m bodŊ kontinua, kter§ je 

nezbytn§ pro adekv§tn² popis chov§n² materi§lŢ u mnoha typŢ konstitutivn²ch vztahŢ [11].  

Pro diagon§ln² prvky tenzoru deformace plat²: 

Ὁὼ
ὒ=

‬ό

‬ὢ
+

1

2

‬ό

‬ὢ

2

+
‬ὺ

‬ὢ

2

+
‬ύ

‬ὢ

2

   

Ὁώ
ὒ=

‬ὺ

‬ὢ
+

1

2

‬ό

‬ὣ

2

+
‬ὺ

‬ὣ

2

+
‬ύ

‬ὣ

2

         (2.6a) 

Ὁᾀ
ὒ=

‬ύ

‬ὢ
+

1

2

‬ό

‬ὤ

2

+
‬ὺ

‬ὤ

2

+
‬ύ

‬ὤ

2

   

 

ObecnŊ pak pro prvek tohoto tenzoru s vyuģ²t²m Einsteinova sumaļn²ho pravidla plat² vztah 

ὉὭὮ
ὒ=

1

2

‬όὭ

‬ὢὮ
+
‬όὮ

‬ὢὭ

‬όὯ

‬ὢὮ

‬όὯ

‬ὢὭ
         

 (2.6b) 

PŚetvoŚen² je  vztaģeno k pŢvodn²m rozmŊrŢm, je vġak respektov§no natoļen² elementu. 

3 Almansi-HamelŢv tenzor koneļnĨch pŚetvoŚen² 

Tento tenzor je sv§z§n s EulerovskĨm pŚ²stupem. 

Jeho diagon§ln² prvky jsou pops§ny vztahy: 

Ὁὼ
ὒ=

‬ό

‬ὼ
+

1

2

‬ό

‬ὼ

2

+
‬ὺ

‬ὼ

2

+
‬ύ

‬ὼ

2

   

Ὁώ
ὒ=

‬ὺ

‬ώ
+

1

2

‬ό

‬ώ

2

+
‬ὺ

‬ώ

2

+
‬ύ

‬ώ

2

            (2.7a) 

Ὁᾀ
ὒ=

‬ύ

‬ᾀ
+

1

2

‬ό

‬ᾀ

2

+
‬ὺ

‬ᾀ

2

+
‬ύ

‬ᾀ

2
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ObecnŊ pak pro prvek tohoto tenzoru s vyuģ²t²m Einsteinova sumaļn²ho pravidla plat² vztah 

ὉὭὮ
ὒ=

1

2

‬όὭ

‬ὼὮ
+
‬όὮ

‬ὼ

‬όὯ

‬ὼ

‬όὯ

‬ὼὭ
                       (2.7b) 

ZmŊny d®lek jsou vztaģeny ke koneļnĨm hodnot§m d®lek, aktu§ln² hodnoty vġak mŢģou jeġtŊ 

bĨt v prŢbŊhu odliġn® 

4 Tenzor deformaļn²ho gradientu 

VyjadŚuje transformaci mezi aktu§ln² a vĨchoz² geometrickou konfigurac². Fyzikaln² vĨznam 

jeho sloģek jsou pomŊrn§ protaģen².  

Pro diagon§ln² prvky plat²: 

‗ὼ=
‬ὼ

‬ὢ
 , ‗ώ=

‬ώ

‬ὣ
 , ‗ᾀ=

‬ᾀ

‬ὤ
           (2.8a)

  

ObecnŊ pak pro vġechny prvky plat² 

‗ὭὮ= ‬ὼὭ/ ‬ὢὮ           

 (2.8b) 

ĐplnĨ maticovĨ z§pis tenzoru F, tedy tenzoru deformaļn²ho gradientu v obecn®m souŚadn®m 

syst®mu pak m§ n§sleduj²c² tvar: 

╕=

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬ὼ1

‬ὢ1

‬ὼ1

‬ὢ2

‬ὼ1

‬ὢ3

‬ὼ2

‬ὢ1

‬ὼ2

‬ὢ2

‬ὼ2

‬ὢ3

‬ὼ3

‬ὢ1

‬ὼ3

‬ὢ2

‬ὼ3

‬ὢ3Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

          (2.8c) 

Kde determinant matice popisuj²c² tenzor deformaļn²ho gradientu je tzv. tŚet² invariant 

tenzoru deformaļn²ho gradientu. Tento je pro hlavn² smŊry pŚetvoŚen² d§n vztahem 

ὐ= ‗1‗2‗3           

 (2.8d) 

Tento tŚet² invariant tenzoru F ud§v§ pomŊrnou objemovou zmŊnu elementu. 

PodobnŊ jako u tenzoru napŊt²  ╣Ɑ a tenzor pŚetvoŚen²   ╣Ⱡ je moģn® i tenzor deformaļn²ho 

gradientu rozloģit na kulovou ļ§st a devi§torovou ļ§st. Rozklad je pak n§sleduj²c². 

‗1 ‗12 ‗13

‗21 ‗2 ‗23

‗31 ‗32 ‗3

=

‗1 ‗ί ‗12 ‗13

‗21 ‗2 ‗ί ‗23

‗31 ‗32 ‗3 ‗ί

+

‗ί 0 0
0 ‗ί 0
0 0 ‗ί

   (2.8e) 
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Kde 

‗1 ‗12 ‗13

‗21 ‗2 ‗23

‗31 ‗32 ‗3

 je tenzor deformaļn²ho gradientu, 

 

‗1 ‗ί ‗12 ‗13

‗21 ‗2 ‗ί ‗23

‗31 ‗32 ‗3 ‗ί

 je divi§tor ἐὈ tenzoru F a 

 

‗ί 0 0
0 ‗ί 0
0 0 ‗ί

 je kulovĨ tenzor ἐἤ deformaļn²ho gradientu. 

StŚedn² protaģen² je d§no vztahem: 

‗ί= ‗1‗2‗3
3 = ὐ3

          (2.8f) 

5 Couchy-GreenŢv tenzor deformace 

Tento tenzor vych§z² podobnŊ jako tenzor deformaļn²ho gradientu s pomŊrnĨch protaģen². 

Pomoc² tohoto tenzoru F  ho lze vyj§dŚit n§sledovnŊ 

PravĨ Couchy-Greenuv tenzor deformace 

Ἅἠ= ἐἢ ἐz            (2.9a) 

ὅὭὮ= ὊὭὯ ὊzὯὮ           

 (2.9b) 

LevĨ Couchy-Greenuv tenzor deformace 

ἍἘ= ἐz ἐἢ               (2.9c) 

ὅὭὮ= ὊὭὯ ὊzὯὮ          

 (2.9d) 

Hlavn²mi souŚadnicemi tohoto tenzoru jsou tedy 

ὅ=

‗1
2 0 0

0 ‗2
2 0

0 0 ‗3
2

          (2.9e) 

Invarianty Couchy-Greenova tenzoru pak lze v hlavn²m souŚadn®m syst®mu vyj§dŚit 

n§sledovnŊ: 

Ὅ1 = ‗1
2 + ‗2

2 + ‗3
2
                  (2.10a) 

Ὅ2 = ‗1
2‗2

2 + ‗2
2‗3

2 + ‗3
2‗1

2
                (2.10b) 

Ὅ3 = ‗1
2‗2

2‗3
2 = ὐ2                   (2.10c) 
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Kde J je tŚet² invariant tenzoru deformaļn²ho gradientu. Je tedy zŚejm®, ģe tak® tŚet² invariant 

Couch-Greenova tenzoru deformace vyjadŚuje zmŊnu objemu. 

V konstitutivn²ch vztaz²ch, o kterĨch bude pojedn§no n²ģe se vyskytuj² tak® tzv. 

modifikovan® invarianty Cochy-Greenova tenzoru deformace. Tyto jsou vztaģeny pouze k 

tvarov® sloģce tenzoru deformace. Pro tyto modifikovan® invarianty plat²: 

Ὅ1 = Ὅ1 ὐ
1

3                     (2.10d) 

Ὅ2 = Ὅ2 ὐ
1

3                    (2.10e) 

6 Cauchyho (logaritmickĨ) tenzor koneļnĨch pŚetvoŚen² 

Tento tenzor vztahuje pŚ²rŢstek d®lky k aktu§ln² d®lce v dan®m stadiu zatŊģovac²ho procesu. 

Pro hlavn² smŊry pŚetvoŚen² pak je moģno Couchyho tenzor ps§t ve tvaru 

Ὁὅ=

ὰὲ‗1 0 0
0 ὰὲ‗2 0
0 0 ὰὲ‗3

                   (2.11) 

2.2 Tenzory popisuj²c² napjatost v bodŊ tŊlesa 

ObdobnŊ jako tomu bylo u tenzoru popisuj²c² stav deformace v bodŊ tŊlesa pŚi velkĨch 

deformac²ch se i pro popis napjatost² v bodŊ tŊlesa zav§d² rŢzn® tenzory napŊt². Tyto tenzory 

se od sebe liġ² pŚedevġ²m zpŢsobem, jakĨm je vyj§dŚeno napŊt² vzhledem k vztaģn® ploġe. 

T²mto je myġleno, podobnŊ jako tomu bylo u tenzorŢ deformace na podstatn® zmŊny 

poļ§teļn² geometrick® konfigurace. Uveden® tenzory vġak nen² moģn® pouģ²vat libovolnŊ. Je 

tŚeba pouģ²vat jen tenzory, kter® jsou tzv. energeticky konjugovan®. 

 

Energeticky konjugovan® tenzory 

O tenzorech napŊt² a pŚetvoŚen² Ś²k§me, ģe jsou energeticky konjugovan® (sdruģen®), jestliģe 

jejich skal§rn² souļin integrovanĨ pŚes odpov²daj²c² pŚes vztaģnou geometrickou konfiguraci 

d§v§ pr§ci vnitŚn²ch sil.[10] 

1 Couchyho tenzor napŊt² 

Tento tenzor zav§d² napŊt² jako s²lu vztaģenou na skuteļnou (aktu§ln²) plochu. Z tohoto 

dŢvodu se o tomto napŊt² ļasto mluv² jako o skuteļn®m napŊt².  Pro jednotliv® prvky tohoto 

tenzoru pak obecnŊ plat² n§sleduj²c² vztah 

„ὭὮ=
ὨὊὭ

ὨίὮ
           (2.12) 

Kde ὨὊὭ je element§rn² s²la a ὨίὮ je skuteļn§ plocha v aktu§ln² geometrick® konfiguraci. 

Tento tenzor je energeticky konjugovanĨ s Almansiho tenzorem pŚetvoŚen². 
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2 Prvn² Piola-Kirchhoff Ţv tenzor napjet² 

Tento tenzor zav§d² napjet² jako s²lu vztaģenou k ploġe v poļ§teļn² geometrick® 

konfiguraci. O tomto tenzoru se ļasto mluv² jako o tenzoru smluvn²ch napŊt², ļasto 

pouģ²vanĨch napŚ. u klasickĨch tahovĨch zkouġek. Pro prvky tohoto tenzoru plat² vztah 

†ὭὮ=
ὨὊὭ

ὨὛὮ
          (2.13) 

Kde ὨὊὭ je element§rn² s²la a ὨὛὮ plocha v pŢvodn² geometrick® konfiguraci. 

Tento tenzor je energeticky konjugovanĨ s Green-LagrangeovĨm tenzorem deformace. 

3 DruhĨ Piola-KirchhoffŢv tenzor napŊt² 

Prvn² Piola-Kirchhoffuv tenzor nen² symetrickĨ. Tato skuteļnost komplikuje jeho 

praktick® vyuģit². V praxi se ļastŊji pouģ²v§ druhĨ Piola-KirchhoffŢv tenzor napŊt², kterĨ je i 

pro velk§ pŚetvoŚen² symetrickĨ. Tento tenzor nem§ konkr®tn² fyzik§ln² vĨznam, v podstatŊ 

pŚedstavuje fiktivn² element§rn² s²lu vztaģenou k poļ§teļn² geometrick® konfiguraci plochy. 

Fiktivn² s²la se pŚepoļ²t§v§ ze s²ly skuteļn® pomoc² deformaļn²ho gradientu. Pro tuto s²lu 

obecnŊ plat² 

ὨὊ0Ὥ=
‬ὢὭ

‬ὼὮ
ὨὊὮ         (2.14) 

Pro prvky druh®ho Piola-Kirchhoffova tenzoru pak plat² 

ὛὭ=
ὨὊ0Ὥ

ὨὢὮὨὢὯ
          (2.15) 

Kde ὨὊ0Ὥ je fiktivn² s²la, ὨὢὮὨὢὯ je ploch v poļ§teļn² geometrick® konfiguraci. 

Tento tenzor je energeticky konjugovanĨ s  Green-LagrangeovĨm tenzorem deformace. 
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3  Hyperelasticita, konstitutivn² vztahy  

3.1  Hyperelasticita 

Pro urļitou skupinu materi§lŢ je charakteristickou vlastnost², ģe na zat²ģen² pomŊrnŊ 

malĨm napŊt²m reaguj² pomŊrnŊ velkou zmŊnou tvaru a rozmŊrŢ.  Tato zmŊna mŢģe bĨt Śadu 

des²tek, ļasto vġak i stovek procent pŢvodn²ch rozmŊrŢ. Podstatnou vlastnost² tŊchto 

materi§lŢ d§le je schopnost, rychle se vr§tit k pŢvodn²mu tvaru a k pŢvodn²m rozmŊrŢm a to 

hned po odlehļen². Pokud materi§l m§ obŊ tyto vlastnosti, jedn§ se pak o materi§l 

hyperelastickĨ.  PŚ²klad deformaļnŊ-napŊŠov® charakteristiky takov®hoto materi§lu je na 

obr§zku 3.1. informace pŚi tvorbŊ t®to kapitoly byly ļerp§ny z [1, 2, 11] 

 

Obr§zek 3.1 pŚ²klad napŊŠovŊ deformaļn² charakteristiky hyperelastick®ho materi§lu [2]  

Definice hyperelastick®ho materi§lu 

Materi§l nazĨv§me hyperelastickĨm, pokud existuje elastick§ potenci§ln² funkce W, kter§ je 

skal§rn² funkc² nŊkter®ho z tenzorŢ pŚetvoŚen², resp. deformace a jej²ģ derivace podle nŊkter® 

sloģky pŚetvoŚen² pak urļuje odpov²daj²c² sloģku napŊt².  [10]  

ὛὭὮ=
‬ὡ

‬ὉὭὮ
                  (3.1) 

ὛὭὮ  - jsou sloģky 2. Piola-Kirchhofova tenzoru napŊt² 

W - je funkce mŊrn® energie napjatosti na jednotku nedeformovan®ho objemu 

ὉὭὮ ï Jsou sloģky Green-Lagrangeova tenzoru pŚetvoŚen² 

3.2  Konstitutivn² vztahy hyperelastickĨch materi§lu 

PŚi popisu napŊŠovŊ deformaļn²ho odezvy  hyperelastickĨch materi§lŢ, pŚedevġ²m pak 

pŚi jej²m vĨpoļtov®m modelov§n² se pouģ²vaj² tzv. modely konstitutivn²ch vztahŢ, Pro tyto 

bude d§le pouģ²v§no zkr§cen®ho n§zvu konstitutivn² modely. Pro popis hyperelastickĨch 
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materi§lŢ, za pŚedpokladu, ģe tyto materi§ly jsou d§le izotropn² a nestlaļiteln® bŊģnŊ 

pouģ²vaj² konstitutivn² modely formulov§ny ve tvaru 

ὡ = Ὢ(Ὅ1,Ὅ2, ὓ )   nebo    ὡ = Ὢ(‗1,‗2,‗3, ὓ )         (3.2) 

Kde ὍὭ jsou invarianty prav®ho Couchy-Greenova tenzoru deformace, ‗Ὥ jsou hlavn² protaģen² 

a ὓ  je obecnŊ mnoģina materi§lovĨch parametrŢ. 

Konstitutivn² modely formulovan® ve tvaru (3.2) se pak od sebe liġ² tvarem funkce f. 

Bylo navrģeno velk® mnoģstv² tŊchto modelŢ. NŊkter® byly navrģeny na z§kladŊ pozorov§n² 

napŊŠovŊ-deformaļn²ch charakteristik tak, aby model co nejl®pe aproximoval pozorovanou 

charakteristiku (napŚ. modely Moony-Rivlin, Ogden, Polynomial). Tyto jsou oznaļov§ny jako 

Fenemologick® a jejich parametry z pravidla nemaj² konkr®tn² fyzik§ln² vĨznam. Jin® modely 

byly navrģeny na z§kladŊ poznatkŢ o mikromechanickĨch vlastnostech struktury materi§lu. 

Parametry tŊchto modelŢ ļasto maj² fyzik§ln² vĨznam. 

3.2.1 Fenomenologick® konstitutivn² modely 

Tyto modely byly navrģeny na z§kladŊ pozorov§n²  napŊŠovŊïdeformaļn²ho chov§n² 

hyperelastickĨch materi§lu na makroskopick®m mŊŚ²tku. Snahou bylo co nejl®pe aproximovat 

charakteristick® vlastnosti. I v t®to skupinŊ byla navrģen§ cel§ Śada modelŢ, ze kterĨch autor 

zvolil tŚi z§stupce, o kterĨch bude podrobnŊji pojedn§no n²ģe. 

Model Mooney-Rivlin  

Tento model se pouģ²v§ jako 2-parametrickĨ,  5-parametrickĨ nebo 9-parametrickĨ. S t²m ģe 

poļet parametrŢ z§vis² na Ś§du polynomu kterĨm se aproximuje energie napjatosti. 

Mooney-Rivlin 2-parametrickĨ  

Tento model zav§d² energii napjatosti ve tvaru 

ὡ = ὅ10 Ὅ1 3 + ὅ01 Ὅ2 3 +
1

Ὠ
(ὐ 1)2       (3.5) 

Tento model nen² schopen popsat pŚ²padnou inflexi kŚivky popisuj²c² deformaļnŊ-napŊŠovou 

charakteristiku. Tento model je obecnŊ doporuļeno pouģ²vat do 100% deformace pŚi 

jednoos®m tahov®m nam§h§n².  

 Mooney-Rivlin 5-parametrickĨ 

Tento model zav§d² energii napjatosti ve tvaru 

ὡ = ὅ10 Ὅ1 3 + ὅ01 Ὅ2 3 + ὅ20 Ὅ1 3 2 + ὅ11 Ὅ1 3 Ὅ2 3 + ὅ02 Ὅ2 3 2 +
1

Ὠ
(ὐ 1)2           (3.6) 

Tento model je schopen popsat inflexi kŚivky pŚetvoŚen²-napŊt².  
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Mooney-Rivlin 9-parametrickĨ 

Tento model zav§d² energii napjatosti ve tvaru 

 ὡ = ὅ10 Ὅ1 3 + ὅ01 Ὅ2 3 + ὅ20 Ὅ1 3 2 + ὅ11 Ὅ1 3 Ὅ2 3 + ὅ02 Ὅ2 3 2 +

ὅ30 Ὅ1 3 3 + ὅ21 Ὅ1 3 2 Ὅ2 3 + ὅ12 Ὅ1 3 Ὅ2 3 2 + ὅ03 Ὅ2 3 3 +
1

Ὠ
(ὐ 1)2  

            (3.7) 

Tento model je schopen aproximovat i komplikovan® tvry deformaļnŊ napŊŠov® kŚivky.  

Kde v tŊchto vztaz²ch ὅ10,ὅ01,ὅ11,ὅ02,ὅ20,ὅ12,ὅ21,ὅ30,ὅ03 jsou materi§lov® parametry,  

Ὅ1,Ὅ2  jsou modifikovan® invarianty prav®ho Couchy-Greenova tenzoru deformace, d je 

parametr nestlaļitelnosti a J je tŚet² invariant tenzoru deformaļn²ho gradientu. 

ZobecnŊn²m vĨġe uvedenĨch modelŢ Mooney-Rivlin je tzv. Ămodel polynomickĨñ 

PolynomickĨ model 

Tento model zav§d² energii napjatosti ve tvaru 

ὡ = В ὧὭὮ
ὔ
Ὥ+Ὦ= 1 Ὅ1 3 ὭὍ2 3 Ὦ+ В

1

ὨὯ
(ὐ 1)2Ὧὓ

Ὧ= 1       (3.8) 

Kde ὧὭὮ a ὨὯ jsou materi§lov® parametry, Ὅ1 ὥ Ὅ2  jsou modifikovan® invarianty prav®ho 

Couchy-Greenova tenzoru deformace a J je tŚet² invariant tenzoru deformaļn²ho gradientu 

Jak jiģ bylo Śeļeno, tento model je zobecnŊn²m modelu Moony-Rivlin, tyto lze dostat pro 

M=1 a N=1 resp. N=2 resp. N=3. 

Model Ogden 

Tento model zav§d² energii napjatosti ve tvaru 

ὡ = В
‘Ὥ

‌Ὥ

ὔ
Ὥ= 1 ‗Ӷ1

‌Ὥ+ ‗Ӷ2
‌Ὥ+ ‗Ӷ3

‌Ὥ 3 + В
1

ὨὭ
(ὐ 1)2Ὥὔ

Ὥ= 1      (3.9) 

Kde ‗1,‗2,‗3  jsou sloģky lev®ho Couchy-Greenova tenzoru deformace, ‘Ὥ, ‌Ὥ a ὨὭ jsou 

materi§lov® parametry a J je tŚet² invariant tenzoru deformaļn²ho gradientu. 

Tento model je schopen vŊrohodnŊ popsat komplikovan® prŢbŊhy deformaļnŊ napŊŠovĨch 

charakteristik a to vļetnŊ jejich vyztuģen². Uv§d² se, ģe model je pouģitelnĨ aģ do 700% 

pŚetvoŚen² pŚi jednoos®m tahov®m nam§h§n² 
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3.2.2  Mikromechanick® konstitutivn² modely 

Model ĂNeo Hookeñ 

Tento model zav§d² mŊrnou energii napjatosti ve tvaru [2, 10] 

ὡ =
Ὃ

2
Ὅ1 3 +

1

Ὠ
(ὐ 1)2           (3.3) 

kde G je poļ§teļn² modul pruģnosti ve smyku,  Ὅ1 je modifikovanĨ prvn² invariant prav®ho 

Couchy-Greenova tenzoru deformace a d je parametr nestlaļitelnosti materi§lu danĨ vztahem 

Ὠ=
ὑ

2
, kde k je objemovĨ modul pruģnosti. 

Tento model patŚ² mezi nejstarġ² a formulaļnŊ nejjednoduġġ². Vzhledem k tomu, ģe tvarov§ 

zmŊna je pops§na jen jednou materi§lovou konstantou, tento model je pouģitelnĨ pro 

pŚetvoŚen² do cca 40-50% pŚi jednoos®m tahov®m nam§h§n², kdy nelinearita nen² pŚ²liġ 

vysok§. Model nen² schopen popsat vyztuģen² materi§lu pŚi vŊtġ²ch pŚetvoŚen²ch  

Model ĂArruda-Boyceñ 

Tento model zav§d² mŊrnou energii napjatosti ve tvaru [11] 

 

ὡ = Ὃ
1

2
Ὅ1 3 +

1

20‗ὒ
2 Ὅ1

2 9 +
11

1050‗ὒ
4 Ὅ1

3 27 +
19

7000‗ὒ
6 Ὅ1

4 81 +
519

673750‗ὒ
8 Ὅ1

5

243++ 1Ὠ(ὐ2ī12īὰὲὐ)                    (3.4) 

kde  G je podobnŊ jako u modelu Neo-Hooke poļ§teļn² modul pruģnosti ve smyku, 

‗ὒ=mezn² protaģen² strukturn²ch ŚetŊzcŢ, d je parametr nestlaļitelnosti , Ὠ=
2

ὑ
 kde k je 

objemovĨ modul pruģnosti.  Ὅ1  je modifikovanĨ prvn² invariant prav®ho Couchy-Greenova 

tenzoru deformace a J je tŚet² invariant tenzoru deformaļn²ho gradientu. 

Tento model vych§z² z modelu mikrostruktury elastomeru kde se pŚi vyjadŚov§n² energie 

napjatosti bere ohled na protaģen² strukturn²ch ŚetŊzcŢ. U tohoto konkr®tn²ho modelu se 

pŚedpokl§d§ model s osmi strukturn²mi ŚetŊzci, proto se model tak® nŊkdy oznaļuje jako 

ĂOsmiŚetŊzcovĨñ .  

Pozn§mka autora ke kapitole 3.2.1 

ModelŢ tŊchto typŢ, tedy zaloģenĨch na mikromechanickĨch vlastnostech struktury byla 

autory jiģ navrģena cel§ Śada. Ale vzhledem k tomu, ģe v t®to pr§ci nebudou pouģity, autor 

t®to pr§ce nepovaģuje za nutn® d§le se jimi zabĨvat. 
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4  Plasticita 

V kapitole ļ²slo 3 bylo pojedn§no o ide§lnŊ elastickĨch, pŚesnŊji o hyperelastickĨch 

materi§lech. Tyto vykazovaly schopnost vr§tit se do pŢvodn²ch tvarŢ a rozmŊrŢ tŊlesa po 

odlehļen², tedy doch§zelo jen k vratnĨm deformac²m. V pŚ²padŊ, ģe materi§l nen² schopen 

vr§tit se po odlehļen² do pŢvodn²ho tvaru a k pŢvodn²m rozmŊrŢm, deformace se skl§d§ 

s vratn® a trval® sloģky.  Kde vratn§ sloģka zanik§ po odlehļen² a trval§ pŚetrv§v§. TakovĨto 

materi§l se pak nazĨv§ elasticko-plastickĨ. TeoretickĨ pŚ²pad materi§lu, kde vznikaj² 

jen trval® deformace, bez elastick® sloģky, se oznaļuje za ide§lnŊ tuho-plastickĨ popŚ. ide§lnŊ 

plasticko-tuhĨ. V t®to pr§ci bude pŚi vĨpoļtech pouģito vĨhradnŊ modelŢ materi§lu 

s elasticko-plastickou odezvou. O tomto typu bude pojedn§no v t®to kapitole. PŚi psan² t®to 

kapitoly bolo ļerp§no z lit [1, 11, 12] 

 Elasticko-plastick® l§tky 

ĂDo t®to skupiny jsou zaŚazeny l§tky, jejichģ chov§n² je do urļit® mezn² hodnoty napŊt² 

elastick®, po jeho dosaģen² se chov§n² mŊn² na plastick®. Zat²mco elastick® chov§n² se t®mŊŚ 

vģdy modeluje jako line§rn², plastick® chov§n² se modeluje buŅ jako ide§ln², tedy bez 

zpevnŊn² nebo se zpevnŊn²m, obvykle line§rn²m. [1] 

Respektov§n² rŢzn®ho plastick®ho chov§n² vede na rŢzn® modely, konkr®tnŊ na model ide§lnŊ 

elasticko-plastick® l§tky a na modely s line§rn²m nebo multiline§rn²m zpevnŊn²mñ [1] 

 

 

Obr§zek 3.2a)napŊŠovŊ-deformaļn² charakteristika ide§lnŊ elasticko-plastick® l§tky 

Obr§zek 3.2 b) napŊŠovŊ-deformaļn² charakteristika elasticko-plastick® l§tky se zpevnŊn²m 

Mezn² stav pruģnosti 

Vymezen²: 

Mezn² stav pruģnosti (poļ§tku plasticity) je takovĨ stav tŊlesa, pŚi jehoģ dosaģen² vznikne 

v bodŊ tŊlesa smluvnŊ stanoven§ hodnota plastick® deformace. 

Krit®rium, kter§ tento mezn² stav popisuje je tzv. podm²nka plasticity. O t®to bude podrobnŊji 

pojedn§no v kapitole 4.1.2. 
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4.1 Teorie plasticity 

Vzhledem k tomu, ģe napjatost a deformace jsou u elasticko-plastickĨch l§tek z§visl® na 

historii zatŊģov§n², nen² moģn® zformulovat obecnĨ z§kon plasticity, kterĨ by objektivnŊ 

popisoval deformaļnŊ-napŊŠov® chov§n² elasticko-plastickĨch materi§lŢ pomoc² analytickĨch 

vztahŢ. Jsou vġak jiģ formulov§ny vztahy, kter® popisuj² z§vislost pŚ²rŢstku napŊt² na 

pŚ²rŢstku deformace. O tomto pojedn§v§ tzv. Inkrement§ln² teorie plastick®ho teļen², nŊkdy 

t®ģ oznaļov§na jako pŚ²rŢstkov§. D§le existuje i jednoduġġ², tzv. Deformaļn² teorie plasticity, 

nŊkdy tak® oznaļov§na jako Teorie malĨch pruģnŊ-plastickĨch deformac². Tato teorie 

poskytuje finitn² vztahy typu „= Ὢ(‐) . [12] 

ObŊ tyto teorie lze zapsat pomoc² rovnice 

Ὄ Ὕz„Ὀ+ ὑ Ὕz„Ὀ= ὓ Ὕz‐Ὀ+ ὒz Ὕ‐Ὀ        (4.1) 

kde  H, K, M, L jsou funkce, Ὕ„Ὀ je devi§tor tenzoru napŊt² (viz kapitola 2.3), Ὕ„Ὀ je rychlost 

zmŊny devi§toru napŊt², Ὕ‐Ὀ je devi§tor tenzoru pŚetvoŚen² (viz kapitola 2.3) a Ὕ‐Ὀ je rychlost 

zmŊny devi§toru tenzoru pŚetvoŚen². 

4.1.1 Deformaļn² teorie plasticity 

Tato teorie poskytuje vz§jemnŊ jednoznaļn® vztahy mezi koneļnĨmi hodnotami sloģek 

tenzoru napŊt² a tenzoru pŚetvoŚen² bez ohledu na historii zatŊģov§n². PŚedstavuje tedy 

jednoduġġ² vĨpoļtovĨ model plastick®ho chov§n², pouģitelnĨ zejm®na v pŚ²padech 

monot·nn²ho proporcion§ln²ho zatŊģov§n². 

Kde pod pojmy: 

- monot·nn² zatŊģov§n² je ch§p§no jednosmŊrn®, necyklick® zatŊģov§n² 

- proporcion§ln² zatŊģov§n² je ch§p§no zatŊģov§n², kdy vġechny zatŊģovac² ¼ļinky rostou 

¼mŊrnŊ jednomu parametru 

Deformaļn² teorie plasticity vych§z² ze ļtyŚ z§kladn²ch vŊt 

1) SmŊrovĨ tenzor napŊt² je roven smŊrov®mu tenzoru pŚetvoŚen² 

TůD =  TŮD           (4.2) 

kde TůD je smŊrovĨ tenzor napŊt² a TŮD je smŊrovĨ tenzor pŚetvoŚen². 

Pro tyto d§le plat²: 

TůD =
TůD

I2(TůD )
           (4.3) 

  

TŮD =
TŮD

I2(TŮD )
           (4.4) 
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Kde TůD  a TŮD jsou devi§tory tenzorŢ napŊt² resp. pŚetvoŚen² (kapitola 2.1), I2 TůD  a I2(TŮD) 

jsou jejich druh® invarianty. 

2) DruhĨ invariant devi§toru tenzoru napŊt² je funkc² druh®ho invariantu devi§toru 

tenzoru pŚetvoŚen² 

Ὅ2 TůD = f(Ὅ2 TŮD )          (4.5) 

3) Prvn² invariant tenzoru pŚetvoŚen² je ¼mŊrnĨ prvn²mu invariantu tenzoru napŊt² 

Ὅ1 Tů = Ŭz Ὅ1 TŮ           (4.6) 

4) DruhĨ invariant devi§toru tenzoru napŊt² je ¼mŊrnĨ druh®mu invariantu devi§toru 

tenzoru pŚetvoŚen² 

Ὅ2 TůD = ɓz (Ὅ2 TŮD )         (4.7) 

Z tŊchto vŊt je zŚejm®, ģe deformaļn² teorie plasticity nepoļ²t§ s tenzory Ὕ„Ὀ a Ὕ‐Ὀ, tedy 

s rychlost² zmŊny devi§toru tenzoru napŊt², resp. pŚetvoŚen². Ze vztahu (3.1) tedy ubudou jim 

pŚ²sluġn® ļleny a pak lze z²skat zm²nŊn® z§vislosti mezi koneļnĨmi hodnotami sloģek tenzoru 

napŊt² a tenzoru pŚetvoŚen² ve tvaru  

ἢ = Ἆ ἢz            (4.8) 

kde ἢ a ἢ jsou tenzory napŊt² resp. deformace a pro matici D plat² 

Ἆ=

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὃ ὄ ὄ
ὄ ὃ ὄ
ὄ ὄ ὃ

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

ὅ 0 0
0 ὅ 0
0 0 ὅỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

        

 (4.9) 

ὃ=
Ὁ

1 2‘
+

4Ὃ

1+•
  , ὄ=

Ὁ

1 2‘

2Ὃ

1+•
  , ὅ=

3Ὃ

1+•
 

Kde • je funkce plasticity. 

4.1.2 Inkrement§ln² teorie plasticity 

ĂInkrement§ln² (pŚ²rŢstkov§) teorie plasticity poskytuje matematickĨ apar§t, umoģŔuj²c² 

vĨpoļtovŊ modelovat elastoplastickou odezvu materi§lu na zat²ģen².ñ[11] 

Z§kladn²  prvky inkrement§ln² teorie plasticity jsou 

- mezn² podm²nka plasticity 

- z§kon plastick®ho teļen² 

- zpevnŊn² 
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Podm²nka plasticity 

V pŚedchoz²m textu byl vymezen mezn² stav pruģnosti. Tento mezn² stav je pops§n tzv. 

podm²nkou plasticity. Tato m§ napŚ. pŚi jednoos®m tahov®m nam§h§n² tvar 

 „ „ὑ= 0               

 (4.10) 

kde „Ὧ je mez kluzu materi§lu 

Bylo jiģ navrģeno nŊkolik prvotn²ch podm²nek plasticity. Z nichģ nejpouģ²vanŊjġ² je d²ky 

implementaci do komerļn²ch syst®mŢ MKP podm²nka plasticity HMH (Hubert, Mises, 

Henkey). Dalġ² moģnou je podm²nka plasticity maxim§ln²ch smykovĨch napŊt², popŚ. 

zobecnŊn§ podm²nka plasticity. 

Pro podm²nku plasticity HMH pro obecnou napjatost v hlavn²m souŚadn®m syst®mu m§ pak 

podm²nka tvar 

1

2
[ „1 „2

2 + „2 „3
2 + „3 „1

2] „Ὧ= 0                (4.11) 

PodrobnŊjġ² informace o podm²nk§ch plasticity je moģno nal®zt v lit. [1] 

Z§kon plastick®ho teļen² 

Teorie plastick®ho teļen² vych§z² s tŊchto 3 vŊt: 

1) PŚ²rŢstek objemov® deformace je ¼mŊrnĨ pŚ²rŢstku stŚedn²ho napŊt² 

Ὠ‐ί= ‌z Ὠ„ί           

 (4.12) 

2) PŚ²rŢstek devi§toru tenzoru plastickĨch deformac² je ¼mŊrnĨ devi§toru tenzoru napŊt²  

Ὠ‐Ὀ
ὴὰ= ‗

‬ὗ

‬„
            

 (4.13) 

3) Intenzita napŊt² je funkc² integr§lu pŚ²rustku plastick® deformace 

„Ὥ= ū Ὠ᷿‐ὴὰ                     (4.14) 
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ZpevnŊn² 

ĂPodm²nky plasticity uveden® v pŚedchoz²m textu byly tzv. prvotn² podm²nky plasticity, kter® 

popisuj² prvn² dosaģen² mezn²ho stavu pruģnosti v procesu zatŊģov§n² tŊlesa. V re§lnĨch 

podm²nk§ch zatŊģov§n² tŊles jsou vġak ļast® pŚ²pady, u nichģ stŚ²daj² cykly zatŊģov§n² a 

odlehļov§n², pŚiļemģ v prŢbŊhu zatŊģov§n² se pŚekraļuje mezn² stav pruģnosti. N§sledn® 

podm²nky plasticity popisuj² stavy tŊlesa pŚi opakovanĨch pŚekraļov§n²ch mezn²ch stavŢ 

pruģnosti po pŚedch§zej²c²ch odlehļov§n²chñ [1] 

PŚedevġ²m pro potŚeby vĨpoļtov®ho modelov§n² chov§n² elasticko-plastickĨch materi§lŢ 

prostŚednictv²m MKP jsou k dispozici n§sleduj²c² modely zpevnŊn² 

Ide§lnŊ plastickĨ materi§l 

- V tomto pŚ²padŊ se neuvaģuje ģ§dn® zpevnŊn², n§sledn§ podm²nka plasticity je totoģn§ 

s prvotn² 

Izotropn² zpevnŊn² 

- Plocha n§sledn® podm²nky plasticity m§ stejnĨ tvar, liġ² se vġak jej² velikost² 

Kinematick® zpevnŊn² 

- Plocha n§sledn® podm²nky plasticity m§ stejnĨ tvar i stejnou velikost jako plocha prvotn² 

podm²nky plasticity, mŊn² se jej² poloha 

IzotropnŊ kinematick® zpevnŊn² 

- Je to kombinace pŚedchoz²ch dvou pŚ²padŢ, n§sledn§ plocha mŊn² svou velikost a polohu 
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5 Hyperelastick® materi§ly v syst®mech MKP 

Pro ovŊŚen² spr§vn®ho zad§n² vġech potŚebnĨch parametrŢ modelu materi§lu se obecnŊ 

doporuļuje simulace jednoduchĨch zkouġek, pro kter® jsou zn§my vĨsledky z experimentu. 

Na z§kladŊ srovn§n² s tŊmito daty lze snadno poznat, zda a do jak® m²ry je zad§n² korektn² a 

model vŊrohodnĨ. Pro tyto ¼ļely a pro potŚeby t®to pr§ce byly provedeny simulace zkouġek 

jednoos® tahov®, dvouos® tahov®, smykov® zkouġky (tah pŚi zabr§nŊn® pŚ²ļn® deformaci a 

jednoos® tlakov®. Pro prvn² tŚi zkouġky jsou pro potŚeby t®to pr§ce k dispozici experiment§ln² 

data z²skan® od od Jorgena Bergstorma, Ph.D z jeho internetovĨch str§nek vŊnovanĨch 

vĨpoļtov®mu modelov§n² polymerŢ. Pro ļtvrtou zkouġku, tedy pro jednoosou tlakovou, 

experiment§ln² data k dispozici nejsou. Lze vġak pouģ²t data ze zkouġky dvouos® tahov®. Tyto 

data je nutn® pŚepoļ²tat na odpov²daj² hodnoty pŚetvoŚen² a to za pŚedpokladu objemov® 

nestlaļitelnosti. Zm²nŊnĨ postup pŚepoļtu bude pops§n v t®to kapitole. 

5.1.1 Jednoos§ tahov§ a jednoos§ tlakov§ zkouġka 

Princip jednoos® tahov® popŚ. tlakov® zkouġky je zn§zornŊn na obr§zku 5.1 Pro tuto zkouġku 

za pŚedpokladu objemovŊ nestlaļiteln®ho materi§lu plat²  [4] 

ὐ= ‗1‗2‗3 = 1          (5.1) 

‗1 = ‗ὮὩὨὲέέίὩ = 1 + ‐ὮὩὨὲέέίὩ        (5.2) 

‗2 = ‗3 =
1

‗ὮὩὨὲέέίὩ

          (5.3) 

 

Obr§zek 5.1.jednoos§ tahov§/tlakov§ zkouġka 

5.1.2  Dvouos§ tahov§ a dvouos§ tlakov§ zkouġka 

PŚi t®to zkouġce je materi§l rovnomŊrnŊ natahov§n, popŚ. stlaļov§n ve dvou smŊrech (proto je 

tato zkouġka ļasto oznaļov§na jako zkouġka ekvibiaxi§ln²). Ve tŚet²m smŊru se mŢģe volnŊ 
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deformovat. Tato zkouġka je zn§zornŊna na obr (5.2). Pro pomŊrn§ protaģen² pŚi t®to zkouġce 

za pŚedpokladu nestlaļiteln®ho materi§lu [4] 

‗1 = ‗2 = ‗ὨὺέόέίὩ = 1 + ‐ὨὺέόέίὩ        (5.4) 

‗3 =
1

‗ὨὺέόέίὩ
2            (5.5) 

 

Obr. 5.2. dvouos§ tahov§/tlakov§ zkouġka 

5.1.3  Zkouġka smykem 

Tato zkouġka je v praxi velmi tŊģko realizovateln®, pro nestlaļitelnĨ materi§l lze vġak lze jako 

experiment§ln² data pouģ²t data ze zkouġky tahem popŚ. tlakem pŚi nulovĨch pŚ²ļnĨch 

pŚetvoŚen²ch (tzv. zkouġka v rovinn® deformaci). Pro pomŊrn§ protaģen² pŚi zkouġce smykem 

ze pŚedpokladu nestlaļiteln®ho materi§lu plat² [4] 

‗1 = ‗ίάώὯ= 1 + ‐ίάώὯ          (5.6) 

‗2 = 1            (5.7) 

‗3 =
1

‗ίάώὯ

           (5.9) 

5.1.4 Zkouġka objemov® stlaļitelnosti 

Tuto zkouġku si lze pŚedstavit jako odezvu materi§lu na zat²ģen² hydrostatickĨm tlakem. 

Jedn§ se tedy o zkouġku v rovnomŊrn® trojos® deformaci. V praxi je realizovateln§ na 

bŊģnĨch zkuġebn²ch stroj²ch a to vtlaļov§n²m vzorku do komory stejn® velikosti tŊsnĨm 

p²stem. Pro pomŊrn§ pŚetvoŚen² plat² pŚi zkouġce v trojos® rovinn® napjatosti [4] 

ὐ=
ὠ

ὠ0
= ‗1‗2‗3                    (5.10) 

‗1 = ‗2 = ‗3 = ‗έὦὮὩά                    (5.11) 
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ὐ= ‗έὦὮὩά
3            (5.12) 

5.1.4  Rovnocennost jednoos® tlakov® zkouġky rovnomŊrn® dvouos® 

zkouġky tahem 

Pro potŚeby t®to pr§ce bude vhodn® ovŊŚit spr§vnost zadanĨch parametrŢ tak® pŚi jednoos® 

tlakov® zkouġce a to proto, ģe k nam§h§n² t²mto zpŢsobem bude doch§zet u tlumiļŢ r§zu 

v dalġ² kapitole t®to pr§ce. Pro tuto zkouġku nejsou k dispozici experiment§ln² data. Pro 

porovn§n² lze pouģ²t data ze zkouġky rovnocenn®, a to ze zkouġky rovnomŊrnĨm dvouosĨm 

tahem. StejnĨm napŊt²m u obou zkouġek odpov²daj²  rŢzn® hodnoty pomŊrnĨch protaģen². 

Tato skuteļnost lze s poģit²m vztahŢ (5.1-5.5) zohlednit n§sledovnŊ 

‗ὮὩὨὲέέίὩ =
1

‗ὨὺέόέίὩ
2                     (5.13)

     

5.2 Modely hyperelastickĨch materi§lŢ v syst®mu PAM-CRASH 

V syst®mu PAM-CRASH je pro Śeġen² probl®mŢ hyperelastickĨch materi§lŢ k dispozici 

nŊkolik modelŢ tŊchto materi§lŢ. [4], [8] 

Modely hyperelastickĨch materi§lŢ pro objemov® prvky v syst®mu PAM-CRASH 

- Baltz-Ko ruber solid (material type 11) 

- Hyperelastic Mooney-Rivlin solid (material type 17) 

- Hyperelastic Hard-Smith solid (material type 18) 

- pŚ²padnŊ dalġ² 

Modely hyperelastickĨch materi§lŢ s moģnost² zahrnut² viskozn²ch vlastnost² materi§lu 

- Visco-hyperelastic Mooney-Rivlin for solid elements (material type 19) 

- Visco-elastic Ogden  rubber for solid elements (material type 37) 

- pŚ²padnŊ dalġ² 

Dodavatel syst®mu PAM-CRASH pro modelov§n² probl®mŢ hyperelastickych materi§lŢ 

doporuļuje material typ 17 a materi§l typ 37. Tyto budou pouģity v t®to pr§ci, zbĨvaj²c²m jiģ 

nebude vŊnov§na pozornost.  

5.2.1 Hyperelastic Mooney-Rivlin solid (material type 17) 

V syst®mu PAM-CRASH, materi§l oznaļenĨ jako Ămaterial type 17ñ je model materi§lu pro 

hyperelastick® materi§ly, modelovan® s vyuģit²m objemovĨch prvkŢ. Tento model je zaloģen 

na dvou-parametrick®m Mooney-RivlinovŊ modelu konstitutivn² z§vislosti hustoty energie 

napjatosti popsan®m v kapitole 3.2.2 t®to pr§ce. PŚednost² tohoto modelu je schopnost 

postihnout hysterezn² vlastnosti materi§lu. 
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Hustota energie napjatosti je v tomto pŚ²padŊ modelov§na vztahem 

ὡ = ὃὍ1 3 + ὄὍ2 3 + ὡ(Ὅ3)          (5.14) 

Kde Ὅ1, Ὅ2, Ὅ3 jsou tŚi invarianty prav®ho Couchy-Greenova tenzoru deformace, koeficienty A 

a B jsou materi§lov® parametry. 

Posledn² ļlen vztahu (5.1) popisuje objemovou stlaļitelnost, tento je d§n vztahem 

ὡ Ὅ3 = ὅὍ3
2 1 + Ὀ(Ὅ3 1)2       (5.15) 

Kde parametr C je parametr z§vislĨ na materi§lovĨch parametrech A a B, parametr D je 

parametr z§vislĨ na A, B a na PoissonovŊ pomŊru ’. 

ὅ=
1

2
ὃ+ ὄ           

 (5.16) 

Ὀ=
ὃ5’ 2 +ὄ(11’ 5)

2(1 2’)
           

 (5.17) 

Odpov²daj²c² poļ§teļn² modul pruģnosti a modul objemov® stlaļitelnosti jsou pak 

Ὁ= 4 1 + ’(ὃ+ ὄ)         (5.18) 

ὑ=
4

3

1+’

1 2’
(ὃ+ ὄ)          (5.19) 

Pozn§mky pro materi§l 17 

Tento materi§l je urļen pro modelov§n² probl®mŢ hyperelastickĨch materi§lu s vyuģit²m objemovĨch 

prvkŢ. 

Tento materi§l se vyznaļuje nenulovou objemovou stlaļitelnost², je oznaļov§n jako Ăslightly 

compressible hyperelastic materialñ, tedy m²rnŊ stlaļitelnĨ hyperelastickĨ materi§l. 

Materi§l umoģŔuje zad§vat jin® parametry (ὃὒέὥὨ,ὄὒέὥὨ ,’ὒέὥὨ)  pro zatŊģov§n² a 

(ὃόὲὰέὥὨ,ὄόὲὰέὥὨ ,’όὲέὥὨ)  pro odlehļov§n² a t²m je schopen modelovat hysterezn² vlastnosti 

materi§lu. V pŚ²padŊ vyuģit² t®to moģnosti je potŚeba programu zadat interval, po kolika cyklech m§ 

kontrolovat zda se jedn§ o zatŊģov§n² nebo o odlehļov§n² aby byl schopen pouģ²vat pŚ²sluġn® 

parametry. Pokud nejsou zad§ny ģ§dn® parametry pro odlehļen², program povaģuje materi§l za 

materi§l bez hysterezn²ch vlastnost². 

Pokud uģivatel nezad§ parametry, program bude oļek§vat zad§n² kŚivek jednoos® tahov®, popŚ 

tlakov® zkouġky pro zatŊģov§n² a odlehļov§n². V pŚ²padŊ zad§n² kŚivek se automaticky pomoc² metody 

nejmenġ²ch ļtvercŢ vypoļ²taj² koeficienty A a B vztahu (5.14) tak aby funkce co nejl®pe aproximovala 

experiment§ln² data. OpŊt je moģno popsat hyster®zn² vlastnost materi§lu a to pomoc² zad§n² dvou 

kŚivek, kde jedna pŚedstavuje zatŊģov§n² a druh§ odlehļov§n². PŚi zad§v§n² kŚivek je tŚeba db§t na 

zad§n² dat ve spr§vn®m form§tu. Tento model materi§lu oļek§v§ zad§n² experiment§ln²ch z§vislost² 

smluvn²ho pŚetvoŚen² (v procentech) na skuteļn®m napŊt². 
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5.2.2 Visco-elastic Ogden  rubber for solid elements (material type 37) 

Tento materi§l je urļen pro modelov§n² probl®mŢ hyperelastickĨch materi§lŢ s pouģit²m 

objemovĨch prvkŢ.  Je zaloģen na OgdenovŊ modelu konstitutivn² z§vislosti energie 

napjatosti pro gumu. Tento byl pops§na v kapitole 3.2.2. S pouģit²m tohoto modelu  materi§lu 

je moģno mimo jin® modelovat tak® visko-elastickou odezvu materi§lu.  

V syst®mu PAM-CRASH je pro materi§l 37 hustota energie napjatosti modelov§na vztahem 

ὡ = В В 2
‘Ὥ

‌Ὥ
‗ὃ
‌Ὥ 1 +

ὑ

2
(ὐ 1)2ὔ

Ὥ= 1
3
ὃ= 1       (5.20) 

Coģ je v podstatŊ vztah (3.7) 

Viskoelastick§ odezva je zde zahrnuta pomoc²  tzv. konvoluļn²ho integr§lu. Tento m§ tvar 

†ὺὸ= В ὋὭ᷿ Ὡ
ὸί

†Ὥ
ὸ

0
ὓ
Ὥ= 1 ὨὩὺ(ὊὊὝ)Ὠί       (5.21) 

Kde tato viskoelastick§ odezva se napŚ²klad pro tzv. druhĨ Piola-KirchhoffŢv tenzor napŊt² 

(2.15) zav§d² n§sledovnŊ 

Ὓὺ= Ὂ 1†ὺὊὝ          (5.22) 

Kde F je tenzor deformaļn²ho gradientu (2.8c),  

Pozn§mky k materi§lu37 

Parametry Ogdenova modelu konstitutivn² z§vislosti mŢģou bĨt zad§ny dvŊma zpŢsoby 

1) PŚ²mo zad§n²m hodnot tŊchto parametrŢ (‘Ὥ , ‌Ὥ a ’ kde i =1,N pŚedstavuje Ś§d  medelu 

2) Pomoc² experiment§ln²ch dat, kdy syst®m PAM-CRASH pomoc² metody nejmenġ²ch 

ļtvercŢ dopoļ²t§ parametry tak, aby model co nejl®pe aproximoval deformaļnŊ-

napŊŠovou odezvu. V tomto pŚ²padŊ je potŚeba zadat Ś§d modelu. Experiment§ln² data 

mohou bĨt z n§sleduj²c²ch zkouġek 

Pro vĨpoļet parametrŢ ‘Ὥ , ‌Ὥ 

- Jednoos§ tahov§/tlakov§ zkouġka 

- Dvouos§ tahov§/tlakov§ zkouġka 

- Smykov§ zkouġka 

Pro vĨpoļet Poissonova pomŊru ’ 

- Objemov§ zkouġka 

Model mŢģe bĨt nestabiln² v pŚ²padŊ, ģe nen² splnŊn n§sleduj²c² podm²nka 

В ‘Ὥ‌Ὥ
ὔ
Ὥ= 1 > 0          (5.23) 
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Pokud uģivatel zad§ parametry Ogdenova modelu a tak® experiment§ln² dat, program pouģije 

zadan® parametry jako vstupn² parametry pro aproximaci pomoc² neline§rn² metody 

nejmenġ²ch ļtvercŢ. Tohoto je vhodn® vyuģ²t napŚ²klad, pokud hodnota nŊkter®ho parametru 

‘Ὥ je velmi mal® ļ²slo, protoģe toto mŢģe zpŢsobit pomŊrnŊ vysokou nepŚesnost numerick®ho 

vĨpoļtu. 

 

5.2.3 VĨpoļtov® modely jednoduchĨch zkouġek v syst®mu PAM-CRASH 

Budou realizov§ny n§sleduj²c² zkouġky 

- Jednoos§ tahov§ 

- Jednoos§ tlakov§ 

- Dvouos§ rovnomŊrn§ tahov§ 

- Zkouġka tahem pŚi zabr§nŊn® pŚ²ļn® deformaci 

VĨsledky tŊchto zkouġek, tedy napŊŠovŊ deformaļn² charakteristiky budou srovn§ny 

s vĨsledky experimentu Jorgena Bergstorma, tedy s daty poģitĨmi pro vĨpoļet konstant 

modelŢ materi§lu. Pokud jsou parametry modelu spr§vnŊ zad§ny, rozd²l  by mŊl bĨt co moģn§ 

nejmenġ².  

Pozn§mky k modelŢm jednoduchĨch zkouġek v syst®mu PAM-CRASH 

- Đloha bude Śeġena jako kvazi-statick§  

- Đloha bude Śeġena v 3D 

- Vġechny vstupn² veliļiny a tedy i vĨsledky budou v z§kladn²m jednotkov®m syst®mu SI 

- S²Š bude tvoŚena jedn²m prvkem typu Solid 

- Pouģity budou dva modely materi§lu, materi§l 17 a materi§l 37 

- Zat²ģen² bude deformaļn², zad§no pomoc² posuvŢ a rychlost² do vybranĨch uzlŢ 

Pro tvorbu modelŢ bylo pouģito textov®ho editoru Nedit. 
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Simulace jednoos® tahov® zkouġky v syst®mu PAM-CRASH 

Pro vyhodnocen² vĨsledkŢ bylo pouģito Post-procesoru META, od Śeck®ho vĨrobce Beta Cae. 

 

Obr§zek  5.5 jednoos§ tahov§ zkouġka v system PAM-CRASH - vĨsledky 

 

Simulace jednoos® tlakov® zkouġky v syst®mu PAM-CRASH 

Pro posouzen² vŊrohodnosti t®to zkouġky nejsou k dispozici experiment§ln² data. Je potŚeba 

pouģ²t data zkouġky rovnocenn®, tak jak bylo pops§no v ¼vodu kapitoly 5. 

 

Obr§zek  5.6 jednoos§ tlakov§ zkouġka v syst®mu PAM-CRASH - vĨsledky 
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Simulace rovnomŊrn® dvouos® tahov® zkouġky v syst®mu PAM-CRASH 

 

Obr§zek 5.7 dvouos§ rovnomŊrn§ tahov§ zkouġka v syst®mu PAM-CRASH - vĨsledky 

Simulace zkouġky pŚi zabr§nŊn® pŚ²ļn® deformaci v syst®mu PAM-CRASH 

 

Obr§zek 5.8 zkouġka pŚi zabr§nŊn® pŚ²ļn® deformaci v syst®mu PAM-CRASH - vĨsledky 
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5.3  Modely hyperelastickĨch materi§lŢ v syst®mu LS-DYNA 

V syst®mu LS-DYNA je podobnŊ jako v syst®mu PAM-CRASH pro Śeġen² probl®mŢ 

hyperelastickĨch materi§lŢ k dispozici nŊkolik materi§lovĨch modelŢ. [5] 

Modely hyperelastickĨch materi§lŢ v syst®mu LS-DYNA pro objemov® prvky 

- Bltz-Ko rubber (material type 7) 

- Mooney-Rivlin rubber (material type 27) 

- Hyperelastic rubber (material type 77) 

- Ogden rubber (material type 77) 

- Cellular ruber (material type 87) 

- PŚ²padnŊ dalġ² 

Pro potŚebu t®to pr§ce byly vybr§ny dva s tŊchto modelŢ materi§lu. Materi§l typu 27 a 

materi§l typu 77. zbĨvaj²c²m jiģ nebude v t®to pr§ci vŊnov§na pozornost. 

5.3.1  Mooney-Rivlin rubber (material type 27) 

Tento model materi§lu je obdobou modelu popsan®ho v kapitole 5.1.1 t®to pr§ce. Je zaloģen 

na dvou parametrick®m Mooney-RivlinovŊ modelu (3.4). MŊrn§ energie napjatosti se zde 

zav§d² pomoc² vztahu 

ὡ = ὃὍ1 3 + ὄὍ2 3 + ὅὍ3
2 1 + ὈὍ3

2 1 2    (5.23) 

Kde parametry A, B, C, D jsou konstanty Mooney-Rivlinova modelu, Ὅ1,Ὅ2  ὥ Ὅ3  jsou 

invarianty prav®ho Couchy-Greenova tenzoru napjet². Prvn² dvŊ konstanty jsou dva parametry 

Mooney-Rivlinova modelu, pro parametry C a d plat² 

ὅ= 0.5ὃ+ ὄ           

 (5.24) 

Ὀ=
ὃ5’ 2 +ὄ(11‡ 5)

2(1 2‡)
          (5.25) 

Kde ’ je poassonŢv pomŊr. 

PŚi zad§v§n² parametrŢ je moģno vlastnosti materi§lu opŊt zadat dvŊma zpŢsoby 

- Pokud zn§me hodnoty dvou Mooney-RivlinovĨch parametrŢ je moģno tyto zadat. 

- Pokud zn§me jen vĨsledky jednoos® tahov® popŚ²padŊ tlakov® zkouġky, je moģno zadat 

pŚ²mo tyto data a syst®m si pomoc² metody nejmenġ²ch ļtvercŢ s§m dopoļ²t§ parametry 

tak aby model co nejl®pe aproximoval prŢbŊh deformaļnŊ napŊŠov® charakteristiky. Jsou 

oļek§v§na data typu zmŊna d®lky ve smŊru zat²ģen² a j² odpov²daj²c² s²la 

popŚ²padŊnomin§ln² napŊt² v z§vislosti na nomin§ln²m pŚetvoŚen². V prvn²m pŚ²padŊ 

syst®m oļek§v§ zad§n² poļ§teļn² rozmŊry vzorku, na kter®m byla namŊŚena 

experiment§ln² data, ve druh®m pŚ²padŊ se tyto zaduj² rovny 1. 
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5.3.2  Hyperelastic rubber (material type 77) 

Jedn§ se o prvn² ze dvou variant modelu materi§lu typu 77. Je urļen pro Śeġen² 

probl®mŢ hyperelastickĨch materi§lŢ, kter® jsou t®mŊŚ nestlaļiteln® (‡> 0.49), nav²c je 

schopen modelovat viskoelastickou odezvu materi§lu. MŊrn§ hustota energie napjatosti se 

zav§d² ve vztahu   

 

ὡ = В ὅὴή(Ὅ1 3)ὴὲ
ὴ,ή (Ὅ2 3)ή+ ὡὬ(ὐ)       (5.26) 

Viskoelastick§ odezva je zahrnuta pomoc² konvoluļn²ho ntegr§lu, tento m§ tvar  

ὛὭὮ= ᷿ὋὮὯὰ
ὸ

0
(ὸ †)

‬ὉὯὰ

‬†
Ὠ†          (5.27) 

Kde ὛὭὮ je druhy Piola-Kirchhoffuv tenzor napŊt²,  ὉὯὰ je Green-Lagrangeuv tenzor 

pŚetvoŚen², ὋὮὯὰ(ὸ †) je relaxaļn² funkce. Napjet² z²skan® ze vztahu (5.27) se pŚiļte k napjet² 

z²skan®mu s funkce hustoty energie napjatosti (5.26) 

Vztah (5.26) je vlastnŊ vztah (3.7), coģ je polynomickĨ model konstitutivn² z§vislosti energie 

napjatosti 

Pro zadan² parametrŢ tohoto modelu je opŊt moģno posupovat dvŊma zpŢsoby. 

PŚ²mo zad§n²m parametrŢ modelu 

Poļet parametrŢ je z§vislĨ na Ś§du modelu 

- model prvn²ho Ś§du C10 a C01 

- model druh®ho Ś§du C10, C01, C11, C20 a C02 

- model tŚet²ho Ś§du C10, C01, C11, C20, C02 a C30 

Pomoc² experiment§ln²ch dat 

Pro tento model je moģno zadat vĨsledky jednoos® tahov® zkouġky a syst®m si pomoc² 

metody nejmenġ²ch ļtvercŢ s§m vypoļ²t§ parametry modelu. Je potŚeba zadat poģadovanĨ Ś§d 

modelu. 

5.3.3  Ogden rubber (material type 77) 

Druh§ varianta modelu typu 77 je zaloģena na OgdenovŊ konstitutivn²m vztahu 

energie napjatosti popsan®m v kapitole 3.2.1 vztahem (3.7). Viskoelastick§ odezva je zde opŊt 

zahrnuta podobnŊ jako v pŚedchoz²m pŚ²padŊ pomoc² konvulenļn²ho integr§lu (5.27). JedinĨ 

podstatnĨ rozd²l je tedy v konstitutivn²m vztahu energie napjatosti, kterĨ m§  jin® parametry. 
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Zad§n² parametrŢ modelu 

PŚ²mo zad§n²m parametrŢ modelu 

Pokud zn§me parametry modelu, je moģno zadat pŚ²mo tyto parametry (‘Ὥ,‌Ὥ), je moģno 

zadat 1 aģ 8 dvojic parametrŢ 

Pomoc² experiment§ln²ch dat 

 Pro tento model  tyto data mohou byt z nŊkter® z n§sleduj²c²ch zkouġek 

- jednoos§ tahov§/tlakov§ 

- dvouos§ rovnomŊrn§ tahov§/tlakov§ zkouġka 

5.3.4  VĨpoļtov® modely jednoduchĨch zkouġek v syst®mu LS-DYNA  

Budou realizov§ny n§sleduj²c² zkouġky 

- Jednoos§ tahov§ 

- Jednoos§ tlakov§ 

- Dvouos§ rovnomŊrn§ tahov§ 

- Zkouġka tahem pŚi zabr§nŊn® pŚ²ļn® deformaci 

Postup bude velmi podobnĨ postupu pouģit®mu v kapitole 5.1.3, opŊt budou realizov§ny 

simulace jednoduchĨch zkouġek a jejich vĨsledky budou srovn§ny s vĨsledky experimentu 

(Jorgen Bergstorm, PhD)  

Pozn§mky k modelŢm jednoduchĨch zkouġek v syst®mu LS-DYNA 

- Đloha bude Śeġena jako kvazi-statick§  

- Đloha bude Śeġena v 3D 

- Vġechny vstupn² veliļiny a tedy i vĨsledky budou v z§kladn²m jednotkov®m syst®mu SI 

- S²Š bude tvoŚena jedn²m prvkem typu Solid 

- Pouģity budou dva modely materi§lu, materi§l 27 a materi§l 77 

- Zat²ģen² bude deformaļn², zad§no pomoc² posuvŢ a rychlost² do vybranĨch uzlŢ 

Pro tvorbu modelŢ bylo pouģito textov®ho editoru Nedit. Karty pouģitĨch materi§lŢ jsou na 

obr. 5.9 a 5.10. PodrobnĨ popis tŊchto karet a vĨznam jejich z ļlenŢ je moģn® naj²t v lit [8]. 
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Simulace jednoos® tahov® zkouġky v syst®mu LS-DYNA  

 

Obr§zek 5 .11 Jednoos§ tahov§ zkouġka  V syst®mu LS-DYNA - vĨsledky 

 

Simulace jednoos® tlakov® zkouġky v syst®mu LS-DYNA 

 

Obr§zek 5 .12 Jednoos§ tlakov§ zkouġka  V syst®mu LS-DYNA ï vĨsledky 
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Simulace rovnomŊrn® dvouos® tahov® zkouġky v syst®mu LS-DYNA 

 

Obr§zek 5 .13 Dvouos§ rovnomŊrn§ tahov§ zkouġka  V syst®mu LS-DYNA ï vĨsledky 

 

Simulace zkouġky pŚi zabr§nŊn® pŚ²ļn® deformaci v syst®mu LS-DYNA 

 

Obr§zek 5 .14 Simulace zkouġky pŚi zabr§nŊn® pŚ²ļn® syst®mu LS-DYNA ï vĨsledky 
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5.4  modely hyperelastickĨch materi§lŢ v syst®mu ANSYS 

V syst®mu Ansys jsou pro Śeġen² probl®mŢ hyperelastickĨch materi§lŢ n§sleduj²c² modely 

materi§lŢ [5] 

Pro izotropn² hyperelastick® materi§ly 

- Neo-Hookean 

- Mooney-Rivlin 

- Polynomial 

- Ogden 

- Arruda-Boyce 

- Gent 

- Yeoh 

- Ogden compressible 

- Blatz-Ko 

Pro potŚeby t®to pr§ce bude pracov§no s modely Mooney-Rivlin a Ogden. 

5.4.1  Material nonlinear hyperelastic Mooney-Rivlin  

V syst®mu Ansys je jedn²m z modelŢ materi§lu urļenĨch pro Śeġen² probl®mŢ 

hyperelastickĨch materi§lŢ materi§l zaloģenĨ na Mooney-RivlinovŊ konstitutivn²m vztahu 

hustoty energie napjatosti. Tento je zde nab²zen v dvou, tŚ², pŊti a dev²ti parametrick® 

variantŊ. Tyto byly pops§ny v kapitole 3.2.2, vztahy (3.4 ï 3.6) 

 

PŚi zad§v§n² parametru tohoto modelu materi§lu je moģno pouģ²t dvou zpŢsobŢ 

-  pŚ²mo zad§n²m konstant modelu 

- s vyuģit²m experiment§ln²ch dat 

kde tato data mohou bĨt z nŊkter® z n§sleduj²c²ch zkouġek 

- jednoos§ zkouġka tahem/tlakem 

- dvouos§ rovnomŊrn§ zkouġka tahem/tlakem 

- zkouġka v rovinn® deformaci tahem/tlakem 

- zkouġka ve smykov§ napjatosti 

- zkouġka objemov® stlaļitelnosti 

5.4.2  Material nonlinear hyperelastic Ogden 

Tento model materi§lu je zaloģen na konstitutivn²m vztahu hustoty energie napjatosti 

podle Ogdena, viz kapitola 3.2.2, vztah (3.7). PŚi zad§v§n² parametrŢ modelu je moģno 

postupovat obdobnŊ, jak pro model Mooney-Rivlin, tedy postupem popsanĨm v kapitole 

5.3.1. 
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5.4.3  VĨpoļtov® modely jednoduchĨch zkouġek v syst®mu ANSYS 

Budou realizov§ny n§sleduj²c² zkouġky 

- Jednoos§ tahov§ 

- Jednoos§ tlakov§ 

- Dvouos§ rovnomŊrn§ tahov§ 

- Zkouġka tahem pŚi zabr§nŊn® pŚ²ļn® deformaci 

Postup bude velmi podobnĨ postupu pouģit®mu v kapitole 5.1.3 a 5.2.3, opŊt budou 

realizov§ny simulace jednoduchĨch zkouġek a jejich vĨsledky budou srovn§ny s vĨsledky 

experimentu (Jorgen Bergstorm, PhD)  

Pozn§mky k modelŢm jednoduchĨch zkouġek v syst®mu ANSYS 

- Đloha bude Śeġena jako statick§  

- Đloha bude Śeġena v rovinn® napjatosti 

- Vġechny vstupn² veliļiny a tedy i vĨsledky budou v z§kladn²m jednotkov®m syst®mu SI 

- S²Š bude tvoŚena vĨhradnŊ prvky SOLID 182 

- Pouģity budou tŚi modely materi§lu, Moony-Rivlin dvou a pŊti parametrickĨ a Ogden 3rd 

- Zat²ģen² bude deformaļn², zad§no pomoc² posuvŢ  

Pro tvorbu modelŢ bylo pouģito preeprocesoru ANSYS. 

Simulace jednoos® tahov® zkouġky v syst®mu ANSYS 

 

 Obr§zek  5.15 jednoos§ tahov§ zkouġka ï vĨsledky 
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Simulace dvouos® rovnomŊrn® tahov® zkouġky v syst®mu ANSYS 

 

Obr§zek  5.16 dvouos§ rovnomŊrn§ tahov§ zkouġka ï vĨsledky 

Simulace jednoos® tlakov® zkouġky v syst®mu ANSYS 

 

 Obr§zek 5.17 jednoos§ tlakov§ zkouġka ï vĨsledky 
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Simulace zkouġky pŚi zabr§nŊn® pŚ²ļn® deformaci v syst®mu ANSYS 

 

Obr§zek  5.18 zkouġka pŚi zabr§nŊn² pŚ²ļn® deformace ï vĨsledky 
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6 Plastick® materi§ly v syst®mech MKP 

Moģnosti modelov§n² probl®mŢ plastickĨch materi§lŢ v komerļn²ch syst®mech MKP 

jsou jiģ rozpracov§ny na vysok® ¼rovni. Pro potŚeby t®to pr§ce postaļ² z§kladn² modely 

plastickĨch, resp. elasto-plastickĨch materi§lŢ. SloģitŊjġ²m modelŢm materi§lŢ, kter® v sobŊ 

zahrnuj² modely poruġen², popŚ. ļasov® z§vislosti napŊŠovŊ deformaļn² charakteristiky zde 

nebude vŊnov§na pozornost, pŚesto, ģe jsou do syst®mŢ implementov§ny. Tyto jsou jiģ nad 

r§mec obsahu zad§n² t®to pr§ce.  

OvŊŚen² spr§vnosti zad§n² parametrŢ modelŢ elasto-plastickĨch materi§lŢ autor 

nepovaģuje za potŚebnou, nebudou zde realizov§ny z§kladn² materi§lov® zkouġky podobnŊ 

jako tomu bylo u hyperelastickĨch materi§lŢ v kapitole 5 t®to pr§ce. Bude zde uveden pŚehled 

z§kladn²ch materi§lovĨch modelŢ vhodnĨch pro modelov§n² plastickĨch materi§lŢ a d§le 

popis z§kladn²ch parametrŢ, kter® syst®m vyģaduje od uģivatele pŚi pouģit² tŊchto modelŢ. 

6.1 Plastick® materi§ly v syst®mu PAM-CRASH 

6.1.1 Material elastic-plastic for solids (type 1) 

Tento model materi§lu odpov²d§ elasto-plastick®mu izotropn²mu modelu materi§lu 

s izotropn²m multiline§rn²m zpevnŊn²m. 

Elastick® vlastnosti je moģno zadat pomoc² smykov®ho a objemov®ho modulu.(6.1a, 6.1b) 

a) Ὃ=
Ὁ

2(1+’)
     b)    ὑ=

Ὁ

3(1 2’)
          (6.1) 

Kde E je YoungŢv modul a ’ je PoissonŢv pomŊr. 

Parametry modelu pro plastick® chov§n² mohou bĨt zad§ny n§sleduj²c²mi zpŢsoby 

- Zad§n²m meze kluzu materi§lu a tangenci§ln²ho modulu zpevnŊn² (sklonu kŚivky 

zpevnŊn²) 

- Zad§n²m  hodnot plastickĨch pŚetvoŚen² a j²m odpov²daj²c²m hodnot napŊt² 

- Zad§n²m parametrŢ (k, n, ‐0 , „άὥὼ) Krupkowskiho definice zpevnŊn²   

„‐= Ὧ(‐+ ‐0)ὲ  

Kde ‐ je efektivn² plastick® pŚetvoŚen², „άὥὼ je horn² limit napŊt². 

Tento materi§l je schopen zahrnout tak® ļasovŊ z§vislost napŊŠovŊ-deformaļn²ch 

charakteristik. PodrobnŊjġ² informace je moģno nal®zt v lit. [7]. 

6.1.2   Material elastic-plastic for shells (type 103) 

Je obdobou materi§lu type 1 popsan®ho v pŚedchoz² kapitole. Je urļen pro modelov§n² 

probl®mŢ plastickĨch materi§lŢ s vyuģit²m tŊlesovĨch prvkŢ. 

 



 

 

45 

 

6.2  Plastick® materi§ly v syst®mu LS-DYNA 

OpŊt se budeme zaj²mat o moģnost popisu chov§n² plastickĨch materi§lŢ bez potŚeby 

modelovat ļasovou z§vislost napŊŠovŊ deformaļn² charakteristiky popŚ²padŊ poruġov§n² 

materi§lŢ. Pro tyto potŚeby je naprosto dostaļuj²c²m modelem materi§lu v syst®mu LS-DYNA 

model materi§lu oznaļenĨ material type 3, MAT_PLASTIC_KINEMATIC. 

6.2.1  Material PLASTIC_KINEMATIC (type3)  

Tento model je pouģitelnĨ pro izotropn² elasticko-plastick® materi§ly se zpevnŊn²m. Od 

uģivatele se vyģaduje zad§n² hodnot n§sleduj²c²ch parametrŢ 

- Hustoty materi§lu 

- Modulu pruģnosti 

- Poissonava pomŊru 

- Meze kluzu 

- Tangenci§ln²ho modulu zpevnŊn² 

- Parametru zpevnŊn² ‍ kde  ‍=0 odpov²d§ kinematick®mu zpevnŊn² a ‍=1 odpov²d§ 

izotropn²mu zpevnŊn², hodnota mezi ļ²sly 0 a1 odpov²d§ kombinovan®mu zpevnŊn² 
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7  Explicitn² a implicitn² algoritmus MKP 

Na tomto m²stŊ autor povaģuje za vhodn® zdŢraznit vĨznamnĨ rozd²l syst®mu  Ansys 

oproti syst®mŢm PAM-CRASH a LS-DYNA. Tento rozd²l spoļ²v§ v rozd²ln®m zpŢsobu 

integrace pohybovĨch rovnic pŚi Śeġen² probl®mŢ. řeġiļ syst®mu Ansys vyuģ²v§ implicitn²ch 

metod ļasov® integrace pohybov® rovnice, zat²mco Śeġiļe PAM-CRASH a LS-DYNA 

vyuģ²vaj² pŚ² Śeġen² explicitn²ch metod. Na z§kladŊ t®to vlastnosti bĨvaj² Śeġiļe ļasto 

oznaļov§ny jako explicitn², resp. implicitn², nŊkdy tak® explicitn² resp. implicitn² algoritmy 

MKP. 

7.1  Explicitn² algoritmus MKP 

Pro ļasovou integraci pohybovĨch rovnic explicitn² Śeġ²ļe pouģ²vaj² obvykle metodu 

centr§ln²ch diferenc². Schematick® zn§zornŊn² integrace explicitn²m algoritmem je na obr§zku 

5.19. Podstatou je, ģe pro vĨpoļet nezn§mĨch veliļin v urļit®m ļase se vych§z² z veliļin 

v pŚedchoz²m ļase. 

 

 

Obr§zek 5.19 sch®ma explicitn² ļasov® integrace [6] 

7.2  Implicitn² algoritmus MKP 

U implicitn²ho algoritmu MKP se pro ļasovou integraci pouģ²vaj² implicitn² metody. Kdy se 

pro vĨpoļet veliļiny v ļasov®m okamģiku vych§z² z veliļin v tom sam®m ļasov®m okamģiku. 

Sch®ma implicitn² ļasov® integrace je zn§zornŊno na obr§zku 5.20. 
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Obr§zek 5.20 Sch®ma implicitn² ļasov® integrace [6] 
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8  VytvoŚen²  vĨpoļtov®ho modelu tlumiļe r§zu 

ĂModel je subjektem ¼ļelovŊ vytvoŚenĨ re§lnĨ nebo abstraktn² objekt, kterĨ obsahuje 

vġechny podstatn® charakteristiky prim§rn²ho objektu, a kterĨ se tĨk§ urļit®ho z§jmu subjektu 

o tento objekt.ñ [1] 

S pŚedchoz² citace je tedy zŚejm®, ģe pro vytvoŚen² modelu je  nutno rozhodnout, kter® 

veliļiny jsou s pohledu Śeġitele dan®ho probl®mu podstatn® a kter® nikoliv.  O tomto bude 

pojedn§no v kapitole 8.1, kde bude sestaven tzv. syst®m podstatnĨch veliļin objektu. Dalġ²m 

krokem pŚi tvorbŊ modelu je vytvoŚen² tzv. modelov®ho objektu a syst®mu veliļin na tomto 

modelov®m objektu.  Pro urļenĨ typ modelov®ho objektu s ohledem na podstatn® veliļiny na 

nŊm je nutn® zvolit metodu Śeġen² probl®mu.  

8.1  Struktura modelu  

1.  Objekt 

Tlumiļ r§zu je pro n§s tedy prim§rn²m objektem. Model bude tvoŚen pro tŚi rŢzn® varianty 

tlumiļŢ, tedy m§me tŚi objekty. 

1. varianta - tlumiļ je pln® v§lcov® tŊleso, materi§l tlumiļe je hyperelastickĨ 

2. varianta - tlumiļ je tenkostŊnn® v§lcov® tŊleso s plastick®ho  materi§lu 

3. varianta ï kombinace pŚedchoz²ch dvou, tedy plastick® tenkostŊnn® tŊleso vyplnŊn® 

hyperelastickĨm materi§lem  

2. Syst®m podstatnĨch veliļin na objektu 

ἡ - veliļiny popisuj²c² prvky okol² objektu 

Jako podstatn® prvky okol² objektu shled§v§m tyto prvky: 

 1  Pomysln§ bari®ra  

- dokonale tuh® tŊleso 

- pevnŊ fixovan® v prostoru  

 2   TŊleso  

- dokonale tuh® tŊleso 

-  jeho poloha je funkc² ļasu 

- hmotnost je konstantn² 

ἡ ï veliļiny komplexnŊ popisuj²c² objekt   0 

- vzhledem k tomu, ģe objekt je tvoŚen jen jedn²m prvkem, kterĨm je samotnĨ tlumiļ, 

topologie je velmi jednoduch§. 

-  tvar tlumiļe budu volit pro jednotliv§ proveden². Bude se jednat o tenkostŊnn§ a pln§ 

v§lcov§ tŊlesa.  
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ἡ ï veliļiny popisuj²c² vazby objektu s okol²m a na vazb§ch prob²haj²c² interakce 

Vazba ļ²slo 1, tj. vazba objektu s prvkem okol²   1 (uloģen² tlumiļe na bari®Śe) 

- Tato vazba je realizov§na jako dokonale tuh® vetknut² tlumiļe do bari®ry 

- Vetknut® ļ§sti jsou odebr§ny vġechny stupnŊ volnosti 

Vazba ļ²slo 2, tj. vazba objektu s prvkem okol²   2 (kontakt tŊlesa s tlumiļem) 

- Tato vazba je realizov§na pomoc² kontaktu, kontaktn² s²ly a tŚen² v kontaktu 

ἡ ï veliļiny vyjadŚuj²c² pŢsoben² na objekt 

- PŢsob²c² s²ly a momenty ve vazbŊ tlumiļe s bari®rou 

- PŢsob²c² tlakov® s²ly ve vazbŊ tlumiļe s pohybuj²c²m se tŊlesem  

ἡ ï veliļiny ovlivŔuj²c² procesy, kter® na objektu prob²haj² 

- Pr§zdn§ mnoģina 

ἡ ï strukturnŊ-vlastnostn²  veliļiny 

- Konstitutivn² vztahy materi§lŢ tlumiļŢ (materi§lov® charakteristiky) 

- Geometrick® proveden² jednotlivĨch tlumiļŢ (tvar, rozmŊry) 

ἡ  veliļiny,popisuj²c² procesy 

- PŚi Śeġen² probl®mu nepovaģuji ģ§dnou veliļinu popisuj²c² procesy za podstatnou, 

vzhledem ke zvolen® ¼rovni Śeġen² probl®mu (makro¼roveŔ mechaniky tŊles).  

ἡ  veliļiny,popisuj²c² projevy 

- ZmŊna napŊt² 

- ZmŊna tvaru a rozmŊru 

ἡ  veliļiny,popisuj²c² dŢsledky projevŢ 

- Plastick§ deformace u plastickĨch materi§lŢ 

- ZmŊna velikosti, popŚ. smŊru rychlosti pohybuj²c²ho se tŊlesa 

3. mnoģina d²lļ²ch modelŢ vĨpoļtov®ho modelu 

Model probl®mu 

╜  - model probl®mu 

Model probl®mu byl v podstatŊ jiģ vytvoŚen pŚi vytv§Śen² syst®mu podstatnĨch veliļin na 

objektu. 

╜  - model topologie objektu 
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Jedna se o model rozm²stŊn² objektu a prvkŢ jeho okol² v prostoru. Rozm²stŊn² je takov®, ģe 

objekt je pevnŊ spojen s tuhou nepohyblivou barierou  a v urļit® vzd§lenosti od objektu 

smŊrem kolmo na bari®ru je tuh® tŊleso.  

 

 

 

 

 

 

 

obr§zek 8.1 rozmŊry objektu 

╜  - model dekompozice objektu 

Objekt bude uvolnŊn od tuh® bari®ry, tato bude nahrazena vazbovĨm pŢsoben²m pomoc² 

okrajovĨch podm²nek. 

╜  - model geometrie objektu 

model geometrie objektu bude vytvoŚen s ohledem na n§slednŊ pouģitou metodu Śeġen² 

pomoc² s²tŊ koneļnĨch prvkŢ. Pro prvn² variantu objektu bude model geometrie tvoŚen 

tŊlesovĨmi prvky typu SOLID (obr§zek 8.2a). Pro druhou variantu bude model geometrie 

tvoŚen ploġnĨmi prvky typu SHELL (obr§zek 8.2b). Pro tŚet² variantu to bude kombinace vĨġe 

zm²nŊnĨch, kdy pl§ġŠ bude tvoŚen prvky typu SHELL a vnitŚn² objem bude vyplnŊn prvky 

typu SOLID. 

 

 

Obr§zek 8.2a model geometrie varianty 1  Obr§zek 8.2b model geometrie varianty 2 
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╜  - model okol² objektu 

PatŚ² sem vĨġe zm²nŊn§ vazba objektu s tuhou nepohyblivou bari®rou, d§le pak vazba objektu 

s tuhĨm pohyblivĨm tŊlesem. 

╜  - model vazeb objektu k okol² 

Prvn² vazba, tedy vazba objektu s tuhou nepohyblivou bari®rou bude realizov§na jako 

dokonale tuh® vetknut² uzlŢ, ve kterĨch doch§z² ke kontaktu objektu s bari®rou. 

Druh§ vazba, vazba objektu s pohybuj²c²m se tŊlesem bude realizov§na pomoc² zat²ģen² 

kontaktn² silou do m²st, kde doch§z² ke kontaktu objektu s tŊlesem. 

╜  - model aktivace objektu z okol² 

S²ly a momenty pŢsob²c² ve vazb§ch 

╜  - model okrajovĨch a poļ§teļn²ch podm²nek 

Model okrajovĨch podm²nek 

Pomoc² modelu okrajovĨch je zde modelov§no dokonale tuh® vetknut². Toto se realizuje 

pŚedeps§n²m nulovĨch posuvŢ a ¼hlŢ natoļen² do vetnutĨch m²st 

Model poļ§teļn²ch podm²nek 

Poļ§teļn² podm²nky jsou poļ§teļn² rychlost pohybuj²c²ho se tŊlesa a poļ§teļn² vzd§lenost od 

objektu. 

╜  - model vlastnost² struktury objektu 

Budou pouģity tyto modely materi§lu 

Pro variantu 1 - Hyperelasticky ( homogenn², izotropn²) 

Pro variantu 2 ï PruģnŊ plastickĨ (homogenn², izotropn²) 

Pro variantu 3 ï Oba vĨġe uveden® 

╜  - model procesŢ na objektu 

Stav deformace v bodŊ objektu 

╜  - model projevŢ objektu 

Napjatost v bodŊ 

╜  ï model chov§n² objektu 

NapŊŠovŊ deformaļn² charakteristika  

S²la pŢsob²c² na pohybuj²c² se tŊleso, tedy jeho zrychlen² 
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╜  ï model mezn²ch stavŢ 

JedinĨ moģnĨ mezn² stav je na zvolen® ¼rovni mezn² stav pruģnosti. 

4. Matematick§ teorie, metoda a vhodnĨ software 

Pro Śeġen² probl®mu bude pouģita matematick§ teorie s numerick® matematiky a to Metody 

koneļnĨch prvkŢ (MKP). Bude pouģit explicitn² algoritmus MKP, popsanĨ v kapitole 7 t®to 

pr§ce. Pro Śeġen² t®to metody budou pouģity programy PAM-CRASH a LS-DYNA, vzhledem 

k jejich pŚedurļen² pro Śeġen² probl®mŢ rychlĨch dynamickĨch dŊjŢ. 

8.2  VĨpoļtov® modely v syst®mu PAM-CRASH 

C²lem, kter®ho m§ bĨt dosaģeno v t®to kapitole je vytvoŚen² vĨpoļtov®ho modelu napŊŠovŊ 

deformaļn²ho chov§n² tlumiļŢ r§zu z hyperelastickĨch a plastickĨch materi§lŢ v syst®mu 

PAM-CRASH.   

9.2.1  VĨpoļtovĨ model hyperelastick®ho tlumiļe v syst®mu PAM-CRASH 

Jako model materi§lu pro model hyperelastick®ho tlumiļe v syst®mu PAM-CRASH 

bude pouģito modelu materi§lu popsan®ho v kapitole 5.2.2 t®to pr§ce, tedy materi§l type 

37.Pro posouzen² vŊrohodnosti modelu, a jako jeden z moģnĨch ukazatelŢ ġpatnŊ zadanĨch 

parametrŢ modelu do syst®mu MKP se uk§zalo vhodn® vykreslit prŢbŊhy energi² pŚi simulaci 

r§zov®ho dŊje. Tyto jsou pro  hyperelasticky tlumiļ  zobrazeny na obr§zc²ch 8.3 a 8.4.  Kde 

na obr§zku 8.3 je prŢbŊh energi² pro r§zovĨ dŊj, kde poļ§teļn² rychlost tŊlesa byla 5m/s, na 

obr§zku 8.4 je tot®ģ pro poļ§teļn² rychlost 10m/s. 

 

Obr§zek 8.3  prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s hyperelastickĨm tlumiļem pro 

poļ§teļn² rychlost 5m/s. 
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Obr§zek 8.4  prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s hyperelastickĨm tlumiļem pro 

poļ§teļn² rychlost 10m/s. 

Deformovan® geometrie a vykreslen® prŢbŊhy napŊt² ve smŊru r§zu jsou na obr§zc²ch 8.5 a 

8.6 kde na obr§zku 8.5 je stav odpov²daj²c² poļ§teļn² rychlosti 5m/s a na obr§zku 8.6 je stav 

odpov²daj²c² poļ§teļn² rychlosti 10m/s.

 

Obr§zek 8.5 Deformovan§ konfigurace a napŊt² ve smŊru r§zu pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 



 

 

54 

 

 

 

Obr§zek 8.6 Deformovan§ konfigurace a napŊt² ve smŊru r§zu pro poļ§teļn² rychlost 10m/s. 

9.2.2 VĨpoļtovĨ model plastick®ho tlumiļe v syst®mu PAM-CRASH 

Pro vytvoŚen² modelu chov§n² plastick®ho materi§lu bude pouģito modelu matri§lu type 103, 

popsan®ho v kapitole 7.1.2 t®to pr§ce. Pro posouzen² vŊrohodnosti modelu budou opŊt 

vykresleny prŢbŊhy energi² bŊhem zkouġky (obr§zky  8.7 a 8.8).

 

Obr§zek 8.7  prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s plastickĨm tlumiļem pro poļ§teļn² 

rychlost 5m/s. 
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Obr§zek 8.8  prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s plastickĨm tlumiļem pro poļ§teļn² 

rychlost 10m/s. 

Deformovan® geometrie a vykreslen® prŢbŊhy redukovanĨch napŊt² (VonMises) jsou na 

obr§zc²ch 8.9 a 8.10 kde na obr§zku 8.9 je stav odpov²daj²c² poļ§teļn² rychlosti 5m/s a na 

obr§zku 8.10 je stav odpov²daj²c² poļ§teļn² rychlosti 10m/s. 

 

Obr§zek 8.9 Deformovan§ konfigurace a redukovan® napŊt² pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 
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Obr§zek 8.10 Deformovan§ konfigurace a redukovan® napŊt² pro poļ§teļn² rychlost 10m/s. 

9.2.3 VĨpoļtovĨ model tlumiļe s kombinace dvou materi§lŢ v syst®mu 

PAM-CRASH 

PŚi tvorbŊ vĨpoļtov®ho modelu tlumiļe r§zu s kombinace plastick®ho a hyperelastick®ho 

materi§lu byly pouģita dva modely materi§lu. Pro plastickĨ to byl materi§l Type 103 a pro 

hyperelastickĨ materi§l to byl materi§l type 37, tedy oba materi§ly s pŚedchoz²ch dvou 

kapitol. PodobnŊ jako v pŚedchoz²ch pŚ²padech budou vyhodnoceny prŢbŊhy energi² 

v prŢbŊhu simulace r§zu (obr§zek 8.11 a 8.12) 

Obr§zek 8.11  prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s tlumiļem  kombinace dvou materi§lŢ pro 

poļ§teļn² rychlost 5m/s. 
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Obr§zek 8.12  prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s tlumiļem z kombinace dvou 

materi§lŢ pro poļ§teļn² rychlost 10m/s 

Deformovan§ geometrie je zn§zornŊna na obr§zc²ch 8.13 pro poļ§teļn² rychlost 5m/s a na 

obr§zku 8.14 je deformovan§ geometrie pro poļ§teļn² rychlost 10m/s. Veliļina, kter§ ja na 

tŊchto obr§zc²ch vykreslena je kontaktn² tlak. 

 

Obr§zek 8.13 Deformovan§ konfigurace a kontaktn² tlak pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 
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Obr§zek 8.14 Deformovan§ konfigurace a kontaktn² tlak pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 

9.2.4 Srovn§n² chov§n² jednotlivĨch modelŢ tlumiļŢ v syst®mu PAM-

CRASH 

Veliļina, kter§ bude pouģita pro srovn§n² chov§n² modelŢ jednotlivĨch modelŢ tlumiļŢ bude 

zrychlen² pohybuj²c²ho se tŊlesa, kter® do tlumiļe naraz². PŚedpoklad je takovĨ, ģe zrychlen² 

tuh®ho tŊlesa je podle druh®ho Newtonova z§konu (8.1) ¼mŊrn® s²le, kterou pŢsob² tlumiļ na 

tŊleso. 

ὊὸὰόάὭļ= άὸŊὰὩίέ ὥzὸŊὰὩίέ          (8.1) 

Pro modely jednotlivĨch proveden² tlumiļŢ byly poļ§teļn² rychlosti tŊlesa 5m/s resp. 10m/s 

z²skan® hodnoty zrychlen² tŊlesa prezentovan® na obr§zku 8.15 resp. 8.16.
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Obr§zek 8.15 srovn§n² jednotlivĨch proveden² tlumiļŢ pro poļ§teļn² rychlost 5m/s 

 

Obr§zek 8.16 srovn§n² jednotlivĨch proveden² tlumiļŢ pro poļ§teļn² rychlost 10m/s 

Z prŢbŊhŢ energi² pŚi simulac²ch a z prŢbŊhu zrychlen² tŊlesa lze vyvodit n§sleduj²c² 

poznatky: 

Celkov§ energie se bŊhem simulace nemŊn² 

Kinetick§ energie m§ v poļ§tku sv® maximum, pŚi kontaktu s tlumiļem zaļne klesat aģ na 

nulu, dojde k zastaven² tŊlesa. Pot® zaļne stoupat. V z§vislosti na pouģit®m typu tlumiļe 

stoup§ do urļit® meze. 
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 Pro hyperelastickĨ tlumiļ se vr§t² t®mŊŚ na poļ§teļn² hodnotu. T®mŊŚ, a ne ¼plnŊ na 

poļ§teļn² hodnotu proto, ģe urļit§ mal§ ļ§st energie se spotŚebuje pŚi tŚen² v kontaktu.  

Pro plastickĨ tlumiļ je ust§len§ hodnota kinetick§ energie po r§zu znaļnŊ niģġ², neģ u 

hyperelastick®ho tlumiļe. Toto je v souladu s oļek§v§n²m, plastickĨ tlumiļ ve sv® podstatŊ 

nen² schopen takovĨch vratnĨch deformac². Ust§len§ hodnota kinetick® energie po r§zu je 

d§na elastickou deformac² tlumiļe a u plastick®ho tlumiļe pŚevl§daj² deformace plastick®. 

Pro tlumiļ s kombinace obou materi§lu je ust§len§ hodnota kinetick® energie po r§zu znaļnŊ 

niģġ², neģ u tlumiļe hyperelastick®ho, je vġak vyġġ² neģ u tlumiļe plastick®ho. 

VnitŚn² energie je pro vġechny proveden² tlumiļŢ v poļ§teļn²m stavu aģ do r§zu nulov§.  

U hyperelastick®ho tlumiļe se jej² hodnota po r§zu ust§l² na hodnotŊ bl²zk® nule.  

U plastick®ho tlumiļe ust§len§ hodnota vnitŚn² energie dosahuje hodnot vyġġ²ch, nŊkdo skoro 

aģ  t®mŊŚ rovnĨch hodnot§m poļ§teļn² kinetick® energie. V takov®mto pŚ²padŊ doch§z² 

k absorpci energie, kde se kinetick§ energie mŊn² v energii napjatosti vzniklou pŚi plastick® 

deformaci. 

U kombinovan®ho tlumiļe je prŢbŊh vnitŚn² energie mezi prŢbŊhy pro hyperelastickou a 

plastickou variantu. 

Zrychlen² 

Zrychlen² tuh®ho tŊlesa je pro vġechny varianty tlumiļe vykresleno na obr§zc²ch 8.17 

a 8.18. Kde na obr§zku 8.17 jsou prŢbŊhy zrychlen² pro poļ§teļn² rychlost 5m/s a na obr§zku 

8.18 jsou prŢbŊhy zrychlen² tuh®ho tŊlesa pro poļ§teļn² rychlost 10m/s. 

Z obr§zkŢ je zŚejm®, ģe pro hyperelastickĨ tlumiļ je hodnota maxim§ln²ho zrychlen² 

nejniģġ². PrŢbŊh zrychlen² m§ jednu maxim§ln² hodnotu, tato pŚedstavuje maxim§lnŊ 

deformovanĨ stav tlumiļe, kdy dojde k zastaven² tŊlesa. Je tak® zŚejm®, ģe samotnĨ r§z a 

vz§jemn® pŢsoben² tŊlesa a tlumiļe prob²haj² v delġ²m ļase. V kratġ²m ļase prob²h§ dŊj u 

plastick®ho tlumiļe, kde je hodnota maxim§ln²ho zrychlen² vyġġ² neģ u hyperelastick®ho 

tlumiļe . PrŢbŊh zrychlen² u plastick®ho tlumiļe m§ dvŊ maxima. Prvn² popisuje prvn² ļ§st 

r§zu, n§slednou deformaci aģ po ztr§tu stability. Po t®to deformaci vznikne nova stabiln² 

konfigurace, kter§ je stabiln², tato se deformuje aģ do ztr§ty stability druh® konfigurace. 

Nekratġ² je pak r§z do tlumiļe s kombinace obou materi§lŢ, kdy hodnota maxim§ln²ho 

zrychlen² je skoro dvojn§sobn§ oproti hodnotŊ zrychlen² u tlumiļe plastick®ho. PrŢbŊh tohoto 

zrychlen² m§ opŊt dvŊ maxima. Prvn² pŚedstavuje okamģik ztr§ty stability plastick®ho obalu 

tlumiļe a druh® pak vznik§ pŚi spojen® deformaci plastick®ho a hyperelastick®ho tlumiļe. 
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8.17 srovn§n² jednotlivĨch proveden² tlumiļŢ r§zu pŚi poļ§teļn² rychlosti 5m/s 

 

8.18 srovn§n² jednotlivĨch proveden² tlumiļŢ r§zu pŚi poļ§teļn² rychlosti 10m/s 
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8.3  VĨpoļtov® modely v syst®mu LS-DYNA 

C²lem, kter®ho m§ bĨt dosaģeno v t®to kapitole je vytvoŚen² vĨpoļtov®ho modelu 

napŊŠovŊ deformaļn²ho chov§n² tlumiļŢ r§zu z hyperelastickĨch a plastickĨch materi§lŢ 

v syst®mu LS-DYNA 

8.3.1  VĨpoļtovĨ model hyperelastick®ho tlumiļe v syst®mu LS-DYNA 

Jako model materi§lu pro model hyperelastick®ho tlumiļe v syst®mu PAM-CRASH 

bude pouģito modelu materi§lu popsan®ho v kapitole 5.3.2 t®to pr§ce, tedy materi§l 

Hyperelastic-rubber.Pro posouzen² vŊrohodnosti modelu, a jako jeden z moģnĨch ukazatelŢ 

ġpatnŊ zadanĨch parametrŢ modelu do syst®mu MKP se uk§zalo vhodn® vykreslit prŢbŊhy 

energi² pŚi simulaci r§zov®ho dŊje. Tyto jsou pro  hyperelasticky tlumiļ  zobrazeny na 

obr§zc²ch 8.19 a 8.20.  Kde na obr§zku 8.19 je prŢbŊh energi² pro r§zovĨ dŊj, kde poļ§teļn² 

rychlost tŊlesa byla 5m/s, na obr§zku 8.20 je tot®ģ pro poļ§teļn² rychlost 10m/s. 

 

Obr§zek 8.19 prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s hyperelastickĨm tlumiļem pro poļ§teļn² 

rychlost 5m/s. 

 

Obr§zek 8.20 prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s hyperelastickĨm tlumiļem pro poļ§teļn² 

rychlost 10m/s. 
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Deformovan® geometrie a vykreslen® prŢbŊhy napŊt² ve smŊru r§zu jsou na obr§zc²ch 8.21 a 

8.22 kde na obr§zku 8.21 je stav odpov²daj²c² poļ§teļn² rychlosti 5m/s a na obr§zku 8.21 je 

stav odpov²daj²c² poļ§teļn² rychlosti 10m/s. 

 

Obr§zek 8.21 Deformovan§ konfigurace a napŊt² ve smŊru r§zu pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 

 

Obr§zek 8.21 Deformovan§ konfigurace a napŊt² ve smŊru r§zu pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 
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8.3.2 VĨpoļtovĨ model plastick®ho tlumiļe v syst®mu LS-DYNA 

Pro vytvoŚen² modelu chov§n² plastick®ho materi§lu bude pouģito modelu matri§lu 

Plastic_kinemtatic, popsan®ho v kapitole 5.3.2 t®to pr§ce. Pro posouzen² vŊrohodnosti modelu 

budou opŊt vykresleny prŢbŊhy energi² bŊhem zkouġky (obr§zky  8.22 a 8.23). 

 

Obr§zek 8.22 prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s plastickĨm tlumiļem pro poļ§teļn² 

rychlost 5m/s. 

 

Obr§zek 8.23 prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s plastickĨm tlumiļem pro poļ§teļn² 

rychlost 10m/s. 
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Deformovan® geometrie a vykreslen® prŢbŊhy redukovanĨch napŊt² (VonMises) jsou na 

obr§zc²ch 8.24 a 8.25 kde na obr§zku 8.24 je stav odpov²daj²c² poļ§teļn² rychlosti 5m/s a na 

obr§zku 8.25 je stav odpov²daj²c² poļ§teļn² rychlosti 10m/s. 

 

Obr§zek 8.24 Deformovan§ konfigurace a redukovan® napŊt² pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 

 

 

Obr§zek 8.25 Deformovan§ konfigurace a redukovan® napŊt² pro poļ§teļn² rychlost 10m/s. 
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8.3.3 VĨpoļtovĨ model tlumiļe s kombinace dvou materi§lŢ v syst®mu LS-

DYNA 

PŚi tvorbŊ vĨpoļtov®ho modelu tlumiļe r§zu s kombinace plastick®ho a 

hyperelastick®ho materi§lu v syst®mu LS-DYNA byly pouģita dva modely materi§lu. Pro 

plastickĨ to byl materi§l PLASTIC_KINEMATIC a pro hyperelastickĨ materi§l to byl 

materi§l HYPERELASTIC_RUBBER, tedy oba materi§ly s pŚedchoz²ch dvou kapitol. 

PodobnŊ jako v pŚedchoz²ch pŚ²padech budou vyhodnoceny prŢbŊhy energi² v prŢbŊhu 

simulace r§zu (obr§zek 8.26 a 8.27)

Obr§zek 8.26  prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s tlumiļem z kombinace dvou 

materi§lŢ pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 

 

Obr§zek 8.27  prŢbŊh energi² pŚi modelov§n² r§zu tŊlesa s tlumiļem z kombinace dvou 

materi§lŢ pro poļ§teļn² rychlost 10m/s. 



 

 

67 

 

 

Deformovan§ geometrie je zn§zornŊna na obr§zc²ch 8.28 pro poļ§teļn² rychlost 5m/s a na 

obr§zku 8.29 pro poļ§teļn² rychlost 10m/s 

 

Obr§zek 8.28 Deformovan§ konfigurace pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 

 

Obr§zek 8.29 Deformovan§ konfigurace pro poļ§teļn² rychlost 5m/s. 

 


