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LOGIKA FYZIKY Z HLEDISKA SEMANTICKE PERSPEKTIVY

IVAN CHAJDA

ABSTRAKT. Je popsan zdkladni aparat pouzivany v logice kvantové mechaniky. Uka-
zuje se, ze sémantika logiky kvantové mechaniky se odliSuje od sémantiky klasické
logiky a jsou zde zminény nejdulezitéjsi rozdily. Je vzpomenut pfinos G. Birkhoffa
a J. von Neumanna pro vznik logiky kvantové mechaniky.

Logika fyziky se zabyva vyroky o fyzikdlnim systému. Pro vysvétleni naseho
vychodiska pripomeneme nejprve logickou strukturu klasické fyziky. Necht je dan
fyzikalni systém S a necht X je jeho fazovy prostor. Matematicky vzato, za X be-
reme topologicky prostor s Borelovskou strukturou. Prvky z X pak identifikujeme
se stavy fyzikdlniho systému S. Pozorovatelné veli¢iny (tzv. observables) jsou pak
méfitelné funkce f: X — R a elementarni vyroky o fyzikalnim systému S maji
tvar f € A, kde A je nékterd méfitelnd podmnozina mnoziny redlnych cisel R.
Slozené vyroky pak tvorime z elementarnich vyrokid pomoci logickych spojek ne-
gace (oznaceni —), disjunkce (ozn. V) a konjunkce (ozn. A). Elementérni vyrok
f € A o systému S je pravdivy ve stavu z € X, pravé kdyz f(z) € A, neboli
x € f7Y(A). Tento pojem je tedy zaveden ¢isté sémanticky. Nasledné zavadime
pojem tzv. sémantického vyplyvani (ozn. ) takto:

(f € A) E(gel), pokud pravdivost f € A implikuje pravdivost g € T'.
Na mnoziné vSech vyroku zavadime ekvivalenci (ozn. ~) takto:

(f € A) ~ (g €T), pravé kdyz
(feA)E(geTl) vkonjunkcis (g eT) | (f € A).

Ozna¢me [f € A] tfidu vyrokt ekvivalentnich s vyrokem f € A v ekvivalenci ~.
Lze tedy definovat [f € A] = f~1(A). Toto je identifikace tzv. Lindenbaumovy—
Tarského algebry, jejiz prvky jsou pravé vyse popsané tiidy ekvivalentnich vyroki.
Tato identifikace tedy ztotoziiuje t¥idu vyrokt o systému S (tj. prvky Lindenbau-
movy—Tarského algebry) s algebrou X(X) méfitelnych (Borelovskych) podmnozin
X. Pro fyzikélni systém S klasické fyziky je ¥(X) Booleova algebra, pficem? vyse
zminéné logické spojky =, -, V a A odpovidaji mnozinové-teoretickym operacim
inkluze, komplementace, sjednoceni a priinik. Ziejmé () je nejmensim a X nejvétsim
prvkem této Booleovy algebry, které v nasi sémantice hraji roli nepravdy (ozn. L)
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a pravdy (ozn. T). V§imnéme si, Ze pro fyzikalni systém S klasické logiky specidlné

plati:

. disjunkce a konjunkce vzajemné distributuji;

. pV q je pravdivé, pravé kdyz p je pravdivé nebo ¢ je pravdivé;

. pAq je pravdivé, pravé kdyz p je pravdivé a ¢ je pravdivé;

. —p je pravdivy vyrok, pravé kdyz p neni pravdivy;

. existuje tzv. materialni implikace =: 3(X) x X(X) — 3(X) spliiujici p <
(g =), pravée kdyz p A g < r, a tedy (¢ = r) = (¢° Ur), kde ¢° oznaduje
mnozinovy komplement q.

U W N =

Nyni se budeme zabyvat sémantikou logiky neklasického fyzikalniho systému.
Logika kvantové mechaniky v nasem pojeti byla zavedena Garettem Birkhoffem
a John von Neumannem v r. 1936, ovSem prvni pfistup J. von Neumanna se datuje
jiz od r. 1932. Vychézi z pojmu Hilbertova prostoru H, jehoz jednotkové vektory
jsou interpretovany jako tzv. Cisté stavy. Pozorovatelné veliiny (observables) se
identifikuji se samoadjungovanymi operatory a: Dom(a) — H, kde Dom(a) je
hustéd podmnozina v H. Pro jednoduchost miizeme jesté predpokladat, ze tyto
operatory jsou ohraniGené, tj. Dom(a) = H. Elementarni vyroky maji opét tvar
a € A jako v klasické fyzice a lze je opét spojovat pomoci logickych spojek —, V
a A. Nyni je pravdivy predikit na a € A uréen pfifazenou spektralni projekci, coz
zapisujeme E,(A). Neboli zobrazeni A — E,(A) je tzv. spektralni mira definovana
pomoci a. Podle J. von Neumannova pristupu z r. 1932 je vyrok a € A pravdivy
ve stavu ¢ € H, pravé kdyz ¢ € E,(A)H, tj. t¥ida ekvivalence uréend touto
podminkou mize byt vyjadfena jako

[a € A = Eo(A)H.

Kazda takova tfida je tudiz uzavienym podprostorem Hilbertova prostoru H, pfi-
¢emz usporadani této mnoziny t¥id je opét dano mnozinovou inkluzi. Sémantické
vyplyvani pak odpovidd mnozinové inkluzi pfifazenych linearnich podprostort.
Odtud plyne, ze svaz L£(H) uzavienych linearnich podprostort prostoru H je ko-
rektni kvantové-mechanickou analogii svazu (X ) méfitelnych podmnozin klasic-
kého fazového prostoru X klasického fyzikalniho systému S.

G. Birkhoff a J. von Neumann byli vedeni timto pristupem k tvrzeni, Ze logika
kvantové mechaniky je popsana svazem L(H), ktery zde hraje roli Lindenbaumo-
vy—Tarského algebry ekvivalentnich t¥id kvantové-mechanickych vyrokt. Logické
spojky jsou zde ovSem realizovany odlisné nez v logice klasického fyzikalniho sys-
tému, a to takto:

pV q je uzavieny podprostor prostoru H generovany p U g;

pAqg=pnNgq (jako v klasickém systému).

Co se tyka negace, Birkhoff a von Neumann definovali —p jako vyrok, ktery je
pravdivy, pravé kdyz p je nepravdivy. Neboli v kvantové mechanice je vyrok a € A
nepravdivy ve stavu 1, pravé kdyz ¢ € (E,(A)H)*, kde + oznaduje ortogonalni
komplement v £L(H). Pak —p = p. Svaz £L(H) mé4 nejmensi prvek {0} a nejvéts
prvek H, - je tzv. ortokomplementace. Dohromady, £(H) lze chapat jako tzv.
ortomodularni svaz.

Avsak Birkhoff a von Neumann odolali pokuseni o takto jednoduchy popis logiky
kvantové mechaniky. Vsimli si totiz podstatnych rozdili mezi vyrokovou logikou
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klasické fyziky, coz je Booleova algebra, a logikou kvantové mechaniky, které lze
vyjadiit v nasledujicich péti bodech (srovnej s pfedchozimi body 1-5 u logiky
klasické mechaniky):

1. disjunkce a konjunkce nejsou vzajemné distributivni;

2. existuji stavy, ve kterych je p V g pravdivy vyrok, pfi¢emz ani p ani ¢ neni
pravdivy;

3. existuji vyroky p, g, pro které nelze p A ¢ uvazovat jako konjunkci, nebot
tato konjunkce nemé fyzikalni smysl (interpretaci);

4. —p =T, pravé kdyz p = L, nikoliv kdyz p # T;

5. neexistuje zobrazeni =: L(H) x L(H) — L(H) splijici p < (¢ = 1),
pravé kdyz p A ¢ < r (neboli ¢ = r neni rovno ¢° Ur, kde ¢° je mnozinovy
komplement q).

Poznamenejme, ze bod 4 vlastné znamend, zZe v logice kvantové mechaniky
neplati ,zédkon vylouéeného tietiho“. Dale, p = g = —p V ¢, pravé kdyz L(H) je
Booleova algebra, tj. pravé kdyz uvazovany fyzikalni systém S je klasicky. Tedy
logika kvantové mechaniky spliiuje pouze slabsi verzi zédkona p < (¢ = r), pravé
kdyz p A g < r, tj. tento zédkon plati pouze pro p a ¢ spliujici

qa=(gAp*)V(gAp).

V tomto piipadé fikdme, ze p, ¢ komutuji. To pak vede k zavedeni tzv. Sasakiho
implikace

p=sq=p-V({PAQ).

Mtzeme tedy shrnout vztahy mezi popsanymi algebraickymi pojmy. Pro dany
Hilbertuv prostor H je kazdy jeho uzavieny podprostor uréen nékterou projekci p,
ktera definuje ohrani¢eny linearni operator p: H — H splitujici p? = p (tj. je idem-
potentni) a p* = p (je samoadjungovany). Neboli existuje vzajemné jednoznacn
korespondence mezi projekcemi na H a uzavienymi linedrnimi podprostory H.
Projekce p uréuje podprostor p(H) a naopak, kazdy uzavieny podprostor je obra-
zem v pravé jedné projekci. Oznacme B(H) algebru vSech ohrani¢enych operatort
na H. Je-li P(B(H)) mnozina v8ech projekci na H, lze definovat uspofadani na
P(B(H)) takto:

p < g, pravé kdyz p(H) C q(H).
Je ihned patrné, ze p < ¢, pravé kdyz pg = qp = p. Dale, p* = 1 —p a lze definovat
. 1
pAg=slim(pg)",  pvg=(p*Vvg),
n—oo

kde symbol s-lim oznacuje limitu v silné operatorové topologii (tj. s-lima, = a,
pravé kdyz lim ||(a,, — a)¥|| = 0 pro kazdé ¢ € H, pficemz ||ay)| = py(a)). Pokud
p, ¢ komutuji, 1ze tyto vztahy zapsat jednodussim zptisobem takto:

PANgq=pg, pVg=p+q—pq.

Poznamenejme zavérem, ze maximalni mnoziny vzajemné komutujicich prvku tvori
tzv. bloky.
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