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ABSTRAKT

Tato diplomova prace se vénuje metodé hrani¢nich vifivych elementt pro 2D proudéni
kapalin. Cilem prace je naprogramovat tuto metodu se spojitych rozlozenim hustoty
vifivosti a na obtékani jednoduchych profili ovétit metodu a rizné okrajové podminky.
Vysledky vypoc¢ti jsou v praci prezentovany a jsou uvedeny klady a zapory
jednotlivych variant okrajovych podminek. V praci je pouzita nova okrajova podminka.

KLICOVA SLOVA

BEM, cirkulace, hustota vifivosti, metoda hrani¢nich elementti, CFD.

ABSTRACT

This master’s thesis deals with boundary vorticity element method for 2D fluid flow.
The aim of this work is to program this method with continuous vorticity lay-out and to
validate method with various boundary conditions. The computed results are presented
in this work. Advantages and disadvantages of each one boundary condition are pointed
out. New one boundary condition for boundary vorticity element method is applied in
this thesis.

KEYWORDS
BEM, vorticity, boundary element method, CFD.
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1 UVOD

Metoda hrani¢nich vifivych elementi pro 2D proudéni kapalin ma svij zéklad
v modelovani mezni vrstvy. Mezni vrstva je modelovana nekonecné tenkou vrstvou
na profilu. Soucasna metoda je navrzena pro modelovani vifivého proudéni idealni
kapaliny, tedy nestlacitelné a neviskozni. Natékajici kapalinu modeluje paralelni proud.

Poc¢atky metody jsou datovany do ranych dob vypocetni techniky. Metoda hrani¢nich
vifivych elementti vychazi z klasickych matematickych metod. Metoda zazivala svij
boom z divodu vypoctové nenaro¢nosti. To byl davod, pro¢ se dala pocitat i na
nevykonnych stolnich pocitacich. S nariistem vypocetniho vykonu stolnich pocitact
byly klasické metody, jako tato metoda, vytlateny vypocCty na bazi metody konecnych
prvkl. Metoda je nadale vyuzivana v aerodynamice.

Pro svoji vypocetni nenarocnost se metoda hrani¢nich vifivych elementi nabizi
Kk vyuziti pro optimalizaci obtékanych profild.

V této praci je uveden teoreticky zéklad souvisejici s principy prezentované metody.
Ve tfeti kapitole se nachazi shrnuti algoritmu, ktery byl aplikovan ve vytvoieném
programu VEMethod. Program VEMethod je uveden kapitolou 4.

Kapitola patad se vénuje rozboru vystupu z programu VEMethod a hodnoceni hustoty
vifivosti, normalovych rychlosti pod mezni vrstvou a tecnych rychlosti na obtékaném
profilu pro okrajovou podminku spojité hustoty vitivosti a jeji prvni derivace.

V Sesté kapitole je prezentovana okrajovd podminka se dvéma referencnimi body a
nove navrzena podminka se tfemi referen¢nimi body. Sedma kapitola srovnava vsechny
tfi sady okrajovych podminek a upozoriiuje na jejich klady a zapory.

Tato diplomova prace ma za cil vytvofit program s jadrem pro feSeni metody
hrani¢nich vitivych elementi, ovéfit jeho spravnost a testovat vliv a kvalitu vybranych
okrajovych podminek pro obtékani jednoduchych profili.

Uvod 15
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2 TEORETICKY ZAKLAD

Metoda hrani¢nich vifivych elementli prezentovand v této diplomové préci je odvozena
pro proudéni idedlni kapaliny. Odvozeni zékladi metody hrani€nich vifivych elementi
pro potencialni proudéni idealni, tedy neviskozni a nestlacitelné kapaliny, je
ve stru¢nosti uvedeno v této kapitole.

2.1 Potencialni proudéni
Pro nestlacitelnou kapalinu plati rovnice kontinuity:

V-v=0. (1)

U je vektor rychlosti proudéni a V je diferencidlni operator Nabla,
a o @

V= (6_961' F a—%). Nyni zavedeme pojem potencialu ¢ ve tvaru:

v = V. ()
Kombinaci rovnic (1) a (2) ziskame Laplaceovu rovnici.
VZp =0 (3)

Jedna se o zdkladni rovnici feSeni nevifivého proudéni, jinak zvaného potencialni
proudéni. Laplaceova rovnice je linearni, coz umoznuje superpozici jednotlivych feSeni.
Existuje n¢kolik dilezitych elementarnich feSeni Laplaceovy rovnice.

Paralelni proud:

P = Voo X @
Vo je rychlost proudéni v nekonecnu a X je poloha v paralelnim proudu. Proudnice jsou
rovnobézné piimky ve sméru v,,. Ekvipotencidly jsou kolmé na smér v,.

Zdroj / propad:

A
¢=%-lnr (5)

A je sila zdroje, fyzikaln€ popsana jako objemovy pritok zdroje, a r je vzdalenost
od zdroje, resp. propadu. Re$eni nazyvame zdrojem, ma-li A kladnou hodnotu, naopak
propadem, ma-li A zapornou hodnotu. Proudnice vychazeji ze zdroje/propadu vSemi
sméry a ekvipotencidly tvofi v trojrozmérném  prostoru  kulové  plochy
se zdrojem/propadem ve stiedu.

Potencialni vir:
r
$=27° (©)

O je natoceni kolem sttedu viru a I je sila viru, tedy cirkulace kolem virového vlakna.

Teoreticky zaklad 17
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Cirkulace I' je definovana vztahem:

szgvl--ri, (7

S

kde wv; jeslozkairychlosti,
T;  jeslozka i te¢ného jednotkového vektoru k uzaviené kiivce s, v piipadé
virového vldkna je vldkno touto kiivkou uzavieno.

Proudnice tvofi kruznice kolem stfedu viru. Ekvipotencialy potom plochy vystupujici
ze stiedu viru vSemi sméry. Rychlost generovana jednim nekone¢nym virovym vlaknem
je v Einsteinové symbolice dana vztahem:

r

v = Tz €z (X" — X)), (8)

kde r  jevzdalenost od stiedu viru:
r? = (o — x0) - (' = x),

x;'  Je k soufadnice polohy bodu hledané rychlosti,
X,  Je k souradnice polohy stiedu viru,

&isx Je Levi-Civitv tenzor.

Ze vztahu (8) je vykreslen na obrazku 1 prabéh velikosti rychlosti |v| na vzdalenosti r
od virového vldkna pro konstantni vifivost.

F F

Obr. 1 Grafpribéhu velikosti rychlosti ve vzdalenosti r od virového vidkna:
vlevo potencidlni vir, vpravo skutecny vir (vliv viskozity)

K problematice virti se vazi Helmholzovy véty. Z nichz prakticky vyplyva, Ze vifivost
nevznika ani nezanikd uvnitf idedlni kapaliny, ale dé&je se tak na hranici. V piipade
skute€nych kapalin dochazi vlivem viskozity a difuzivity vifivosti k odchyleni
od potencialniho viru. Skutecny vir popisuji modely virt.

18 Teoreticky zaklad
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2.2 Modely viria

Modely virGi se s riznou piesnosti snazi ptibliZit teoreticky popis viru skute¢nému
proudéni ve virech. Kazdy z nasledujicich ptistupti byl odvozen jinym postupem, nyni
budou nastinény. Podkladem této kapitoly byly zdroje [8] a [9].

2.2.1 Potencialni vir

Potencialni vir je model vytvofeny pro idealni kapalinu a jednd se o jedno z feSeni
Laplaceovy rovnice pro potencial v kapaling. Laplaceova rovnice je linearni, proto je
mozné vyuzit superpozice ke slozeni u€inkt vice vira. Veskera vitfivost tohoto modelu
je obsazena v nekonecné malém jadie ve stiedu viru. Absolutni velikost rychlosti
vyvolana virem v bodé ve vzdalenosti I od stiedu viru je dana vztahem:

T 1
V= 9)

2.2.2 Lambtiv model viru

Lambtv model viru vychazi ptimo z feSeni Navier-Stokesovy rovnice pro osamoceny
rovinny vir v neohrani¢eném prostoru. Protoze je Navier-Stokesova rovnice nelinearni,
superpozice vice viri neni mozna. Velikost rychlosti v zavislosti na poloméru viru
vyjadfuje rovnice:

F 2
v(r,t) = —- 1— e )
2mr (10)

kde I je celkova vifivost viru v ¢ase t=0,
v je kinematicka viskozita kapaliny,
t  je parametrem casu.

V Lambové modelu ma jadro viru kone¢nou velikost. RozloZeni hustoty vifivosti
Lambova modelu mé tvar Gaussovy kiivky:

w(rt) =

Zm”o- t e M. (11)

2.2.3 Rankiniiv model viru
Tento model vychazi ze znalosti velikosti jadra s polomérem R,. Jadro tohoto modelu je
tvofeno pomyslnym rotujicim valcem, ktery na hranici jadra dodava vitivost o hodnoté:

Iy = 21R* - (12)

w je uhlova rychlost rotujiciho valce. Absolutni velikost rychlosti v zéavislosti
na poloméru viru pro r < R, line4rné nartsta:

v(r)=w-r. (13)

Pokud plati r > R, je prubéh velikosti rychlosti totozny s pripadem potencidlniho viru.
k1

v(r) =5 (14)

Teoreticky zaklad
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2.2.4 Model s definovanym rozloZenim hustoty virivosti v jadru viru
Model je ¢erpan ze zdroju [8] a [9]. Tento model je vytvoten pro zakladni predpoklady:

- Vifivost pouze uvnitf jadra viru

- Znédmy polomér jadra viru

- Znamé rozlozeni hustoty vitivosti

- Rota¢ni symetricita rozlozeni vifivosti

Za téchto piedpokladi je zaveden prubéh hustoty vifivosti ve tvaru polynomu n. stupné
zavisly na poloméru od stfedu viru:

y() = ) Aotk (15)
k=0

Vztah pro velikost rychlosti je jako v pifipadé Rankinova modelu fizen polohou
vztazného bodu. Rychlost indukovana v bod¢ ve vzdalenosti p od stfedu viru v ptipadé
p < R_ je dana vztahem:

(16)

|-

(p) = 22
vip T2

I, je vifivost uzaviena uvniti jadra viru kruznici o poloméru p. Je-li potom vztazny bod
ve vzdalenosti p < R, plati rovnice:

I, 1

v(p) = 2 (17)

I je celkova vifivost v jadru viru. Polomér jadra viru je dan smluvné jako vzdalenost
od stfedu viru, kdy si velikosti rychlosti Lambova modelu a potencidlniho viru
odpovidaji s procentudlni odchylkou a.

R:2 = 4vt-1 (100)
¢ =averin{— (18)

Ve vztahu (18) je zohlednéna difuzivita parametrem t Casu.
Obecné je jadro viru popsano takto:

,.Jadro viru je oblast, kde je nenulovy vektor viru rychlosti. Mimo jadro povazujeme
vektor viru rychlosti za nulovy. *“ zdroj [9]

Jadro potencialniho viru ma polomér roven nule. Jadro Rankinova modelu viru ma
takovy polomér, pii némz je velikost rychlosti maximalni. Polomér jadra Lambova
modelu viru je nekonecny.

20 Teoreticky zaklad
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2.3 Virové vlakno a virova sténa
Kapitola vychazi zodvozeni Vv publikaci [2]. Virové vidkno je virova trubice
s nekone¢né malym prumérem.

virové vlakno

Obr. 2 Virové vidkno

Stale uvazujme idedlni kapalinu. Potom pro pole rychlosti vyvolané nekonecné
dlouhym uzavienym virovym vldknem v nekone¢né€ rozsahlém prostoru plati

94,
v; = gijk a_x] ) (19)

kde A je k slozka vektorového potencialu daného rovnici

100
14

, : d . , g1

Vektor viru rychlosti £, = Q%, kde velikost vektoru viru £ vyjadiime ze vztahu
pro intenzitu viru pu= 2 -Aq po pficném prifezu Aq. Intenzitu virové trubice
uvazujeme konstantni po délce trubice. Také pro objemovy element dV' vyuzijeme
vztah s pfi¢nym prifezem a elementem délky virové trubice dV' = Aq - ds. Dosazenim
do vztahu (20) a tpravou dle 72 = (x;' — x) - (x;' — x;) dostaneme vztah:

1 dx;' (x;,' —
v, U j (g xk)d

=— | =& S.
4 ) r2°Uk gs T (21)
()
Vztah pro elementarni rychlost indukovanou elementem virového vladkna o intenzité u
vbod¢ x;" ve vzdalenosti r od Casti vlakna x; o elementarni délce ds je analogii
Biotova-Savartova zdkona ve tvaru:

g1 dx Gol - x)

dvi = E ' —r-_ZSijk ds - ds. (22)

Teoreticky zaklad
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V ptipade¢, Ze se jednd o piimé nekonecné dlouhé virové vlakno ve sméru souradnicové
0sy X3, odpovida rovnice indukované rychlosti (21) diive uvedené rovnici (8), ktera byla
odvozena pro rovinny potencialni vir. Intenzita viru p je rovna cirkulaci I
kolem virového vladkna v roviné XiXo.

Uvazujeme-li nekonecny pocet piimych nekone¢né¢ dlouhych virovych vlaken
spojenych paralelné¢ do jedné pomyslné plochy s rozte¢i mezi vladkny limitn€ bliZici
K nule, hovoifime o virové stéené.

virova sténa

v

X1

Obr. 3 Virova sténa

V souvislosti s virovou sténou zavedeme pojem hustota cirkulace, ktera je definovana
jako derivace celkové cirkulace I kolem virové stény podle parametru kiivky s.

ar

= s (23)

Predpokladejme virovou sténu s nekonecné dlouhymi virovymi vladkny rovnobéznymi
S 0SOU X3, potom elementarni rychlost generovana elementem virové stény v bodé x;,’
lezicim v roving X;X, je dana vztahem:

y-ds 1 ,
=_27r 'r_zgin(xk — X)), (24)

kde r  jevzdalenost mezi bodem indukované rychlosti a elementem virové stény,
s je parametr kiivky a v krajnich bodech priimétu desky v roviné X;X, nabyva
hodnot s(a), s(b).

dvi

2.3.1 Odvozeni pirimé virové desky

Piima virova deska je specialni ptipad virové desky, kdy primét virové desky do roviny
kolmé na virova vlakna tvofi usecku, pro nekonecnou desku pfimku (viz obr. 4).
Odvozeni je provedeno pro konstantni hustotu cirkulace y = konst. Podkladem
pro kapitolu 2.3.1 a 2.3.2 byl zdroj [6].

V tomto piipad€ je vhodné prevést integracni meze na thlové veliCiny, s ¢imZ souvisi
W . W /4 o /4 r -
nekolik transformacnich vztahti. Vzdalenost r dostane tvar r = %. Parametr s je

nahrazen vztahem s =7 tan6, odkud potom plyne vztah pro diferencial

r L, .
ds = Co;‘;’ =d6. Posledni upravou x;, = xy(q) + s * 7 dostaneme vztah pro indukovanou

rychlost virovou sténou v roving.
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Op
Y (xk’ — X(o)k — Tk " T(0) " tan 9)
Vi = 5 Eisk f o) e, (25)
Ba

kde 7y je vzdalenost bodu indukované rychlosti a jeho primétu na virovou sténu
o’ = (' = %) - (0’ = %),
Xk(0) j€ prumét bodu x;" na virovou sténu,
@  je uhel natoceni od kolmice na virovou sténu 6 € (6, , 6,),
T, je teCny vektor.

h
Pl

X1
Obr. 4 Prima virova sténa
Virova sténa indukuje rychlost sama na svych elementech. D¢je se tak v ptipade¢, kdy

pramét virové stény neni useckou ¢i pfimkou, ale obecnou kiivkou, a také v ptipadé
7o) = 0, tedy element sté€ny plisobi tzv. samoindukovanou rychlost sém na sobé.

2.3.2 Samoindukovana rychlost

Pokud totiz 1) = 0, integral zrovnice (25) nabyva nekonecné hodnoty. To se fesi
ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty, z ¢ehoz vyplyva oddélené feseni indukce rychlosti
od nekoneéné¢ malého okoli bodu (—¢, €) a od zbytku virové stény. Integralni tvar
rovnice (24) ve smyslu hlavni hodnoty je nasledujici:

Sb

y 1 :
v = J%Ir_ZEin(xk = x) ds + vy, (26)

Sa

kde v(.); je samoindukovana rychlost dand vztahem

E:S y 1 ,
Vwi = fﬁ ) r_2£i3k(xk — xi) + ds. (27)
Teoreticky zaklad
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Reseni rovnice (27) vyzaduje zjednoduseni, proto uvazujeme nekoneéné malé okoli
bodu (—e¢, €) na kiivce virové stény jako ptimy usek. Dale zavedeme fiktivni odsazeni
bodu x;" od této tsecky o vzdalenost a. (viz obr. 5)

X,
A

virova sténa

Obr.5 Samoindukovand rychlost

Uvazujeme hustotu cirkulace konstantni. VyuZzijeme analogicky stejné transformace
na thlové proménné jako v piipadé odvozeni vztahu (25) s tim rozdilem, Ze 7 = a.
Definujme si Ghel a , ktery svira use¢ka (—¢, €) srovnobézkou osy x;. (xi' — x)
muzeme vyjadiit ve slozkach (xl’ - x(o)1) = —a-sina a (xz’ - x(o)z) =a-cosa.
Potom nabude rovnice (27) ve slozkach tvar:

Op
y (a-cosa—1,-a-tanf)
Vi = 5 6132 f a do (28)
Oa
Op
Y f(—OL-sinoz—Tl-cJL-tanH)dt9
Vwz = 56123 a - (29)
Ba
Zpétnym zavedenim x;" = X(gy; tedy a = 0 dostaneme hranice integralu 6, = —m/2,
0, = —m/2. Po integraci ziskame vztahy
__Y
Yy = —5cosa (30)
I
v(L)Z == > Sin «&. (31)
Z geometrické souvislosti vyplyva uprava vztaht (30) a (31) do vysledného tvaru:
-V
Yy =t 5 Tis (32)

V rovnici (32) je znaménko (—) pro bod x;" lezici nad virovou sténou a (+) pro bod x;,’
leZici pod virovou sténou.
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2.4 Metody pro ireSeni potencialniho proudéni
Metody pro feSeni potencialniho proudéni stoji na principu superpozice feSeni
Laplaceovy rovnice. Nasledujici kapitoly jsou Cerpany ze zdroje [4].

2.4.1 Metoda Douglas-Neumannova

Jedna se o jednu zprvnich metod, kterda navazuje na Klasickou matematiku
pifed pocitacovym veékem. Vyuzivala se piiblizné od roku 1953. Metoda spociva
V nahrazeni povrchu télesa koneénym poctem ploch (viz obr. 6). Tyto plochy jsou
modelovany sténami zdroji/propadii, podobnou sténou jako je virova sténa. Vypocet
hustoty zdroji/propadi je podminén splnénim podminky nulové normalové rychlosti
na povrchu modelovaného télesa. Metoda nema fyzikélni podklad v realném proudéni.
Byla hojn¢ vyuZzivana v letectvi.

2.4.2 Metoda singularit pro tenké profily

Tato metoda podobné¢ jako metoda Douglas-Neumannova vyuziva hustoty
zdrojii/propadi. Hustota zdroji/propadi je ale rozlozena po stfednici profilu.
Pfi vypoctu touto metodou musi byt splnény podminky nulové normalové rychlosti
na povrchu profilu a musi platit rovnice kontinuity 1 uvnitt profilu. Rychlost na stfednici
profilu je tecnd ke stfednici. Metoda se vyuziva k zobrazeni rychlostniho pole
Vv lopatkovych mfiZich.

Zdrojova plochg Viiiva plocha
s hustotou zdroje o, s hustotou vifivosti v,
(a) Douglas-Neumannuv model (b) Model vitivych ploch
zdrojovych ploch

Obr. 6 Modely povrchovych zdrojit a virivych ploch
pro tridimenziondlni potencidlni proudeni [4]

2.4.3 Metoda Martensenova

Tato metoda je jednou z nejstarSich vypocetnich technik a vychazi z Martensenovy
teorie hraniéniho integralu. Povrch télesa obtékaného potencialnim proudem je
roz€¢lenén do konecného poctu ploch. V piipadé feseni dvojrozmérného proudéni pak
konecného poctu tsekl. Kazda plocha (tsek) ma urcitou hustotu vifivosti (cirkulace) y.
Pro kazdou plochu (usek) je zvolen referencni bod, nejcastéji stied, a v tomto bode
vyzadujeme splnéni podminky ulpivani na profilu.
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Podminka ulpivani na profilu plyne zfyzikdlni podstaty proudéni, protoze
na obtékaném telese se vytvari mezni vrstva. Ta je modelovana nekonecné tenkou
mezni vrstvou, kde je stejné jako ve skuteCnosti nulova unasiva rychlost k povrchu
télesa pod mezni vrstvou. Za danych podminek je mozné dopocist hustoty vitivosti y
jednotlivych ploch z velikosti rychlosti natékajici kapaliny modelované paralelnim
proudem o rychlosti v,,. Metoda ma, jak bylo zminéno, fyzicky zaklad ve vifeni
V mezni vrstvé. Zacala byt vyuzivana kolem roku 1959.

2.4.4 Metoda hranic¢nich virivych elementi

Tato metoda je hrani¢ni integralni metodou pro feSeni vifivého proudéni. Metoda
hrani¢nich vitivych elementt vyuziva diskretizace obtékaného profilu na kone¢ny pocet
ploch (usekt). Na diskretizovaném povrchu se nachdzeji singularni body, pro které
doposud nebylo odvozeno fteSeni. Jsou to body na hranicich mezi plochami.
Jejim fyzickym zékladem je mezni vrstva na povrchu obtékaného profilu.

Martensenova metoda stavi na piedpokladu, Ze hustota vifivosti y zlstava po délce
useku konstantni. Tim je vnaSena nespojitost na hranice usekil. V rizné literature
tykajici se metody hrani¢nich vifivych elementi se muzeme docist 1 o aplikaci
linearniho prab&hu hustoty vifivosti po délce tsekd.
Vyhodou metody hrani¢nich vifivych elementl je snadné urceni vztlakové sily pisobici
na obtékany profil, a to pouhym sectenim piidavka cirkulace od jednotlivych useki (N).
N
= Z L (33)
j=1

kde T; je ptispévek cirkulace jednoho elementu, zavisly pouze na délce elementu a
hustoté vifivosti na elementu. Z celkové cirkulace snadno uréime vztlakovou silu L':

L' = poVol. (34)
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3 ALGORITMUS APLIKOVANE METODY

Tato kapitola se vénuje shrnuti vypoctového modelu ze zdroje [7], ktery je pfedmétem
této diplomové prace a k némuz se vztahuje vytvofeny program a ziskané vysledky.
Uvedeny model hrani¢nich vifivych elementl uréeny pro feSeni 2D potencidlniho
proudéni kapalin je odvozen pro piipad, kdy je prubéh hustoty vitfivosti po ptimém
elementu ve tvaru polynomu 3. stupné:

3
y(®) = ZAC p°, (35)
c=0

kde p je parametr po délce elementu a A je c. koeficient polynomu. Kone¢ny pocet
piimych elementii U, zastupuje obtékany profil. Ke styku jednotlivych elementi
dochdzi v uzlovych bodech u,y; (viz obr. 7). Soucasnd metoda ptedpokladd, Ze
elementy tvoii jednoduchy uzavieny n-uhelnik.

0 smér znaceni Usekl

Uin-g

MYy

Y
g

X1

Obr. 7 Usporadani uzli a usekii, znaceni v kladném sméru rotace

Parametr p nabyva meznich hodnot v uzlech ohranicujicich element. Pro tsek Uy jsou
tyto mezni hodnoty v uzlech u,) @ U41):

p(um) =0, (36)

P(Umn+1) =Ly » (37)
kde L) je délka elementu U y,.
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3.1 Indukovana rychlost

Elementy obtékaného profilu ptedstavuji nekonecné tenkou mezni vrstvu. Modelové
jsou proto elementy nahrazeny virovymi sténami a pifedpokladame, ze pro elementy
plati rovnice (24), jen pfipomenme tvar:

_y()-ds 1 ,
=T or ) r_28i3k(xk — Xk),

kde vystupuje ¢len ds. Rozlozeni hustoty vifivosti je vSak vztazeno k parametru p.
Zavislost parametru p na parametru s je dana rovnici:

dvl’

p=5=5a (38)
ProtoZze hodnota parametru s je vztazena k pramétu bodu xj;’, pro ktery hledame
indukovanou rychlost, s, je hodnota parametru v pocite¢nim bod¢ elementu
(U(ny). Hodnota s,y odpovida parametru s V bod€ u(y41).

Odvozeni integralnich rovnic pro indukovanou rychlost je obsahem prace [7].
Nasledujici rovnice pfedstavuji finalni vztahy pro rizné ptipady indukované rychlosti.
Jedna se o indukci rychlosti v bodech:

I.  obecny bod leZici mimo pFimku prochazejici uzly elementu (7) # 0)
Il.  bod lezici mimo element, ale leZici na piimce prochézejici uzly (ry = 0)
1. bod lezici na elementu (r() = 0)

Jednotlivé ptipady jsou zndzornény na obr. 8.

O
I

u(n+1)i

Obr. 8 Varianty poloh bodii indukované rychlosti ve 2D

Obecné plati pro indukovanou rychlost jednim elementem ptedpis:

3
v = ZA(C) I (39)
c=0

kde A je c. koeficient polynomu hustoty vifivosti a g(.); jé proménné pro c. stupei
polynomu. Hodnota g .y; je hodnota zavisla pouze na geometrii.
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3.1.1 Bod lezici mimo primKku () # 0)
Pro tento pfipad ma proménna g.y; tvar:
=3l = %0 Ty = T I
9o = 5 X = Xor) e ~ Tk ol (40)
I(Il,c) a 1(’2,c) jsou feseni integralu dané¢ho elementu pro c. stupenn polynomu hustoty
vifivosti. Hodnoty 1(’1,c) al (IZ,C) jsou zavislé pouze na geometrii.

3.1.2 Bod lezici mimo element (r, = 0)
Pro proménnou g(.y; plati rovnice:
_ £i3k I*
9i = ~5 7k o (41)
I(*C) je teSeni integralu daného elementu pro c. stupen polynomu hustoty vifivosti
Vv piipadé r gy = 0, 7y je k slozka te¢ného vektoru elementu.

3.1.3 Bod lezici na elementu (r ) = 0)
V ptipadé, kdy se bod nachdzi na elementu, se projevi také clen samoindukované
(lokalni) rychlosti a g(.; pak nabyva tvar:
_ BBk e e

9oi = =5 (T Iy =Py "1 ™) (42)
IE*C) je feSeni integrdlu daného elementu pro c. stupeil polynomu hustoty vifivosti
vptipadé 7y =0 stejn¢ jako vpiipadé bodu mimo element (r ) = 0).
() j€ parametr p pramétu fiktivné odsazeného bodu x,." a ny je k slozka normalového
vektoru elementu orientovaného jako vné&jsi normala kapaliny.

3.1.4 Bod totozZny s uzlem

V uzlu ug) dochazi k rozporu vfeSeni integralu indukované rychlosti. V uzlovych
bodech totiz nabyva tecny vektor stejné jako parametr p riznych hodnot v zavislosti
na volbé vychoziho elementu, pted (U(n—l)) nebo za (U(n)) uzlovym bodem.
Proto nemame jednoznatné fteSeni pro indukovanou rychlost. To vSak nebrani
V sestaveni feSent.
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3.2 Okrajové podminky

Po sestaveni rovnic hleddme feSeni pro 4 neznamé parametry na kazdém elementu.
Abychom ziskali uplné feSeni, je nutné stanovit pro kazdy element stejny pocet
okrajovych podminek. V zékladnim ndvrhu feSeni uvazujeme 4 podminky:

1) Spojity prub¢h hustoty vitivosti y.
V kazdém uzlu proto plati rovnost hustot vifivosti stykajicich se elementt:

Yoo (Um) = Y1y (Umy)- (43)

2) Hladky prubéh hustoty vifivosti y.
Musi byt v kazdém uzlu splnéna podminka spojitosti prvnich derivaci hustoty

vifivosti.
<6V(n)> _<6V(n—1)> ”
- 44
op (umy) p (um)

3) V referencnim bod¢ elementu musi byt rychlost v; rovna unasivé rychlosti
povrchu obtékaného profilu pod virovou vrstvou Uy,;. Vyjadieno:

vi(xei) = Ui - (45)
Ve skutecnosti podminka 3) vyjadfuje 2 okrajové podminky, protoze se jedna
o rovnost ve slozkdch. Tedy vztazeno na povrch profilu, jde o vyjadieni
podminky ulpivani na povrchu (v; - n; = Ugyy; * ;) a rovnosti te¢nych slozek
ryChIOSti (Ul' T = U(n)i . Ti)'

3.2.1 Kutta-Zukovského podminka hladkého odtoku z profilu

V piipadé, Ze se jednd o obtékani tenkého profilu nebo tvarovaného profilu lopatky,
je nutné uvazovat Kutta-Zukovkého podminku, ktera #ika, Ze rychlost na odtokové
hrané ze spodni a z horni strany profilu je stejna.

Pro metodu hraniénich vifivych elementii se Kutta-Zukovkého podminka realizuje
vztahem:

Yo (Uey) = =Y (umy)- (46)

Tedy vbodé odtokové hrany maji hustoty vifivosti stejnou velikost, ale opacné
znaménko. Protoze zavedenim této podminky dojde k pfeurceni feSené soustavy rovnic,
jedna z okrajovych podminek na odtokové hrané musi byt vynechana.
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“ompeae

4 PROGRAM VEMETHOD

Program byl vytvofen v jazyce C# formou WPF aplikace, ktera bézi na platformé
Microsoft .NET Framework 4. Tuto formu programu jsem zvolil z divodu snadné;si
udrZovatelnosti kodu, protoze C# je plné objektovy programovaci jazyk. Dale platforma
poskytuje komfortni ptistup k prvkim grafického rozhrani a prostfedkiim paralelniho
programovani. Je kladen velky diiraz na bezpecnost kddu. V neposledni fadé k volbé
tohoto jazyka vedl fakt, Ze platforma Microsoft .NET Framework 4 je dostupna
vV kazdém stolnim pocitaci s operacnim systémem Microsoft Windows novéjSim
nez Windows 2000, tedy Windows XP vcetné.

Program tvofi jedno hlavni okno (viz obr. 9).

B vEMethod . ma— [E=EER ™

Projekt Data  Napovéda

Hlavicka projektu

Mazev: Ukazka Programu
Autor: Miloslav Fic

oS —_ Lo 2200000 T Woostum: 1552013 142937

BliZSi popis

- [ ]
: - Parametry dat ]
- Dimenze dat: 2D I
T Pocet bodd: 1380 I
o Pocet elementd: 80 i
.. Rozsah domeny:
I e voseX:  (-10,00,10,00)

- voseY: {-10,00, 10,00 W

Rychlost [m.s-1]: {1,00; 0,00)
Zvolena OP: WALL

Resit: s redukei matice [1]
— ‘elikost projektu:
e R e ) cba vypodtu {ms): 6440

I Refeni redukované matice (4/6) .. 26 % | |
= — — |

Obr. 9 Uzivatelské rozhrani programu

Hlavni okno se sklada z 5 oblasti:

1 Menu programu
2 Panel nastroji

3 Panel zdlozek

4 Informacni panel
5 Stavovy panel

Panel nastrojii nabizi ikony pro rychly pfistup k operacim, které je v dany okamzik
mozné provést. Po spusténi programu jsou umoznény prostiedky k zalozeni nového
projektu a otevieni nékterého z diive ulozenych projekti. Po vytvoreni, pfip. nacteni
projektu nasleduje import geometrie. Program VEMethod nema modul pro vkladani
vlastni geometrie. V akademické praxi je pro pienos vypocetni sité vyuzivan format
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MSH (Mesh) pro Fluent 5/6, proto je program VEMethod schopen importovat soubory
MSH obsahujici 2D sit’ s omezenim na jednu uzavienou okrajovou podminku WALL.
V piipadé nevhodného souboru, program fadné informuje o nedostatku souboru.
Po Uspésném nacteni vypocetni sit¢ vyzaduje aplikace zadani ustdlené rychlosti
obtékajiciho proudu. Pokud neni prostiednictvim nastaveni ucinéno jinak, vychozi
reSitel vychazi ze sestaveni problému s okrajovymi podminkami 1) az 3)
dle kapitoly 3.2 a vyuziti redukce feSené matice.

VyieSeny projekt je pfipraven pro vykresleni. V panelu zalozek je moznost vykreslit
feSené matice formou barevné mapy, vypsat vypoctena data, vykreslit obtékany profil a
rychlostni pole a zobrazit grafy prabéht hustoty vifivosti a normalové rychlosti
k profilu.

Priibéh jednotlivych tkont je monitorovan stavovym panelem, kde je procentudlni zapis
kompletnosti procesu a blizsi informace k probihajici operaci.

4.1 SestavenireSené matice

V kapitole 3 byly popsany rovnice metody, tyto rovnice je ticba sestavit a vyjadfit
nezndmé. Po sestaveni dostaneme celkovou matici, kterd nabyva rozméru 4N x 4N,
kde N je celkovy pocet elementti, plus vektor pravych stran. Zapsano maticove:

A-x=bhb. (47)

Vektor proménnych X je tvofen koeficienty Ay az Az pro kazdy element. Vektor
pravych stran b podle volby okrajovych podminek obsahuje 0 pro podminky spojitosti a
Cm)i = Um)i — C(o)i Pro rovnost unéSivé Ugyy; a rychlosti proudéni v referencnim
bod& m. elementu. c(); je rychlost ustdleného proudu natékajiciho na profil. Matice A
po sestaveni je z poloviny fidka, protoze podminky spojitosti se tykaji vzdy jen dvou
sousednich elementii. Proto byly odvozeny dva postupy k jeji redukci. Oba vychazeji
z rovnic (43) a (44).

4.1.1 Redukce matice vyjadirenim ¢lent A, o) a A 1)

Od posledniho elementu (Un.1) dosazujeme postupn€ za A 1,0y V cel€ soustave rovnic
az po prvni element dle vztahu (48). Nasledné stejnym postupem dosazujeme
za A(m+1,1) 28 Vztahu (49).

— ] 2 . 3 .
Am+1,0) = Aoy T Lany " Amn + Lo " Amay + Lemy™ " Az (48)

A(m+1,1) = A(m,l) + 2L(m) 'A(m,Z) + 3L(m)2 'A(m.3) (49)

Protoze tadky matice popisuji podminky spojitosti (43) a (44), jsou po upravach
linearné zavislé. Vysledna redukovana matice ma rozmér (2N + 2) x (2N + 2).
V programu je tato varianta piistupna v nastaveni zakrtnutim moZnosti ,Regié
s redukei matice®.
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4.1.2 Redukce matice vyjadienim clenii 4,2y a Ay 3)
Z rovnic (48) a (49) vyjadiime vztahy pro Ay 2y @ A 3 Ve tvaru:

3 2 3 1
Ay = — Aimoy — — A1) + A —-—A
(m2) Limy” (m,0) Lim) (m1) Limy’ (m+1,0) Lim) (m+1,1) (50)
A 2 A +—1 A 2 A +—1 A
(m3) = 3 £1(m,0) 24(ma1) — 3 41(m+1,0) 2 A(m+1,1)- 51
Lim) L) L) L) (51)

Ty se nasledn¢ dosadi do rovnic pro rychlosti v referencnich bodech, ¢imz zohlednime
podminku spojitosti hustoty vifivosti a jeji prvni derivace. Vysledna redukovana matice
ma rozmér (2N) X (2N). Tato varianta je dostupna v nastaveni programu po zaskrtnuti
pole ,,Resi¢ s aplikaci OP*.

Redukce prostiednictvim rovnic (50) a (51) je sice G¢inngjsi, ale opera¢ni naroky pred¢i
variantu rovnic (48) a (49). Proto se do 200 elementt po profilu hodi vice redukce ¢leny
A(m,0) @ A(m,1)- Divodem, pro¢ viibec nad redukei feSené matice uvazujeme, je fakt, Ze
matici fe§ime Gaussovou eliminaéni metodou, které piislusi O(n®) aritmetickych
operaci pti feSeni matice, kde n je pocet fadki ctvercové matice.

Program poskytuje také klasickou variantu Gaussovy elimina¢ni metody s vybérem
hlavniho prvku volbou nastaveni ,,Resi¢ bez redukce®. Tento feSi¢ vSak neni nastaven
jako vychozi, protoze poskytuje stejné vysledky jako ob¢ varianty redukce matice,

wvewr
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5 VYSLEDKY APLIKOVANE METODY

Po vytvofeni programu je nutné¢ ovéfit spravnost metody a odhalit uskali vysledki,
kterych jsme schopni dosahnout. ProtoZze metoda je urCena piedev§im pro proudéni
idedlni kapaliny kolem jednoduchych profili, navrhl jsem nékolik profilti, na nichz
probihalo ovétovani kvality vysledkl a srovnani s vysledky komeréniho CFD (ANSYS
Fluent), kde je spravnost vysledk proudéni kolem jednoduchych profili ovéfena
s praktickymi vysledky v laboratofi.

5.1 Metodika hodnoceni vysledkii

Hodnoceni kvality proudéni vyplyva ze srovnani s realitou. Moznostmi, jak porovnat
proudéni, jsou vykresleni pritbéhu hustoty vifivosti po profilu, vykresleni normalovych
a tecnych rychlosti, dale podle rychlostniho pole 1ze zhodnotit, zda pribéh proudéni
odpovida predstaveé o proudéni kolem daného profilu.

5.2 Hustota virivosti

Hustota vifivosti y je spojita veli¢ina, proto ji na rozdil od rychlosti lze vyjadfit
po celém povrchu profilu véetné uzlovych bodi, kde je spojitost vnucena okrajovymi
podminkami. V programu jsou dv€é moznosti jak zobrazit hustotu vifivosti. Jednim
ze zpusobu je klasicky graf, ktery vyjadii pribéh hustoty vifivosti od prvniho
po posledni element, tedy po délce celého profilu. Druhou variantou je mozna nezvyklé
vykresleni pfimo do plochy, kde je zobrazen obtékany profil. Druha varianta dava dobie
srozumitelné vysledky pro elipsovité profily. Podstatou je vykresleni zapornych hodnot
hustoty smérem od profilu k jeho stiedu a naopak kladnych hodnot smérem od stiedu.
Mira odsazeni je fizena v nastaveni a hodnotu vifivosti zjistime najetim mysi na dany
usek vifivosti. Pfiklady na obr. 10 ukazuji obtékany kruhovy a elipsovity profil.

Smeér
natékani

u,
‘\\,“"',l

Obr. 10 Zobrazeni hustoty virivosti v roviné proudéni
(Cervené hustota virivosti, modre obtékany profil)

Tento zplisob zobrazeni vnasi lepsi piedstavu o poloze stagnacnich bodu (kfizeni kiivky
hustoty vitivosti a profilu).

Dalsi moznosti, jak program poskytuje hodnoty hustoty vifivosti po profilu, je
prostiednictvim tabulky v zalozce Data. Hodnoty ztabulky jsou kopirovatelné.
Proto je snadné hodnoty déale zpracovéavat. Data jsou fazena od stagnacniho bodu pies
spodni stranu profilu, dale horni stranu a opét do stagnacniho bodu nabézné strany.
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Horni strana

Spodni strana
Obr. 11 Zobrazeni stran obtékaného profilu

Pro riizné obtékané profily byl ziskan Siroky soubor hodnot dat. Nejlépe predstavitelny
je valcovy profil. Na grafu 1 je vykresleno rozlozeni hustoty vifivosti po kruhovém
profilu pro 3 varianty poctu elementt. V legend¢ je dale uveden uhel svirany elementy
na profilu.

v [m.s?]
——16 elementl (157,5 °)
2,5 Spodni strana ——80 element(i (175,5 °)
2 ——200 elementd (178,2 °)

1,5
1
0,5
0

Horni strana

Graf 1 Hustota viFivosti po délce profilu (0 az 1 — obvod profilu)

Podle obrazku je patrné, Ze nejleps$i kvality dosahuje prubéh s nejvétsim pocétem
elementi po profilu. S klesajicim poctem elementt se zhorSuje kvalita rozlozeni hustoty
vifivosti. Na pribéhu hustoty vifivosti se objevuji kmity. Délka jedné viny odpovida
délce ptislusného elementu.

Amplituda kmitd je po profilu proménnd a nejvyssi hodnoty dosahuje na elementech
ptilehlych k bodim priniku osy symetrie profilu a profilu, tedy stagnacnim bodim na
profilu. Idealni prabéh hustoty vitivosti po profilu dosahuje extrémi v poloviné horni a
spodni strany profilu. Pro rychlost paralelniho proudu 1 m.s™ je absolutni hodnota
téchto extrémi 2 m.s™. Této hodnot& se extrémy prib&hi vifivosti na diskretizovaném
profilu s rostoucim poctem elementti piiblizuji. Na horni strané profilu jsou hodnoty
hustoty vitivosti zaporné. To je z diivodu kladné orientace fazeni elementi (proti sméru
hodinovych rucicek). Te¢né vektory elementd na horni strané profilu maji pro kladnou
orientaci fazeni elementl opaény smér, nez je smér paralelniho proudu.
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Pokud valec nerotuje, je prubéh hustoty vifivosti po profilu symetricky a regresni kiivka
pro pocet elementl jdouci do nekonec¢na odpovida tvaru funkce sinus (viz graf 2), dano
vztahem:

y(%,voo)=2-voo-sin(2n-%), (52)

kde v, je velikost rychlosti paralelniho proudu,
x  je poloha bodu, dana vzdalenosti od stagnacniho bodu nabézné strany
valcového profilu ve sméru kladné kiivky profilu, kde hledame hustotu

vifivosti y (f, voo).
L je celkovy obvod profilu

Pro 400 elementd na profilu a rychlost paralelniho proudu 1 m.s™ je vykreslena regrese
funkci sinus dle vztahu (52) v grafu 2. Prub¢hy si odpovidaji

v [m.s?]

2,5 - =400 elementd (178,2 °)
—2%*sin(2*PI*x/L)

2,0 -
1,5
1,0
0,5
0,0
-0,5
-1,0
-1,5
-2,0
2,5 -

Graf 2 Regrese hustoty virivosti po délce profilu funkci sinus

Ke stejnym vysledktim je mozno dojit pro dalsi rychlosti. Rychlost paralelniho proudu
ovliviiuje pouze amplitudu hustoty vifivosti, coz ostatné dokazuje graf 3, kde je
vykreslen piipad s 80 elementy profilu pro rychlosti 0,5, 1, a2 m.s™.

5.3 Kmitani hustoty virivosti po délce elementii

V grafu 3 je dale zaznamenan vliv rychlosti proudéni na amplitudu kmitu hustoty
vifivosti na elementech. Tato amplituda zavisi na rychlosti proudéni stejné jako
Vv piipadé¢ prubéhu hustoty vifivosti po profilu linearné.
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v [m.s?]

— Rychlost 2 m.s-1
——Rychlost 1 m.s-1

——Rychlost 0,5 m.s-1

Graf 3 Pribéh hustoty virivosti po profilu pro 80 elementii
a riizné velikosti rychlosti paralelniho proudu

Odchylku kmitave hustoty vifivosti A, od hladkého pribéhu mizeme diky znalosti
presné aproximace vyjadfit pomoci rovnice:

B (7) = () = rsn ()] 3

kde y,, je hustota vifivosti v misté profilu X/L pro n elementi a y;, je hustota pro tentyz
bod vypoétena z aproximacni rovnice (52). Prubéh odchylek od piesného feseni
pro stejné piipady jako v grafu 3, tedy 80 elementd profilu a rychlosti 0,5, 1 a 2 m.s™.

A, [m.s1] ——Rychlost 2 m.s-1
Rychlost 1 m.s-1
0,25 Rychlost 0,5 m.s-1
0,20
0,15
0,10 “\I\‘H “||
0,05 - \HIHMHHI'“
0,00 :
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
005 x/L[1]

Graf 4 Prubeéhy odchylek hustoty virivosti od presného reseni
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Z hodnoty A, (%) vychazi tabulka 1, kde je uvedena vzdy maximalni odchylka

na profilu pro danou hodnotu rychlosti proudéni a pro dany pocet elementi
na kruhovém profilu.

Tabulka 1 Maximalni odchylky priibéhu hustoty vifivosti

Rychlost proudéni 0,5m.s-1 | 1m.s-1 | 2m.s-1
. Uhel mezi Maximalni odchylka
elementd  obvod . .
elementy hustoty vifivosti Ay, 45
[1] [m] [°] [m.s-1]
oo 31,4159 180 0 0 0

400 31,4156 179,1 |0,010957(0,021913]0,043826
200 31,4146 178,2 |0,022009 | 0,044018 | 0,088036

80 31,4079 175,5 0,055731]0,111463|0,222926
40 31,3836 171 0,113716]0,227432 | 0,454864
16 31,2145 157,5 0,294039]0,588078 | 1,176156
8 30,6147 135 0,6222511,244503 | 2,489005

V tabulce jsou dale uvedeny hodnoty celkového obvodu, ktery je dan souctem délek
vSech elementi a déale uhel mezi sousednimi elementy (plati pro piipad, kdy jsou
vSechny elementy stejné), ktery je sevien sousednimi elementy (viz obr. 12).

Mezni vrstva

Uzlovy bod

Obr. 12 Element na povrchu profilu (8 — ithel mezi sousednimi elementy, normdla
elementu v kladném sméru pod mezni vrstvou — zelend, normdla v kladném sméru nad
mezni vrstvou — Cervena) inspirovano z zdroje [5]

Z tabulky 1 je vynesena zavislost maximalni odchylky hustoty vifivosti na poctu
elementt profilu do grafu 5. Pribéhy potvrzuji, ze zvySenim poctu elementl se snizi
amplitudy kmitani a pfiblizi se idedlnimu prabéhu hustoty vifivosti. Také pro vyssi
pocet elementti profilu klesd vliv rychlosti paralelniho proudu na amplitudu kmiténi.
Velikost thlu sevieného elementy je fizena poctem elementli na profilu. Zavislost
maximalni odchylky hustoty vifivosti na thlu mezi elementy zaznamenava graf 6.
Tato zavislost je linearni.
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A, o [M.s?]
3 -
Rychlost 2 m.s-1
37 ——Rychlost 1 m.s-1
2 A Rychlost 0,5 m.s-1
2 .
1 .
1 A K
0 T
0 50 100 150 200

pocet elementd [1]

Graf 5 Zavislost maximalni odchylky hustoty virivosti na poctu elementi

B, ax [M.s?]

3 1 ——Rychlost 2 m.s-1

3 4 Rychlost 1 m.s-1

5 Rychlost 0,5 m.s-1

p

1

1

0

135 140 145 150 155 160 165 170 175 180
uhel B[ °1]

Graf 6 Zavislost maximalni odchylky hustoty virivosti na tthlu mezi elementy

5.3.1 Nerovnomérné rozlozeni délky elementu

Tato kapitola se vénuje vlivu diskretizace profilu nestejné dlouhymi elementy.
Jak zaznamenava graf 3, v okoli stagnacniho bodu na nab&Zné a odtokové strané
dochdzi k vétSimu rozkmitu hustoty vifivosti nezZ v oblastech extrému. Provedl jsem
sérii uprav vypocetni sit¢ s 80 elementy. Elementy jsou zhuStovany nejprve smérem
k okoli stagnacnich bodu. Dale jsou uvedeny také varianty, kdy jsou elementy zhustény
smérem k oblastem v poloviné spodni a horni strany valcového profilu. Zhusténi bylo
provedeno v programu Gambit 2.4.1 a to formou oddéleni Ctvrtin obvodu vertikalng a
horizontaln¢ uloZenych k paralelnimu proudu. Na vertikdlnich a na horizontalnich
usecich byla postupné vysttidana série rozlozeni, piikladem 2 x 36 elementy vertikalné
a 2 X 4 horizontaln¢ (viz obr. 13). Pichled variaci rozloZeni je uveden v tabulce 2.

Vysledky aplikované metody



A A

€&
@ Metoda hrani€nich vifivych elementd pro

VUT-EU-ODD-13303-01-13

2D proudéni kapalin

Gy

[

SO 7

ST

FEEEARATANANY
SATATTTTER

Obr. 13  Sit's nerovnomeérné rozloZenymi elementy
(2 x 36 vertikalneé, 2 x 4 horizontalne)

Pro vybrané sité byly provedeny vypodty pro rychlost 1 m.s™. Ze vztahu (53) jsou
spocteny jak hodnoty hustot vifivosti, tak hodnoty maximalni amplitudy kmitani, které
vystupuji z vypoctu. Maximalni amplitudy kmitani jsem uvedl| v tabulce 1.

Tabulka 2 Maximalni odchylky pribéhu hustoty vifivosti

Varianta rozlozeni elem. na tiseky obvodu

Obvod

amplitudy

1.

O 00 3 N v & W N

—_ =
— O

—_ = = = e
AN U B~ W N

—
-

horizontalni 4, vertikalni 36

. horizontalni 6, vertikalni 34

. horizontalni 8, vertikalni 32

. horizontalni 10, vertikalni 30
. horizontalni 12, vertikalni 28
. horizontalni 14, vertikalni 26
. horizontalni 16, vertikalni 24
. horizontalni 18, vertikalni 22
. horizontalni 20, vertikalni 20

. horizontalni 22, vertikalni 18
. horizontalni 24, vertikalni 16
. horizontalni 26, vertikalni 14
. horizontalni 28, vertikalni 12
. horizontalni 30, vertikalni 10
. horizontalni 32, vertikalni 8
. horizontalni 34, vertikalni 6
. horizontalni 36, vertikalni 4

31,295584
31,359515
31,382819
31,393638
31,399385
31,402658
31,404539
31,405521
31,407853
31,405521
31,404539
31,402658
31,399385
31,393638
31,382819
31,359515
31,295584

0,658351
0,39796
0,276964
0,212797
0,170475
0,1412
0,133561
0,139488
0,111463
0,165765
0,183549
0,206712
0,23767
0,28062
0,343459
0,442776
0,619696

V tabulce jsou také uvedeny celkové obvody spoctené pro jednotlivé varianty. Prvni a
posledni fadek tabulky obsahuje nejmensi hodnotu obvodu, to signalizuje velkou chybu

wvrwe

grafy 7 a 8.

Vysledky aplikov

ané metody



P Y

g . VUT-EU-ODD-13303-01-13
=)’ Metoda hrani¢nich vifivych elementd pro 2D proudéni kapalin

y [m.s?]
25 - ——1. horizontalni 4, vertikalni 36
——— 3. horizontdlIni 8, vertikdlni 32
2.0 ——9. horizontalni 20, vertikalni 20

1,5
1,0
0,5
0,0
0,5 -
-1,0
-1,5
-2,0
2,5 -

Graf 7 Priibéh hustoty viFivosti po profilu vybranych variant
(zvySeni poctu elementii v okoli stagnacnich bodii)

Pii bliz§im pohledu v grafu 7 vokoli stagnac¢nich bodi pro maximalni zjemnéni
(varianta 1.) nedochazi k vyraznému snizeni amplitudy kmitani, naopak K mirnému
narastu. V poloviné spodni a horni strany je velky rozkmit, coz je nezadouci.
Pro variantu 3. v blizkosti stagna¢nich bodti dojde k mirnému Utlumu, nicméné opét
v oblasti maxima hustoty vifivosti dochazi k rozkmitu. Zadna z variant celkové nepiedéi
kvalitu prabéhu hustoty vifivosti pro pifipad rovnomérného rozlozeni 80 elementl
po profilu.

y [m.s?]
_ ——9. horizontadlni 20, vertikalni 20

——14. horizontalni 30, vertikalni 10

= 17. horizontdlni 36, vertikalni 4

Graf 8 Prubeh hustoty virivosti po profilu vybranych variant
(zvySeni poctu elementii v okoli maxima hustoty viFivosti)
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Graf 8 naopak vykresluje vybrané prabéhy hustot vifivosti pro piipady, kdy jsou
elementy zhus$tény v okoli stfedu spodni a horni strany profilu. Varianta 17. ukazuje,
ze pribéh se v misté¢ zhusSténi velice dobie pfiblizil idedlnimu rozlozeni hustoty a
odchylka maximalni hodnoty vifivosti klesla na méné nez 0,5 %. V okoli stagnacnich
bodt pro tuto variantu vznikaji kmity, které mohou zpiisobovat faleSnou rotaci rychlosti
a predev§im znacné velikosti normalovych rychlosti do profilu, ¢imz je navySena
neptfesnost metody. Opét se v souboru variant se zhusténim v okoli maxima hustoty
vifivosti nenachazi celkové lepsi feSeni, nez rovnomérné rozlozeni elementd. To také
potvrzuje graf 9, kde jsou pro jednotlivé varianty vyneseny maximalni odchylky
pribéht hustoty vitivosti od idedlniho ptipadu.

A, nax[m.s?]
0,70 -
0,60 -
0,50 -
0,40 -
0,30 -
0,20 -
0,10 -

0,00 T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
varianta [1]

Graf 9 Maximadlni odchylky hustoty virivosti jednotlivych variant

Varianta rovnomérného rozloZeni elementd (20 horizontalng, 20 vertikalné) jako jedina
nepiesahuje chybu 0,12 m.s™. Ostatni varianty jsou vhodné pouze pro vypocty ur¢ené
k lokalnimu pozorovani proudéni na obtékaném profilu, napf. varianta 17 se pfiblizuje
k idealnimu prubéhu hustoty vifivosti v oblasti maxima hustoty vifivosti, kde také
vektory rychlosti nejlépe odpovidaji skute¢nosti.

5.4 Tecné rychlosti na mezni vrstvé

Tato metoda ptedpokladd nekonecné tenkou mezni vrstvu. Je mozné ji rozSifit
na vypoCty mezni vrstvy konecné tloustky, to vSak neni pfedmétem soucasné prace.
Mezni vrstva je metodou modelovana jako piimy tsek, element. Nicméné jak vyplyva
Z teorie, neni jedno, na které stran¢ mezni vrstvy hledame feSeni. Proto pii vypoctech
na rozhrani mezni vrstvy existuji dvé normaly (viz obr. 12). Vné&jsi normala kapaliny,
ktera odpovida normale pii vypoctech pod mezni vrstvou, a normala pro vypocet
nad mezni vrstvou odpovidajici vnéj$i normdle profilu. Pii vypoctu koeficientl
polynomu hustoty vifivosti v okrajové podmince nulovych rychlosti vystupuje vnéjsi
normala pod mezni vrstvou. Pod mezni vrstvou vyzadujeme nulovou tecnou rychlost
(ulpivani) a nulovou normélovou rychlost (neprostupny profil).
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5.4.1 Tecnarychlost pod mezni vrstvou

Resenim matice je splnéna nulové te¢na rychlost v referenénim bodg. V jeho okoli jiz
tomu tak neni. Graf 10 vykresluje prabeh tecnych rychlosti na kruhovém profilu r =5 m
S 16 elementy pro proudéni 1 m.s™.

v, [m.s?]
0,3

0,2
0,1

ST NAVAYAR R T

0,6 0,8 1 x/L[1]

\/ \

o
=
o
— |
<]
o |
o 4
q
]
o
™

Graf 10 Tecné rychlosti na kruhovém profilu r =5m
s 16 elementy pro proudeéni 1 m.s™

Priib¢h tecné rychlosti pod mezni vrstvou je nespojity, coz plati i pro normalové
rychlosti. To proto, Ze v uzlovych bodech soucasna metoda nedokaze urcit hodnoty
rychlosti. Elementy prab¢hu te¢né rychlosti protinaji vzdy alespon jednou osu (x/L) a to
v mistech referen¢nich bodl. Nepiesnost modelu s 16 elementy je v porovnani s modely
S vy$§im poétem elementl znac¢na. V grafu jsou dale priabéhy s 80 a 200 elementy.

v, [m.s?]

16 elementl
0,4 - —— 80 elementd
——200 elementl

0,3 -
0,2 -

0,1

L

S
G

i x/L[1]

Graf 11 Tecné rychlosti na kruhovém profilu ¥ =5 m pro proudeéni 1 m.s™

Neptesnhost zpiisobenou nenulovou tecnou slozkou rychlosti po profilu Ize opét lokalné
snizit zhusténim elementt.
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5.4.2 Tecnarychlost nad mezni vrstvou

Pro tecnou rychlost nad mezni vrstvou plati, Ze normala ma opacny smér nezZ normala
profilu. Zaroven tecny elementii na horni strané maji opacny smér nez paralelni proud
natékajici na profil, coz se projevi zdpornym znaminkem rychlosti. Pribéh tecné
rychlosti pro kruhovy profil r =5 m s 16 elementy pro proudsni 1 m.s™ je vykreslen
v grafu 12.

v, [m.s?]
2,5 -
2 .
1,5 A
1 .
0,5 -
0 ; .
-05 0 0,2 0,4
_1 .
-1,5 -
_2 .
2,5 -

——Tecna rychlost
Hustota vifivosti

Graf 12 Tecna rychlost nad mezni Vrstvou na kruhovém profilu r =5 m
pro proudéni 1 m.s™ pro 16 elementi

Tecna rychlost nad mezni vrstvou je pravé tou slozkou rychlosti, kterd udava hodnotu
cirkulace kolem profilu. Z definice hustoty vifivosti pak plyne, Ze na povrchu profilu
tésné nad mezni vrstvou by se mély hodnoty te¢né rychlosti a hustoty vifivosti rovnat.
V grafu 12 je spolecné s te€nou rychlosti vykreslena hustota vifivosti. Velikosti te¢né
rychlosti velice dobfe sedi velikostem hustoty vifivosti v referen¢nich bodech. Jinde
na profilu dochdzi k odchyleni z divodu velké amplitudy kmitu hustoty vifivosti.
V piipadé¢ vétsiho poctu element se velikost tecné rychlosti k priibéhu hustoty vitivosti
pfimyka (viz graf 13).

v, [m.s1]
2,5 - hustota vifivosti
2 - tec¢na rychlost

1,5
1
0,5
0
0,5
-1
-1,5
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2,5 -

Graf 13 Tecnd rychlost nad mezni vrstvou na kruhovém profilu r =5 m
pro proudéni 1 m.s™ pro 80 elementii
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5.5 Normalové rychlosti pod mezni vrstvou

Hodnota normalové rychlosti nds zajima pod mezni vrstvou, kde by méla ve skutecnosti
existovat nepropustnost povrchu télesa. Protoze neprostupnost profilu je modelovana
jednim referen¢nim bodem na kazdém elementu, je v tomto bod€ normaélova rychlost
zaruéené rovna nule. Na zbytku elementu tomu tak byt nemusi. Prostupnost, jinak
prusak, do télesa je vyznamnym faktorem pii hodnoceni kvality diskretizace profilu.
Mira, Vv jaké kapalina vnika do té€lesa, urcuje diskontinuitu proudéni. Pokud na povrchu
nabyva normalova rychlost velkych hodnot, je nutné lokalné, ptipadné na celém profilu,
zvysit pocet element(, a tim zajistit pozadovanou ptesnost modelu. Velikost normélové
rychlosti mé kladnou hodnotu, vtéka-li kapalina do télesa, tedy smér normalové
rychlosti je shodny s normalou pod mezni vrstvou.

Graf 14 predstavuje priabéh normalové rychlosti po kruhovém profilu r = 5 m
s 16 elementy pro proudéni 1 m.s™.

v, [m.s?]

0,15 -
0,1 -

0,05 -

0 4 A N

Graf 14 Normdlova rychlost na kruhovém profilu r =5 m se 16 elementy
pro proudeni 1 m.s™

Na prubéhu v grafu 14 je ndzorné videt, ze normalova rychlost je symetrickéd podle osy
symetrie kruhového profilu se smérem shodnym se smérem natékajicitho proudu.
Na nabézné strané profilu ma normalova rychlost kladnou velikost vyjma blizkého okoli
referen¢niho bodu. Naopak na odtokové strané profilu je kapalina tazena z profilu ven,
proto ma normalova rychlost zapornou hodnotu. Maxima normalové rychlosti se
pro profil s 16 elementy pohybuji kolem 0,15 m.s™. Jedna se o vysokou hodnotu,
vzhledem k natokové rychlosti 1 m.s™. Proto model s 16 elementy vykazuje vyznamné
chyby.

Graf 15 uvadi pribéhy normalové velikosti pro 80 a 200 elementl pro ptehlednost
pouze na spodni strané profilu. Z grafu 15 vyplyva, Ze profil s 80 elementy je protékan
normalovou rychlosti maximaln& o velikosti 0,035 m.s™. U profilu s 200 elementy ma
maximum rychlosti jen 0,015 m.s™. Na elementu maxima hustoty vifivosti (x/L = 0,25)
je velikost normalové rychlosti antisymetrickd ptes referencni bod daného elementu.
To je dano tim, Ze se proud kapaliny kolem elementu staci a vraci se zpét k ose profilu.
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Proto kapalina, ktera na jedné poloviné elementu vytéka, na druhé do elementu vtéka
Zpét.

v, [m.s?]
0,04 -
—— 80 elementi (175,5 °)
0,03 - —200 elementl (178,2 °)

MM h

- AR
..

N i :,

-0,02 - j

fr—

———

——

-0,03 -

-0,04 -

Graf 15 Normdlova rychlost na kruhovém profilu r =5 m pro proudeni 1 m.s™

Za Ucelem hodnoceni miry, s jakou je profil protékan, jsem zavedl do programu
VEMethod vystupni proménnou mérny pritok q,, (pojem Cerpan ze zdroje [5]):

am = f vpdL, (54)

Lcelk
r
kde L.k je celkovy obvod diskretizovaného povrchu I' obtékaného profilu.

Integrace je realizovana lichobéznikovou metodou zdat ziskanych pro pribéh
normalovych rychlosti po jednotlivych elementech. Pocet krokii na element je volitelna
veli¢ina v nastaveni. Pfesnost ziskana timto vypoctem dosahuje dostate¢né miry
na vytvoreni predstavy o pratocnosti povrchu. Dal§i pomocnou proménnou je absolutni
prutocnost povrchu qgps, kterd je definovana vztahem:

1
=— L.
Qabs Lcelki[lvnld (55)

Tato promeénna se 1iSi od mérného priatoku tim, ze nabizi informaci o celkovém
mnozstvi kapaliny prochdzejici profilem. Mérny pratok udava miru nesplnéni
kontinuity proudéni, tedy miru nerovnosti vtékajici a vytékajici kapaliny. Pro rGzné
pocty elementi byly provedeny vypolty q,, @ qups. j€jichz vysledky jsou uvedeny
v tabulce 3 a v grafu 16. Hodnoty jsou uvedeny pro rychlost paralelniho proudu 1 m.s™.
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Tabulka 3 Maximalni odchylky priub&hu hustoty vifivosti

Elementt Uhel Om Oabs
[1] [°] [ms™] [ms™]
8 135 0,0082686 | 0,035088
16 157,5 0,0025119 | 0,020626
20 162 0,0014717 | 0,017011
40 171 0,0004217 | 0,009326
80 175,5 0,0001058 | 0,004861
200 178,2 1,69E-05 | 0,001994
400 179,1 4,23E-06 | 0,001005
Qs Qabs
[m.s?]
0,04 - = meérny pritok
0,035 - absolutni pritoc¢nost povrchu
0,03 -
0,025 -
0,02 -
0,015 -
0,01 -
0,005 - L
0 ; T T T T T T T )
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

pocet elementti [1]

Graf 16 Zavislost mérného prutoku a absolutni priitocnosti povrchu na poctu elementii
profilu

Absolutni pratocnost povrchu i mérny prutok vykazuji strmy pokles pro zvySovani
poctu elementi voblasti do 50 elementi na profilu. Od padesati elementa
pii zjemnovani dochazi pouze k mirnému poklesu hodnot q,,, a q,ps. Tyto veli¢iny jsou
linearné zavislé na rychlosti natékajici kapaliny.

Zkoumal jsem také vliv nerovnomérného rozloZeni elementli po profilu na mérny
pritok a absolutni pruto¢nost povrchu. Vysledky vykreslené do grafu 17 se vztahuji
na varianty diive uvedené v tabulce 2, u kterych je vzdy 80 elementi a polomér
kruhového profilu je 5 m. Vypocty probehly pro 1 m.s™.

Opét celkové nejlepSich hodnot dosahla varianta s rovnomérnym rozloZenim elementi.
Za povsimnuti stoji stoupajici tendence zavislosti mérného prutoku, ktera nabyva svého
maxima pro variantu 2 x 4 elementy vertikdlné, tedy na nabé&zné strané profilu.
Rozlozeni hustoty vifivosti na takto velkych elementech nezajisti nizké normalové
rychlosti a zvysi tak pratok kapaliny do télesa.
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qmlqabs [m's_:l]
1,60E-02 -
1,40E-02 - = meérny pritok

e absolutni prito¢nost povrchu

1,20E-02 -
1,00E-02 -
8,00E-03 -
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4,00E-03 -
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varianta [ - ]

Graf 17 Zavislost mérného prutoku a absolutni priitocnosti povrchu na
nerovnomeérnosti rozlozeni elementii

5.6 Rychlostni pole

Vykreslenim rychlostniho pole v okoli obtékaného profilu ziskdme také moznost
zhodnotit proudéni vypoctené metodou hrani¢nich vitivych element. Pokud dochazi
K vyraznym kmitim hustoty vifivosti az pies nulovou hranici opaénym smérem,
Vv rychlostnim poli a pfedevS§im na povrchu se ukazou viry.

Na obrazku 14 je vystup z programu VEMethod pro 40 elementl na profilu. Tvar
rychlostniho pole odpovida obtékani valce idealni kapalinou, nicméné velikosti
rychlosti na profilu nedosahuji na hodnotu 2 m.s™ tak, jak by mély pro paralelni proud
s rychlosti 1 m.s™. Tento nedostatek fesi navyenim podtu elementii.

—
—
-
—_
—
=
=
=
—
=

Smér natékani -

Obr. 14  Rychlostni pole proudu s ustdlenou rychlosti 1 m.s™
PrFi obtékani valce se 40 elementy na povrchu.
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6 ALTERNATNI OKRAJOVE PODMINKY

Okrajova podminka s jednim referenénim bodem a spojitosti hustoty vifivosti, pracovné
oznacend jako okrajova podminka spojitosti, vykazuje dobré vysledky pti modelovani
proudéni v malé oblasti okoli profilu, kde je dostatecné zhusténa sit’ elementli. Navic je
piirozen¢ uréena k modelovani proudéni na povrchu, kde ve skuteCnosti je hladky
profil, coz naptiklad ¢tverec neni. Alternativami okrajové podminky spojitosti se nabizi
varianta bez predepsani spojitosti hustoty vifivosti, tzv. okrajova podminka nulovych
rychlosti, nebo v této praci navrzend kombinovana okrajovd podminka se tfemi
referen¢nimi body.

6.1 Okrajova podminka nulovych rychlosti

Ve zdrojich [5] a [7] je diskutovana dalsi varianta sestaveni okrajovych podminek, ktera
zavadi namisto spojitosti hustoty vifivosti a jeji prvni derivace umisténi dalSiho
referencniho bodu na element, ¢im je zdvojena podminka nulovych rychlosti. Tato
varianta okrajové podminky si klade za cil minimalizovat prutok do profilu, a protoze
nezavadi podminku spojitosti, ocekava lepsi vysledky v ptipadech profild s ostrymi
piechody. Okrajova podminky nulovych rychlosti vyuziva pii vypoctu dva referencni
body pod mezni vrstvou (viz obr. 15).

Referenéni body
podminky nulovych
rychlosti

Stfed elementu

/ Mezni vrstva

Referenéni bod
podminky spojitosti

Obr. 15  Referencni body na elementu

V referen¢nich bodech je predepsana rovnost rychlosti proudéni a rychlosti profilu tak,
aby byla normalova rychlost rovna nule a zaroven kapalina ulpivala na povrchu, tedy
aby byla te¢na rychlost pod mezni vrstvou rovna nule. S existenci dvou referen¢nich
bodu ptichazi otazka jejich umisténi. Ve zdroji [7] se uvadi polohy v jedné a ve dvou
tietindch povrchu, coz bylo urceno pro profil ¢tverce. Dle mého vypoctu je ptfitomen
vliv tvaru profilu. Pozadavky kladené na polohu referen¢nich bodu se tak zna¢né lisi.
Uvazujeme-li symetrické ulozeni referenc¢nich bodu se stfedem symetrie shodnym se
sttedem elementu, zavedl jsem pro uloZeni referenéniho bodu proménnou pomérné
vzdalenosti referencnich bodii. Tato proménna je definovana jako vzdalenost
referencniho bodu od stfedu elementu. Nabyva hodnot [..r € (0,1), kde 0 odpovida
blizkému okoli stiedu elementu a 1 je uzlovy bod.

Zavislost mérného prutoku a absolutni pratocnosti povrchu na poloze referencnich bodu
uvadi graf 18. V grafu jsou uvedeny prubéhy pro kruhovy profil (40 elementd) a
tvercovy profil (40 elementi). V obou piipadech je rychlost proudu 1 m.s™.
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Oabs, Am [M.57] e (abs ¢tvercovy profil
e gabs kruhovy profil
= 0m Ctvercovy profil
e qm kruhovy profil
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Graf 18 Zavislost mérného pritoku a absolutni priitocnosti
na pomerné vzdalenosti ref. bodu

Zavislost absolutni pratoc¢nosti pro vétsi pomérné vzdalenosti referenc¢nich bodu
v piipad¢ kruhového profilu klesd az do l,.r = 0,95. U ¢tvercového profilu zavislost
velice mirn¢ klesa do L. = 0,7, kde zacind prudce narlistat. Mérny pritok ¢tvercového
profilu je zanedbatelny, naopak pro kruhovy profil signalizuje vytékani kapaliny
z profilu s tendenci ke zlepSeni pro rostouci hodnoty l..r. Pokud bych mé¢l zvolit
pevnou hodnotu pomémé vzdalenosti ref. bodd, potom [, = 0,7. Nejedna se o bod

optima, ale tuto hodnotu je tfeba konfrontovat s kvalitou rozloZeni hustoty vitivosti
(viz graf 19).

v [m.s?]
.- Iref = 0,7 (40 element()
'2 idedIni prabéh

1,5
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0,5
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Graf 19 Hustota virivosti na kruhovém profilu ¥ =5 m
pro proudéni 1 msta lrer = 0,7.

Hustota vifivosti v grafu 19 md& maly rozkmit, ale pfesahuje maximalni hodnotu
idealniho priabéhu ptiblizné o 0,11 m.s™. Pro mensi hodnoty [, ma hustota vifivosti
po profilu vétsi rozkmit a naopak pro vétsi se vice vzdaluje od idealniho pribéhu.
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6.2 OKrajova podminka se tremi referen¢nimi body

Tato okrajovd podminka vyplynula zpfedchozich dvou probiranych okrajovych
podminek. Spojitost prvni derivace hustoty vifivosti a zaroven pouze jeden referencni
bod u okrajové podminky spojitosti vnasi do feSeni chyby, stejné jako nespojitost
hustoty vifivosti v piipadé okrajové podminky nulovych rychlosti. Okrajova podminka
se tfemi referen¢nimi body nijak nenavySuje velikost feSené matice a zlstava u 4 rovnic
na element.

Pti jeji realizaci dochazi k oddéleni referenc¢nich bodl s nulovou normalovou rychlosti a
referen¢nich bodl s nulovou te¢nou rychlosti. Jeden zbodt pro te¢nou rychlost je
nahrazen spojitosti hustoty vifivosti vV uzlovych bodech elementu a druhy bod s nulovou
te¢nou rychlosti je pfesunut do stiedu elementu. Optimélni poloha referen¢nich bodu je
analyzovana na zakladé¢ minimalizace absolutni pruto¢nosti profilem. Mérny prutok je
pro vSechny hodnoty [,..; zanedbateln¢ maly.

-1
aps [M.s] e Etvercovy profil
1,2 - == kruhovy profil

1 -
0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -

0 -
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,2 - ’ ’ ’ ’ Iref [1]

Graf 20 Zavislost absolutni priitocnosti profilu na l,..¢

V grafu 20 je provedena citlivostni analyza absolutni priito¢nosti na parametr ...
Absolutni pritto¢nost profilu je téméi nezavisla na l,.. ¢, pouze pro hodnoty .., > 0,8 se
jak v ptipad¢ Ctverce, tak v piipadé kruhového profilu rozchazi a rychlostni pole na
povrchu profilu je Spatné popsano. Hodnota absolutni priito¢nosti povrchu se mimo
lokalni maxima pohybuje kolem hodnoty 0,1 m.s™ pro kruhovy priiez a kolem 0,2 m.s™
pro ctvercovy profil. V obou piipadech bylo po obtékaném profilu rovnomérné
rozneseno 40 elementi a natékal proud kapaliny rychlosti 1 m.s™.

Lokalni extrémy v okoli hodnot 0,6 a 0,1 jsou skutecné pozorovatelné na pribéhu
hustoty vifivosti jejim rozkmitanim, nejedna se o ndhodnou chybu prace s daty. Piesny
puvod téchto rozkmitani v soucasnosti neni odhalen.

Pro zvolenou hodnotu [,. = 0,7 je zkoumén vliv po¢tu elementd na hodnotu absolutni
prutocnosti povrchu (viz graf 21). Pro tuto sadu okrajovych podminek (tii referencni
body) je vliv poctu elementu pro ¢tvercovy i kruhovy profil od 20 elementl po profilu
dal velmi maly. Pro 20 elementli je hodnota absolutni priitocnosti profilu mensi
nez 1,5 % rychlosti natékajici kapaliny pro kruhovy profil a mensi nez 2,5 % pro
¢tvercovy profil a dal slabé klesa.
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Graf 21 Zavislost absolutni priitocnosti profilu poctu elementii (pro l,..; = 0,7),
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rychlosti.

Graf 22 Pribéh hustoty virivosti po délce kruhového profilu pro o
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Graf 23 Pribéeh normdlovych rychlosti po délce kruhového profilu
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7 PRIKLADY OBTEKANi JEDNODUCHYCH PROFILU

Tato kapitola prezentuje vysledky pro jednoduché profily ziskané pomoci vsSech tii
okrajovych podminek. Tyto podminky jsou touto formou srovnany, aby bylo mozné
vyslovit zavéry ke kvalité jednotlivych okrajovych podminek. Pro okrajové podminky
se 2 a 3 referencnimi body je zvolena hodnota pomérne vzdalenosti .. = 0,7.
Ozna¢me si okrajové podminky zkracené¢ podle poctu referencnich bodii fimskymi
Cislicemi: okrajova podminka spojitosti (I), okrajova podminka nulovych rychlosti (I1) a
okrajova podminka se 3 referen¢nimi body (III).

Jako jednoduché profily jsem zvolil obtékany hranol s ¢tvercovym (hrana ¢tverce a = 1
m) a obdélnikovym prifezem (strany a = 1 m, b = 0,25 m), valec s kruhovym (r = 5 m)
a eliptickym prifezem (hlavni poloosa a = 0,5 m, vedlejsi poloosa b = 0,25 m).

Prezentované vysledky jsou ziskany pro rychlost paralelniho proudu 1 m.s™.

7.1 Ctvercovy profil

Pro ¢tvercovy profil jsou specifické obtékané ostré hrany a kratka ustalovaci délka
profilu po proudu. Graf 24 vynasi srovnani tvaru hustoty vifivosti jednotlivych
okrajovych podminek pro 40 elementt.

v [m.s?]
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4 e pOdM. ||
podm. |
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0
0,75 1 x/L[1]
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Graf 24 Hustota virivosti na ctvercovém profilu

Prvni ¢tvrtina grafu 24 je tvofena nabéznou stranou Ctverce, nésleduje spodni strana,
odtokova strana a v grafu od 0,75 do 1 je horni strana profilu. Podminka III ma
nejpresn€js$i pribeh hustoty vifivosti, s minimalni amplitudou kmitdni na strandch a
maximem vychylky na hrané ¢tvercového profilu. Podminka II se na hranach podmince
I pfiblizuje, ale na rovnych usecich se rozkmitava. Posledni podminka I ma
kvali vnucené spojitosti kmitavy prabeh a nekopiruje hustotu vitivosti na hranach.

Pro mensi pocet elementi se rozdily mezi podminkami I — III zvyraziuji.
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v, [m.s?]

0,8

podm. 11l
podm. Il

0,6

Graf 25 Normdlové rychlosti

V grafu 25 ma podminka III velky vykmit normalové rychlosti v okoli hran, dale
na sténach je utlumend, dosahuje absolutni prato¢nosti 0,0156 m.s™. Podminka II
dosahuje lepsi pribéh a také hodnota absolutni pritognosti je 0,0114 m.s™. Posledni
podminka I dosahuje nejvyssi hodnoty normélové rychlosti a absolutni priitocnost je
0,0189 m.s . Obrazek vektorového pole naleznete v ptiloze A.

7.2 Kruhovy profil
Kruhovy profil je v této praci probiran nejpodrobnéji, proto v této kapitole uvedu grafy
hustoty vifivosti a normalovych rychlosti.

y[m.s?]
2,5 podm. llI
2 podm. Il
L5 podm. |

1
0,5

0,5 , /L)

Graf 26 Hustota virivosti na kruhovém profilu

Zatimco podminky I a III se v okoli maxima hustoty vifivosti pfiblizuji k hodnoté
2 m.s™ odspodu (1,95 m.s™), podminka II tuto hodnotu vyrazné piesahuje (2,14 m.s™).
Na celém prib&hu hustoty vifivosti je podminka II nejméné kmitava.
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podm. |

podm. Il

0,1 - —podm. Il
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-0,05
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-0,15

Graf 27 Normalové rychlosti

Na profilu valce s40 elementy vychazi nejvyssi normalové rychlosti
pro podminku II, kde velikost rychlosti dosahuje az 0,1 m.s™. Absolutni priito&nost
povrchu je v tomto piipads 0,0196 m.s™. Dalsi dvé podminky vykazuji o poznani lepsi
vysledky. Podminka III ma pritocnost 0,0072 m.s® a podminka I ma prito¢nost
0,0093 m.s™. Podminka III je podle vysledki optimalizovan&jsi pro kruhové profily
nez zbylé dvé podminky. Vektorové pole je vykresleno v piiloze B.

7.3 Elipticky profil

Ptiklad eliptického profilu je vytvofen s nerovnomérnym rozlozenim. Zhusténi
elementll se nachazi na konci v hlavni poloose elipsy. Pocet elementt je 40. Hustotu
vitivosti po profilu elipsy popisuje graf 28.

v [m.s]
2

podm. llI
1,5

podm. Il

1 podm. |

0,5

0

05 0 0,25 0,5 0,75 1 x/L[1]

-1

-1,5

-2

Graf 28 Hustota virivosti eliptického profilu natékaného podél hlavni poloosy

Priklady obtékani jednoduchych profil(i



P Y

@g VUT-EU-ODD-13303-01-13
=)’ Metoda hrani¢nich vifivych elementd pro 2D proudéni kapalin

Elipsa je natékana ve sméru hlavni poloosy. Vyhlazeny pribéh podminky I vykazuje
nejlepsi kvalitu. Absolutni pritoénost povrchu mé podminka I 0,0059 m.s™.
Pro l..; = 0,7 nabyva podminka III prato¢nost 0,0087 m.s™. V piipadg, Ze zvysime
hodnotu [,.r = 0,8, podminka III nabude priito¢nosti 0,0032 m.s™. V grafu
normalovych rychlosti se pribéh hustoty vifivosti pro podminku I rozkmitava nejméné.
Vektorové pole obtékani eliptického profilu se nachazi v ptiloze C.

vn [m.s?]

0,15

0,1

0,05

-0,05

-0,1

-0,15

Graf 29 Normdlové rychlosti

7.4 Obdélnikovy profil
Obd¢lnik definovany pocatkem kapitoly 7 mé pomér stran 1:4. Elementy se rozkladaji
po vSech stranach stejn¢, 10 elementdl na strané. ProtoZe proudéni natékd modelovy

obdélnik podéln€, ndbézna hrana je zhusténéjsi nez podélné obtékané stény. Vysledek
vypoc¢tu najdeme v grafu 30 a 31.

vy [m.s?] podm. Ill

6 - podm. Il
podm. |

4 .

2 .

O -
V \ . x/L[1]

0 1

Graf 30 Hustota virivosti po profilu podélné natékaného obdélnikového profilu
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v, [m.s?]
3 4 = podm. IlI

podm. Il

podm. |

1 x/L[1]

Graf 31 Normdalové rychlosti

Podminka Il se ukazala jako dobra varianta, kterda obecné dava kvalitni vysledky,
v ptedchozich ptikladech jednoduchych profilii. Piesto v piipad¢ obdélnikového profilu,
vysledky naprosto ztroskotavaji. V této konfiguraci jako nejlepsi vychazi podminka II.

Pti blizS§im pohledu na vliv pomérné vzdalenosti referen¢nich bodi na absolutni
pruto¢nost profilu dostaneme pro variantu 11 graf 32.

Q.ps [M.s?]
04 -

0,3 -
0,2 -
0,1 -

0 T T T T
0 0,25 0,5 0,75
x/L[1]

Graf 32 Normdlové rychlosti

Je vidét, Ze v pfipadé obtékani obdélnikového profilu je volba relativni vzdalenosti
referencnich bodii s hodnotou vétsi nez 0,4 velkou chybou. Volbou l..r = 0,2 nabyva
pro podminku |11 gaps hodnoty 0,06169 m.s™. To je oproti ptivodni hodnot& 0,2173 m.s™
zlepSeni o vice nez 71 %. Dvod takového chovani charakteristiky Qaps(X/L) neni znam.
Ptes odlisnou volbu zlstava lepsi volbou okrajové podminky varianta II, ktera ma
absolutni prito¢nost 0,008 m.s™. Vektorové pole pro piipad obtékani obdélnikového
profilu je umisténo v pfiloze D (spocteno s podminkou II).
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8 ZAVERECNE ZHODNOCENI

Metoda hrani¢nich vifivych elementt je rychld a efektivni metoda pro vypocet proudéni
kolem profila. Jeji presnost je zakotvena v okrajovych podminkach. Volba okrajovych
podminek ma nejvétsi vliv na kvalitu vystupu programu. Okrajové podminky cerpané
z literatury [7] jsou dvéma extrémy, které lze aplikovat v metod¢ s rozlozenim hustoty
vifivosti po elementu ve tvaru polynomu 3. stupné.

Podminka s jednim referenénim bodem a spojitosti hustoty vifivosti i jeji prvni derivace
klade daraz na spojity prabeh hustoty vifivosti, coZ neni vhodné pro kazdy ptipad.
Vhodnost této podminky spoc¢ivé ptredevsim v modelovani malého okoli na obtékaném
profilu, kde je podminka schopna s velkou piesnosti podchytit proudéni diky hladkému
pribéhu hustoty vitivosti, ktery vznika.

Podminka se dvéma referencnimi body na elementu profilu zarucuje v téchto bodech
nulové normalové a teCné rychlosti. Jeji piednosti je aplikace na profily dlouhé
ve sméru proudici kapaliny. Podminka nepfedepisuje spojitost hustoty vifivosti
vV uzlovych bodech. Proto se nepienasi na dlouhé profily kmitdni hustoty vifivosti
Z nabézné hrany.

Mezi tyto dv€ podminky jsem navrhl podminku tfeti, kterd kombinuje vyhody obou,
predepisuje spojitost pribéhu hustoty vitivosti, ale jiz ne prvni derivace, ¢imz se zna¢né
oproStuje kmitani po délce profilu a zaroven je pfedepsana podminka nepropustnosti
profilu ve dvou bodech. Referen¢ni bod ve stfedu elementu zarucuje podminku ulpivani
kapaliny na profilu.

I kdyz se ve vétsin€ piipadi zda byt tieti podminka se tfemi referenénimi body zlatou
sttedni cestou, ne vzdy jsou vysledky této okrajové podminky dobré, jako v ptipadé
podélného obtékani obdélnikového profilu (kapitola 7.4) nebo v piipadé elipsy obtékané
ve sméru hlavni poloosy (kapitola 7.3). V téchto pfipadech se ukazalo, ze pevné
zvoleny parametr l..r pom&rné vzdalenosti referen¢nich bodi nevyhovuje vSem
pfipadiim obtékanych profilt.

Moznym feSenim, jak zkvalitnit volbu okrajovych podminek, a tak vysledky metody, je
zavést rozhodovaci proceduru, kterda urci, jakd z podminek a piipadné jaké dalsi
parametry budou zvoleny pro optimalni modelovani proudéni v urcité oblasti nebo
Vv celkovém rozsahu domény. Avsak do doby, nez budou popsany vSechny souvislosti
mezi modelem, zvolenymi parametry a vysledkem, bude rozhodovacim prvkem uzivatel
sam. Uzivatel aplikace VEMethod musi obsahnout pokro¢ilé znalosti modelovani
proudéni, aby byl schopen posoudit kvality zvolené podminky a spravné zvolit okrajové
podminky pro feSeny problém.
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9 ZAVER

Metoda hrani¢nich vifivych elementil je alternativou dnes nejrozsifenéjSimu softwaru
na bazi metody kone¢nych objemil. Metoda hrani¢nich vifivych elementl vynika svoji
rychlosti, protoZe neni provadén vypocet v celém modelovaném objemu, ale pouze na
hranici. Tento fakt si vybira také svoji dan a to formou omezeni, protoze na povrchu
existuji body, v nichz nelze spocist indukovanou rychlost.

Obecné aplikaci této metody spatfuji v oblasti navrhu, optimalizace a vypoctl
lopatkovych profild, protoze je tato metoda v porovnani s béznymi CFD softwary
mnohem rychlej$i, coz umoziuje efektivni zapojeni do optimalizaéni smycky.
V soucasné dob¢ metoda prezentovana v této praci neni aplikovana k takovym uceld.

Tato diplomova préce, jejimz dil¢im ukolem bylo naprogramovat metodu hrani¢nich
vifivych elementd pro 2D proudéni kapalin, obsahuje a rozebira problematiku
okrajovych podminek, jejichz vliv na vysledky je zcela zasadni. PfedevSim je vénovan
prostor kmitani hustoty vifivosti pro okrajovou podminku se spojitym pribéhem hustoty
vifivosti a jeji prvni derivace.

V praci jsem navrhl novou sadu okrajovych podminek, kterd vykazuje velice dobré
vysledky. Existuji vSak ptipady, kdy tomu tak neni. Vysledky poskytované touto sadou
okrajovych podminek miiZeme ovlivnit proménnym parametrem uloZeni referencnich
bodu.

Jednim zcill diplomové prace bylo ovéfit okrajové podminky na jednoduchych
profilech. To je splnéno v kapitole 7, kde se také ukazuji vyhody a nevyhody
naprogramovanych okrajovych podminek.

Tato prace poskytuje zaklad pro dalsi odhalovani souvislosti mezi vstupnim modelem,
volbou okrajovych podminek a vysledkem. V textu prace bylo nastinéno nékolik
nepopsanych jevl. Popisem téchto jevii dostoji metoda vyraznému zptesnéni. Dal§imi
kroky vpraci by mohla byt restrukturalizace koédu programu a zefektivnéni
numerickych vypocti. Krok spravnym smérem je redukce matice obsahujici podminky
spojitosti. Tim je dosazeno téméf zdvojndsobeni rychlosti vypoctu, protoze Gaussova
eliminacni metoda vyuzita k feSeni hlavni matice je velice operaéné narocna. Potiebny
pocet operaci je asi roven tieti mocnin¢ $itky matice.

Metoda hrani¢nich vifivych elementd ma fyzikalni zaklad v mezni vrstvé utvafené
na rozhrani profilu a proudici kapaliny. Dulezitym krokem k rozsifeni metody v poli
aplikaci je propojeni s modelovanim mezni vrstvy kone¢né tloustky.
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SEZNAM SYMBOLU

\Y - matematicky operator Nabla

v m.s™ rychlost proudéni

v; m.s*t rychlost proudéni

Voo m.s™ rychlost paralelniho proudu

V)i m.s*t samoindukovana rychlost

v m?.st kinematicka viskozita (ny)

¢ m?s?t potencial

x m poloha

X m bod na virovém vldkné nebo sténé

X' m bod indukované rychlosti

X(0)k m kolmy priimét bodu indukované rychlosti na virovou sténu
r m polomér

T(0) m vzdalenost od kolmého primétu k bodu indukované rychlosti
R, m polomér virového jadra

A m?.s*t sila zdroje/propadu

u m.s* intenzita virového vlakna

y m.s™ hustota vitivosti

r m%s?  cirkulace

[ m?st  piispévek cirkulace od jednoho elementu

Iy m?.s™ celkova cirkulace viru

I m2.s* cirkulace uzaviend uvnitf jadra viru

Ic m2.s™ celkova cirkulace jadra viru

0 rad uhel natoceni

Tk 1 te¢ny jednotkovy vektor

ng 1 normalovy vektor

Eizk - Levi — Civitiv tenzor

t S parametr ¢asu

) rad.s  ahlova rychlost rotujiciho vélce

0y m?.s™ vektor viru rychlosti

Ay m.s™ koeficient polynomu hustoty vifivosti

Am,0-3) m.s™ koeficient polynomu hustoty vifivosti

%4 m? kontrolni objem

a % procentualni odchylka

s m parametr kiivky

£ m blizké okoli bodu na virové sténé

a rad uhel seviend kolmici odsazeni od virové stény a osy Xz
L N vztlakova sila

Poo kg.m®  hustota natékajici tekutiny v ustdleném proudu
p m parametr po délce elementu

Seznam symboll
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Ugn) - n. uzlovy bod

L) m délka n. uzlového bodu

S m hodnota parametru kfivky v poc¢ate¢nim bodé elementu

9(o)i m parametr polynomu indukované rychlosti zavisly na geometrii

Ity 1 feSeni prvniho integralu pro rg) # 0

I(20) m feSeni druhé¢ho integrélu pro 7y # 0

It m feSeni integralu pro vy = 0

Ui m.s*t unasiva slozka rychlosti

A - feSena matice problému

X - vektor neznamych

b vektor pravych stran

A, m.s'  odchylka hustoty vifivosti

Dymax M st maximalni odchylka hustoty vifivosti

B ° uhel sevieny sousednimi elementy profilu

dm m.s*t meérny prutok do profilu

Qabs m.s™ absolutni pratocnost povrchu

SEZNAM PRILOH

Ptiloha A Vektorové pole v okoli obtékaného ¢tvercového profilu
pro podminku IIT (Ief = 0,7)

Ptiloha B Vektorové pole v okoli obtékaného kruhového profilu
pro podminku III (Ief = 0,7)

Ptiloha C Vektorové pole v okoli podélné obtékaného elipsového profilu
podminky ITI(l;es= 0,7)

Ptiloha D Vektorové pole v okoli podéln¢ obtékaného obdélnikového profilu
podminka Il (le= 0,7)

Piiloha E CD, obsahuje:

— elektronickou verzi diplomové prace

— program VEMethod verze 1.5

— soubory .MSH poctenych profilt

— projekt VEMethod pro Microsoft Visual Studio 2010

Seznam pfiloh

67






P

(&

%..;,ud\dp

VUT-EU-ODD-13303-01-13
Metoda hrani¢nich vifivych elementl pro 2D proudéni kapalin

o ol

10 PRIiLOHY

Priloha A

Vykresleni vektorového pole pro obtékani tvercového profilu. Strana Etverce je dlouha
1 m. Vypocet proveden sokrajovou podminkou tfi referencnich bodd (III).
Parametr | = 0,7. Profil ma 40 element. ReSeni spocteno pro rychlost natékajici
kapaliny 1 m.s™.
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Priloha B

Vykresleni vektorového pole pro obtékani kruhového profilu. Kruh ma polomér 5 m.

Vypocet proveden

s okrajovou

podminkou

tid

referenénich  boda

(I1I).

Parametr |l = 0,7. Profil ma 40 elementq. Reseni spocteno pro rychlost natékajici

kapaliny 1 m.s™.
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Priloha C

Vykresleni vektorového pole pro podélné obtékani elipsovitého profilu. Elipsa ma
hlavni poloosu a = 0,5 m, vedlejsi poloosu b = 0,25 m. Vypocet proveden s okrajovou
podminkou tii referenénich bodut (III). Parametr l¢s= 0,7. Profil ma 40 elementu. Reseni
spo&teno pro rychlost natékajici kapaliny 1 m.s™.
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Priloha D

Vykresleni vektorového pole pro podélné obtékani obdélnikového profilu. Obdélnik ma
strany a = 1 m, b = 0,25 m. Vypocet proveden s okrajovou podminkou nulovych
rychlosti (II). Parametr et = 0,7. Profil ma 40 elementt. ReSeni spoéteno pro rychlost
natékajici kapaliny 1 m.s™.
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