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Abstrakt — Tento dokument popisuje jednotlivé metody
algebraického dekodovdani Reed Solomonovych kodu. Jsou
zde zndzornény postupy pro ziskdni lokalizacniho mnoho-
clenu pomoci vybranych metod dekodovdni, kazdd metoda
je doplnéna strucnygm prikladem pro lepsi vysvétlent.

1 Uvod

Pfi pfenaseni dat v komunikacnich systémech diky potiebé
neustéale zvySovat pfenosové rychlosti se stale castéji setka-
vame se vznikem chyb, které maji tendenci se shlukovat.
Jednim ze zpusobd ochrany jsou Reed Solomonovy kédy
(dale jen RS kddy), ty jsou schopny pfenos dostateéné za-
bezpecit. Byly publikovany v roce 1960 svymi vynalezci
Irvingem Reedem a Gusem Solomonem v tehdejsim caso-
pisu o védé Journal of the Society for Industrial and App-
lied Mathematics, od svych vyndalezci také piebrali sviij
nazev.

2 Zakladni popis RS kodu a jejich kédo-
vani

RS kédy patii do kategorie BCH (Bose-Ray-Chaudhuri)
kédu a jedna se tedy o korekéni, cyklické, linearni kddy
se symboly, které jsou tvoreny m-bitovymi posloupnostmi,
kde m je libovolné celé kladné ¢islo s hodnotou vétsi nez
2. Kéd byva bézné zadan parametry (n,k). Parametr k
urcuje, kolik symbold vstupuje do kodéru a parametr n
udava pocet symbold vystupujicich z kodéru. Pro n a k
pak podle [2] plati:

O<k<n<2m™+4+2

(1)

Pro nejbéznéjsi RS(n, k) kéd pak plati[2]:

(n k)= (2™ —1, 2™ —1—21), (2)

kde t je oznaceni pro korekéni schopnost kédu an—k = 2t
je pocet symbolid pro zabezpeceni.

Pro nebinarni kédy je vzdalenost mezi dvéma kédovymi
slovy definovédna (analogové s Hammingovou vzdélenosti)
jako pocet symboli, ve kterych se posloupnost lisi. Pro RS
kédy je miniméalni kédova vzdalenost dana vztahem podle
[2):

dmin:n_k+1 (3)

Kéd je schopen opravit jakoukoliv kombinaci ¢ nebo méné
chyb, kde t 1ze vyjadiit jako [2]:

dm,nfl n—k
t: =

5 5 (4)

Nez prejdeme k samotnému procesu kédovani, je potfeba

jesté definovat vytvareci polynom. Ten je podle [2] defino-
van jako:

2t

9(X) = (X—a)(X—a?) ... (X—a®) = [[(X—o) Zga 7
j=1

(5)

kde o', a?, 2t jsou prvky Galoisova télesa.

Protoze RS kédy mohou byt systematické i nesystema-
tické, pouzivaji se pro kédovani dva pristupy. Nesystema-
tické cyklické kodéry generuji kédové slovo vynasobenim
vstupniho polynomu i(X) vytvafecim polynomem g¢(X).
Vystupni kédové slovo je tedy dano [2]:

o(X) = i(X) - g(X) (6)

Kde koeficienty polynomt jsou prvky Galoisova pole
GF(2™).
Pro systematické RS kédy pak plati vztah [2]:

(7)

o(X) = X" i(X) + p(X)
podle vySe uvedené definice mame:
o(X)
{ } -0
X(=k) (X))
R
em { (%)

(e ey

Jestlize posloupnost paritniho polynomu p(X
n — k a posloupnost g(X) je n — k, pak mtzeme podle [2]

psat:
p(X)\ _
Rem{g(X)}p(X) (11)

a dosazenim této rovnice do rovnice 10 a upravenim dosta-
neme:

%/—’
I
)

0 (10)

) je mensi nez

=p(X)

o0} 1)

X(n—k)
—Rem _—
{ 9(X)
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Dosazenim rovnice 12 do 7 pak dostaneme kone¢ny vztah
pro systematické kédovani:

(n—=k) .4
c(X):X"_k%(X)—FRem{Xg(X)(X))}. (13)

3 Obecny postup algebraického dekddo-
vani RS kédua

Pro dekédovani RS kédu bylo vyvinuto mnoho algoritm.
V této kapitole se je priblizen obecny postup algebraického
dekédovani RS kodu. Konkrétni metody, které budou po-
psény nize se pak lisi viceméné pouze ve stanoveni lokali-
zac¢niho mnohoclenu.

Obecné lze podle [3] algebraické dekédovani RS kédu
rozdélit do nésledujicich kroki:

1. Vypocet syndromt (uréeni zda nastala ¢ nenastala
chyba).

2. Stanoveni chybového polynomu (lokatoru chyb), jehoz
kofeny nam urcuji, kde se nachazi chyby v pfenase-
ném kédovém slovu. Tento krok lze resit vice zptsoby,
existuje nékolik odlisnych algoritma pro nalezeni chy-
bového polynomu, napt. Peterson-Gorenstein-Zierletv
algoritmus, Berlekamp-Maseytv algoritmus, Euklidav
algoritmus atd.

3. Nalezeni kofenti chybového polynomu. To se obvykle
provadi pomoci Chienova vyhledavani.

4. Stanoveni hodnoty chyby. To je obvykle dosaZeno po-
uzitim Forneyova algoritmu.

5. Oprava chyby.

3.1 Vypocet syndromu

Prvnim krokem dekédovani je vypocet syndromovych rov-
nic. Ty nam indikuji zda nastala, ¢i nenastala pii pfenosu
chyba. V piipadé, ze vSechny syndromové rovnice vyjdou
nulové, pri prenosu nenastala zadna chyba a dalsi kroky
dekoédovani viibec neprobéhnou. Pro vypocet jednotlivych
syndromovych rovnic se pouziva vztah:

n—1
S5 :r(aj) = Zek‘ajka j=12... (14)
k=0

3.2 Lokaliza¢ni mnohoélen

V tomto kroku se lisi jednotlivé pfistupy k dekddovani
RS kédu. V dal$im textu jsou popséany jednotlivé metody
a s nimi i jednotlivé algoritmy pro nalezeni lokaliza¢niho
mnohoclenu.

Obecné je pak lokaliza¢ni mnohocélen podle [3] definovan
jako:

LX) =[[0-X@) = Ly X"+ L, 1 X" '+.. .+ L1 X + Lo,
=1
(15)
kde Ly = 1. Ostatni koeficienty L, je nutné dopocitat né-
kterym z nize uvedenych algoritmii.

3.3 Nalezeni pozic chyb - Chienovo vyhledavani

Predpokladejme, ze v tuto chvili mame stanoveny lokali-
zacni mnohoclen. Dalsim krokem je nalezeni kofent tohoto
mnohoclenu. To spociva v tom, Ze se postupné provéruji
vsechny prvky z Galoisova télesa, jestli nejsou kofenem
mnohoclenu. Existuji i odlisné zptisoby, ale pro télesa pou-
zivané pro korekéni kédy a pro pocet hledanych kotfenti se
jevi Chienovo vyhledavani jako nejvic G¢inné [3].

Vezméme priklad, kdy mame v = 3 a lokaliza¢ni mno-
hoclen je tedy podle vztahu 15 ve tvaru:

L(X) = Lo+ Ly X+ Ly X?+ L3 X? = 14+ Ly X+ Ly X2+ L3 X°

Vypoéitame L(X) pro kazdy nenulovy prvek Galoisova
télesa: X = 1, X = q,

X =a?,...,X =a?" 2. To ndm davé nasledujici:
L(1) 1+ Ly(1) + Lo(1)% + Ls(1)®
L(o) = 14 Li(a)+ Ly(a)? + Lz()?
L(a?) 1+ Ly (e?) + Ly(a?)? 4 Lz(a?)?
L@ 72) = 14 L1(a?" 72 + Ly(a? 72)2 4+ Ly(a?"72)3

V ptipads, ze L(X) vyjde nulové pro dany prvek GF,
je indikovana pozice chyby. Jestlize nejsou nalezeny zadné
kofeny, znamend to neodstranitelné chyby.

3.4 Vypoéet hodnoty chyb - Forneyuv algoritmus

Po ziskani lokatoru chyb a ziskani jeho kofenti ndm zbyva
vy¢islit hodnotu chyb. Pro toto byl vyvinut Forneytiv al-
goritmus, pro jeho odvozeni se musime vratit k vypoctu
syndromi.

V pfipadé, Ze mame urcené syndromy S1,.Ss, ..., So; mu-
Zeme urcit syndromovy polynom S(X) nasledovné:

2t—1
S(X) = S1+82(X)+...+Su X =Y " 51X/, (16)
=0

Nésledné mizeme podle [3] definovat polynom pro uréeni
hodnoty chyb E(X):

E(X) = S(X) - L(X)(modX?") (17)
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Tato rovnice je nazyvéna kli¢ova rovnice (ang. key
equation). Operace modX?! zajistuje zruSeni vSech ¢lenti
polynomu, které jsou stupné 2t nebo vyssi. Protoze jiz
mame urceny polynom pro urceni chyb, sta¢i vypocitat
derivaci L(X) a mizeme podle [2] a [3] psat vztah pro
hodnotu chyby M;, I € 1,...,v ktera je obecné ve tvaru:

(18)
kde L'(X) je derivace lokaliza¢niho mnohoclenu.

3.5 Oprava chyby

V posledni fazi jsou jiz znamy pozice chyb a jejich hodnoty
v prenasené zpravé. Na zakladé téchto hodnot je sestrojen
chybovy polynom e(X). Tento polynom je pfi¢itan k poly-
nomu, ktery byl pfijaty v dekodéru r(X), jejich sectenim
pak dostdvame opravenou vstupni zpravu i(X). Toto vy-
jadfuje nasledujici rovnice:

i(X) = r(X) + e(X). (19)

4 Algoritmy pro stanoveni lokaliza¢niho
mnohocélenu

4.1 Berlekamp Masseyuv algoritmus

V této kapitole bude popsan Berlekamp - Masseytv algo-
ritmus ( déle jen BM algoritmus ) pro stanoveni chybového
polynomu. Tento algoritmus je zaloZen na postupné iteraci.

BM algoritmus mtizeme formalné shrnout Blahutovou
interpretaci[2]. Jednotlivé faze algoritmu jsou zndzornény
v diagramu a tyto kroky jsou popsany nize:

1. Nastaveni pocate¢nich podminek:
index iterace: ¢ = 0
délka LSFR: IV =0
chybovy mnohoélen: L) (X) = 0
pomocny chybovy mnohoclen: A (X) =0

2. Kontrola, zda jsme dosahli konce iterace, to je jestlize
i=2t.

3. Odhad chyby, ktera nélezi k dalsimu vygenerovanému
syndromu:

K
di = Z Lgf)'si%»lfn (20)
n=0

4. Kontrola, zda je odchylka d* = 0 a v pfipadé, Ze ano,
pak aktualni LFSR o délce I’ a chybovy mnohoéclen
Li(X) produkuje nasledujici syndrom s;, ;. Proto pie-
jdéte ke kroku 5, v opacném pripadé prejdéte ke kroku
6.

5. Jednoduse posun pomocny LFSR o jednu pozici po-
moci nasledujiciho vztahu:

AD(X) = X. AW (X), (21)

dale pokracuj krokem 12.

6. Jestlize d¥) # 0, opravime docasny chybovy mnoho-
¢len T(i)(X). Toto vyjadiuje nasledujici vztah:

TOX) = LO(X) —dP —d» X AD(X). (22)

7. Ovéfeni, jestli je LFSR tfeba zvétsit, nebo ne. V pfi-
padé Ze ne, pokracujeme krokem 8, jinak krokem 9.

8. Obnoveni chybového mnohoclenu pomoci néasleduji-
ciho vztahu:

LO(X) :=TW(X) (23)

vracime se do kroku 5.

9. Normalizujeme posledni chybovy mnohoclen L(X) dé-
lenim d(® # 0 a vysledek se ulozi do pomocného LFSR
AW (X):

LO(X)

AVX) ==

(24)

pokracujeme krokem 10.
10. Nyni mtizeme piepsat L) (X), protoze byl v piedcho-

zim kroku normalizovén a ulozen do A®(X). L) (X)
je aktualizovan nasledovné:

LO(X) :=TW(X) (25)

pokracujeme krokem 11.

11. Podle kroku 7 musi byt prodlouzen LFSR. To prove-
deme pomoci nasledujiciho vztahu:

=i+ 11" (26)
pokracujeme krokem 12.

12. Inkrementujeme index iterace ¢ a vratime se do kroku

2.

Pro podrobnéjsi studium tohoto algoritmu bych doporu-
¢il literaturu [2] a [3].
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4.2 Euklidav algoritmus

V této kapitole si ukdzeme pouziti Euklidova algoritmu pro
konstrukci chybového polynomu. Tento pristup k dekddo-
vani se ¢asto nazyva Sugiyama algoritmus.
Vyjdeme ze zakladni rovnice podle [3]:
E(X) = S(X)L(X)

(mod X ") (27)

Zname pouze S(X) a t a chceme uréit chybovy polynom
L(X) a polynom pro urceni velikosti chyb F(X). Tento
problém se jevi jako nefeSitelny. Nicméné rovnici 27 mu-
zeme podle [3] pfepsat na:

O(X)(X*) + L(X)S(X) = E(X) (28)

pro libovolny polynom O(X). Uvedme, Ze podle [3] roz-
sifeny Euklidiv algoritmus vraci pro dvojici prvkl (a,b),
dvojici prvki (s,t) takovych, ze:

as+bt=c (29)

kde ¢ je nejvétsi spoleény délitel z a a b. Z této tvahy
vychazi Euklidova metoda a cely proces lze pak podle [I]
shrnout do nésledujicich kroki:

1. Spocitani syndromti a syndromového polynomu
S(X) =81+ 82X + ...+ s XL,

2. Jestlize S(X) = 0, pak je odpovidajici pfijaty vektor
povazovan za kédovy vektor.

3. Jestlize S(X) # 0, pak je algoritmus inicializovin
jako:

r(X) = X*
ro = S(X)
t(X) = 0 (30)
to(X) = 1
1 -1

4. Rekurzivni parametry jsou stanoveny nasledovneé:

TZ‘_Q(X)
t;i—2(X)

(X)ri—1(X)

—q
—q(X)ti—1(X)

ﬂ
<
=
>
I

tato rekurze probihd tak dlouho dokud je (r;(X)) > ¢;.

5. Kdyz (r;(X)) < t;, rekurze skonéi a mizeme uréit:
(33)
(34)

Pro podrobnéjsi studium Euklidova algoritmu bych do-
porudil literaturu [3] a [IJ.

4.3 Peterson-Gorenstein-Zierleuv algoritmus

Peterson-Gorenstein-Zierleova (déle jen PGZ) metoda de-

kédovani obsahuje inverzi dvou matic. Jednu pro vypocet

chybového polynomu a druhou pro uréeni hodnot chyb.
Nésledujici vypocty vychézeji ze vztahu podle [2]:

L=S"'.s. (35)
Reseni je zalozeno na  nasledujici  teorému.
Vandermondova matice S tvofend syndromy neni
singularni a miaze byt invertovana, pokud je jeji dimenze
v X v, pokud je singularni, tak nemize byt invertovana
protoze dimenze je vétsi nez v, kde v je aktudlni pocet
chyb, ktery nastal.

Abychom mohli vyfesit rovnici 35, musime urcit v pro
schopnost invertace S. Zpocatku nastavime v = ¢, protoze
t je maximalni mozny pocet chyb, a poc¢itame determinant
S. Pokud je det(S) = 0, pfi v = ¢ pak musime dekremen-
tovat v o jedna, postupné az na nulu, dokud nenajdeme v,
pro které bude det(S) # 0. Jakmile je nalezeno spravné v,
spo¢itdme S~! a uréime L = S~!8S.

Nasleduje vyuziti Chienova vyhledavani. Jsou nalezeny
pozice chyb a zbyva pouze vydcislit hodnotu chyby. To lze
provést vyse zminénym Forneynovym algoritmem, nicméné
v dobé vyvinuti PGZ metody tento algoritmus nebyl znam,
a tak se tento problém tesil opét pomoci invertovani ma-
tice.

Je to pomérné jednoduché, vyjdeme ze vztahu M =
P~!S podle [2]. Z Chienova vyhled4vani jiz zndmou matici
pozic chyb P invertujeme pro spocitani vektoru velikosti
chyb M:

M=P!S. (36)
5 Priklad na dekédovani
Pro upfesnéni vykladu jednotlivych algo-
ritmi  uvedeme piiklad. Mame pfijatou zpravu
r = (000 111 000 101 000 000 000). Posloupnost

byla zakédovana kédem RS (7, 3), ktery je definovan polem

GF (23) nad zékladnim polynomem p;(X) = 1+ X2+ X3.
Nejprve je potifeba prepsat prijatou zpravu do polyno-

mialniho tvaru, ktery je nutny pro vypocet syndromu:

r(X)=a*X +*X3

Nasleduje samotny vypocet syndromi:

s1(@) = rla)=a°+af=a?
se(@) = r(@®)=af+a?=a
s3(@) = r@®)=1+a°=a
sq(@) re)=a+a=0

Nyni potfebujeme stanovit lokaliza¢ni mnohoclen, to zde
pro nazornost provedeme vSemi vyse uvedenymi algoritmy.
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T Ty =T — qTi1 qi ti=1i—2— qili—1
-1 X" F=Xx1? 0

0 SX)=a%+aX+aX? 1

1 X +ab a2+ a8X +a%X2%2 a2+ abfX + afX?

Tabulka 1: Znézornéni jednotlivych iteraci Euklidova algoritmu.

5.1 Stanoveni lokaliza¢niho algoritmu pomoci

BM algoritmu

i L(X) A(X) l
0 1 1 0
1 1+a®X at 1
2 14+a°X a*X 1
3 1+aP’X+a5X%2 aP+aPX 2
4 14+a*X +a*X?

Tabulka 2: Znazornéni jednotlivych iteraci BM algoritmu.

Iterace konci v naSem pripadé kdyz ¢ = 2t = 4 a ziska-
vame lokaliza¢ni mnohoélen L(X) =1+ a*X + a?X?

5.2 Stanoveni lokalizaéniho algoritmu pomoci Eu-
klidova algoritmu

Jednotlivé iterace algoritmu jsou znézornény v tabulce
Jestlize je stupen polynomu ve sloupci r; mensi nez stu-
pent polynomu ve sloupci t;, algoritmus se ukonci. Potom
muZzeme psat:

Li(X) = o’X?+a%X +0a?

Polynom L;(X) takto ziskany, je ndsobeny prvkem Ga-
loisova pole A € GF(2%) za cilem ptevést jej do normova-
ného polynomu. Tato hodnota A je v nasem prikladé A = «.
Potom:

LX) = X?+X+a8
Vidime, zZe jsme ziskali lokaliza¢ni polynom stejny jako
BM algoritmem.

5.3 Stanoveni lokaliza¢niho algoritmu pomoci
PGZ algoritmu

Vzhledem k tomu, ze nemame zadné informace o skutec-
ném poc¢tu chyb v pfijimaci, musime nejprve ocekavany
pocet chyb v urcit. Zpodatku nastavime v =t = 2. Otes-
tujeme, zda je determinant matice v X v rlizny od nuly:

1
2

det(S) = det

S S92 _ 2
5 55 = (183 — 85)

Dosazenim za jednotlivé syndromy dostaneme:

det(S) = (@®*a—a?) =a* —a®> =a’ #0
Protoze je det(S) # 0 miizeme vypoéitat S
3 3
-1 (0% (0%
b

Nyni uz muzeme vypocitat hledany lokaliza¢ni mnoho-

o ]=lo s )=

Lokaliza¢ni mnohoélen je tedy L(X) = a*X? + o?X + 1,
pfevedenim do normovaného polynomu opét dostaneme
stejny vysledek jako u BM a Euklidova algoritmu.

Po stanoveni lokaliza¢niho mnohoclenu je na fadé Chie-
novo vyhledavani pro nalezeni pozic chyb:

L®) = a®+a’+ad=0a8
L) = +a+a®=0a"
La?) = a*+a’+a®=a°
L®) = a®+a*+a=a°
L) = a+a*+a®> =0+«
L(@®) = a*+a’+a=0a°
L(a%) ®+a’+a® =0«

Q
=
w

i

0

2 Q

( a6) 1 _ E

Nyni jiz mtzeme vypocitat hodnotu hledanych chyb. Pro
to potfebujeme derivaci lokaliza¢nitho mnohoclenu, coz je
L'(X) =1 a polynom pro odhad chyby E(X).

E(X) = L(X)-S(X)(modX*?)
E(X) = (1+a*X +a*X?) - (@®X +aX? +aX?)(modX*)
E(X) = o°X?+a%°X
_ BE(PY)  E(a")  o?
M = L’(P}l)) T Db 1 o’
_ B(PyY) B ot
M = L’(le)) NACO o!
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Tim dostavame potifebné hodnoty pro sestaveni chybo-
vého polynomu:

(PlﬁMl) = (0537043)
(P27M2) = (a17a4)

Chybovy polynom mé pak tvar:

e(X)=a*X +a’X3

Pfi¢tenim chybovému vektoru e(X) k pfijatému poly-
nomu r(X) ziskdme nulovy vektor, coz je hledand vstupni
zprava kodéru.

6 Zavér

V tomto dokumentu bylo popsano algebraické dekédovani
Reed Solomonovych kédi, byly zde predstaveny jednotlivé
pristupy ke stanoveni lokaliza¢niho mnohoclenu. Pro po-
drobnéjsi studium téchto metod bych doporudil predevsim
literaturu [1I] a [3]. Diky dobrym vlastnostem RS kéd jsou
v dnes$ni dobé hojné pouzivany v mnoha digitalnich zaii-
zenich, v posledni dobé je napiiklad zabezpeceni témito
kédy pouzito v zabezpeceni FEC u standardi pro pasivni
optické sité (EPON, GPON, 10GEPON, XG-PON), kde se
pouziva pro dekédovani ¢asteéné modifikované Euklidovy
metody.
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