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Abstrakt
Tato práce je zaměřena na návrh, klasifikaci a implementaci aproximativních násobiček.
Výstupem je sada nově navržených aproximativních násobiček pro plovoucí řádovou čárku
s možností variabilní šířky operandů. Návrh a vlastnosti těchto násobiček jsou v práci
podrobně analyzovány.

Abstract
This thesis focuses on the design, classification, and implementation of approximate mul-
tipliers. The outcome is a set of newly designed approximate multipliers for floating-point
arithmetic with support for variable operand widths. The design and properties of these
multipliers are analyzed in detail in this work.
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Kapitola 1

Úvod

S rostoucím množstvím aplikací náročných jako jsou neuronové sítě, či zpracování obrazu
přímo ve vestavěných zařízení, se rychlost výpočtů a spotřeba energie dostává čím dále
více do popředí. Nároky na výpočetní výkon ve vestavěných zařízeních se zvyšují, možnosti
napájení těchto zařízení však zůstávají omezené, proto se zvyšuje tlak na úspornost vý-
početních obvodů. Pomalu se ale blíží doba, kdy narazíme na fyzikální limity aktuálních
výrobních procesů. Je tedy potřeba hledat nové způsoby, jak zajistit vyšší úspornost při
stále se zvyšujících nárocích aplikací.

Jedním z řešení tohoto problému může být použití aproximace při provádění výpočtů
[30]. Aproximací se zjednoduší implementace dané komponenty, kterou pro daný výpočet
použijeme a to tak, že umožníme komponentě pro určité vstupy vracet chybné výstupy.
Tuto nepřesnost lze akceptovat v aplikacích, které jsou tolerantní vůči chybám. Mezi tyto
aplikace patří například právě neuronové sítě [30].

Mnoho výzkumu bylo již zaměřeno na nejčastěji prováděné operace, jako sčítání a ná-
sobení celých čísel, ale relativně málo studií se zabývá využití aproximativních obvodů
v komplikovanějších operacích, jako například práce s čísly s plovoucí řádovou čárkou [30],
které přináší vyšší dynamických rozsah. Proto se v této práci budu zabývat právě návrhem
aproximativních násobiček pro čísla s plovoucí řádovou čárkou. Popíši zde různé možnosti
aproximace tedy jak funkční, tak i fyzikální aproximaci. Bude využito také již vytvořených
aproximativních subkomponent, z knihovny EvoApprox a práce bude připravena tak, že
bude možné v budoucnu použít i jiné typy subkomponent.

Práce je rozdělena následujícím způsobem. Nejdříve bude v kapitole 2 popsán způsob
reprezentace desetinných čísel na moderních architekturách, na což naváže úvod do Apro-
ximativních obvodů v kapitole 3. Dále práce pokračuje kapitolou 4 zabývající se implemen-
tací přesných násobiček čísel s plovoucí řádovou čárkou. V následující kapitole číslo 5 je
poté představena implementace aproximativních násobiček čísel s plovoucí řádovou čárkou.
V předposlední kapitole 6 budou parametry těchto násobiček vyhodnoceny. V poslední 7.
kapitole bude nakonec celá práce shrnuta a budou navržena možná další vylepšení.
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Kapitola 2

Reprezentace desetinných čísel

Existuje několik způsobů, jak matematicky reprezentovat desetinná čísla. V počítači se
používají primárně dvě reprezentace. Těmito dvěma reprezentacemi jsou plovoucí a pevná
řádová čárka.

2.1 Plovoucí a pevná řádová čárka
Pevná řádová čárka má pevný počet číslic před desetinnou a za desetinnou čárkou oproti
tomu plovoucí řádová čárka na nemá přesně daný počet celých číslic před a za desetinnou
čárkou [30].

Výhodou plovoucí řádové čárky je vyšší přesnost, která je ale vykoupena komplikovanější
hardwarovou implementací. Pro takovou jednotku je potřeba, vyhradit na výsledném čipu
více místa. Dále kvůli vyššímu množství hradel roste spotřeba a čas potřebný na jeden
výpočet [30].

Jak lze vidět na obrázku 2.1 binární reprezentace desetinných čísel s pevnou řádkovou
čárkou je rozdělená tak, že je zde předem určený počet cifer celé části desetinného čísla.
Poté následuje předem známý počet cifer desetinné části desetinného čísla. Znaménko je zde
typicky řešeno reprezentací čísla v dvojkovém doplňku. Reprezentace ve dvojkovém doplňku
funguje tak, že pokud chceme u daného čísla změnit znaménko, tak znegujeme všechny bity
a ke znegovanému číslu přičteme jedničku.

Naopak čísla s plovoucí řádkovou čárkou jsou reprezentována pomocí třech částí: zna-
ménka, exponentu a mantisy. Znaménko je zde uloženo v prvním bitu, kdy tento bit je nula,
když je číslo kladné a jedna, když je číslo záporné. Další bity mají také odlišný význam od
bitů ve formátu s pevnou řádovou čárkou. Exponent určuje posunutí první číslice vůči řá-
dové čárce [2]. Reprezentace exponentu umožňuje zobrazovat i velmi malá čísla a to pomocí

Celá �ást Desetinná �ást

Znaménko Exponent Mantisa

Obrázek 2.1: Porovnání reprezentací desetinných čísel
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Obrázek 2.2: Ukázka chyby při sčítání dvou čísel v plovoucí řádové čárce

takzvaného biasu, který je roven polovině rozsahu exponentu. Tento bias se odečte od bitové
hodnoty exponentu a výsledné posunutí tedy může být i o záporné mocniny dvou. Mantisa
se skládá z jednotlivých číslic daného čísla, a to nezávisle na tom, jestli jsou v desetinné,
nebo celé části. V binární reprezentaci lze použít takzvaná implicitní jednička [2], kdy se
první jednička v mantise neuvádí, jak je naznačeno na obrázku 2.1.

Nevýhodou plovoucí řádové čárky je, že pro některé operace, jako například sčítání a
násobení nemáme dostatečnou přesnost mantisy, takže jedno z čísel je prakticky zanedbáno,
jak lze vidět v obrázku 2.2.

Využití čísel v plovoucí řádové čárce

Čísla s plovoucí řádovou čárkou jsou dnes dostupná pro použití v mnoha programovacích
jazycích od jazyků, jako například C [14] až po jazyky jako Python1. Dnes hardware pod-
poru pro práci s čísly v plovoucí řádové čárce najdeme například v hlavním procesoru
v stolních počítačích a serverech, kde jsou součástí vektorizovaných instrukcí2 a grafických
akcelerátorech3, kde se akceleruje pomocí paralelizace. Tyto a další platformy je podporují
v různých variantách velikostí. V některých vestavěných systémech ale není hardwarová
podpora přítomná a práce s těmito čísly se provádí algoritmicky tak, že kompilátor daného
jazyka simuluje hardwarovou podporu na úrovni software. Díky této široké podpoře dnes
najdeme čísla v plovoucí řádové čárce prakticky všude a algoritmy je využívající najdeme
ve velké části oborů informatiky od grafiky a zpracování obrazu až po neuronové sítě [15].

1Jak se píše v Python Enhancement Proposals dostupných na url https://peps.python.org/pep-3141/.
2Jak lze vidět z dokumentace výrobců processorů Intel dostupné na https://www.intel.com/

content/www/us/en/developer/articles/technical/intel-sdm.html a ARM dostupné na https://
developer.arm.com/documentation/ddi0487/latest.

3Viz dokumentace nástroje CUDA dostupná na https://docs.nvidia.com/cuda/cuda-binary-
utilities/.
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2.2 IEEE 754 Standard
IEEE 754 je standard jehož cílem je sjednotit reprezentaci čísel v plovoucí řádové čárce
pro komunikaci mezi hardware komponenty. Tento standard definuje binární podobu jed-
notlivých čísel, operace nad čísly s plovoucí řádovou čárkou a některé speciální stavy, které
mohou při výpočtech s čísly v plovoucí řádové čárce nastat. Také definuje dekadickou po-
dobu čísel v plovoucí řádové čárce, ta jde ale mimo rozsah této práce.

Binární reprezentace formátu

IEEE 754 definuje několik základních (výměnných) formátu binárních čísel které jsou zobra-
zeny v tabulce 2.1. Tyto formáty jsou poté skrze ISO/IEC 60559 [13] přidány do standardu
c99 a dále do dalších programovacích jazyků. Tyto základní formáty mají dle IEEE 754 za
úkol umožnit jednoduchou interoperabilitu mezi jednotlivými implementacemi. IEEE 754
dále definuje rozšířené a rozšířitelné přesnosti, které jsou určeny pro rozšíření přesnosti a
rozsahu základních formátů.

C99 název float double long double
IEEE 754 název binary16 binary32 binary64 binary128
délka znaménka 1 1 1 1
délka exponentu 5 8 11 15
délka mantisy 10 23 52 112
bias 15 127 1023 16383

Tabulka 2.1: IEEE 754 Základní formáty čísel.

Znaménko Exponent Mantisa

0 0 000 0 001 10 00 100
Obrázek 2.3: Ukázka formátu binary16

Každé číslo je dle IEEE 754 reprezentováno kanonicky, což znamená, že každé číslo má
pouze jednu binární reprezentaci. Výjimkou jsou nula a NaN hodnoty, které budou popsány
dále. Číslo lze z reprezentace získat pomocí vzorce 2.1 [2].

𝑛 = (−1)𝑠 * 2𝑒−𝑏𝑖𝑎𝑠 *𝑚 (2.1)

V tomto vzorci s je znaménkový bit, e je exponent. K mantise je potřeba nejdříve přidat
explicitní jedničku. Mantisu je tedy potřeba interpretovat, jako (1.binární mantisa)𝑏𝑖𝑛.
Číslo v obrázku 2.3 je tedy 2.1328125, což lze zjistit výpočtem 2.2.

(−1)0 * 216−15 * (1.00010001)𝑏𝑖𝑛 = 1 * 2 * 1.06640625 = 2.1328125 (2.2)

Normalizovaná a denormalizovaná čísla

Normalizovaná čísla jsou dle IEEE 754 taková čísla, která mají nenulový exponent a počítají
se dle vzorce výše. U denormalizovaný čísel naopak platí, že exponent je nula (s výjimkou
nuly, viz níže). Denormalizovaná čísla se poté interpretují jako čísla bez implicitní jedničky
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a vzorec pro jejich výpočet je tedy stejný jako pro čísla normalizovaná viz vzorec 2.1. Ale m
je zde interpretováno jako (0.binární mantisa)𝑏𝑖𝑛. Číslo v obrázku 2.4 lze tedy vypočítat
postupem v rovnici 2.3.

(−1)0 * 2−15 * (0.00010001)𝑏𝑖𝑛 = 1 * 0.000030517578125 * 0.06640625 =

= 0.00000202655792236328125
(2.3)

Znaménko Exponent Mantisa

0 00 000 0 00 10 00 100
Obrázek 2.4: Ukázka denormalizovaného čísla ve formátu binary16

Speciální čísla

IEEE 754 definuje speciální čísla, a to takzvané NaN (nečíselné hodnoty), kladné a záporné
nekonečno a kladná a záporná nula.

NaN se dělí na takzvané signalizující NaN a tiché NaN rozdělení je implementačně
specifické. NaN je ve formátu, kdy v exponentu jsou samé jedničky a v mantise je jakákoliv
posloupnost bitů kromě samých nul, jak lze vidět na obrázku 2.5. NaN vzniká například
dělení nulou, nebo jinou matematicky chybnou operací.

Dalším speciálními čísly jsou kladné a záporné nekonečno. Kladné a záporné nekonečno
má formát, kdy v exponentu jsou samé jedničky a v mantise samé nuly, toto lze vidět na
obrázku 2.6. Kladné a záporné nekonečno se rozlišuje podle znaménkového bitu.

Posledními speciálními čísly jsou nuly. Nuly jsou reprezentovány pomocí exponentu a
mantisy, ve kterém jsou pouze nuly, viz obrázek 2.7. Kladná a záporná nula se rozlišuje
podle znaménkového bitu.

Zaokrouhlování

Protože čísla v plovoucí řádové čárce nemusí být přesná je potřeba provést zaokrouhlení.
Existuje několik přístupů k zaokrouhlování.

Prvním způsobem zaokrouhlování je zaokrouhlování nahoru, kdy číslo je zaokrouhleno
na nejbližší možné číslo tak, že výsledné zaokrouhlené číslo nesmí být menší než původní
číslo. Pokud je číslo větší než maximální reprezentovatelné číslo, tak se číslo zaokrouhlí
na ∞.

Druhým způsobem zaokrouhlování je zaokrouhlování dolů, kdy číslo je zaokrouhleno na
nejbližší možné číslo tak, že výsledné zaokrouhlené číslo nesmí být větší než původní číslo.
Pro čísla menší, než nejmenší reprezentovatelné číslo se provede zaokrouhlení na −∞.

Znaménko Exponent Mantisa

X 11 111 X XX XX XX XXX
Obrázek 2.5: Ukázka NaN ve formátu binary16
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Znaménko Exponent Mantisa

X 11 111 0 00 00 00 000
Obrázek 2.6: Ukázka nekonečna ve formátu binary16

Znaménko Exponent Mantisa

X 00 000 0 00 00 00 000
Obrázek 2.7: Ukázka nuly ve formátu binary16

Třetím způsobem zaokrouhlování je aritmetické zaokrouhlování, kdy číslo je pouze zao-
krouhleno na nejbližší možné číslo, zde z logických důvodů zaokrouhlení na ∞ a −∞ nedává
smysl. Posledním způsobem zaokrouhlování je zaokrouhlování k nule. Zde se číslo zaokrouhlí
na nejbližší možné číslo bližší k nule, což znamená, že kladná čísla se zaokrouhlují dolů a
záporná se zaokrouhlují nahoru.

Nevýhody IEEE 754

Hlavními nevýhodami IEEE 754 jsou náročnost na výpočet, a nepřesnosti. IEEE 754 je na
rozdíl od pevné desetinné čárky poměrně náročná na výpočet, protože často potřebujeme
upravit čísla tak, aby daná operace šla provést, jak lze vidět u sčítání a odečítání.

Nepřesnosti s výpočty s IEEE 754 binární reprezentací nám znemožňuje využití v účet-
nictví, kde například nejsme schopni reprezentovat číslo jedna desetina, což je pro účetní
úkony nepřijatelné.

Dalším problémem je, že ne všechny implementace implementují veškerou funkcionalitu,
například u procesorů architektury IA-32 pro binary16 formát jsou veškerá denormalizovaná
čísla nahrazena nulou 4.

2.3 Standard bfloat16
Kromě IEEE754 existují i jiné reprezentace například bfloat16. Formát bfloat16 je formát
obdobný formátu binary32, kdy ale mantisa je snížena pouze na sedm bitů, jak lze vidět
na obrázku 2.8. Toto znamená, že je výsledný rozsah vyšší než binary16, což je vhodné
například právě pro násobení, ale malá bitová šířka mantisy je naopak nevhodná pro součty,
protože pravděpodobněji dojde k zanedbání menšího čísla [3]. Dále se v tomto formátu
zanedbávají denormalizovaná čísla a nečíselné hodnoty [1].

4Viz dokumentace architektury IA-32 dostupné na https://www.intel.com/content/www/us/en/
developer/articles/technical/intel-sdm.html.

Znaménko Exponent Mantisa

0 0 000 0 001 10 00 100
Obrázek 2.8: Ukázka čísla ve formátu bfloat16
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Znaménko Exponent Mantisa

0 0 000 0 001 10 00 100
Obrázek 2.9: Ukázka čísla ve formátu DLFloat

2.4 Standard DLFloat
Dalším formátem je formát DLFloat. Formát DLFloat je zaměřený pro aplikace hlubokého
učení. Na rozdíl od formátu bfloat16 je zde pro exponent vyhrazeno pouze šest bitů a na
reprezentaci mantisy je tím pádem vyhrazeno devět bitů. I v tomto formátu se zanedbávají
denormalizovaná čísla, ale nečíselné hodnoty se převádí na nekonečno [3]. Ukázku čísla
v tomto formátu lze vidět na obrázku 2.9.

11



Kapitola 3

Aproximativní obvody

V některých náročných aplikacích, jako v neuronový sítích, práci s multimédii, rozpoznávání
a klasifikaci, kde je potřeba velké množství výkonu s co nejmenší spotřebou můžeme využít
inherentní chybovou toleranci. Tyto aplikace jsou tolerantní k chybám a to jak například
práce s multimédii, kdy vstupy ze senzorů jsou nepřesné a navíc lidé nejsou schopní malé
chyby ve výstupu poznat, nebo u neuronových sítí, které jsou založené na pravděpodobnosti,
což ze samé podstaty zaručuje toleranci k chybám. Můžeme tedy v těchto aplikacích snížit
jak spotřebu, tak zvýšit rychlost výpočtu a snížit použité místo na fyzickém čipu, použitím
aproximativních obvodů.

3.1 Hardwarové parametry aproximativních obvodů
U obvodů sledujeme tři základní parametry a to rychlost výpočtu, plocha, jakou obvod
zabírá na čipu, a spotřebu energie.

3.1.1 Zpoždění aproximativních obvodů

Zpoždění aproximativních obvodů je důležité primárně u aplikací v reálném čase, kdy je
potřeba provést velké množství výpočtů v co nejnižším čase. Zde je potřeba sledovat nejdelší
kritickou cestu, která poté limituje nejrychlejší možné časování komponenty. Sledování kri-
tické cesty za návrháře zajišťuje syntézní program.

3.1.2 Plocha aproximativního obvodu

Plocha aproximativního obvodu ovlivňuje výslednou cenu daného čipu, protože pokud nám
zabírá jedna komponenta méně místa, může celý čip být menší, nebo se na něj může vlézt
více komponent.

3.1.3 Spotřeba energie

Spotřeba energie je dnes velmi důležitým faktorem pro použití komponentů například v In-
ternet of things aplikacích (IOT). V těchto aplikacích je spotřeba důležitá primárně kvůli
limitované výdrži baterie.
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3.2 Způsoby návrhu aproximace obvodů
Existuje mnoho různých způsobů jak vytvořit aproximativní obvod od zanedbání části
vstupů, až po speciálně navržené obvody.

3.2.1 Fyzická aproximace obvodu

Tato skupina modifikací aproximuje obvod úpravou jeho fyzických parametrů, kdy úmyslně
nedodržíme fyzické limity konkrétního obvodu.

Voltage Over-scaling

Technika Voltage Over-scaling spočívá ve snížení vstupního napětí pod minimální napětí
pro zachování časování pro daný obvod. Toto snížení vede tedy k nedodržení časování pro
daný obvod, což vede k chybám, které mohou být i v bitech, které jsou relativně blízko
nejsignifikantnějšího bitu, což poté vede celkem k velkým chybám [11]. Tento problem lze
částečně řešit skrze úpravu algoritmů na vyšší tolerantnost vůči chybám. Dalším způsobem,
jak lze toto řešit jsou rozdílná napětí pro jednotlivé části obvodu, kdy ty části obvodu,
které souvisí s bity s vyšším významem, mají vyšší napětí. Tuto techniku lze kombinovat
s ostatními a je samozřejmě závislá na výrobním procesu.

3.2.2 Aproximace funkce

Tento druh aproximace vychází ze znalosti přesného výpočtu a vhodně upravuje algoritmus
výpočtu tak, aby došlo k co nejvýhodnější aproximaci [22].

Gate-level pruning

Gate level pruning je technika, která se zaměřuje na odstraňování některých přechodů v zá-
vislosti na různých metrikách. Tuto metodu lze aplikovat automaticky při návrhu s pomocí
s nástrojů pro návrh obvodů. Existují dva základní přístupy při návrhu takových úprav a
to odstraňování na základě aktivity a odstraňování na základě důležitosti.

Odstraňování na základě aktivity se po syntéze provede simulace výsledného obvodu
a zaznamenají se přechody jednotlivých vodičů v obvodu a doba, kterou v dané hladině
nacházejí a poté se dané vodiče odstraní a obvod se zjednoduší [26]. Zjednodušené schéma
takové operace lze nalézt na obrázku 3.1.

Odstraňování na základě důležitosti je založeno na seřazení jednotlivých hradel do grafu
a zjištění jejich vlivu na výsledek, kde ve výsledku je vyhodnocovací funkce, která udává
signifikantnost jednotlivých bitů. Ukázkou takového grafu je graf na obrázku 3.2.

Tato technika samozřejmě závisí na kvalitě simulace a to hlavně vhodné volbě testova-
ných vstupů [26].

Úpravy na základě Karnaughovy mapy

Další možností je úprava Karnaughovy mapy, kdy je Karnaughovy mapa upravena tak,
aby bylo možné použít méně hradel na realizaci dané funkce. Výhodou této metody je, že
chyba je deterministická [15] a relativně jednoduše spočítatelná [15] a není zde tedy potřeba
simulace pro zjištění její chyby.

Tuto metodu může být výhodné kombinovat s jinými metodami, jejichž chyba snižuje
chybu způsobenou danou aproximativní úpravou Karnaughovy mapy [33].
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Obrázek 3.2: Ukázka grafu pro Gate-level pruning
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Úpravy obvodů na základě úprav algoritmu

Úpravy obvodů na základě úpravy algoritmu jsou úpravy, kdy se algoritmus výpočtu na-
hradí algoritmem jednodušším, který ho aproximuje. Příkladem takové úpravy je například
aproximace násobení součtem logaritmů operandů a výsledným odlogaritmováním.

Evoluční úpravy obvodů

Evoluční úpravy jsou založeny na evolučních algoritmech. Příkladem takového algoritmu
je kartézské genetické programování, kdy se seřadí jednotlivá hradla do grafu jako vrcholy
a jejich propojení jako hrany. Graf se potom náhodně upraví a vyhodnotí pomocí fitnes
funkce. Nejlepší obvody vytvořené touto úpravou se potom posunou do další generace a
proces se opakuje.

3.3 Vyhodnocování chyb aproximativních obvodů
Existuje několik metrik, které klasifikují přesnost aproximativních obvodů. Pro různé apli-
kace může být různý typ chyb více nebo méně tolerovatelný, proto je důležité chyby správně
měřit a klasifikovat [18].

V rovnicích níže je používána funkce 𝑀(𝑖), která vrací přesnou hodnotu pro konkrétní
vstup a funkce 𝑀𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑖), která vrací aproximovanou hodnotu. 𝐼 je zde množina všech
validních vstupů.

3.3.1 Chybová vzdálenost

Chybová vzdálenost (ED-error distance) je definována, jako vzdálenost mezi přesnou hod-
notou a aproximovanou hodnotu.

∀𝑖 ∈ 𝐼 : 𝐸𝐷(𝑖) = |𝑀(𝑖)−𝑀𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑖)|

3.3.2 Průměrná chybová vzdálenost

Průměrná chybová vzdálenost (MED-mean error distance) je průměr chybových vzdáleností
na daných vstupech.

𝑀𝐸𝐷 =
1

|𝐼|
∑︁
∀𝑖∈𝐼

𝐸𝐷(𝑖)

3.3.3 Normalizovaná průměrná chybová vzdálenost

Normalizovaná průměrná chybová vzdálenost (NMED-normalized mean error distance)
je průměrná chybová vzdálenost podělená maximální hodnotou v přesných vstupech. Je
vhodná pro porovnávání chyb na různých rozsazích vstupů, protože pokud jsou čísla ve
vstupech veliká, tak se chyby podělí právě maximální velikostí výstupu.

𝑁𝑀𝐸𝐷 =
𝑀𝐸𝐷

max({𝑀(𝑖) | 𝑖 ∈ 𝐼})
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3.3.4 Relativní chybová vzdálenost

Chybová vzdálenost podělená korektní hodnotou je relativní chybová vzdálenost (RED-relative
error distance).

∀𝑖 ∈ 𝐼 : RED(𝑖) =

⎧⎨⎩
⃒⃒⃒⃒
𝑀(𝑖)−𝑀approx(𝑖)

𝑀(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
, if 𝑀(𝑖) ̸= 0

0, if 𝑀(𝑖) = 0

3.3.5 Průměrná relativní chybová vzdálenost

Průměrná relativní chybová vzdálenost (MRED-mean relative error distance) je průměr
relativních chybových vzdáleností na daných vstupech.

𝑀𝑅𝐸𝐷 =
1

|𝐼|
∑︁
∀𝑖∈𝐼

𝑅𝐸𝐷(𝑖)

3.3.6 Chybovost

Chybovost (ER-error rate) je poměr nepřesných výsledků vůči výsledků přesným.

𝐸𝑅 =
|{𝑖 ∈ 𝐼 | 𝑀(𝑖) ̸= 𝑀approx(𝑖)}|

|𝐼|

3.3.7 Nejhorší absolutní chyba

Nejhorší absolutní chyba (WCE-Worst case error) je maximální hodnota v množině chybo-
vých vzdáleností.

𝑊𝐶𝐸 = max({𝐸𝐷(𝑖) | 𝑖 ∈ 𝐼})

3.4 Sčítačky
Mezi nejčastěji používané komponenty patří sčítačky a násobičky, proto je největší úsilí
v oboru aproximativních obvodů věnováno právě jim.

3.4.1 Přesné sčítačky

Základními přesnými sčítačkami jsou paralelní sčítačky s postupným přenosem (RCA--
Ripple-carry adder), sčítačky s dopředným přenosem (CLA-carry lookahead adder) a sčí-
tačky s výběrem přenosu (Approximate Carry-Select Adder).

Základním stavebním blokem paralelní sčítačky s postupným přenosem jsou úplné sčí-
tačky a poloviční sčítačky. Poloviční sčítačka má dva vstupy a dva výstupy. Její chování lze
zapsat rovnicemi 3.1 a 3.2.

𝑆𝑢𝑚 = 𝐴 ⊕𝐵 (3.1)

𝐶𝑎𝑟𝑟𝑦𝑜𝑢𝑡 = (𝐴 *𝐵) (3.2)

Chování úplných sčítaček lze zapsat rovnicemi 3.3 a 3.4. tyto sčítačky mají tedy tři vstupy
a dva výstupy. Sčítačku s postupným přenosem tedy získáme z úplných sčítaček tak, že je
zapojíme za sebe a vždy zapojíme odpovídající bity vstupu a přenos z předchozí sčítačky,
jak lze vidět na obrázku 3.3.
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Obrázek 3.3: Zapojení sčítačky s postupným přenosem

𝑆𝑢𝑚 = 𝐴 ⊕𝐵 ⊕ 𝐶𝑎𝑟𝑟𝑦𝑖𝑛 (3.3)

𝐶𝑎𝑟𝑟𝑦𝑜𝑢𝑡 = (𝐴 *𝐵) + (𝐴 * 𝐶𝑎𝑟𝑟𝑦𝑖𝑛) + (𝐶𝑎𝑟𝑟𝑦𝑖𝑛 *𝐵) (3.4)

Nevýhodou sčítačky s postupným přenosem je její rychlost. Rychlost sčítačky s postupným
přenosem je limitovaná nutností propagace přenosového bitu. Samotná úplná sčítačka není
tedy vhodná pro vstupy z vyšším množstvím vstupních bitů. Pro součet dvou 64bitových
čísel je již zpožděni nepřiměřeně vysoké [27].

Hlavním vylepšením sčítačky s předpovědí přenosu je generování přenosového bitu po-
mocí speciálního obvodu, který dokáže přenosový bit spočítat v jednom kroku. Zpoždění
takovéto sčítačky je proto konstantní a neroste s velikostí vstupu. Pro tento obvod je po-
třeba modifikovat úplnou sčítačku a to tak, že dokážeme detekovat kdy přes ni přenosový
bit pouze prochází (Propagate) a kdy v ni přenos vzniká (generate). Tato komponenta se
nazývá rozšířená sčítačka a je charakterizována rovnicemi 3.5, 3.6 a 3.7. Její zapojení je
zobrazeno na obrázku 3.3.

𝑆𝑢𝑚 = 𝐴 ⊕𝐵 ⊕ 𝐶𝑎𝑟𝑟𝑦𝑖𝑛 (3.5)

𝑃𝑟𝑜𝑝𝑎𝑔𝑎𝑡𝑒 = 𝐴 ⊕𝐵 (3.6)

𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒 = 𝐴 *𝐵 (3.7)

Samotné generování přenosu se provádí obvod, který lze charakterizovat rovnicí 3.8.
Problémem této sčítačky je, že obvod pro generování přenosu není možné kvůli množství
hradel vytvořit pro vyšší množství vstupů. Kvůli tomto problému se tedy většinou pro
sčítání větších čísel používá stromová struktura sčítaček s předpovědí přenosu [5].

𝐶𝑎𝑟𝑟𝑦𝑖+1 = 𝐶𝑎𝑟𝑟𝑦𝑖 * 𝑃𝑟𝑜𝑝𝑎𝑔𝑎𝑡𝑒𝑖+1 +𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒𝑖+1 (3.8)

Dalším možným řešením problémů rychlosti sčítaček jsou sčítačky s výběrem přenosu
tyto sčítačky integrují dvě sčítačky a to jednu u které předpokládají jako přenos nuly a

17



A0

S1 S0S2

A1B1A2B2
B0

Carryout Carryin

Adder
Generate Propagate

A

S

B

Carryin
S3

A3B3

Adder

Carry look ahead logic

Generate Propagate

A

S

B

Carryin Adder
Generate Propagate

A

S

B

Carryin Adder
Generate Propagate

A

S

B

Carryin

Obrázek 3.4: Zapojení sčítačky generováním přenosu

druhou, kde předpokládají přenos jedničky, viz obrázek 3.5. Nakonec podle zjištěného pře-
nosu vyberou výsledek pomocí multiplexoru. Nevýhodou tohoto řešení je relativně vysoká
náročnost na místo na čipu a vyšší spotřeba.

SUM

A0B0A1B1A2B2A3

S0S1S2S3

B3

Cin CinCout

Cout

A3B3 A2B2 A1B1 A0B0

1 SUM

A0B0A1B1A2B2A3

S0S1S2S3

B3

CinCout

S3 S2 S1 S0

0

Obrázek 3.5: Sčítačka s výběrem přenosu

3.4.2 Aproximativní sčítačky

Aproximativní sčítačky se snaží snížit hardwarovou komplexitu, kritickou cestu a příkon
výměnou za určitou formu nepřesnosti. Dle druhu aproximace, kterou se tohoto snaží do-
sáhnout je lze rozdělit do následujících kategorií.

Spekulativní sčítačky

Jeden z nejstarších designů, funguje na principu zanedbání části přenosu. Přenos se zde
generuje z předem známého a omezeného počtu předchozích bitů. Omezení počtu bitů si
můžeme dovolit, protože statisticky nejčastější délka propagace přenosu u přesné sčítačky
je 𝑙𝑜𝑔(𝑛), kdy n je délka vstupních čísel [28]. Příklad takové propagace je na obrázku 3.6.
Díky tomuto se výrazně snižuje kritická cesta. Příkladem takovéto sčítačky je téměř přesná
sčítačka (ACA-Almost Correct Adder). U této sčítačky je možné přidat korekční obvod,
který je schopný malé množství chyb, které tato sčítačka může udělat opravit a díky tomu
lze poté použít i v aplikacích vyžadujících přesnost, jakými je například kryptografie [28].
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Obrázek 3.6: Ukázka propagačního řetězce při sčítání

Segmentové sčítačky

Principem segmentových sčítaček je rozdělení operandů na segmenty a zrušením přenosu
mezi těmito segmenty jak můžeme vidět na obrázku 3.7 [32]. Výhodou oproti Spekulativ-
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Obrázek 3.7: Ukázka segmentace sčítaček

ním sčítačkám je, jednodušší generování přenosu, protože generování přenosu se nepřekrývá
mezi jednotlivými segmenty. Další výhodou je, že chyba je závislá na velikostí segmentů a
to proto, že se snížením počtu segmentů dochází ke snížení množství zanedbaných přenosů.
U některých typů se chyba redukuje pomocí predikování přenosu z předchozích bitů ope-
randů, nebo se použije překrytí segmentů pro ještě vyšší snížení chyby [16]. Této aproximace
lze dosáhnout i pomocí Voltage Over-scaling [20], viz kapitola 3.2.1.

3.4.3 QuAd sčítačky

Nadmnožinou segmentových sčítaček a spekulativních sčítaček jsou QuAd (Quality-area
optimal Low-Latency approximate Adders) sčítačky. Tyto sčítačky dělí celkovou sčítačku
na menší sčítačky o proměnných délkách. Každá tato menší sčítačka má dva parametry a to
r, což je počet výstupních bitů (bez přenosového bitu), a p, což je počet bitů, který nám po
přičtení r dá počet vstupní bitovou šířku sčítačky. Ilustraci takového zapojení lze nalézt na
obrázku 3.81. Každou QuAd sčítačku lze tedy zapsat jako uspořádanou dvojici, kde prvním
prvkem je seznam r hodnot všech podsčítaček a druhým prvkem je seznam p hodnot všech
podsčítaček a to v pořadí v jakém jsou podsčítačky zapojeny [10].

Obrázek 3.8: Ukázka Quad sčítačky

1Převzato z [10]
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Sčítačky s aproximovaným generováním přenosu

Sčítačky s aproximovaným generováním přenosu využívají sčítačky s výběrem přenosu ale
výběr provádí pomocí spekulativní funkce. Implementačně jsou tyto sčítačky tedy řešeny
tak, že součet je rozbit znovu na několik segmentů a pro tyto segmenty je vždy jedna
sčítačka s výběrem přenosu. Tato sčítačka má pak jako vstupní přenos nějakou formu apro-
ximace. Nejtriviálnější sčítačkou tohoto typu je Spekulativní sčítačka s výběrem přenosu
(SCSA-Speculative carry saver adder). Tato sčítačka provádí aproximaci pomocí výstupního
přenosu z předchozího segmentu bez započtení její vstupního přenosu [8].

Aproximativní úplné sčítačky

Podstatou Aproximativních úplných sčítaček je nahrazení části úplných sčítaček sčítačkami
s určitou aproximací. Pravdivostní tabulka takovýchto sčítaček pak neodpovídá přesně sčí-
taní ale aproximuje ji pomocí menšího množství tranzistorů. Těmito sčítačkami se nahrazují
úplné sčítačky pro méně signifikantní bity výsledné sčítačky. Zjednodušit sčítačku můžeme
například odebráním několika tranzistorů z úplné sčítačky jako například v [9]. Další rela-
tivně jednoduchou možností je nahrazení nižších úplné sčítačky v pro nižší bity OR hradlem,
zde se potom přenosový bit pro přesnou část sčítačky výsledek hradla AND z předchozích
bitů.

3.4.4 EvoaApprox sčítačky

EvoaApprox je opensource knihovna aproximativních obvodů, které vznikly pomocí karte-
ziálního generického programování [22], které bylo posáno v kapitole 3.2.2. V této knihovně
bylo takto vytvořeno mnoho nových sčítaček pro konkrétní bitové šířky. Toto bohužel kom-
plikuje použití v této práci, protože zde pracujeme s uživatelem definovanou délkou ope-
randů.

3.5 Násobičky
Násobičky staví na sčítačkách a dále tím rozšiřují jejich použití. Jde již o složitější obvody
s větším zpožděním a příkonem a tedy i zde může být v mnoha aplikacích výhodné využít
jejich aproximativních ekvivalentů.

3.5.1 Přesné násobičky

Přesné násobičky mají architekturu rozdělenou do dvou fází, a to generování částečných
součinů a součet částečných součinů, jak lze vidět na obrázku 3.9.

Generování částečných součinů lze provádět relativně triviálně pomocí jednoduchého
hradla AND. Součet částečných součinů je komplikovanější a je zde několik různých způsobů,
jak ho hardwarově realizovat.

Nejjednodušším způsobem jak realizovat součet částečných součinů je sečíst je sek-
venčně. Takto pracuje sekvenční sčítačka (obrázek 3.10). Toto řešení má ale vysoké zpoždění
výpočtu, protože je potřeba provést tolik částečných součinů, kolik má násobitel bitů.

Další násobičkou je maticová násobička, která sečte částečné součiny postupně po řádku,
jak lze vidět na obrázku 3.11. Problémem této násobičky je rychlost, kvůli dlouhé kritické
cestě, způsobené dlouhým řetězem přenosů. Tato kritická cesta se prodlužuje s trendem
přibližně 𝑂(𝑛) [15].
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Obrázek 3.9: Princip binárního násobení
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Obrázek 3.10: Sekvenční násobička
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Obrázek 3.12: Wallace strom pro 4x4 násobičku

Jedním z řešení dlouhé kritické cesty je použití Wallace stromů. Tato stromová struk-
tura využívá vlastností úplných sčítaček tak, že používá vstupní přenos jako vstup pro třetí
číslo. Nejdříve všechny v jednom sloupci sdružíme do trojic a zapojíme je do úplné sčítačky
(včetně vstupního přenosu). Pokud zbyde v sloupci dvojice, tak ji sečteme pomocí poloviční
sčítačky. Výstupní přenos se nám posune do dalšího sloupce a tento postup opakujeme, do-
kud nemáme v každém sloupci pouze jedno číslo. Toto vede na implementaci, jakou vidíme
na obrázku 3.12. Tato implementace sčítání částečných součinů má trend prodlužování kri-
tické cesty přibližně 𝑂(𝑙𝑜𝑔(𝑛)) [15, 29].

Vylepšením Wallace stromů jsou Dadda stromy, které mají za cíl minimalizovat množství
komponent potřebných pro součet částečných součinů. Dadda stromy jsou také mírně rych-
lejší, než Wallace stromy [25]. Dadda stromy se řídí základní sekvencí příkazů generovanou
rovnicí 3.9.

𝑑𝑘+1 = 𝑓𝑙𝑜𝑜𝑟(
3

2
𝑑𝑘) (3.9)

Pro konkrétní násobičku dvou čísel vybereme největší menší číslo d takové, které je menší,
než menší bitová šířka ze dvou čísel, které chceme násobit. Od vybraného čísla pokračujeme
sestupně v posloupnosti čísel d a pokud je ve sloupci více čísel, než d, tak použijeme sčítačky
pro redukci.

Nevýhodou těchto stromových struktur je, komplexnější problém zapojení vůči rela-
tivně jednoduchému zapojení u kombinační násobičky [15]. Tato nevýhoda vede k většímu
množství místa, které je potřeba pro danou násobičku na čipu vyhradit.

3.5.2 Aproximativní násobičky

Násobičky je možno aproximovat několika různými způsoby od použití nepřesných kompo-
nent až po aproximativní algoritmy, jako logaritmické násobičky.
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Logaritmické násobičky

Základem logaritmických násobiček je fakt, že násobení je ekvivalent součtu logaritmů a
odlogaritmování jak lze vidět na rovnicích 3.10 a 3.11.

log2 (𝑎 * 𝑏) = log2 𝑎+ log2 𝑏 (3.10)
𝑎 * 𝑏 = 2log2 𝑎+log2 𝑏 (3.11)

Přesné logaritmování by bylo výpočetně náročné, proto byla navrhnuta úprava vzorce pro
násobení a to tak, že jakékoliv binární číslo můžeme rozdělit na exponent a mantisu viz
vzorec 3.12. Násobení lze poté rozepsat dle vzorce 3.13. Poté můžeme sečíst exponenty 3.14
a roznásobit 3.15. Poté použijeme aproximaci a zbavíme se roznásobování mantis 3.16.

𝑛 = 2𝑘 * (1 + 𝑓𝑛) (3.12)
𝑎 * 𝑏 = 2𝑘𝑎 * (1 + 𝑓𝑎) * 2𝑘𝑏 * (1 + 𝑓𝑏) (3.13)
𝑎 * 𝑏 = 2𝑘𝑎+𝑘𝑏 * (1 + 𝑓𝑎) * (1 + 𝑓𝑏) (3.14)
𝑎 * 𝑏 = 2𝑘𝑎+𝑘𝑏 * (1 + 𝑓𝑎 + 𝑓𝑏 + 𝑓𝑎 * 𝑓𝑏) (3.15)
𝑎 * 𝑏 ≈ 2𝑘𝑎+𝑘𝑏 * (1 + 𝑓𝑎 + 𝑓𝑏) (3.16)

𝑎 * 𝑏 ≈

{︃
2𝑘𝑎+𝑘𝑏+1 * (𝑓𝑎 + 𝑓𝑏), 𝑓𝑎 + 𝑓𝑏 ≥ 1

2𝑘𝑎+𝑘𝑏 * (1 + 𝑓𝑎 + 𝑓𝑏), 𝑓𝑎 + 𝑓𝑏 < 1
(3.17)

Tuto aproximaci ještě rozdělíme na dvě varianty 3.17, kdy pokud 𝑓𝑎 + 𝑓𝑏 ≤ 1 nebudeme
přičítat jedničku. Nedojde totiž k přenosu [21]. Násobička implementující toto chování se
nazývá Mitchellova násobička.

Implementace tohoto algoritmu je poměrně nenáročná, viz schéma 3.13. Mitchellova ná-
sobička potřebuje tedy pouze detektory nejvyšší jedničky (budou popsány v kapitole 4.3),
který vrátí pouze první jedničku. Prioritní enkodér, který vrátí pozici první jedničky, po-
souvač, který vstup posune o určitý počet bitů a sčítačku. Zajímavou vlastností je, že chyba
této aproximace je 2𝑘𝑎+𝑘𝑏 * (𝑓𝑎 * 𝑓𝑏) což naznačuje možnost iterativního zpřesňování [30].
Dále z této závislosti lze vyvozovat, že chyba bude vždy kladná. Díky této vlastnosti mů-
žeme výpočet zpřesnit vynucením nastavení jedničky na nejnižších bitech pomocí sčítačky
Set-one adder (SOA), kterou nahradíme přesnou sčítačku [4].

Další možností, jak tento algoritmus ještě zrychlit je použití ořezu, jak je navrženo v [31].
V této studii je navrženo po první jedničce uvažovat pouze omezený počet následujících bitů
a poté tuto ztrátu přesnosti částečně kompenzovat přičítáním jedničky v závislosti na na
velikosti ořezané části čísla.

Komplikovanější úpravou Mitchellovy násobičky je takzvaná vylepšená logaritmická ná-
sobička, která byla navrhnuta v [4]. Vylepšená logaritmická násobička používá místo de-
tektoru vedoucí jedničky detektor nejbližší jedničky. A do sčítačky posílá rozdíl nejbližší
mocniny (dle detektoru nejbližší jedničky) a vstupního čísla posunutý o index nejbližší
jedničky druhého vstupního čísla. Nakonec ještě přičítá součet nejbližších mocnin vstup-
ních čísel. Výhodou tohoto přístupu je, že tato násobička je přesnější, protože na rozdíl
od Mitchellovy násobičky už pouze nepodhodnocuje [4]. Nevýhodou je naopak komplikova-
nější konstrukce. Toto lze stejně jako u Mitchellovy násobičky zlepšit použitím SOA. Zde
je ale místo SOA vhodnější použít obdobnou komponentu, která místo samých jedniček
nastavuje střídavé jedničky a nuly, protože tímto se zachová vlastnost, kdy násobička jak
nadhodnocuje, tak i podhodnocuje [4].
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Obrázek 3.13: Schéma Mitchellovy násobičky
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Lineárně aproximující násobičky

Lineárně aproximující násobičky jsou založeny na aproximaci násobení několika lineárními
křivkami. Aproximativní křivky musí využívat vhodně násobení a dělení mocninami dvou,
to lze ve dvojkové soustavě reprezentovat jako jednoduchý posun, pro jednoduchou imple-
mentaci v hardware [12].

Příkladem takovéto linearizace je násobička ApproxLp. Tato násobička je založena na
postupném přičítaní nebo odčítání násobků mocnin dvou a vstupů v závislosti na konkrét-
ních vstupech viz diagram 3.14. Nevýhodou této násobičky je relativně velké zpoždění, kvůli
relativní komplikovanosti výsledného obvodu, kvůli komplikovaným porovnávacím logikám
[7].
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Obrázek 3.14: Rozhodovací strom ApproxLP [12]

Další aproximativní násobičkou je Optimálně aproximovaná násobička. Tato násobička
aproximuje postupně přičítáním korekcí, tak, že každá další úroveň je nová korekce.První
korekce se počítá podle vzorce 3.18. Konkrétní korekce se počítá dle vzorce 3.192, kde ? je
ternární operátor, ≫ je binární posun vpravo a 𝑥𝑛̂−1 je prvních n bitů, za nimiž je jeden
bit jedna a zbytek nula [30].

∆𝑧0 = 1.5 * 𝑥+ 1.5 * 𝑦 − 2.25 (3.18)

∆𝑧𝑛 =

{︃[︁
(𝑥[𝑛] ? 1 : −1)× (𝑦 − 𝑦𝑛̂−1)

]︁
+

[︁
(𝑦[𝑛] ? 1 : −1)× (𝑥− 𝑥𝑛̂−1)

]︁}︃
≫ (𝑛+ 1)

+
[︁
(𝑥[𝑛]⊕ 𝑦[𝑛]) ? 1 : −1

]︁
≫ (2𝑛+ 2), (3.19)

Výhodou Optimálně aproximované násobičky je malé množství hradel.
2Převzato a adaptováno z [30]
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Násobičky aproximující vstup

Násobičky aproximující vstup vybírají ze vstupů pouze některé bity a ty poté spolu ná-
sobí. Metody výběru bitů se dělí na dynamické segmentové násobičky (DSM) a statické
segmentové násobičky (SSM) [24].

Dynamické segmentové násobičky násobí pouze prvních k bitů po vedoucí jedničce [24].
Toto maximalizuje množství signifikantních cifer, které jsou použity k násobení. Je ale kvůli
tomu potřeba detektor vedoucí jedničky a posouvač.

Statické segmentové násobičky naopak mají předem definované segmenty, které mohou
z daného čísla použít. Statické segmenty snižují přesnost, protože vedoucí jednička není vždy
na začátku segmentu. Výhodou těchto násobiček je jednodušší hardwarová implementace,
protože není potřeba posouvač a detektor vedoucí jedničky [24].

Násobičky aproximující sčítání částečných součinů

Extrémním případem aproximace může být zanedbání části částečných součinů. Příkladem
takového zanedbání je Maticová násobička s přerušeními (BAM-Broken array multiplier).
Tato násobička zavádí vertikální a horizontální linii přerušení [19], která je na obrázku 3.15.
Veškeré sčítačky, které by byly nad horizontální linií přerušení se vypustí a stejně tak se
vypustí veškeré sčítačky, které by byly za vertikální linií přerušení.

Nevýhodou tohoto řešení je relativně veliké zpoždění způsobené relativně nízkým zkrá-
cením kritické cesty vůči zavedené chybě.
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Obrázek 3.15: Schéma maticové násobička s přerušeními [19]
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3.5.3 Násobičky získané kartézským genetickým programováním

Tyto násobičky jsou získané evolučně pomocí karteziálního genetického programování, jak
je popsáno v kapitole 3.2.2, což má za výhodu získání relativně velkého množství násobiček,
ze kterých se poté dají vybrat konkrétní násobičky pro konkrétní aplikaci.

V této práci jsou použity násobičky z projektu EvoApproxLib [22]. EvoApproxLib je
opensource knihovna, obsahující aproximativní násobičky různých bitových šířek. Tyto ná-
sobičky jsou dostupné na [6]. Ukázku parametrů těchto násobiček lze vidět na obrázku
3.163.

Obrázek 3.16: Parametry 8bitových Evoapprox násobiček

3.6 Násobička čísel s plovoucí řádovou čárkou
Násobička čísel s plovoucí řádovou čárkou je obvod, který je kvůli komplikovanější repre-
zentaci čísel složitější, než běžná násobička.

3Převzato z [6]
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3.6.1 Přesné násobičky čísel s plovoucí řádovou čárkou

Násobení čísel s plovoucí řádovou čárkou lze provést následujícím způsobem.

1. Provedeme XOR znaménkových bitů

2. Sečteme exponenty

3. K mantisám přidáme implicitní jedničku a roznásobíme je mezi sebou

4. Pokud nám násobení mantisy vede na přenos, tak tento přenos přičteme k exponentu

Zjednodušený diagram násobení v plovoucí řádové čárce lze vidět na obrázku 3.17. Toto

0 0 100 0 000 10 00 10 00

0 0 100 0 001 10 00 10 00

0 0 000 0 001 00 00 00 00

⊕ + x

=

Obrázek 3.17: Schéma násobení v plovoucí řádové čárce

zjednodušení násobení komplikují denormalizovaná čísla, nekonečna, nečíselné stavy a nula.
Denormalizovaná čísla je potřeba nejdříve normalizovat, což vyžaduje vyšší bitovou šířku
u sčítačky exponentů. Dalším problémem je nekonečno, zde je potřeba ho propagovat na
výstup s vyřešením znamének. Problémem jsou také nečíselné stavy, které je potřeba bez
změny propagovat na výstup. Poslední komplikací je nula, protože u tohoto čísla nesedí
exponent, který nelze vypočítat pomocí pouhého odečtení biasu. V tomto případě je výho-
dou, že násobení nulou vede na nulu. Je zde tedy pouze potřeba vyřešit, jestli jde o kladnou
nebo zápornou nulu.

3.6.2 Aproximativních násobičky čísel s plovoucí řádovou čárkou

Největší zpoždění, spotřebu v přesných násobičkách s plovoucí řádovou čárkou má násobička
mantis. Jde téměř o třetinu hradel v přesné násobičce čísel v plovoucí řádové čárce pro
formát bfloat. pro Jde tedy o komponentu, kterou je nejvhodnější aproximovat.

Násobičky v plovoucí řádové čárce aproximující aproximativní násobičkou

Nejjednodušší úprava násobičky v plovoucí řádové čárce je nahradit přesnou násobičku za
aproximativní násobičkou.

Jedním z takových nahrazení, které se zde přímo nabízí, je například využití Mitchellova
algoritmu, které je v této praci navrhuženo a implementováno. U Mitchellova algoritmu není
potřeba provádět logaritmizaci, protože aproximace logaritmizace ve smyslu Mitchellova
algoritmu je zde provedena díky provedení IEEE754 formátu implicitně a stačí zde tedy
sečíst exponent a mantisu jednoho čísla s exponentem a mantisou čísla druhého. Nevýhodou
tohoto řešení je, že poté násobení mantis degraduje na sčítání.
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Další možností je použít aproximaci linearizací například pomocí Optimálně aproximo-
vané násobičky (viz 3.5.2) nebo ApproxLP (viz 3.5.2). Výhodou těchto řešení je poté vyšší
přesnost a nevýhodou komplikovanější obvody.

Aproximativní násobičky čísel s plovoucí řádovou neimplementující denormali-
zovaná čísla

Další možností aproximace je považovat vstupní denormalizovaná čísla za nulu. Tímto se
zbavíme relativně komplikovaného problému normalizace u vstupních čísel. Tato aproximace
má relativně nízkou chybovost, protože jedno ze vstupních čísel bude blízké nule a maximální
absolutní chyba bude tedy nejvyšší vyjádřitelné číslo vynásobené nejvyšším denormalizo-
vaným číslem. Pro ještě vyšší zjednodušení můžeme zanedbat i výstupní denormalizovaná
čísla, což vede k maximální absolutní chybě rovné velikosti největšího denormalizovaného
čísla.
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Kapitola 4

Reimplementace násobiček čísel
s plovoucí řádovou

Tato kapitola popisuje reimplementaci přesné násobičky čísel s plovoucí řádovou čárkou,
která je poté dále použita pro návrh aproximací této násobičky.

4.1 Nástroj ArithsGen
ArithsGen je nástroj, pomocí něhož lze navrhovat aritmetické obvody a provádět jejich
testování. ArithsGen je knihovna pro programovací jazyk Python, kde každá komponenta
je implementována v samostatné třídě.

Výhodou této knihovny je, že umožňuje použít hierarchickou strukturu komponent [17],
což znamená, že každá komponenta může být složena ze subkomponent. Toto umožňuje
vytvořit obecné komponenty a poté z nich stavět složitější obvody.

Další výhodou této knihovny je fakt, že komponenty jde v tomto nástroji navrhnout tak,
že konkrétní bitová šířka se určí při instancování. Toto instancování se děje hierarchicky,
jde proto napsat celý obvod tak, že bitovou šířku lze poté měnit v závislosti na požadavcích
konkrétní implementace.

Výstupní formáty tohoto nástroje jsou Verilog, BLIF, C a integer Netlist pro karetezi-
ální generické programování [17]. Výstup ve Verilogu lze vložit do syntézního nástroje, ze
kterého lze získat výsledný obvod, který poté můžeme nechat vytisknout na čip. Výstup
v C lze použít na rychlou simulaci konkrétního obvodu. Tato simulace lze využít k získání
chybové statistiky dané komponenty. BLIF je textový formát popisující hradlovou struk-
turu komponent. Tento formát je často používaný v akademické sféře [23]. Integer netlist
je formát používaný jako vstup pro evoluční úpravy obvodů.

4.2 Přesná násobička čísel s plovoucí řádkovou čárkou
V následující podkapitole popíši, jakým způsobem je provedena implementace přesné náso-
bičky, na což v následují kapitole naváži popisem implementace komponent a poté návrhem
konkrétních aproximací.

Nejdříve je pomocí hradla XOR řešeno znaménko, protože výsledné znaménko je zá-
porné pouze tehdy, pokud znaménka jsou rozdílná. Další subkomponentou je normalizér,
což je komponenta, která normalizuje mantisu a upraví exponent, pokud jde o denormalizo-
vané číslo. Z této komponenty poté normalizovaná mantisa postupuje do násobičky mantis
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Obrázek 4.1: Schéma přesné násobičky v plovoucí řádové čárce
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a exponent do komponenty, která řeší součet exponentů. Do této komponenty dále vstu-
puje přenos (nejvyšší bit) z násobičky mantis, protože pokud ten je roven jedné, tak došlo
k zvýšení mantisy nad normalizovanou mantisu, a proto je potřeba výslednou mantisu nor-
malizovat a posunutí propsat do exponentu. Normalizace se provádí pomocí multiplexoru,
na který navazuje multiplexor, který nastaví nekonečno, pokud dojde k přetečení expo-
nentu. Zároveň se provede posunutí výstupné mantisy z násobičky mantis, pro případ, kdy
dojde k podtečení mantisy.

Dále se podle podtečení exponentu vybere mantisa tak, že pokud došlo k podtečení ex-
ponentu, použije se posunutý výstup a pokud nedošlo podtečení, vybere se mantisa z mul-
tiplexoru nastavujícího nekonečno.

Nakonec se provede detekce jedničky ze vstupních čísel a pokud ani jedno není nula, tak
se na výstup nastaví výsledek multiplexoru podtečení, jinak se na výstup nastaví nula.

4.3 Komponenty pro přesnou násobičku čísel s plovoucí řád-
kovou čárkou

V této podkapitole představím konkrétní komponenty, které bylo potřeba doimplementovat,
aby bylo možné výsledný aproximativní obvod implementovat.

Enkodér

Enkodér provádí přesně opačnou akci než dekodér. Tedy najde jedničku na sběrnici a vrátí
její pozici na výstupní sběrnici. Na úrovni hradel jde o skupinu hradel Or, kdy každé
hradlo má vstupy pro konkrétní vstupní bity, kdy daná mocnina je součástí vstupního
čísla. Na obrázku 4.2 je ukázka enkodéru 4:2. Tato komponenta je použita pro výpočet
posunu v normalizéru (4.3).

Obrázek 4.2: Enkodér 4:2

Multiplexor

Multiplexor je komponenta, která z více vstupů vybere jeden v závislosti na výběrovém
signálu. Zde konkrétně je implementován multiplexor se selekcí jednoho signálu ze dvou
(viz obrázek 4.3). Každý výstupní bit je generován ze vstupních bitů multiplexoru tak, že
jeden ze vstupů je sepnut pomocí select signálu skrze hradlo AND a druhý pomocí negace
tohoto signálu skrze další hradlo AND. Výsledky těchto AND hradel jsou pak na výstupu
sloučeny pomocí OR hradla.
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select

A0

out0 out1 out2 out3

B0 B1 B2 B3A1
A3A2

Obrázek 4.3: Multiplexor

Válcový posouvač

Posouvač posune číslo binárně jedním směrem, což je ekvivalentní dělení a násobení moc-
ninou dvou. Implementačně jde pouze o posloupnost multiplexorů, kdy pro každý řeší po-
sunutí jednoho výstupního bitu. V normalizéru (4.3) se tato komponenta stará o posunutí
výstupu.

Invertor

Invertor provádí negaci všech vstupních bitů, což se dále používá v měniči znaménka (4.3).
Na úrovni hradel se jedná hradlo NOT na každém vstupu. Příkladem takového invertoru
je 4bitový invertor na obrázku 4.4.

Obrázek 4.4: Invertor

Měnič znaménka

Měnič znaménka je komponenta, která mění znaménko v doplňkovém kódu. Což ve dvojko-
vém doplňku, který pro reprezentaci záporných čísel používá ArithsGen, odpovídá negaci
všech bitů a přičtení jedničky. Nalezneme ho v komponentě řešící exponent pro násobičku
s plovoucí řádovou čárkou (4.3).
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Detektor jedničky

Detektor jedničky vrací na výstupu 1, pokud vstup není roven nule. Implementačně jde
o strom OR hradel.

Detektor nejvyšší jedničky

Detektor nejvyšší jedničky je komponenta, jejíž cílem je detekovat jedničku, která je na nej-
významnější pozici ze všech jedniček. Implementačně jde o opakující se posloupnost hradel
AND, OR a NOT. Nejdříve zjistíme, jestli se na předchozích bitech nacházela jednička, to
znegujeme pomocí hradla NOT a binárně vynásobíme pomocí hradla AND. Výstup hradla
AND je výsledný bit na dané pozici. Pro výpočet následujícího výstupního bitu provedeme
binární součet pomocí hradla OR aktuálního bitu a tohoto samého signálu z předchozích
bitu. Tento signál poté použijeme pro následující bit. Instance tohoto opakování je zobra-
zena na obrázku 4.5. Detektor nejvyšší jedničky je použit v normalizéru 4.3 na izolování
nejvýznamnější jedničky před vstupem do enkodéru.

Obrázek 4.5: Blok detektoru nejvyšší jedničky

Normalizér

Normalizér je komponenta, která normalizuje vstupní číslo v plovoucí řádové čárce. V této
komponentě je mantisa nejdříve rozšířena, a to, pokud je exponent nula (a tedy jde o de
normalizované číslo), tak se rozšíří o nulu na nejdůležitějším bitu, jinak se rozšíří o jedničku.
Toto je implementováno pomocí detektoru jedničky a multiplexoru. Rozšířená mantisa je
poté přivedena do detektoru nejvyšší jedničky. Výstupní sběrnice detektoru nejvyšší jed-
ničky je poté převrácena, tedy nejdůležitější bit se stane nejméně důležitým. Převrácení je
provedeno proto, abychom zjistili, o kolik musíme posunout mantisu, abychom měli nor-
malizovanou mantisu. Takto převrácenou sběrnici poté přivedeme do enkodéru. Výstup
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z enkodéru poté pomocí odčítačky odečteme od exponentu a tím získáme normalizovaný
exponent. Výstup z enkodéru poté použijeme pro posunutí rozšířené mantisy pomocí posou-
vače, čímž získáme normalizovanou mantisu. Obrázek 4.6 je schématem jednoho takového
zapojení.

Obrázek 4.6: Normalizér

Komponenta řešící exponent pro násobičku s plovoucí řádovou čárkou

Tato komponenta provede součet exponentů a přenosu z mantisy, pokud dojde k podtečení
vrátí o kolik je potřeba výslednou mantisu posunout tak, aby výsledné číslo bylo správně
denormalizované. Komponenta je složena z několika subkomponent. Nejdříve je pomocí
odčítaček od obou vstupních exponentů odečten bias, poté jsou exponenty bez biasu sečteny.
Následně je přičten přenos z mantisy. Pokud je poté číslo záporné, tak jde o podtečení.
Nejvyšší bit výsledku tedy v tuto chvíli indikuje podtečení exponentu. Pokud tedy došlo
k podtečení, tak zbylé části sběrnice otočíme znaménko a odečteme bias. Pokud k podtečení
nedošlo, tak stačí přičíst bias. Mezi těmito dvěma variantami si poté vybereme pomocí
multiplexoru. Celé zapojení je ilustrováno na schématu 4.7.

Posouvač pro denormalizované čísla

Tato komponenta má za vstup mantisu a posun. Výstupem této komponenty je denorma-
lizovanou verze vstupní mantisy a nulový exponent. Tato komponenta na výstup nastaví
na bity s nejvyšším významem nulu, počet takto nastavených bitů je roven počtu bitů ex-
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Obrázek 4.7: Komponenta řešící exponent pro násobičku s plovoucí řádovou čárkou
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ponentu. Další bity jsou výstupem posouvače vlevo o počet bitů daný vstupem posunu.
Zapojení této komponenty lze vidět na obrázku 4.8.

Shifter0

out0..expLen outexpLen..expoLen+mantisaLen

shift

mantisa

Obrázek 4.8: Posouvač pro denormalizované čísla
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Kapitola 5

Implementace aproximativní
násobiček čísel s plovoucí řádovou

Tato kapitola popisuje, jak byly výše popsané aproximativní násobičky implementovány a
jaká je jejich architektura.

5.1 Jednotlivé aproximační přístupy
Níže jsou popsány jednotlivé přístupy aproximace, které jsou implementovány, jejich kom-
binací a generováním se bude zabývat následující podkapitola.

5.1.1 Aproximace zanedbáním vstupních denormalizovaných čísel

Implementace této aproximace je implementačně řešena vypuštěním normalizéru a jeho
nahrazením tím, že k mantise přidáme na nový bit s nejvyšším významem přidáme jedničku.
Dále také do detektorů jedniček pro jednotlivá čísla zavedeme pouze exponenty. Schéma
takto upravené násobičky lze nalézt na diagramu 5.1.

5.1.2 Aproximace zanedbáním vstupních i výstupních denormalizovaných
čísel

Tato aproximace staví na aproximaci zanedbáním pouze vstupních čísel. V implementaci se
dále zbavíme posouvač pro denormalizované čísla a bit podtečení skrze hradlo NOT spojíme
s detektorem jedniček a toto využijeme, jako vstup pro multiplexor nuly (viz diagram 5.2).

5.1.3 Aproximace nahrazením části násobičky mantis sčítačkou

Princip aproximace násobičky mantis sčítačkou je inspirována Mitchellovou násobičkou, jen
je zde náhrada násobičky sčítačkou provedena pouze na části vstupů. Vstupní mantisy jsou
tedy rozděleny na dvě části, kdy část s bity s vyšším významem jsou spolu vynásobeny a
bity s nižším významem jsou pouze sečteny. Implementačně tedy pouze rozdělíme vstup do
násobičky mantis a část zavedeme do násobičky a část do sčítačky, jak lze vidět na obrázku
5.3.
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Obrázek 5.1: Násobička se zanedbáním vstupních denormalizovaných čísel
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Obrázek 5.2: Násobička se zanedbáním vstupních i výstupních denormalizovaných čísel

AdderMultiplier

A0..k B0..k

out0..k

Bk..nAk..n

outk..n

Obrázek 5.3: Aproximace nahrazením části násobičky mantis sčítačkou
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5.1.4 Aproximace pomocí aproximativních násobiček z knihovny EvoAp-
prox

Další možností aproximace je použití aproximativních násobiček z knihovny EvoApprox.
Problémem tohoto řešení je, že tyto násobičky mají přesně stanovenou délku, pro kterou
jsou připraveny. Konkrétně pro formát binary16 potřebujeme násobičky s délkou operandů
8 a 7 bitů (V závislosti na podpoře vstupní normalizace). Formát bfloat16 vyžaduje délky
10 a 11 bitů a formát DLFloat 8 a 9 bitů. Cílem ovšem je použití pro jakýkoliv formát.
Toto je zde řešeno pomocí speciální komponenty, která nahradí pouze část násobení v dané
násobičce.

a3   a2   a1   a0

a3b0 a2b0 a1b0 a0b0
a3b1 a2b1 a1b1 a0b1

a3b2 a2b2 a1b2 a0b2
a3b3 a2b3 a1b3 a0b3

b3   b2   b1   b0

p7   p6   p5   p4   p3   p2   p1   p0

Obrázek 5.4: Princip rozdělení násobičky na menší násobičky

Jak lze vidět na obrázku 5.4, je možná rozdělit částečné součiny do tří skupin. Červená
skupina je ekvivalentní násobením násobičkou 2x2 pro nejnižší bity činitele, tato část částeč-
ných součinů má nejmenší význam a je vhodné ji tedy nahradit aproximativní násobičkou.
Dále oranžová skupina je ekvivalentní násobení násobičkou 2x2, ale na rozdíl od červené
skupiny jde o násobení dvou nejvíce významných bitů dvěma nejméně významnými bity
druhého čísla. Poslední zelená skupina částečných součinů je ekvivalentní násobení celého
prvního čísla horními dvěma bity druhého čísla. Pokud výsledky těchto násobiček sečteme
s vhodným statickým posunem pro každou násobičkou, tak získáme výsledný součin.

Implementačně je toto řešeno, jako tři násobičky, které jsou propojeny skrze sčítačky
a to tak, že výstupy sčítaček doplníme zleva nulovými bity tak, aby posunutí odpovídalo
významnosti nejméně významného částečného součinu dané násobičky, jak lze vidět na
obrázku 5.5.

5.1.5 Aproximace pomocí aproximativních násobiček QuAd

Pomocí použití QuAd sčítaček v sčítačce exponentů lze také provést aproximaci a docílit
zjednodušení obvodů. Z důvodů velkého množství možných kombinací takovýchto násobiček
jsou vyhodnoceny pouze optimální QuAd konfigurace, jak je popsáno v literatuře.[10]

5.2 Generování jednotlivých aproximativních násobiček
Jednotlivé přístupy lze kombinovat pro získání různých výsledných kombinovaných aproxi-
mací. Možnosti kombinací jsou ukázány na obrázku 5.6. Různých kombinací jednotlivých
způsobů aproximací bylo navrženo 3236.
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Multiplier
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Obrázek 5.5: Princip rozdělení násobičky na menší násobičky

Aproximativní násobička s plovoucí řádovou čárkou

násobička mantis

podpora denormalizace

sčítačka exponentů

Přesná Přesná

Aproximace sčítačkou

EvoApprox

QuAd

Žádná

vstupní

vstupní i výstupní

Obrázek 5.6: Možnosti kombinování aproximací
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Kapitola 6

Vyhodnocení výsledných násobiček
v plovoucí řádové čárce

V této kapitole je popsána metodologie vyhodnocení výsledných násobiček v plovoucí řádové
čárce a technologie použité pro jejích vyhodnocení. Nakonec jsou zde popsány výsledky celé
práce.

6.1 Metodologie
Parametry konkrétních násobiček se dělí na hardwarové (viz 3.1) a chybové parametry.
Postup získávání těchto parametrů lze vidět na diagramu 6.1

Hardwarové parametry byly získány pomocí syntézy za použití syntézního nástroje.
V této práci byl použit syntézní nástroj Synopsys Design Compiler, který provedl syntézu
pomocí 45nm technologické knihovny. Vstupem syntézního nástroje je reprezentace obvodu
v jazyce Verilog. Tuto reprezentaci získáme přímo z reprezentace obvodu v jazyce Python
díky knihovně ArithsGen.

Pro získání chybových parametrů bylo použito přímo vestavěné simulace v knihovně
ArithsGen za podpory knihovny NumPy, která urychluje aritmetické a logické operace
s velkým množstvím čísel.

Obrázek 6.1: Postup vyhodnocování parametrů násobiček
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6.2 Získávání chybových parametrů násobiček
Protože možných vstupů pro každou násobičku (zde jsou testovány pouze 16bitové formáty)
existuje 216 * 216 validních vstupů, tak není možné otestovat veškeré možné kombinace za
použití dostupného výpočetního výkonu a strojového času. Proto je k testování použita
Metoda Carlo, kdy jsou náhodně generovány dvojice vstupů a vyhodnocení je provedeno
jen pouze pro takto náhodně vygenerované dvojice vstupů. Tyto dvojice se nazývají vstupní
vektory.

6.2.1 Počet vstupních vektorů

Důležitým parametrem vyhodnocení je počet vstupních vektorů. Tento parametr byl ur-
čen experimentem, kdy se na třech vybraných aproximativních násobičkách provedlo pět
pokusů, a provedlo se vyhodnocení chyby pro různě počty vstupních vektorů. Výsledek jed-
noho z experimentů lze vidět na obrázku 6.2. Z tohoto grafu lze vyčíst, že chyba pro 106

vstupních vektorů již je relativně malá. Hodnota testu Mann–Whitney U test pro počet
vektorů 105 a 106 je 0, 78, 0.76 a 0.82, což naznačuje, že rozložení je podobné už pro 105.
Tento počet vektorů tedy bude stačit pro vyhodnocení parametrů násobiček.

1000 2000 5000 10000 20000 50000 100000 200000 500000 1000000
Počet vektorů

50

52

54

56

58

60

62

M
AE

file ame
evoApprox  ásobička (mul8u_17MJ) bez podpory de ormalizace
 ásobička částeč ě  ahraze á sčítačkou (4)
 ásobička bez podpory de ormlizace pro (stup í čísla

Obrázek 6.2: Porovnání rozložení průměrné chybové vzdálenosti v závislosti na počtu vstup-
ních vektorů pro vybranou násobičku

6.3 Výsledné obvody pro formát binary16
Jak lze vidět na grafech 6.3, 6.4 a 6.5 pro nízkou průměrnou chybovou vzdálenost dosaho-
vali nejlepších výsledků evoluční násobičky bez podpory denormalizovaných čísel s QuAd
sčítačkou mantis. Naopak pro velkou průměrnou chybovou vzdálenost, jsou dominantní ná-
sobičky s částečným nahrazením sčítačkou bez podpory vstupních denormalizovaných čísel
s QuAd sčítačkou mantis. Násobičky s podporou denormalizovaných čísel jsou dominantní
pouze v případech, kdy se přesností blížíme přesné násobičce. Jak lze vidět na grafu 6.3
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za relativně nízkou průměrnou chybovou vzdálenost (<1.5) můžeme získat relativně vy-
sokou úsporu v příkonu, a to více než 70 % konkrétně 0, 46𝑚𝑊 , zpoždění této násobičky
je poté 2, 11𝑛𝑠 a plocha na čipu 917𝜇𝑚2. Viz třeba EvoApprox násobička (mul8u_18UH)
bez podpory denormalizace s QuAd sčítačkou (s délkou sčítačky 1), která má průměrnou
chybovou vzdálenost 0, 12 a příkon 0, 65𝑚𝑊 (Přesná násobička má příkon 1, 73𝑚𝑊 ). V ex-
trémním případě lze příkon snížit až na 0, 15𝑚𝑊 , zpoždění na 0, 85𝑛𝑠 a plochu na čipu na
315, 8𝜇𝑚2, což je ale vykoupeno relativně vysokou průměrnou chybovou vzdáleností 63, 74.
Těchto vlastností dosahuje násobička částečně nahrazená sčítačkou (délka násobičky 9) bez
podpory denormalizace s QuAd sčítačkou (s délkou sčítačky 1).
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Obrázek 6.3: Závislost průměrné chybové vzdálenosti a příkonu násobiček pro formát bi-
nary16

6.4 Výsledné obvody pro formát bfloat16
Pro formát bfloat16 platí, že nejlepší výsledky mají evoluční násobičky bez podpory de-
normalizovaných čísel s QuAd sčítačkou mantis. Zde ale narozdíl od formátu binary16 lze
vidět, že v některých případech jsou dominantní varianty s exaktní sčítačkou. V několika
případech zde jsou dominantní i násobičky s částečným nahrazením sčítačkou bez podpory
vstupních denormalizovaných čísel s QuAd sčítačkou mantis, jak lze vidět na grafech 6.6,
6.7 a 6.8. Dále jak lze vidět na grafech, 6.6 a 6.3 jsou aproximace s formátem bfloat16 lepší
v snižování příkonu se zachováním obdobně nízké chyby.

I u formátu bfloat16 lze dosáhnout poměrně vysokého snížení spotřeby s minimální změ-
nou průměrné chybové vzdálenosti. Příkladem je EvoApprox násobička (mul8u_2NDH) bez
podpory denormalizace s přesnou sčítačkou, která má příkon 0, 31𝑚𝑊 (což je méně, než
polovina příkonu přesné násobičky), zpoždění 1, 81𝑛𝑠, plochu na čipu 716, 15𝜇𝑚2 a průměr-
nou chybovou vzdálenost 1.19. Zde je příkladem aproximace s vysokou průměrnou chybo-
vou vzdáleností (16.54) EvoApprox násobička (mul8u_TD3) bez podpory denormalizace
s QuAd sčítačkou (s délkou sčítačky 3), která má příkon 0, 13𝑚𝑊 zpoždění 1, 19𝑛𝑠 a zabírá
320, 53𝜇𝑚2 na čipu.
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přesná nás biřka
ev Appr ( bez p dp r) den rmalizace s Quad sřítařk u (d minantní)
ev Appr ( s p dp r u den rmalizace s Quad sřítařk u (d minantní)
nás biřka řásteřnč nahrazená sřítařk u bez p dp r) den rmalizace s přesn u sřítařk u (d minantní)
nás biřka řásteřnč nahrazená sřítařk u bez p dp r) den rmalizace s Quad sřítařk u (d minantní)

Obrázek 6.4: Závislost průměrné chybové vzdálenosti a zpoždění pro formát binary16
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násobička částečně nahrazená sčítačkou bez podpory denor alizace s přesnou sčítačkou (nedominantní)
násobička částečně nahrazená sčítačkou bez podpory denor alizace s Quad sčítačkou (nedominantní)
násobička částečně nahrazená sčítačkou s podporou denor alizace s přesnou sčítačkou (nedominantní)

násobička částečně nahrazená sčítačkou s podporou denor alizace s Quad sčítačkou (nedominantní)
násobička částečně nahrazená sčítačkou s podporou výstupní denor alizace s přesnou sčítačkou (nedominantní)
násobička částečně nahrazená sčítačkou s podporou výstupní denor alizace s Quad sčítačkou (nedominantní)
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násobička částečně nahrazená sčítačkou bez podpory denor alizace s přesnou sčítačkou (dominantní)
násobička částečně nahrazená sčítačkou bez podpory denor alizace s Quad sčítačkou (dominantní)
násobička částečně nahrazená sčítačkou s podporou denor alizace s Quad sčítačkou (dominantní)

Obrázek 6.5: Závislost průměrné chybové vzdálenosti a velikosti spotřebovaného místa na
čipu pro formát binary16
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ná)obička částečně nahrazená sčítačkou s podporou denormal zace s přesnou sčítačkou (nedominantní)

ná)obička částečně nahrazená sčítačkou s podporou denormal zace s Quad sčítačkou (nedominantní)
ná)obička částečně nahrazená sčítačkou s podporou výstupní denormal zace s přesnou sčítačkou (nedominantní)
ná)obička částečně nahrazená sčítačkou s podporou výstupní denormal zace s Quad sčítačkou (nedominantní)
pře)ná násob čka
evoApprox bez podpory denormal zace s přesnou sčítačkou (dominantní)
evoApprox bez podpory denormal zace s Quad sčítačkou (dominantní)
ná)obička částečně nahrazená sčítačkou bez podpory denormal zace s Quad sčítačkou (dominantní)
ná)obička částečně nahrazená sčítačkou s podporou denormal zace s Quad sčítačkou (dominantní)

Obrázek 6.6: Závislost průměrné chybové vzdálenosti a příkonu násobiček pro formát
bfloat16
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e(oAppro) s podporou de ormalizace s přes ou sčítačkou ( edomi a t í)
e(oAppro) s podporou de ormalizace s Quad sčítačkou ( edomi a t í)
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e(oAppro) s podporou (ýstup í de ormalizace s Quad sčítačkou ( edomi a t í)
 ásobička částeč ř  ahraze á sčítačkou bez podpory de ormalizace s přes ou sčítačkou ( edomi a t í)
 ásobička částeč ř  ahraze á sčítačkou bez podpory de ormalizace s Quad sčítačkou ( edomi a t í)
 ásobička částeč ř  ahraze á sčítačkou s podporou de ormalizace s přes ou sčítačkou ( edomi a t í)

 ásobička částeč ř  ahraze á sčítačkou s podporou de ormalizace s Quad sčítačkou ( edomi a t í)
 ásobička částeč ř  ahraze á sčítačkou s podporou (ýstup í de ormalizace s přes ou sčítačkou ( edomi a t í)
 ásobička částeč ř  ahraze á sčítačkou s podporou (ýstup í de ormalizace s Quad sčítačkou ( edomi a t í)
přes á  ásobička
e(oAppro) bez podpory de ormalizace s přes ou sčítačkou (domi a t í)
e(oAppro) bez podpory de ormalizace s Quad sčítačkou (domi a t í)
e(oAppro) s podporou de ormalizace s přes ou sčítačkou (domi a t í)
e(oAppro) s podporou de ormalizace s Quad sčítačkou (domi a t í)
 ásobička částeč ř  ahraze á sčítačkou bez podpory de ormalizace s Quad sčítačkou (domi a t í)

Obrázek 6.7: Závislost průměrné chybové vzdálenosti a zpoždění pro formát bfloat16
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evoApprox s podporou denormalizace s Quad sčí)ač ou (nedominantní)
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evoApprox s podporou výs)upní denormalizace s Quad sčí)ač ou (nedominantní)
násobička částečně nahrazená sčítač ou bez podpory denormalizace s přesnou sčítač ou (nedominantní)
násobička částečně nahrazená sčítač ou bez podpory denormalizace s Quad sčítač ou (nedominantní)
násobička částečně nahrazená sčítač ou s podporou denormalizace s přesnou sčítač ou (nedominantní)

násobička částečně nahrazená sčítač ou s podporou denormalizace s Quad sčítač ou (nedominantní)
násobička částečně nahrazená sčítač ou s podporou výstupní denormalizace s přesnou sčítač ou (nedominantní)
násobička částečně nahrazená sčítač ou s podporou výstupní denormalizace s Quad sčítač ou (nedominantní)
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násobička částečně nahrazená sčítač ou bez podpory denormalizace s Quad sčítač ou (dominantní)
násobička částečně nahrazená sčítač ou s podporou denormalizace s Quad sčítač ou (dominantní)

Obrázek 6.8: Závislost průměrné chybové vzdálenosti a velikosti spotřebovaného místa na
čipu pro formát bfloat16

6.5 Výsledné obvody pro formát DLFloat
U formátu DLFloat vidíme opakování fenoménu z formátu binary16, kdy v části grafu s níz-
kou průměrnou chybovou vzdáleností dominují převážně evoluční násobičky bez podpory
denormalizovaných čísel s QuAd sčítačkou mantis a části grafu s vyšší průměrnou chybovou
vzdáleností dominují převážně násobičky s částečným nahrazením sčítačkou bez podpory
vstupních denormalizovaných čísel s QuAd sčítačkou mantis. Viz grafy 6.9, 6.10 a 6.11.

Příkladem násobičky s nízkou chybovou vzdáleností je například EvoApprox násobička
(mul8u_19XF) bez podpory denormalizace s QuAd sčítačkou (s délkou sčítačky 7), která
má průměrnou chybovou vzdálenost 0, 11, příkon 0, 66𝑚𝑊 (což je znovu přibližně polovina
příkonu přesné sčítačky), zpoždění 2, 78𝑛𝑠 a na čipu zabírá plochu 1220, 64𝜇𝑚2. Příkladem
vysoké průměrné chybové vzdálenosti (47, 8) je násobička částečně nahrazená sčítačkou
(délka násobičky 7) bez podpory denormalizace s QuAd sčítačkou (s délkou sčítačky 1),
jejíž příkon je 0, 15𝑚𝑊 , zpoždění je 0, 86𝑛𝑠 a plocha na čipu je 378, 73𝜇𝑚2.
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Obrázek 6.9: Závislost průměrné chybové vzdálenosti a příkonu násobiček pro formát DL-
Float
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nás biřka řásteřnč nahrazená sřítařk u bez p dp r) den rmalizace s Quad sřítařk u (ned minantní)
nás biřka řásteřnč nahrazená sřítařk u s p dp r u den rmalizace s přesn u sřítařk u (ned minantní)

nás biřka řásteřnč nahrazená sřítařk u s p dp r u den rmalizace s Quad sřítařk u (ned minantní)
nás biřka řásteřnč nahrazená sřítařk u s p dp r u výstupní den rmalizace s přesn u sřítařk u (ned minantní)
nás biřka řásteřnč nahrazená sřítařk u s p dp r u výstupní den rmalizace s Quad sřítařk u (ned minantní)
přesná nás biřka
ev Appr ( bez p dp r) den rmalizace s přesn u sřítařk u (d minantní)
ev Appr ( bez p dp r) den rmalizace s Quad sřítařk u (d minantní)
ev Appr ( s p dp r u den rmalizace s Quad sřítařk u (d minantní)
ev Appr ( s p dp r u výstupní den rmalizace s Quad sřítařk u (d minantní)
nás biřka řásteřnč nahrazená sřítařk u bez p dp r) den rmalizace s Quad sřítařk u (d minantní)

Obrázek 6.10: Závislost průměrné chybové vzdálenosti a zpoždění pro formát DLFloat
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Obrázek 6.11: Závislost průměrné chybové vzdálenosti a velikosti spotřebovaného místa na
čipu pro formát DLFloat
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Kapitola 7

Závěr

Tato práce měla za cíl nastudovat, popsat přesné a aproximativní násobičky v plovoucí
řádové čárce. Součástí této práce jsou tedy nové implementace násobiček v plovoucí řádové
čárce implementované v knihovně ArithsGen společně s několika podpůrnými obvody. Tyto
obvody a násobičky mají výhodu variabilní délky vstupů, a tedy není potřeba je vytvá-
řet pro každou délku manuálně vstupů zvlášť a díky tomu je možné je použít v dalších
komplikovanějších komponentách.

Nově navržené násobičky v plovoucí řádové čárce byly klasifikovány a je díky tomu možné
vybrat nejvhodnější násobičku pro danou aplikaci. Díky knihovně ArithsGen je možné získat
její reprezentaci vhodnou pro výrobu a testování.

Další směrem pokračování by mohla být například evoluční úprava přímo celých náso-
biček v plovoucí řádové čárce či dalších dílčích komponent, která by mohla objevit další
vhodné aproximace, které tato práce neuvažuje.

Konečným cílem je nově implementované komponenty a násobičky integrovat do knihovny
ArithsGen, která by tímto byla rozšířena o obecné komponenty, které by poté bylo možné
používat přímo skrze tuto knihovnu a rozšířit tak možnosti jejího použití.
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