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Abstrakt

Tato prace je zamérena na navrh, klasifikaci a implementaci aproximativnich nasobicek.
Vystupem je sada nové navrzenych aproximativnich nasobic¢ek pro plovouci fddovou ¢arku
s moznosti variabilni sitky operandi. Navrh a vlastnosti téchto nasobicek jsou v praci
podrobné analyzovany.

Abstract

This thesis focuses on the design, classification, and implementation of approximate mul-
tipliers. The outcome is a set of newly designed approximate multipliers for floating-point
arithmetic with support for variable operand widths. The design and properties of these
multipliers are analyzed in detail in this work.
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Kapitola 1

Uvod

S rostoucim mnozstvim aplikaci naro¢nych jako jsou neuronové sité, ¢i zpracovani obrazu
primo ve vestavénych zafizeni, se rychlost vypoc¢tl a spotieba energie dostava ¢im déle
vice do popredi. Naroky na vypocetni vykon ve vestavénych zafizenich se zvysuji, moznosti
napdajeni téchto zarizeni vSak zustavaji omezené, proto se zvySuje tlak na dspornost vy-
pocetnich obvodta. Pomalu se ale blizi doba, kdy narazime na fyzikaln{ limity aktualnich
vyrobnich procesi. Je tedy potieba hledat nové zptsoby, jak zajistit vySsi tspornost pfi
stale se zvysujicich narocich aplikaci.

Jednim z Teseni tohoto problému miize byt pouziti aproximace pti provadéni vypoctu
[30]. Aproximaci se zjednodusi implementace dané komponenty, kterou pro dany vypocet
pouzijeme a to tak, ze umoznime komponenté pro urcité vstupy vracet chybné vystupy.
Tuto nepresnost lze akceptovat v aplikacich, které jsou tolerantni vici chybam. Mezi tyto
aplikace patii napriklad pravé neuronové sité [30].

Mnoho vyzkumu bylo jiz zaméreno na nejcastéji provadéné operace, jako s¢itani a né-
sobeni celych cisel, ale relativné maéalo studii se zabyva vyuziti aproximativnich obvodu
v komplikovanéjsich operacich, jako napiiklad prace s ¢isly s plovouci fadovou ¢érkou [30],
které prinasi vyssi dynamickych rozsah. Proto se v této praci budu zabyvat pravé navrhem
aproximativnich nasobicek pro ¢isla s plovouci fadovou ¢arkou. PopiSi zde rizné moznosti
aproximace tedy jak funkéni, tak i fyzikalni aproximaci. Bude vyuzito také jiz vytvorenych
aproximativnich subkomponent, z knihovny EvoApprox a prace bude pripravena tak, ze
bude mozné v budoucnu pouzit i jiné typy subkomponent.

Prace je rozdélena nasledujicim zpusobem. Nejdrive bude v kapitole 2 popsan zptusob
reprezentace desetinnych ¢isel na modernich architekturach, na coz navaze tvod do Apro-
ximativnich obvodi v kapitole 3. Déle prace pokracuje kapitolou 4 zabyvajici se implemen-
taci presnych nasobicek ¢isel s plovouci fadovou ¢arkou. V nasledujici kapitole ¢islo 5 je
poté predstavena implementace aproximativnich nasobicek ¢isel s plovouci fadovou ¢arkou.
V predposledni kapitole 6 budou parametry téchto nasobicek vyhodnoceny. V posledni 7.
kapitole bude nakonec celd prace shrnuta a budou navrzena mozna dalsi vylepseni.



Kapitola 2

Reprezentace desetinnych cisel

Existuje nékolik zpisobi, jak matematicky reprezentovat desetinna cisla. V pocitaci se
pouzivaji primarné dvé reprezentace. Témito dvéma reprezentacemi jsou plovouci a pevna
radova carka.

2.1 Plovouci a pevna radova carka

Pevné radova c¢arka mé pevny pocet cislic pred desetinnou a za desetinnou ¢arkou oproti
tomu plovouci fadova ¢arka na nema presné dany pocet celych c¢islic pred a za desetinnou
¢arkou [30].

Vyhodou plovouci fadové ¢arky je vyssi presnost, ktera je ale vykoupena komplikovanéjsi
hardwarovou implementaci. Pro takovou jednotku je potieba, vyhradit na vysledném éipu
vice mista. Dale kvili vyssimu mnozstvi hradel roste spotfeba a c¢as potfebny na jeden
vypocet [30].

Jak lze vidét na obrazku 2.1 bindrni reprezentace desetinnych ¢isel s pevnou rfadkovou
carkou je rozdélend tak, ze je zde predem urceny pocet cifer celé ¢asti desetinného ¢isla.
Poté nésleduje predem znamy pocet cifer desetinné ¢asti desetinného ¢isla. Znaménko je zde
typicky Teseno reprezentaci ¢isla v dvojkovém dopliiku. Reprezentace ve dvojkovém dopliku
funguje tak, Zze pokud chceme u daného ¢isla zménit znaménko, tak znegujeme vsechny bity
a ke znegovanému c¢islu pricteme jednicku.

Naopak ¢isla s plovouci radkovou ¢arkou jsou reprezentovana pomoci tfech ¢asti: zna-
ménka, exponentu a mantisy. Znaménko je zde ulozeno v prvnim bitu, kdy tento bit je nula,
kdyz je cislo kladné a jedna, kdyz je ¢islo zaporné. Dalsi bity maji také odliSny vyznam od
biti ve formatu s pevnou radovou c¢arkou. Exponent urcuje posunuti prvni ¢islice vici ra-
dové ¢arce [2]. Reprezentace exponentu umoziuje zobrazovat i velmi mald ¢isla a to pomoci

Celd cast Desetinnd ¢ast

Znaménko Exponent Mantisa

1
R
"
"
Ly
v

Obréazek 2.1: Porovnani reprezentaci desetinnych cisel
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Obrazek 2.2: Ukazka chyby pfi s¢itani dvou ¢isel v plovouci radové ¢arce

takzvaného biasu, ktery je roven poloviné rozsahu exponentu. Tento bias se odecte od bitové
hodnoty exponentu a vysledné posunuti tedy mize byt i o zdporné mocniny dvou. Mantisa
se skldda z jednotlivych ¢islic daného cisla, a to nezdvisle na tom, jestli jsou v desetinné,
nebo celé ¢asti. V bindrni reprezentaci lze pouzit takzvand implicitni jednicka [2], kdy se
prvni jednicka v mantise neuvadi, jak je naznaceno na obrazku 2.1.

Nevyhodou plovouci radové ¢arky je, ze pro nékteré operace, jako napriklad s¢itani a
nasobeni nemame dostatec¢nou presnost mantisy, takze jedno z ¢isel je prakticky zanedbéno,
jak lze vidét v obrazku 2.2.

Vyuziti ¢isel v plovouci radové carce

Cisla s plovouci fadovou ¢arkou jsou dnes dostupné pro pouziti v mnoha programovacich
jazycich od jazyki, jako napiiklad C [14] az po jazyky jako Python'. Dnes hardware pod-
poru pro praci s ¢isly v plovouci fadové Carce najdeme naptiklad v hlavnim procesoru
v stolnich pocitacich a serverech, kde jsou soucasti vektorizovanych instrukci’ a grafickych
akceleratorech?, kde se akceleruje pomoci paralelizace. Tyto a dalsi platformy je podporuji
v raznych variantach velikosti. V nékterych vestavénych systémech ale neni hardwarova
podpora pritomnd a prace s témito cisly se provadi algoritmicky tak, ze kompilator daného
jazyka simuluje hardwarovou podporu na urovni software. Diky této siroké podpore dnes
najdeme cisla v plovouci fadové carce prakticky vsude a algoritmy je vyuzivajici najdeme
ve velké ¢asti oboru informatiky od grafiky a zpracovani obrazu az po neuronové sité [15].

! Jak se pise v Python Enhancement Proposals dostupnych na url https://peps.python.org/pep-3141/.

2Jak lze vidét z dokumentace vyrobct processorti Intel dostupné na https://www.intel.com/
content/www/us/en/developer/articles/technical/intel-sdm.html a ARM dostupné na https://
developer.arm.com/documentation/ddi0487/latest.

3Viz dokumentace néstroje CUDA dostupnd na https://docs.nvidia.com/cuda/cuda-binary-
utilities/.


https://peps.python.org/pep-3141/
https://www.intel.com/content/www/us/en/developer/articles/technical/intel-sdm.html
https://www.intel.com/content/www/us/en/developer/articles/technical/intel-sdm.html
https://developer.arm.com/documentation/ddi0487/latest
https://developer.arm.com/documentation/ddi0487/latest
https://docs.nvidia.com/cuda/cuda-binary-utilities/
https://docs.nvidia.com/cuda/cuda-binary-utilities/

2.2 IEEE 754 Standard

IEEE 754 je standard jehoz cilem je sjednotit reprezentaci cisel v plovouci fadové carce
pro komunikaci mezi hardware komponenty. Tento standard definuje binarni podobu jed-
notlivych ¢isel, operace nad ¢isly s plovouci fadovou ¢arkou a nékteré specidlni stavy, které
mohou pri vypoctech s ¢isly v plovouci fadové carce nastat. Také definuje dekadickou po-
dobu ¢isel v plovouci radové ¢arce, ta jde ale mimo rozsah této prace.

Binarni reprezentace formatu

IEEE 754 definuje nékolik zakladnich (vyménnych) formétu bindrnich ¢isel které jsou zobra-
zeny v tabulce 2.1. Tyto forméaty jsou poté skrze ISO/IEC 60559 [13] pridany do standardu
c99 a dale do dalsich programovacich jazyki. Tyto zdkladni formaty maji dle IEEE 754 za
kol umoznit jednoduchou interoperabilitu mezi jednotlivymi implementacemi. IEEE 754
dale definuje rozsirené a rozsiritelné presnosti, které jsou urceny pro rozsiteni presnosti a
rozsahu zakladnich formata.

C99 nézev float double | long double
IEEE 754 nézev | binaryl6 | binary32 | binary64 | binary128
délka znaménka 1 1 1 1
délka exponentu 5 8 11 15
délka mantisy 10 23 52 112
bias 15 127 1023 16383

Tabulka 2.1: IEEE 754 Zakladni formaty cisel.

Znaménko Exponent Mantisa

0 10000 200010001000

Obréazek 2.3: Ukazka formatu binary16

Kazdé cislo je dle IEEE 754 reprezentovano kanonicky, coz znamenad, ze kazdé ¢islo ma
pouze jednu binarni reprezentaci. Vyjimkou jsou nula a NaN hodnoty, které budou popsany
déle. Cislo lze z reprezentace ziskat pomoci vzorce 2.1 [2].

n=(—1)%%2¢70 (2.1)

V tomto vzorci s je znaménkovy bit, e je exponent. K mantise je potifeba nejdiive pridat
explicitni jednicku. Mantisu je tedy potfeba interpretovat, jako (1.bindrni mantisa)p,.
Cislo v obrazku 2.3 je tedy 2.1328125, coz lze zjistit vipoctem 2.2.

(—1)% % 210715 % (1.00010001) i, = 1 * 2 % 1.06640625 = 2.1328125 (2.2)

Normalizovana a denormalizovana ¢isla

Normalizovana ¢isla jsou dle IEEE 754 takova ¢isla, ktera maji nenulovy exponent a pocitaji
se dle vzorce vyse. U denormalizovany ¢isel naopak plati, Ze exponent je nula (s vyjimkou
nuly, viz nize). Denormalizovand ¢isla se poté interpretuji jako ¢isla bez implicitni jednicky



a vzorec pro jejich vypocet je tedy stejny jako pro ¢isla normalizovand viz vzorec 2.1. Ale m
je zde interpretovano jako (0.bindrni mantisa)y,. Cislo v obrazku 2.4 Ize tedy vypocitat
postupem v rovnici 2.3.

(—1)% % 2715 % (0.00010001 )43, = 1 % 0.000030517578125 * 0.06640625 =

2.3
= 0.00000202655792236328125 (2:3)

Znaménko Exponent Mantisa

0 00000 £0001000100

Obrazek 2.4: Ukazka denormalizovaného d¢isla ve formatu binary16

Specialni cisla
IEEE 754 definuje speciélni ¢isla, a to takzvané NaN (neéiselné hodnoty), kladné a zaporné
nekonecno a kladna a zaporna nula.

NaN se déli na takzvané signalizujici NaN a tiché NalN rozdéleni je implementacné
specifické. NaN je ve formétu, kdy v exponentu jsou samé jednicky a v mantise je jakakoliv
posloupnost bitti kromé samych nul, jak 1ze vidét na obrazku 2.5. NaN vznika naptiklad
déleni nulou, nebo jinou matematicky chybnou operaci.

Dalsim specialnimi ¢isly jsou kladné a zaporné nekonecéno. Kladné a zaporné nekonec¢no
méa format, kdy v exponentu jsou samé jednicky a v mantise samé nuly, toto lze vidét na
obrazku 2.6. Kladné a zaporné nekonecno se rozlisuje podle znaménkového bitu.

Poslednimi specidlnimi ¢éisly jsou nuly. Nuly jsou reprezentovany pomoci exponentu a
mantisy, ve kterém jsou pouze nuly, viz obrazek 2.7. Kladna a zaporna nula se rozlisuje
podle znaménkového bitu.

Zaokrouhlovani

Protoze cisla v plovouci radové ¢arce nemusi byt presnd je potfeba provést zaokrouhleni.
Existuje nékolik pristupi k zaokrouhlovani.

Prvnim zptsobem zaokrouhlovani je zaokrouhlovani nahoru, kdy ¢islo je zaokrouhleno
na nejblizsi mozné ¢islo tak, ze vysledné zaokrouhlené ¢islo nesmi byt mensi nez puvodni
¢islo. Pokud je cislo vétsi nez maximdélni reprezentovatelné cislo, tak se ¢islo zaokrouhli
na oo.

Druhym zptsobem zaokrouhlovani je zaokrouhlovani doli, kdy ¢islo je zaokrouhleno na
nejblizsi mozné ¢islo tak, ze vysledné zaokrouhlené ¢islo nesmi byt vétsi nez pavodni ¢islo.
Pro ¢isla mensi, nez nejmensi reprezentovatelné cislo se provede zaokrouhleni na —oo.

Znaménko Exponent Mantisa

X 1TT111 XXXXXXXXXX

Obrazek 2.5: Ukazka NaN ve forméatu binary16




Znaménko Exponent Mantisa

X 11111 0000000000

Obréazek 2.6: Ukazka nekonecna ve formatu binary16

Znaménko Exponent Mantisa

X 00000 0000000000

Obrazek 2.7: Ukazka nuly ve formatu binary16

Tretim zpusobem zaokrouhlovani je aritmetické zaokrouhlovani, kdy ¢islo je pouze zao-
krouhleno na nejblizsi mozné ¢islo, zde z logickych divodu zaokrouhleni na oo a —oo nedava
smysl. Poslednim zptisobem zaokrouhlovani je zaokrouhlovani k nule. Zde se ¢islo zaokrouhli
na nejblizsi mozné ¢islo blizsi k nule, coz znamend, ze kladnd ¢isla se zaokrouhluji dolt a
zapornd se zaokrouhluji nahoru.

Nevyhody IEEE 754

Hlavnimi nevyhodami IEEE 754 jsou naroc¢nost na vypocet, a nepresnosti. IEEE 754 je na
rozdil od pevné desetinné ¢arky pomérné narocna na vypocet, protoze casto potrebujeme
upravit ¢isla tak, aby dand operace sla provést, jak Ize vidét u séitani a odecitani.

Neptesnosti s vypocty s IEEE 754 bindrni reprezentaci ndm znemoznuje vyuziti v tcet-
nictvi, kde napriklad nejsme schopni reprezentovat Cislo jedna desetina, coz je pro ucetni
ukony nepfijatelné.

Dalsim problémem je, Ze ne vsechny implementace implementuji veskerou funkcionalitu,
napftiklad u procesoru architektury IA-32 pro binary16 forméat jsou veskera denormalizovand
¢isla nahrazena nulou *.

2.3 Standard bfloat16

Kromé IEEE754 existuji i jiné reprezentace naptiklad bfloat16. Formét bfloat16 je format
obdobny formétu binary32, kdy ale mantisa je snizena pouze na sedm bitl, jak lze vidét
na obrazku 2.8. Toto znamend, ze je vysledny rozsah vyssi nez binaryl6, coz je vhodné
napriklad pravé pro nasobeni, ale mala bitova sirka mantisy je naopak nevhodna pro soucty,
protoZe pravdépodobnéji dojde k zanedbani mensiho ¢isla [3]. Dale se v tomto formétu
zanedbévaji denormalizovand Cisla a neciselné hodnoty [1].

4Viz dokumentace architektury IA-32 dostupné na https://www.intel.com/content/www/us/en/
developer/articles/technical/intel-sdm.html.

Znaménko Exponent Mantisa

0 10000000 %1000100

Obrazek 2.8: Ukazka ¢isla ve formatu bfloat16
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Znaménko Exponent Mantisa

0 100000 001000100

Obrazek 2.9: Ukazka ¢isla ve formatu DLFloat

2.4 Standard DLFloat

Dalsim formatem je format DLFloat. Format DLFloat je zaméreny pro aplikace hlubokého
uceni. Na rozdil od formatu bfloat1l6 je zde pro exponent vyhrazeno pouze Sest bitii a na
reprezentaci mantisy je tim padem vyhrazeno devét bitl. I v tomto formatu se zanedbavaji
denormalizovand c¢isla, ale neciselné hodnoty se prevadi na nekonecno [3]. Ukazku d¢isla
v tomto formatu lze vidét na obrazku 2.9.
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Kapitola 3

Aproximativni obvody

V nékterych naroénych aplikacich, jako v neuronovy sitich, praci s multimédii, rozpoznavani
a klasifikaci, kde je pottreba velké mnozstvi vykonu s co nejmensi spotiebou miizeme vyuzit
inherentni chybovou toleranci. Tyto aplikace jsou tolerantni k chybam a to jak naptiklad
prace s multimédii, kdy vstupy ze senzort jsou nepfesné a navic lidé nejsou schopni malé
chyby ve vystupu poznat, nebo u neuronovych siti, které jsou zalozené na pravdépodobnosti,
coz ze samé podstaty zarucCuje toleranci k chybam. Muzeme tedy v téchto aplikacich snizit
jak spotiebu, tak zvysit rychlost vypoctu a snizit pouzité misto na fyzickém cipu, pouzitim
aproximativnich obvodi.

3.1 Hardwarové parametry aproximativnich obvodu

U obvodt sledujeme tfi zakladni parametry a to rychlost vypoctu, plocha, jakou obvod
zabird na ¢ipu, a spotfebu energie.
3.1.1 Zpozdéni aproximativnich obvodua

Zpozdéni aproximativnich obvodu je dulezité primarné u aplikaci v redlném case, kdy je

kritickou cestu, kterd poté limituje nejrychlejsi mozné ¢asovani komponenty. Sledovani kri-
tické cesty za névrhare zajistuje syntézni program.
3.1.2 Plocha aproximativniho obvodu

Plocha aproximativniho obvodu ovliviiuje vyslednou cenu daného ¢ipu, protoze pokud nam
zabird jedna komponenta méné mista, mize cely ¢ip byt mensi, nebo se na néj muze vlézt
vice komponent.

3.1.3 Spotreba energie

Spotieba energie je dnes velmi dilezitym faktorem pro pouziti komponent napiiklad v In-
ternet of things aplikacich (IOT). V téchto aplikacich je spotfeba dilezitd primarné kvuli
limitované vydrzi baterie.
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3.2 Zpiusoby navrhu aproximace obvodu

Existuje mnoho raznych zpusobu jak vytvorit aproximativni obvod od zanedbani ¢asti
vstupi, az po specidlné navrzené obvody.

3.2.1 Fyzicka aproximace obvodu

Tato skupina modifikaci aproximuje obvod tpravou jeho fyzickych parametri, kdy imyslné
nedodrzime fyzické limity konkrétniho obvodu.

Voltage Over-scaling

Technika Voltage Over-scaling spociva ve snizeni vstupniho napéti pod minimalni napéti
pro zachovani Casovani pro dany obvod. Toto snizeni vede tedy k nedodrzeni ¢asovani pro
dany obvod, coz vede k chybam, které mohou byt i v bitech, které jsou relativné blizko
nejsignifikantnéjsiho bitu, coz poté vede celkem k velkym chybam [11]. Tento problem lze
castecné resit skrze dpravu algoritmi na vyssi tolerantnost vici chybam. DalSim zptsobem,
jak lze toto Tesit jsou rozdilnd napéti pro jednotlivé ¢asti obvodu, kdy ty casti obvodu,
které souvisi s bity s vyssim vyznamem, maji vyssi napéti. Tuto techniku lze kombinovat
s ostatnimi a je samozrejmeé zavisla na vyrobnim procesu.

3.2.2 Aproximace funkce

Tento druh aproximace vychazi ze znalosti presného vypoctu a vhodné upravuje algoritmus
vypoctu tak, aby doslo k co nejvyhodnéjsi aproximaci [22].

Gate-level pruning

Gate level pruning je technika, ktera se zamétuje na odstranovani nékterych prechodi v za-
vislosti na riznych metrikach. Tuto metodu lze aplikovat automaticky pri navrhu s pomoci
s nastroju pro navrh obvodu. Existuji dva zakladni pristupy pfi ndvrhu takovych dprav a
to odstranovani na zdkladé aktivity a odstranovani na zdkladé dulezitosti.

Odstranovani na zdkladé aktivity se po syntéze provede simulace vysledného obvodu
a zaznamenaji se prechody jednotlivych vodi¢t v obvodu a doba, kterou v dané hladiné
nachézeji a poté se dané vodice odstrani a obvod se zjednodusi [26]. Zjednodusené schéma
takové operace lze nalézt na obrazku 3.1.

Odstranovani na zakladé dilezitosti je zalozeno na sefazeni jednotlivych hradel do grafu
a zjisténi jejich vlivu na vysledek, kde ve vysledku je vyhodnocovaci funkce, kterd udava
signifikantnost jednotlivych bitd. Ukazkou takového grafu je graf na obrazku 3.2.

Tato technika samoziejmé zavisi na kvalité simulace a to hlavné vhodné volbé testova-
nych vstupu [26].

Upravy na zikladé Karnaughovy mapy

Dalsi moznosti je tprava Karnaughovy mapy, kdy je Karnaughovy mapa upravena tak,
aby bylo mozné pouzit méné hradel na realizaci dané funkce. Vyhodou této metody je, zZe
chyba je deterministickd [15] a relativné jednoduse spocitatelnd [15] a neni zde tedy potieba
simulace pro zjisténi jeji chyby.

Tuto metodu muze byt vyhodné kombinovat s jinymi metodami, jejichz chyba snizuje
chybu zptsobenou danou aproximativni ipravou Karnaughovy mapy [33].
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Presny Syntéza |—{Simulace
vstup
odstran,enl - Vyhodnoceni vystupni
vybra'rp{’ch simulace designy
vodicu

Obrazek 3.1: Ukazka Postupu Gate-level pruning

Obrazek 3.2: Ukazka grafu pro Gate-level pruning
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Upravy obvodu na zikladé dprav algoritmu

-

Upravy obvodli na zakladé tpravy algoritmu jsou upravy, kdy se algoritmus vypocétu na-
hradi algoritmem jednodussim, ktery ho aproximuje. Prikladem takové tipravy je napriklad
aproximace nasobeni souc¢tem logaritmi operandu a vyslednym odlogaritmovanim.

Evoluc¢ni upravy obvodi

Evoluéni tpravy jsou zaloZzeny na evolucnich algoritmech. Prikladem takového algoritmu
je kartézské genetické programovani, kdy se sefadi jednotliva hradla do grafu jako vrcholy
a jejich propojeni jako hrany. Graf se potom nahodné upravi a vyhodnoti pomoci fitnes
funkce. Nejlepsi obvody vytvorené touto tpravou se potom posunou do dalsi generace a
proces se opakuje.

3.3 Vyhodnocovani chyb aproximativnich obvodu

Existuje nékolik metrik, které klasifikuji presnost aproximativnich obvodu. Pro razné apli-
kace muze byt rizny typ chyb vice nebo méné tolerovatelny, proto je dilezité chyby spravné
merit a klasifikovat [18].

V rovnicich nizZe je pouzivana funkce M (i), ktera vraci presnou hodnotu pro konkrétni
vstup a funkce Mppror (i), kterd vraci aproximovanou hodnotu. I je zde mnozina vsech
validnich vstupt.

3.3.1 Chybova vzdalenost

Chybova vzdalenost (ED-error distance) je definovana, jako vzdalenost mezi presnou hod-
notou a aproximovanou hodnotu.

Vi I:ED(i) = |M(i) = Mapproz(i)|

3.3.2 Primérna chybovai vzdalenost

Prumérnd chybova vzdélenost (MED-mean error distance) je prumér chybovych vzdalenosti
na danych vstupech.
1
MED = > ED(i)
] viel

3.3.3 Normalizovana primérna chybova vzdalenost

Normalizovand prumérnd chybova vzdalenost (NMED-normalized mean error distance)
je prumérnd chybova vzdalenost podélend maximéalni hodnotou v presnych vstupech. Je
vhodné pro porovnavani chyb na raznych rozsazich vstupi, protoze pokud jsou ¢isla ve
vstupech veliké, tak se chyby podéli pravé maximalni velikosti vystupu.

MED

NMED = max({M (i) |i € I})

15



3.3.4 Relativni chybova vzdalenost

Chybova vzdalenost podélend korektni hodnotou je relativni chybova vzdalenost (RED-relative
error distance).

M (i) — Mapprox(4)
VieI: RED(i) = M (4) ’
0, if M(i) =0

it M(i) #0

3.3.5 Prumérna relativni chybova vzdalenost

Prumérnd relativni chybovd vzdalenost (MRED-mean relative error distance) je prumér
relativnich chybovych vzdalenosti na danych vstupech.

1
MRED = > RED(i)
| ‘Vie[
3.3.6 Chybovost
Chybovost (ER-error rate) je pomér nepresnych vysledku vuéi vysledku presnym.

[{i € 1| M(i) # Mapprox(i) }|
1|

ER =

3.3.7 Nejhorsi absolutni chyba

Nejhorsi absolutni chyba (WCE-Worst case error) je maximalni hodnota v mnoziné chybo-
vych vzdalenosti.
WCE =max({ED(3) | i € I})

3.4 Sé&itatky

Mezi nejcastéji pouzivané komponenty patii séitacky a ndsobicky, proto je nejvétsi usili
v oboru aproximativnich obvodi vénovano pravé jim.

3.4.1 Presné scitacky

Zakladnimi presnymi sc¢itackami jsou paralelni s¢itacky s postupnym prenosem (RCA--
Ripple-carry adder), s¢itacky s dopfednym prenosem (CLA-carry lookahead adder) a séi-
tacky s vybérem pfenosu (Approximate Carry-Select Adder).

Zakladnim stavebnim blokem paralelni s¢itacky s postupnym prenosem jsou tiplné sci-
tacky a poloviéni s¢itacky. Poloviéni séitacka ma dva vstupy a dva vystupy. Jeji chovani lze
zapsat rovnicemi 3.1 a 3.2.

Sum=A ®B (3.1)

Carryour = (A * B) (3.2)

Chovéani uplnych sc¢itacek lze zapsat rovnicemi 3.3 a 3.4. tyto s¢itacky maji tedy tii vstupy
a dva vystupy. Sc¢itacku s postupnym prenosem tedy ziskdme z tplnych scitacek tak, ze je
zapojime za sebe a vzdy zapojime odpovidajici bity vstupu a prenos z predchozi sc¢itacky,
jak 1ze vidét na obrazku 3.3.
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B A Carryi,
FA
Carryoue S
B A Carryi,
FA
Carryou S
B A Carryi,
FA
Carryou S
Carry S, S, So

Obrazek 3.3: Zapojeni s¢itacky s postupnym prenosem

Sum =A ® B® Carry, (3.3)
Carryour = (A * B) + (A * Carryy,) + (Carry, * B) (3.4)

Nevyhodou scitacky s postupnym prenosem je jeji rychlost. Rychlost séitacky s postupnym
prenosem je limitovand nutnosti propagace prenosového bitu. Samotna tplna sc¢itacka neni
tedy vhodna pro vstupy z vys$sim mnozstvim vstupnich bitl. Pro soucet dvou 64bitovych
Cisel je jiz zpozdéni nepfimérené vysoké [27].

Hlavnim vylepsenim sc¢itacky s predpovédi prenosu je generovani prenosového bitu po-
moci specidlniho obvodu, ktery dokaze prenosovy bit spocitat v jednom kroku. Zpozdéni
takovéto scitacky je proto konstantni a neroste s velikosti vstupu. Pro tento obvod je po-
tfeba modifikovat dplnou sc¢itacku a to tak, ze dokdazeme detekovat kdy pres ni prenosovy
bit pouze prochézi (Propagate) a kdy v ni prenos vznikéd (generate). Tato komponenta se
nazyva rozsitend scitacka a je charakterizovdna rovnicemi 3.5, 3.6 a 3.7. Jeji zapojeni je
zobrazeno na obrazku 3.3.

Sum =A @ B ® Carry, (3.5)
Propagate = A & B (3.6)
Generate = Ax B (3.7)

Samotné generovani prenosu se provadi obvod, ktery lze charakterizovat rovnici 3.8.
Problémem této scitacky je, ze obvod pro generovani prenosu neni mozné kvuli mnozstvi
hradel vytvorit pro vyssi mnozstvi vstupti. Kvuli tomto problému se tedy vétsinou pro
s¢itani vétsich ¢isel pouziva stromovd struktura scitacek s predpovédi prenosu [5].

Carry;+1 = Carry; * Propagate;+1 + Generate;;1 (3.8)

Dal$im moznym TFesenim problémt rychlosti s¢itacek jsou séitacky s vybérem prenosu
tyto scitacky integruji dvé scitacky a to jednu u které predpokladaji jako prenos nuly a
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Bs As B, A, B A B, Ao

| | | | | | | |
B A B A B A B A
S:—{s Adder cam—l S.—s Adder cam—l S—1s Adder cnm. —| So—s Adder cm, —|

Generate _Propagate Generate  Propagate Generate  Propagate Generate  Propagate

] ] ] ] ] ] ] ]
Caryour=— Carry look ahead logic Carryin

Obrazek 3.4: Zapojeni s¢itacky generovanim pfenosu

druhou, kde predpokladaji prenos jednicky, viz obrazek 3.5. Nakonec podle zjisténého pre-
nosu vyberou vysledek pomoci multiplexoru. Nevyhodou tohoto feseni je relativné vysoka
naro¢nost na misto na ¢ipu a vyssi spotieba.

By A, B, Ay By A, By A,

I T
3y 1 1|
) —
T

BsA; B,A; BiA; BoAg BsA; B,A, BiA; BoAg
~ SUM 1 - SUM ryre
Ss S, S S S3s S, S S

Cout SS SZ Sl S0

Obréazek 3.5: S¢itacka s vybérem prenosu

3.4.2 Aproximativni séitacky

Aproximativni sc¢itacky se snazi snizit hardwarovou komplexitu, kritickou cestu a pfikon
vymeénou za urcitou formu neptesnosti. Dle druhu aproximace, kterou se tohoto snazi do-
sahnout je lze rozdélit do nasledujicich kategorii.

Spekulativni scitacky

Jeden z nejstarsich designi, funguje na principu zanedbani casti pfenosu. Pfenos se zde
generuje z predem znamého a omezeného poctu predchozich bitd. Omezeni poctu bitd si
muzeme dovolit, protoze statisticky nejcastéjsi délka propagace prenosu u presné scéitacky
je log(n), kdy n je délka vstupnich ¢isel [28]. Priklad takové propagace je na obrazku 3.6.
Diky tomuto se vyrazné snizuje kriticka cesta. Pfikladem takovéto s¢itacky je témér presna
s¢itacka (ACA-Almost Correct Adder). U této scitacky je mozné pridat korekéni obvod,
ktery je schopny malé mnozstvi chyb, které tato sc¢itacka mtze udélat opravit a diky tomu
lze poté pouzit i v aplikacich vyzadujicich pfesnost, jakymi je napriklad kryptografie [28].
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Obrazek 3.6: Ukéazka propagac¢niho Tetézce pri s¢itani

Segmentové scitacky

Principem segmentovych scitacek je rozdéleni operandii na segmenty a zrusenim pienosu
mezi témito segmenty jak muzeme vidét na obrazku 3.7 [32]. Vyhodou oproti Spekulativ-

B|15A|15 B|14A|14 B|13A|13 B|12 |12 |11A|11 |IUA|IU B|9 |A9 |3 |B | | |S |AE |5 |5 |A | | | |2 |AZ B|1 |A1 |U |D
3A3 ZAZ B Al BOAO 3 3 BZAZ B Al BOAU 3 3 BQAZ B Al BOAU 3 '3 BZAZ B Al OAD
«—t- SUM =¥+ SUM =+ SUM =X+ SUM =
3 2 1 0 3 Z 1 0 3 2 1 0 SS S2 S1 SO
Ss Su S Sp Su S S¢S S, Se Ss S, S; S S1 S

Obrazek 3.7: Ukazka segmentace scitacek

nim séitackam je, jednodussi generovani pfenosu, protoze generovani prenosu se neprekryva
mezi jednotlivymi segmenty. Dalsi vyhodou je, ze chyba je zavisla na velikosti segmentii a
to proto, zZe se snizenim poctu segmentti dochézi ke snizeni mnozstvi zanedbanych prenost.
U nékterych typh se chyba redukuje pomoci predikovani pienosu z predchozich bitd ope-
randi, nebo se pouzije prekryti segmentt pro jesté vyssi snizeni chyby [16]. Této aproximace
1ze dosdhnout i pomoci Voltage Over-scaling [20], viz kapitola 3.2.1.

3.4.3 QuAd scitacky

Nadmnozinou segmentovych scitacek a spekulativnich séitacek jsou QuAd (Quality-area
optimal Low-Latency approximate Adders) sc¢itacky. Tyto séitacky déli celkovou séitacku
na mensi s¢itacky o proménnych délkach. Kazda tato mensi scitacka mé dva parametry a to
r, coz je pocet vystupnich bitu (bez pfenosového bitu), a p, coz je pocet bitl, ktery ndm po
pric¢teni r da pocet vstupni bitovou sitku sc¢itacky. Ilustraci takového zapojeni lze nalézt na
obrazku 3.8'. Kazdou QuAd s¢itacku lze tedy zapsat jako uspoifddanou dvojici, kde prvnim
prvkem je seznam r hodnot vSech podséitacek a druhym prvkem je seznam p hodnot vSech
podscitacek a to v poradi v jakém jsou podséitacky zapojeny [10].

|Coue _______ L
' OUTPUT |
' | MSB LSB,
! R, ||
1 T
' Y +1 _TERzi P, l““
[AUQURRREe s s (i i | R S J
TA-TA _ A, A
B, B, " By By

Obrazek 3.8: Ukazka Quad scitacky

'Pievzato z [10]
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Scitacky s aproximovanym generovanim prenosu

Scitacky s aproximovanym generovanim prenosu vyuzivaji s¢itacky s vybérem prenosu ale
vybér provadi pomoci spekulativni funkce. Implementac¢né jsou tyto scitacky tedy Teseny
tak, Ze soucet je rozbit znovu na nékolik segmenti a pro tyto segmenty je vzdy jedna
scitacka s vybérem prenosu. Tato s¢itacka ma pak jako vstupni pirenos néjakou formu apro-
ximace. Nejtrividlngjsi s¢itackou tohoto typu je Spekulativni s¢itacka s vybérem pienosu
(SCSA-Speculative carry saver adder). Tato s¢itacka provadi aproximaci pomoci vystupniho
prenosu z predchoziho segmentu bez zapoc¢teni jeji vstupniho pfenosu [8].

Aproximativni aplné scitacky

Podstatou Aproximativnich uplnych sc¢itacek je nahrazeni ¢asti tplnych sc¢itacek scéitackami
s urcitou aproximaci. Pravdivostni tabulka takovychto sc¢itacek pak neodpovida presné sci-
tani ale aproximuje ji pomoci mensiho mnozstvi tranzistort. Témito s¢itackami se nahrazuji
uplné sc¢itacky pro méné signifikantni bity vysledné séitacky. Zjednodusit sé¢itacku mizeme
napiiklad odebranim nékolika tranzistoru z tplné séitacky jako naptiklad v [9]. Dalsi rela-
tivné jednoduchou moznosti je nahrazeni nizsich tiplné s¢itacky v pro nizsi bity OR hradlem,
zde se potom prenosovy bit pro presnou ¢ast séitacky vysledek hradla AND z predchozich
biti.

3.4.4 EvoaApprox scitacky

EvoaApprox je opensource knihovna aproximativnich obvodt, které vznikly pomoci karte-
zidlniho generického programovéni [22], které bylo posdno v kapitole 3.2.2. V této knihovné
bylo takto vytvoreno mnoho novych sc¢itacek pro konkrétni bitové sirky. Toto bohuzel kom-
plikuje pouziti v této praci, protoze zde pracujeme s uzivatelem definovanou délkou ope-
randi.

3.5 Nasobicky

Nasobicky stavi na sc¢itackich a dale tim rozsifuji jejich pouziti. Jde jiz o slozitéjsi obvody
s vétsim zpozdénim a prikonem a tedy i zde mize byt v mnoha aplikacich vyhodné vyuzit
jejich aproximativnich ekvivalenti.

3.5.1 Presné nasobicky

Presné nasobicky maji architekturu rozdélenou do dvou fazi, a to generovani c¢astecnych
sou¢int a soucet ¢astecnych soucind, jak lze vidét na obrazku 3.9.

Generovani ¢astec¢nych soucini lze provadét relativné trividlné pomoci jednoduchého
hradla AND. Soucet ¢astecnych soucinu je komplikovanéjsi a je zde nékolik riznych zpisobii,
jak ho hardwarové realizovat.

Nejjednodussim zplisobem jak realizovat soucet ¢asteénych soucint je secist je sek-
ven¢né. Takto pracuje sekvenéni s¢itacka (obrazek 3.10). Toto feSeni mé ale vysoké zpozdéni
vypoctu, protoze je potreba provést tolik ¢astecnych soucint, kolik ma nasobitel bitu.

Dalsi nasobickou je maticové nasobicka, ktera secte ¢astecné souciny postupné po radku,
jak lze vidét na obrazku 3.11. Problémem této nésobicky je rychlost, kvili dlouhé kritické
cesté, zpusobené dlouhym Tetézem prenosu. Tato kritickd cesta se prodluzuje s trendem
ptiblizné O(n) [15].
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Obrazek 3.10: Sekvenéni nasobicka

>

% m';-
>
|

>
|

P
;

By

B,

> e,

B,

By

Fs e —t., FS Col—t. I:S Col—fCus Hs
o T E e L
i FA s FA < FA <+ HA
Ps 'ls PL Fls PL Pq Po Po

Obrazek 3.11: Kombinac¢ni nasobicka

21



a; a, a; ag
b; by by by
asb; asb, asb; asby a,by a;by aghg
a,b; a,b, a,b; a;b; agh,
a1b34 a1bz3 aobz2 !
aghs
C. C, Cy C, C,
10 9 8 a@b37 6
Cio Si0 S¢ Sg S; Sg Si agh
Co Cg C; GCg

P, P, P, P, P, P, P, P,

Obrazek 3.12: Wallace strom pro 4x4 néasobicku

Jednim z TeSeni dlouhé kritické cesty je pouziti Wallace stromii. Tato stromova struk-
tura vyuziva vlastnosti uplnych sc¢itacek tak, ze pouziva vstupni pienos jako vstup pro treti
¢islo. Nejdiive vsechny v jednom sloupci sdruzime do trojic a zapojime je do iplné séitacky
(véetné vstupniho prenosu). Pokud zbyde v sloupci dvojice, tak ji se¢teme pomoci polovi¢ni
scitacky. Vystupni prenos se nam posune do dalsiho sloupce a tento postup opakujeme, do-
kud neméame v kazdém sloupci pouze jedno ¢islo. Toto vede na implementaci, jakou vidime
na obrazku 3.12. Tato implementace s¢itdni ¢asteénych souc¢ini méa trend prodluzovani kri-
tické cesty priblizné O(log(n)) [15, 29].

Vylepsenim Wallace stromu jsou Dadda stromy, které maji za cil minimalizovat mnozstvi
komponent potrebnych pro soucet ¢astecnych soucini. Dadda stromy jsou také mirné rych-
lejsi, nez Wallace stromy [25]. Dadda stromy se ¥idi zdkladni sekvenci pfikazi generovanou
rovnici 3.9.

dgy1 = floor(gdk:) (3.9)

Pro konkrétni nésobicku dvou ¢isel vybereme nejvétsi mensi ¢islo d takové, které je mensi,
nez mensi bitova sitka ze dvou ¢isel, které chceme nasobit. Od vybraného ¢isla pokracujeme
sestupné v posloupnosti ¢isel d a pokud je ve sloupci vice ¢isel, nez d, tak pouzijeme séitacky
pro redukeci.

Nevyhodou téchto stromovych struktur je, komplexnéjsi problém zapojeni vuci rela-
tivné jednoduchému zapojeni u kombina¢ni nasobicky [15]. Tato nevyhoda vede k vétsimu
mnozstvi mista, které je potfeba pro danou nasobic¢ku na ¢ipu vyhradit.

3.5.2 Aproximativni nasobicky

Nasobicky je mozno aproximovat nékolika rtznymi zptsoby od pouziti nepresnych kompo-
nent az po aproximativni algoritmy, jako logaritmické nasobicky.
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Logaritmické nasobicky

Zakladem logaritmickych nasobicek je fakt, Zze nasobeni je ekvivalent souctu logaritmi a
odlogaritmovani jak lze vidét na rovnicich 3.10 a 3.11.

logy (a * b) = logy a + logy b (3.10)

ax b= 2loezatlost (3.11)

Presné logaritmovani by bylo vypocetné naro¢né, proto byla navrhnuta tuprava vzorce pro
nasobeni a to tak, ze jakékoliv binarni ¢islo mizeme rozdélit na exponent a mantisu viz
vzorec 3.12. Nasobeni lze poté rozepsat dle vzorce 3.13. Poté mizeme secist exponenty 3.14
a roznasobit 3.15. Poté pouzijeme aproximaci a zbavime se roznasobovani mantis 3.16.

n=2%x(1+fn) (3.12)
axb=2% s (14 fo) % 25 5 (14 f;) (3.13)
a*b:2k“+kb*(1+fa)*(1+fb) (3.14)
axb =25 R s (1 fo b fot fax fo) (3.15)
axbr2kathe o (14 f, 4+ f) ( )

b {2’%“%“ #(fot fo) ot fo21 317

2ka+kb * (1 + fa + fb)a fa + fb <1

Tuto aproximaci jesté rozdélime na dvé varianty 3.17, kdy pokud f, + f, < 1 nebudeme
pricitat jednicku. Nedojde totiz k prenosu [21]. Nasobicka implementujici toto chovani se
nazyva Mitchellova nasobicka.

Implementace tohoto algoritmu je pomérné nenaroc¢nd, viz schéma 3.13. Mitchellova né-
sobicka potiebuje tedy pouze detektory nejvyssi jednicky (budou popsény v kapitole 4.3),
ktery vrati pouze prvni jedni¢ku. Prioritni enkodér, ktery vrati pozici prvni jednicky, po-
souvac, ktery vstup posune o urcity pocet biti a s¢itacku. Zajimavou vlastnosti je, ze chyba
této aproximace je 28t x (f, x f,) coZ naznacuje moznost iterativniho zpiesiiovani [30].
Dale z této zavislosti lze vyvozovat, Ze chyba bude vzdy kladna. Diky této vlastnosti mu-
Zzeme vypocet zpresnit vynucenim nastaveni jednicky na nejnizsich bitech pomoci séitacky
Set-one adder (SOA), kterou nahradime presnou s¢itacku [4].

Dalsi moznosti, jak tento algoritmus jesté zrychlit je pouziti ofezu, jak je navrzeno v [31].
V této studii je navrzeno po prvni jednicce uvazovat pouze omezeny pocet nasledujicich bitt
a poté tuto ztratu presnosti castecné kompenzovat pricitanim jednicky v zavislosti na na
velikosti ofezané casti ¢isla.

Komplikovanéjsi ipravou Mitchellovy ndsobicky je takzvana vylepsend logaritmickd na-
sobicka, kterd byla navrhnuta v [4]. VylepSena logaritmickd nasobicka pouzivd misto de-
tektoru vedouci jednicky detektor nejblizsi jednicky. A do séitacky posild rozdil nejblizsi
mocniny (dle detektoru nejblizsi jednicky) a vstupniho ¢isla posunuty o index nejblizsi
jednicky druhého vstupniho ¢isla. Nakonec jesté pric¢ita soucet nejblizsich mocnin vstup-
nich ¢isel. Vyhodou tohoto pFistupu je, ze tato nésobicka je presnéjsi, protoze na rozdil
od Mitchellovy nésobicky uz pouze nepodhodnocuje [4]. Nevyhodou je naopak komplikova-
néjsi konstrukce. Toto lze stejné jako u Mitchellovy nasobicky zlepsit pouzitim SOA. Zde
je ale misto SOA vhodnéjsi pouzit obdobnou komponentu, kterd misto samych jednicek
nastavuje stiidavé jednicky a nuly, protoze timto se zachova vlastnost, kdy nasobicka jak
nadhodnocuje, tak i podhodnocuje [4].
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Obrézek 3.13: Schéma Mitchellovy nasobicky
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Linearné aproximujici nasobicky

Linedrné aproximujici ndsobicky jsou zalozeny na aproximaci nasobeni nékolika linearnimi
kfivkami. Aproximativni kiivky musi vyuzivat vhodné nasobeni a déleni mocninami dvou,
to lze ve dvojkové soustavé reprezentovat jako jednoduchy posun, pro jednoduchou imple-
mentaci v hardware [12].

Prikladem takovéto linearizace je nasobicka ApproxLp. Tato nasobicka je zaloZena na
postupném pric¢itani nebo od¢itani nasobkil mocnin dvou a vstupt v zavislosti na konkrét-
nich vstupech viz diagram 3.14. Nevyhodou této nasobicky je relativné velké zpozdéni, kvuli
relativni komplikovanosti vysledného obvodu, kvili komplikovanym porovnavacim logikam
[7].

X,y
x=y X<y
c
(<]
3 Z=x+2y+1 Z=2x+y+1
)
~ X+y= x+y<1
S / \ e <
>
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e ] e LS
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Obréazek 3.14: Rozhodovaci strom ApproxLP [12]

Dalsi aproximativni ndsobickou je Optimdilné aproximovand ndsobicka. Tato nasobicka
aproximuje postupné pric¢itanim korekci, tak, ze kazda dalsi iroven je nové korekce.Prvni
korekce se pocita podle vzorce 3.18. Konkrétni korekce se pocita dle vzorce 3.197, kde ? je
ternarni operator, > je bindrni posun vpravo a z”~! je prvnich n bitfl, za nimiz je jeden
bit jedna a zbytek nula [30].

Azg=15%z+15%y—225 (3.18)

Az = [(aln] 71 1) x (y— 5"

n [(y[n] 710 1) x (z — xﬁ—l)} > (n+1)

+ @R @yl 71 -1] > @n+2), (3.19)

Vyhodou Optimdlné aproximované ndasobicky je malé mnozstvi hradel.

2Pfevzato a adaptovino z [30]
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Nasobicky aproximujici vstup

Nasobicky aproximujici vstup vybiraji ze vstupli pouze nékteré bity a ty poté spolu na-
sobi. Metody vybéru bitt se déli na dynamické segmentové nasobicky (DSM) a statické
segmentové nasobicky (SSM) [24].

Dynamické segmentové ndsobicky ndsobi pouze prvnich k biti po vedouci jednicce [24].
Toto maximalizuje mnozstvi signifikantnich cifer, které jsou pouzity k ndsobeni. Je ale kvuli
tomu pottreba detektor vedouci jednicky a posouvac.

Statické segmentové ndsobicky naopak maji predem definované segmenty, které mohou
z daného ¢isla pouzit. Statické segmenty snizuji pfesnost, protoze vedouci jednicka neni vzdy
na zacatku segmentu. Vyhodou téchto nasobicek je jednodussi hardwarova implementace,
protoze neni potieba posouvac a detektor vedouci jednicky [24].

Nasobicky aproximujici s¢itani ¢astecnych soucina

Extrémnim pripadem aproximace miize byt zanedbani ¢asti ¢astec¢nych soucinii. Prikladem
takového zanedbani je Maticova ndsobicka s prerusenimi (BAM-Broken array multiplier).
Tato nasobicka zavadi vertikdlni a horizontdlni linii pferuseni [19], kterd je na obrazku 3.15.
Veskeré scitacky, které by byly nad horizontalni linii preruseni se vypusti a stejné tak se
vypusti veskeré scitacky, které by byly za vertikalni linii pferuseni.

Nevyhodou tohoto Teseni je relativné veliké zpozdéni zpisobené relativné nizkym zkra-
cenim kritické cesty vici zavedené chybé.
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Obrézek 3.15: Schéma maticové ndsobicka s prerusenimi [19]
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3.5.3 Nasobicky ziskané kartézskym genetickym programovanim

Tyto nasobicky jsou ziskané evolu¢né pomoci kartezidlniho genetického programovani, jak
je popsano v kapitole 3.2.2, coz ma za vyhodu ziskani relativné velkého mnozstvi nasobicek,
ze kterych se poté daji vybrat konkrétni nasobicky pro konkrétni aplikaci.

V této praci jsou pouzity nasobic¢ky z projektu EvoApproxLib [22]. EvoApproxLib je
opensource knihovna, obsahujici aproximativni nasobicky rtznych bitovych sitek. Tyto na-
sobic¢ky jsou dostupné na [6]. Ukédzku parametru téchto ndsobicek lze vidét na obrézku
3.163.
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Obréazek 3.16: Parametry 8bitovych Evoapprox nasobicek

3.6 Nasobicka cisel s plovouci radovou c¢arkou

Néasobicka ¢isel s plovouci fddovou ¢arkou je obvod, ktery je kvili komplikovanéjsi repre-
zentaci ¢isel slozitéjsi, nez bézné nasobicka.

3Ptevzato z [6]
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3.6.1 Presné nasobicky cisel s plovouci radovou carkou

Naésobeni ¢isel s plovouci fadovou ¢arkou 1ze provést nasledujicim zptisobem.
1. Provedeme XOR znaménkovych bita
2. Secteme exponenty
3. K mantisdm pridame implicitni jednicku a roznasobime je mezi sebou
4. Pokud nam néasobeni mantisy vede na prenos, tak tento prenos pri¢teme k exponentu

Zjednoduseny diagram nasobeni v plovouci fadové c¢arce lze vidét na obrazku 3.17. Toto

00010 %00010001000

+ X

10000 00000000000

10010 ©00010001000

Obrazek 3.17: Schéma nasobeni v plovouci fadové carce
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zjednoduseni nasobeni komplikuji denormalizovand ¢isla, nekonec¢na, neciselné stavy a nula.
Denormalizovana ¢isla je potfeba nejdiive normalizovat, coz vyzaduje vyssi bitovou sitku
u scitacky exponenti. Dalsim problémem je nekonecno, zde je potfeba ho propagovat na
vystup s vyresenim znamének. Problémem jsou také neciselné stavy, které je potreba bez
zmény propagovat na vystup. Posledni komplikaci je nula, protoze u tohoto ¢isla nesedi
exponent, ktery nelze vypocitat pomoci pouhého odecéteni biasu. V tomto ptipadé je vyho-
dou, Ze nasobeni nulou vede na nulu. Je zde tedy pouze potieba vytesit, jestli jde o kladnou
nebo zapornou nulu.

3.6.2 Aproximativnich nasobicky ¢isel s plovouci radovou ¢arkou

Nejvétsi zpozdéni, spotiebu v presnych nasobickach s plovouci fadovou ¢arkou méa nasobicka
mantis. Jde témér o tfetinu hradel v presné nasobicce ¢isel v plovouci fddové ¢arce pro
format bfloat. pro Jde tedy o komponentu, kterou je nejvhodnéjsi aproximovat.

Nasobicky v plovouci radové ¢arce aproximujici aproximativni nasobickou

Nejjednodussi uprava nasobicky v plovouci radové Carce je nahradit presnou nasobicku za
aproximativni nasobickou.

Jednim z takovych nahrazeni, které se zde primo nabizi, je naptiklad vyuziti Mitchellova
algoritmu, které je v této praci navrhuzeno a implementovano. U Mitchellova algoritmu neni
potfeba provadét logaritmizaci, protoze aproximace logaritmizace ve smyslu Mitchellova
algoritmu je zde provedena diky provedeni IEEE754 forméatu implicitné a staci zde tedy
seCist exponent a mantisu jednoho ¢isla s exponentem a mantisou ¢isla druhého. Nevyhodou
tohoto Teseni je, ze poté nasobeni mantis degraduje na sc¢itani.
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Dalsi moznosti je pouzit aproximaci linearizaci naptiklad pomoci Optimélné aproximo-
vané nasobicky (viz 3.5.2) nebo ApproxLP (viz 3.5.2). Vyhodou téchto Feseni je poté vyssi
presnost a nevyhodou komplikovanéjsi obvody.

Aproximativni nasobicky cisel s plovouci fadovou neimplementujici denormali-
zovana c¢isla

Dalsi moznosti aproximace je povazovat vstupni denormalizovana ¢isla za nulu. Timto se
zbavime relativné komplikovaného problému normalizace u vstupnich ¢isel. Tato aproximace
ma relativné nizkou chybovost, protoze jedno ze vstupnich ¢isel bude blizké nule a maximalni
absolutni chyba bude tedy nejvyssi vyjadritelné ¢islo vynasobené nejvyssim denormalizo-
vanym cislem. Pro jesté vyssi zjednoduseni muzeme zanedbat i vystupni denormalizovand
¢isla, coz vede k maximalni absolutni chybé rovné velikosti nejvétsiho denormalizovaného
¢isla.
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Kapitola 4

Reimplementace nasobicek cisel
s plovouci radovou

Tato kapitola popisuje reimplementaci presné nasobicky cisel s plovouci fadovou carkou,
kterd je poté dale pouzita pro navrh aproximaci této nasobicky.

4.1 Nastroj ArithsGen

ArithsGen je néstroj, pomoci néhoz lze navrhovat aritmetické obvody a provadét jejich
testovani. ArithsGen je knihovna pro programovaci jazyk Python, kde kazda komponenta
je implementovana v samostatné trideé.

Vyhodou této knihovny je, Ze umozinuje pouzit hierarchickou strukturu komponent [17],
coz znamend, ze kazda komponenta muze byt slozena ze subkomponent. Toto umoziuje

Dalsi vyhodou této knihovny je fakt, ze komponenty jde v tomto nastroji navrhnout tak,
ze konkrétni bitova Sitka se urc¢i pfi instancovani. Toto instancovani se déje hierarchicky,
jde proto napsat cely obvod tak, ze bitovou sitku lze poté ménit v zavislosti na pozadavcich
konkrétni implementace.

Vystupni forméty tohoto nastroje jsou Verilog, BLIF, C a integer Netlist pro karetezi-
alni generické programovani [17]. Vystup ve Verilogu lze vlozit do syntézniho nastroje, ze
kterého lze ziskat vysledny obvod, ktery poté muzeme nechat vytisknout na ¢ip. Vystup
v C lze pouzit na rychlou simulaci konkrétniho obvodu. Tato simulace lze vyuzit k ziskani
chybové statistiky dané komponenty. BLIF je textovy format popisujici hradlovou struk-
turu komponent. Tento format je casto pouzivany v akademické sfére [23]. Integer netlist
je format pouzivany jako vstup pro evolu¢ni tpravy obvodii.

4.2 Presna nasobicka cisel s plovouci radkovou ¢arkou

V nasledujici podkapitole popisi, jakym zpiisobem je provedena implementace presné néso-
bicky, na coz v nasleduji kapitole navazi popisem implementace komponent a poté navrhem
konkrétnich aproximaci.

Nejdrive je pomoci hradla XOR feseno znaménko, protoze vysledné znaménko je za-
porné pouze tehdy, pokud znaménka jsou rozdilna. Dalsi subkomponentou je normalizér,
coz je komponenta, kterd normalizuje mantisu a upravi exponent, pokud jde o denormalizo-
vané cislo. Z této komponenty poté normalizovand mantisa postupuje do nasobicky mantis
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Obrazek 4.1: Schéma presné nasobicky v plovouci radové Carce
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a exponent do komponenty, ktera resi soucet exponentii. Do této komponenty déle vstu-
puje prenos (nejvyssi bit) z ndsobicky mantis, protoze pokud ten je roven jedné, tak doslo
k zvyseni mantisy nad normalizovanou mantisu, a proto je potieba vyslednou mantisu nor-
malizovat a posunuti propsat do exponentu. Normalizace se provadi pomoci multiplexoru,
na ktery navazuje multiplexor, ktery nastavi nekonec¢no, pokud dojde k preteceni expo-
nentu. Zaroven se provede posunuti vystupné mantisy z nasobicky mantis, pro pripad, kdy
dojde k podteceni mantisy.

Dale se podle podteceni exponentu vybere mantisa tak, ze pokud doslo k podteceni ex-
ponentu, pouzije se posunuty vystup a pokud nedoslo podteceni, vybere se mantisa z mul-
tiplexoru nastavujiciho nekonecno.

Nakonec se provede detekce jednicky ze vstupnich ¢éisel a pokud ani jedno neni nula, tak
se na vystup nastavi vysledek multiplexoru podteceni, jinak se na vystup nastavi nula.

4.3 Komponenty pro presnou nasobicku cisel s plovouci rad-
kovou carkou

V této podkapitole predstavim konkrétni komponenty, které bylo potieba doimplementovat,
aby bylo mozné vysledny aproximativni obvod implementovat.

Enkodér

Enkodér provadi presné opac¢nou akci nez dekodér. Tedy najde jednicku na sbérnici a vrati
jejl pozici na vystupni sbérnici. Na trovni hradel jde o skupinu hradel Or, kdy kazdé
hradlo ma vstupy pro konkrétni vstupni bity, kdy dand mocnina je soucisti vstupniho
¢isla. Na obrazku 4.2 je ukédzka enkodéru 4:2. Tato komponenta je pouzita pro vypocet
posunu v normalizéru (4.3).

ino
in1

outy
iny

outy
in3

Obrazek 4.2: Enkodér 4:2

Multiplexor

Multiplexor je komponenta, kterd z vice vstupt vybere jeden v zavislosti na vybérovém
signdlu. Zde konkrétné je implementovan multiplexor se selekci jednoho signalu ze dvou
(viz obrazek 4.3). Kazdy vystupni bit je generovan ze vstupnich biti multiplexoru tak, ze
jeden ze vstupu je sepnut pomoci select signalu skrze hradlo AND a druhy pomoci negace
tohoto signalu skrze dalsi hradlo AND. Vysledky téchto AND hradel jsou pak na vystupu
slouc¢eny pomoci OR hradla.
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Obréazek 4.3: Multiplexor

Valcovy posouvac

Posouvac¢ posune ¢islo binarné jednim smeérem, coz je ekvivalentni déleni a nasobeni moc-
ninou dvou. Implementacné jde pouze o posloupnost multiplexort, kdy pro kazdy resi po-
sunuti jednoho vystupniho bitu. V normalizéru (4.3) se tato komponenta stard o posunuti
vystupu.

Invertor

Invertor provadi negaci vSech vstupnich biti, coz se dale pouziva v méni¢i znaménka (4.3).
Na trovni hradel se jedna hradlo NOT na kazdém vstupu. Prikladem takového invertoru
je 4bitovy invertor na obrazku 4.4.

Ao A A, As

outg outy out, outs

Obrézek 4.4: Invertor

Méni¢ znaménka

Méni¢ znaménka je komponenta, kterd méni znaménko v doplinkovém kédu. Coz ve dvojko-
vém doplnku, ktery pro reprezentaci zapornych ¢isel pouzivd ArithsGen, odpovida negaci
vSech bitil a pri¢teni jednicky. Nalezneme ho v komponenté fesici exponent pro nasobicku
s plovouci fadovou ¢érkou (4.3).
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Detektor jednicky

Detektor jednicky vraci na vystupu 1, pokud vstup neni roven nule. Implementacné jde
o strom OR hradel.

Detektor nejvyssi jednicky

Detektor nejvyssi jednicky je komponenta, jejiz cilem je detekovat jednicku, kterd je na nej-
vyznamnéjsi pozici ze vSech jednic¢ek. Implementacné jde o opakujici se posloupnost hradel
AND, OR a NOT. Nejdrive zjistime, jestli se na predchozich bitech nachézela jednicka, to
znegujeme pomoci hradla NOT a bindrné vynasobime pomoci hradla AND. Vystup hradla
AND je vysledny bit na dané pozici. Pro vypocet nasledujiciho vystupniho bitu provedeme
binarni soucet pomoci hradla OR aktualniho bitu a tohoto samého signalu z predchozich
bitu. Tento signal poté pouzijeme pro nésledujici bit. Instance tohoto opakovani je zobra-
zena na obrazku 4.5. Detektor nejvyssi jednicky je pouzit v normalizéru 4.3 na izolovani
nejvyznamnéjsi jednicky pred vstupem do enkodéru.

An

Predchozi 1

Predchozi 1

out,

Obrazek 4.5: Blok detektoru nejvyssi jednicky

Normalizér

Normalizér je komponenta, kterd normalizuje vstupni ¢islo v plovouci fadové ¢arce. V této
komponenté je mantisa nejdiive rozsifena, a to, pokud je exponent nula (a tedy jde o de
Toto je implementovano pomoci detektoru jednicky a multiplexoru. Rozsifend mantisa je
poté privedena do detektoru nejvyssi jednicky. Vystupni sbérnice detektoru nejvyssi jed-
nicky je poté prevracena, tedy nejdulezitéjsi bit se stane nejméné dulezitym. Prevraceni je
provedeno proto, abychom zjistili, o kolik musime posunout mantisu, abychom méli nor-
malizovanou mantisu. Takto pfevracenou sbérnici poté ptrivedeme do enkodéru. Vystup
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z enkodéru poté pomoci odcitacky odecteme od exponentu a tim ziskdme normalizovany
exponent. Vystup z enkodéru poté pouzijeme pro posunuti rozsifené mantisy pomoci posou-
vace, ¢imz ziskdme normalizovanou mantisu. Obrazek 4.6 je schématem jednoho takového
zapojeni.

exponent mantissa
|
1 + [mantissa] 0 + [mantissa]
[ One detector ] \_‘ ’_‘
| "
L ultiplexer

I—l

bus with onlv first one Leading one mantissa with or
y detector without implicit one

reversed . .
bus with only first one shift number shifter

)

Subtractor

normalized exponent | normalized mantissa

Obréazek 4.6: Normalizér

Komponenta resici exponent pro nasobicku s plovouci radovou carkou

Tato komponenta provede soucet exponentl a prenosu z mantisy, pokud dojde k podteceni
vrati o kolik je potfeba vyslednou mantisu posunout tak, aby vysledné ¢islo bylo spravné
denormalizované. Komponenta je slozena z nékolika subkomponent. Nejdiive je pomoci
odcitacek od obou vstupnich exponenti odec¢ten bias, poté jsou exponenty bez biasu secteny.
Nasledné je pricten prenos z mantisy. Pokud je poté ¢islo zdporné, tak jde o podteceni.
Nejvyssi bit vysledku tedy v tuto chvili indikuje podteceni exponentu. Pokud tedy doslo
k podteceni, tak zbylé ¢asti sbérnice oto¢ime znaménko a odec¢teme bias. Pokud k podteceni
nedoslo, tak sta¢i pricist bias. Mezi témito dvéma variantami si poté vybereme pomoci
multiplexoru. Celé zapojeni je ilustrovano na schématu 4.7.

Posouvac pro denormalizované cisla

Tato komponenta méa za vstup mantisu a posun. Vystupem této komponenty je denorma-
lizovanou verze vstupni mantisy a nulovy exponent. Tato komponenta na vystup nastavi
na bity s nejvyssim vyznamem nulu, pocet takto nastavenych bitii je roven poctu biti ex-
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Obrazek 4.7: Komponenta FeSici exponent pro nasobicku s plovouci radovou ¢arkou
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ponentu. Dalsi bity jsou vystupem posouvace vlevo o pocet bitti dany vstupem posunu.
Zapojeni této komponenty lze vidét na obrazku 4.8.

mantisa

|
@ Shifter—Ishift

OUtO..expLen OutexpLen..expoLen+mantisaLen

Obrazek 4.8: Posouvaé pro denormalizované ¢isla

37



Kapitola 5

Implementace aproximativni
nasobicek cisel s plovouci radovou

Tato kapitola popisuje, jak byly vyse popsané aproximativni ndsobicky implementovany a
jaka je jejich architektura.

5.1 Jednotlivé aproximacni pristupy

Nize jsou popsany jednotlivé pristupy aproximace, které jsou implementovany, jejich kom-
binaci a generovanim se bude zabyvat nasledujici podkapitola.

5.1.1 Aproximace zanedbanim vstupnich denormalizovanych cisel

Implementace této aproximace je implementacné resena vypusténim normalizéru a jeho
nahrazenim tim, Ze k mantise pfidadme na novy bit s nejvyssim vyznamem pridame jednicku.
Déle také do detektorti jednicek pro jednotliva ¢isla zavedeme pouze exponenty. Schéma
takto upravené nasobicky lze nalézt na diagramu 5.1.

5.1.2 Aproximace zanedbanim vstupnich i vystupnich denormalizovanych
Cisel
Tato aproximace stavi na aproximaci zanedbanim pouze vstupnich ¢isel. V implementaci se

dale zbavime posouvac pro denormalizované ¢isla a bit podteceni skrze hradlo NOT spojime
s detektorem jednicek a toto vyuzijeme, jako vstup pro multiplexor nuly (viz diagram 5.2).

5.1.3 Aproximace nahrazenim casti nasobicky mantis scitackou

Princip aproximace nasobicky mantis s¢itackou je inspirovana Mitchellovou nasobickou, jen
je zde ndhrada nasobicky scitackou provedena pouze na ¢ésti vstupii. Vstupni mantisy jsou
tedy rozdéleny na dvé ¢asti, kdy ¢ast s bity s vys$im vyznamem jsou spolu vynasobeny a
bity s nizS§im vyznamem jsou pouze secteny. Implementacné tedy pouze rozdélime vstup do
nasobicky mantis a ¢ast zavedeme do nasobicky a ¢ast do sc¢itacky, jak lze vidét na obrazku

=

5.3.
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5.1.4 Aproximace pomoci aproximativnich nasobicek z knihovny EvoAp-
prox

Dalsi moznosti aproximace je pouziti aproximativnich nésobicek z knihovny EvoApprox.
Problémem tohoto Teseni je, ze tyto nasobicky maji presné stanovenou délku, pro kterou
jsou pripraveny. Konkrétné pro formét binaryl6 potfebujeme nasobicky s délkou operandii
8 a 7 bitu (V zavislosti na podpore vstupni normalizace). Format bfloat16 vyzaduje délky
10 a 11 bitt a format DLFloat 8 a 9 bitd. Cilem ovSem je pouziti pro jakykoliv format.
Toto je zde feseno pomoci specialni komponenty, ktera nahradi pouze ¢ast nasobeni v dané
nasobicce.

a3 a2 a, ap

a3bo j?ﬂlﬁ 10 Aphg
asb, a,b, &0, agb

1 1
asb, azbz a1b2 2
asb; a,b; ab; agh,

P7 Ps Ps P4 Ps P2 P1 Po

Obrazek 5.4: Princip rozdéleni nésobicky na mensi nasobicky

Jak lze Vldet na obrazku 4 Je mozna rozdeht castecne soucmy do tr skupln Cervena
nych sou¢inii ma nejmensi vyznam a je vhodné ji tedy nahradit aprox1mat1vn1 nasobickou.
Daéle oranzova skupina je ekvivalentni nasobeni nasobickou 2x2, ale na rozdil od cervené
skupiny jde o nasobeni dvou nejvice vyznamnych biti dvéma nejméné vyznamnymi bity
druhého ¢isla. Posledni zelend skupina ¢astecnych soucinu je ekvivalentni ndsobeni celého
prvniho ¢isla hornimi dvéma bity druhého ¢isla. Pokud vysledky téchto nasobicek seCteme
s vhodnym statickym posunem pro kazdou nasobickou, tak ziskdme vysledny soucin.

Implementacné je toto reseno, jako tfi nasobicky, které jsou propojeny skrze scéitacky
a to tak, ze vystupy séitacek doplnime zleva nulovymi bity tak, aby posunuti odpovidalo
vyznamnosti nejméné vyznamného castecného soucinu dané nésobicky, jak lze vidét na
obrazku 5.5

5.1.5 Aproximace pomoci aproximativnich nasobicek QuAd

Pomoci pouziti QuAd scitacek v sCitacce exponentu lze také provést aproximaci a docilit
zjednoduseni obvodu. Z duvodi velkého mnozstvi moznych kombinaci takovychto ndsobic¢ek
jsou vyhodnoceny pouze optimélni QuAd konfigurace, jak je popsano v literatute.[10]

5.2 Generovani jednotlivych aproximativnich nasobicek

Jednotlivé pristupy lze kombinovat pro ziskani riznych vyslednych kombinovanych aproxi-
maci. Moznosti kombinaci jsou ukdzany na obrazku 5.6. Riznych kombinaci jednotlivych
zplisobli aproximaci bylo navrzeno 3236.
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Kapitola 6

Vyhodnoceni vyslednych nasobicek
v plovouci radové carce

V této kapitole je popsana metodologie vyhodnoceni vyslednych nasobicek v plovouci fadové
¢arce a technologie pouzité pro jejich vyhodnoceni. Nakonec jsou zde popsany vysledky celé
préce.

6.1 Metodologie

Parametry konkrétnich nédsobicek se déli na hardwarové (viz 3.1) a chybové parametry.
Postup ziskavani téchto parametri lze vidét na diagramu 6.1

Hardwarové parametry byly ziskany pomoci syntézy za pouziti syntézniho nastroje.
V této praci byl pouzit syntézni nastroj Synopsys Design Compiler, ktery provedl syntézu
pomoci 45nm technologické knihovny. Vstupem syntézniho néstroje je reprezentace obvodu
v jazyce Verilog. Tuto reprezentaci ziskdme piimo z reprezentace obvodu v jazyce Python
diky knihovné ArithsGen.

Pro ziskani chybovych parametri bylo pouzito pfimo vestavéné simulace v knihovné
ArithsGen za podpory knihovny NumPy, kterd urychluje aritmetické a logické operace
s velkym mnozstvim ¢isel.

Konfigurace ArithsGen 108 nahodnych
nasobicek reprezentace vektorli

( 2\

Simulace pomoci N Chybové parametry

Veriglog reprezentace

knihovny numpy nasobicky
7 P
e N\ N
. Hardware parametry Vysledné parametry
Syntéza g nasobicky > nasobicky
\ J \ J

Obrazek 6.1: Postup vyhodnocovani parametrii nasobicek
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6.2 Ziskavani chybovych parametrt nasobicek

Protoze moznych vstupu pro kazdou nasobicku (zde jsou testovany pouze 16bitové forméaty)
existuje 26 % 216 validnich vstupt, tak neni mozné otestovat veskeré mozné kombinace za
pouziti dostupného vypocetniho vykonu a strojového c¢asu. Proto je k testovani pouzita
Metoda Carlo, kdy jsou ndhodné generovany dvojice vstupl a vyhodnoceni je provedeno
jen pouze pro takto ndhodné vygenerované dvojice vstupti. Tyto dvojice se nazyvaji vstupni
vektory.

6.2.1 Pocet vstupnich vektoru

Dulezitym parametrem vyhodnoceni je pocet vstupnich vektorti. Tento parametr byl ur-
¢en experimentem, kdy se na tfech vybranych aproximativnich nésobickach provedlo pét
pokust, a provedlo se vyhodnoceni chyby pro rizné pocty vstupnich vektoru. Vysledek jed-
noho z experimentii lze vidét na obrazku 6.2. Z tohoto grafu lze vy¢ist, Ze chyba pro 10°
vstupnich vektori jiz je relativné mala. Hodnota testu Mann—Whitney U test pro pocet
vektort 10° a 10° je 0,78, 0.76 a 0.82, coz naznacuje, Ze rozloZeni je podobné uz pro 10°.
Tento pocet vektort tedy bude stacit pro vyhodnoceni parametri nasobicek.

62 -

o filename
I evoApprox nasobicka (mul8u_17M)J) bez podpory denormalizace
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Pocet vektord

Obrazek 6.2: Porovnani rozlozeni prumeérné chybové vzdalenosti v zavislosti na poctu vstup-
nich vektort pro vybranou nasobicku

6.3 Vysledné obvody pro format binary16

Jak lze vidét na grafech 6.3, 6.4 a 6.5 pro nizkou primérnou chybovou vzdalenost dosaho-
vali nejlepsich vysledki evolu¢ni nasobicky bez podpory denormalizovanych ¢isel s QuAd
s¢itackou mantis. Naopak pro velkou prumérnou chybovou vzdalenost, jsou dominantni na-
sobicky s ¢asteénym nahrazenim séitackou bez podpory vstupnich denormalizovanych éisel
s QuAd sc¢itackou mantis. Ndsobicky s podporou denormalizovanych ¢isel jsou dominantni
pouze v pripadech, kdy se presnosti blizime presné nasobicce. Jak lze vidét na grafu 6.3
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za relativné nizkou pramérnou chybovou vzdélenost (<1.5) muzeme ziskat relativné vy-
sokou tsporu v piikonu, a to vice nez 70 % konkrétné 0,46mW , zpozdéni této ndsobicky
je poté 2,11ns a plocha na ¢ipu 917um?. Viz tieba EvoApprox nasobicka (mulSu_18UH)
bez podpory denormalizace s QuAd scitackou (s délkou sé¢itacky 1), kterd ma prumérnou
chybovou vzdélenost 0, 12 a prikon 0, 65mW (Pfesnd nasobicka ma ptikon 1, 73mW). V ex-
trémnim pripadé lze prikon snizit az na 0, 15mW, zpozdéni na 0, 85ns a plochu na ¢ipu na
315, 8um?, coz je ale vykoupeno relativné vysokou priimérnou chybovou vzdalenosti 63, 74.
Téchto vlastnosti dosahuje nasobicka ¢asteéné nahrazend séitackou (délka nasobicky 9) bez
podpory denormalizace s QuAd séitackou (s délkou séitacky 1).

pprox bez podpory izace s presnou stitatkou (nedominantni) nésobitka tastedné nahrazend stitackou s podporou denormalizace s Quad s¢itackou (nedominantni)
pprox bez podpory izace s Quad stitatkou (nedominantni) nésobicka Eastetné nahrazend stitackou s podporou vystupni denormalizace s presnou séitackou (nedominanti
evoApprox s podporou denormalizace s pesnou séitatkou (nedominantni) nésobitka Eastedné nahrazend stitackou s podporou vystupni denormalizace s Quad s¢itackou (nedominantni)
evoApprox s podporou denormalizace s Quad stitackou (nedominantni) -~ pfesn nasobicka
evoApprox s podporou vystupni denormalizace s presnou séitatkou (nedominantni) v evoApprox bez podpory denormalizace s Quad stitatkou (dominantni)
evoApprox s podporou vystupni denormalizace s Quad séitatkou (nedominantni) B evoApprox s podporou denormalizace s presnou séitagkou (dominantni)
nésobicka ¢aste¢n& nahrazend séitackou bez podpory denormalizace s pesnou scitatkou (nedominantni) O evoApprox s podporou denormalizace s Quad scitackou (dominantni)
nésobitka castetné nahrazené sitatkou bez podpory denormalizace s Quad stitackou (nedominantni) v
nésobicka ¢aste¢n& nahrazend s¢itackou s podporou denormalizace s presnou s¢itackou inantn) v

nésobicka Eastetné nahrazend stitackou bez podpory denormalizace s presnou séitatkou (dominantni)
4sobitka Castedné 4 stitatkou bez podpory denormalizace s Quad sitackou (dominantni)

Obréazek 6.3: Zavislost primérné chybové vzdalenosti a prikonu nasobicek pro forméat bi-
naryl6

6.4 Vysledné obvody pro format bfloat16

Pro forméat bfloat16 plati, Ze nejlepsi vysledky maji evoluéni néasobicky bez podpory de-
normalizovanych ¢isel s QuAd sc¢itackou mantis. Zde ale narozdil od formatu binaryl6 lze
vidét, ze v nékterych pripadech jsou dominantni varianty s exaktni s¢itackou. V nékolika
pripadech zde jsou dominantni i nasobicky s ¢aste¢nym nahrazenim s¢itackou bez podpory
vstupnich denormalizovanych ¢isel s QuAd scéitackou mantis, jak lze vidét na grafech 6.6,
6.7 a 6.8. Dale jak lze vidét na grafech, 6.6 a 6.3 jsou aproximace s formatem bfloat16 lepsi
v snizovani prikonu se zachovanim obdobné nizké chyby.

I u formatu bfloat16 1ze dosdhnout pomérné vysokého snizeni spotteby s minimélni zmeé-
nou prumérné chybové vzdélenosti. Piikladem je EvoApprox ndsobicka (mul8u_2NDH) bez
podpory denormalizace s presnou scitackou, kterd mé piikon 0,31mW (coz je méné, nez
polovina piikonu presné nasobicky), zpozdéni 1, 81ns, plochu na éipu 716, 15um? a primér-
nou chybovou vzdalenost 1.19. Zde je ptikladem aproximace s vysokou primeérnou chybo-
vou vzdalenosti (16.54) EvoApprox néasobicka (mul8u_TD3) bez podpory denormalizace
s QuAd scitackou (s délkou sé¢itacky 3), kterd ma prikon 0, 13mW zpozdéni 1, 19ns a zabira
320, 53m? na &ipu.
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Obréazek 6.5: Zavislost primérné chybové vzdélenosti a velikosti spotfebovaného mista na

¢ipu pro formét binary16
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vzdalenosti a zpozdéni pro format bfloat16
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Obréazek 6.8: Zavislost primérné chybové vzdéalenosti a velikosti spotfebovaného mista na
¢ipu pro format bfloat16

6.5 Vysledné obvody pro format DLFloat

U formatu DLFloat vidime opakovani fenoménu z forméatu binary16, kdy v ¢asti grafu s niz-
kou pramérnou chybovou vzdalenosti dominuji prevazné evoluéni nasobicky bez podpory
denormalizovanych cisel s QuAd s¢itackou mantis a ¢asti grafu s vyssi pramérnou chybovou
vzdélenosti dominuji prevazné nésobicky s ¢astecnym nahrazenim scitackou bez podpory
vstupnich denormalizovanych ¢isel s QuAd séitackou mantis. Viz grafy 6.9, 6.10 a 6.11.

Prikladem néasobicky s nizkou chybovou vzdalenosti je napiiklad EvoApprox nasobicka
(mul8u__19XF) bez podpory denormalizace s QuAd séitackou (s délkou scitacky 7), kterd
mé prumeérnou chybovou vzdélenost 0, 11, pfikon 0,66mW (coz je znovu pfiblizné polovina
pifkonu piesné séitacky), zpozdéni 2, 78ns a na ¢ipu zabird plochu 1220, 64um?. Piikladem
vysoké prumérné chybové vzddlenosti (47,8) je nésobicka ¢astecné nahrazena sc¢itackou
(délka nasobicky 7) bez podpory denormalizace s QuAd scitackou (s délkou séitacky 1),
jejiz piikon je 0, 15mW, zpozdéni je 0,86ns a plocha na ¢ipu je 378, 73um?2.
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Obrazek 6.10: Zavislost prumérné chybové vzdalenosti a zpozdéni pro format DLFloat
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Obréazek 6.11: Zavislost prameérné chybové vzdalenosti a velikosti spotfebovaného mista na
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Kapitola 7
Zaver

Tato prace méla za cil nastudovat, popsat presné a aproximativni nasobicky v plovouci
tadové carce. Soucasti této prace jsou tedy nové implementace nasobic¢ek v plovouci radové
carce implementované v knihovné ArithsGen spolecné s nékolika podpirnymi obvody. Tyto
obvody a nasobicky maji vyhodu variabilni délky vstupi, a tedy neni potfeba je vytva-
fet pro kazdou délku manudlné vstupt zvlast a diky tomu je mozné je pouzit v dalsich
komplikovanéjsich komponentach.

Nové navrzené nasobicky v plovouci radové ¢arce byly klasifikovany a je diky tomu mozné
vybrat nejvhodnéjsi ndsobicku pro danou aplikaci. Diky knihovné ArithsGen je mozné ziskat
jeji reprezentaci vhodnou pro vyrobu a testovani.

Dalsi smérem pokracovani by mohla byt napriklad evoluéni tprava primo celych néso-
bicek v plovouci radové ¢arce ¢i dalsich dil¢ich komponent, kterd by mohla objevit dalsi
vhodné aproximace, které tato prace neuvazuje.

Konecénym cilem je nové implementované komponenty a nasobicky integrovat do knihovny
ArithsGen, ktera by timto byla rozsirena o obecné komponenty, které by poté bylo mozné
pouzivat primo skrze tuto knihovnu a rozsirit tak moznosti jejiho pouziti.
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