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Abstrakt — Clinek se vénuje vwodu do tz. kompri-
movaného snimdni, coZ je jedna z duleZitych aplikaci
v oblasti Tidkych reprezentaci signdli. Tento text primo
navazuje na clanek stejnyjch autori s ndzvem , Ridké repre-
zentace signdli: wvod do problematiky“. Cldnek obsahuje
jak teoreticky popis, tak nekolik numerickijch experimentii.

Klicovda slova — zpracovdani signdli, ridkost, systémy
linedrnich rovnic, {i-relaxace, komprimované snimdni,
vzdjemnd koherence, compressed sensing, compressive
sampling, sparse recovery

1 Uvod

Tento ¢lanek je pfimym pokracovanim textu stejnych au-
tortt [6], pricemz z ndj piebira také veskeré znaceni. Clanek
se vénuje tvodu do tzv. komprimovaného snimani (com-
pressed sensing, compressive sampling), coz je jedna z dua-
lezitych aplikaci v oblasti fidkych reprezentaci signali.
Myslenka tohoto pfistupu spo¢ivd v neadaptivnim sni-
mani signalu jen tolika ,vzorky“, kolik je jich skutecné
potieba. Teorie je obsazena v ¢asti[2] a numerické experi-
menty v ¢asti |3l Cést 4 uvadi popis pouzitych skripti pro
Matlab a kde je mozné je nalézt.
Pripominame, zZe cilem je nalezeni tzv. ridkého feSeni
soustavy linearnich rovnic, tedy
m)in IIx|lo vzhledem k Ax =y, (PO)
nicméné v praxi je nutno sdhnout k néjaké aproximaci, a
to bud pomoci hladovych (greedy) algoritmt nebo pomoci
f1-minimalizace:
min IIx|li vzhledem k Ax=y. (P1)
Jak se ukaze pozdéji, v tloze komprimovaného snimani
bude mit matice A specidlni tvar.

2 Komprimované snimani

Obvykly zptisob komprimovani dat byl az doposud tento:
nasbirat vSechna data, provést vhodnou transformaci, vy-
hodnotit ziskané koeficienty a vétsinu z nich nevyuzit

(,vyhodit*), protoze z néjakého divodu nesou mélo infor-
mace. Napfriklad v kompresnim formatu JPEG tomu od-
povidé ziskan{ hodnot vSech pixelu fotografie (feknéme 10
miliont), provedeni dvojrozmérné diskrétni kosinové trans-
formace — DCT — a kvantovani vzniklych koeficientt. Pone-
chan{ pouze k koeficientu (nejcastéji se jednd o ty s nejvétsi
velikost{) a zakédovan{ pouze jejich pozice/indexu a veli-
kosti tak vlastné odpovida adaptivnimu pristupu k signalu,
ktery tizce souvisi s chybou nejlepsi aproximace [6]. Uspéch
tohoto pristupu je umoznén pravé tim, ze k urcitému typu
signdlu (tfeba fotografie) je mozné nalézt takovou repre-
zentaci (zde DCT), ve které je signdl ¥idky nebo priblizné
Fidky (coz jde v praxi Casto nalézt).

Komprimované snimdni (compressed sensing, compres-
sive sampling, CS) prichézi s jinou strategii: za predpo-
kladu (pfiblizné) fidkosti ve vhodné reprezentaci rovnou
snimat signal linedrné a neadaptivné, a to pouze tolikrat,
kolik je skutecné trebal

Signdl tedy predpokladame Fidky v néjakém slovniku (po
vzoru [3] se omezime pouze na ortonormdlni béze). Bézi
oznacéime ¥ a tedy signal z ma vyjadieni z = ¥x, kde x
je k-tfidky. Cilem je provést ,maly pocet“ neadaptivnich
méreni, které budou mit charakter skaldrnich soucint se
signalem, coz lze zapsat jakoy = Pz = PUx. Zde P je tzv.
mérici (snimaci) matice rozméru m x N a jednotlivé slozky
vektoru y jsou vysledky méreni, které vznikaji jako linearni
kombinace vzorku signdlu. Pocet méfeni je m < N.

Faze rekonstrukce signélu je ovSem uZ nelinedrni (a ¢a-
sové mnohem narocnéjsi). Rekonstrukce technikami ¢;-
minimalizace probiha takto:

x! := argmin |x[|; vzhledem k y=P®¥x, (P1U)

pricemz nize bude uvedeno, za jakych podminek se timto
ziskdme jako z = ¥x!.

Nyni tedy otdzka zni, jaké jsou pozadavky na mérici ma-
tici P, aby bylo mozné z tohoto ,malého®“ poctu méreni
zpatky rekonstruovat signal?

V literature lze najit, ze vhodné mérici matice se uvazuji
ve tvaru P = R®. Zde ® je (zatim nespecifikovand) matice
N x N a R je matice, kterd vznikne z jednotkové matice
N x N ponechanim pouze m ndhodné vybranych radk,
a tedy funguje jako ndhodny vybér radkt z ®. Nahodny
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Obréazek 1: Priklad matice R, kterd vznikla z jednotkové
matice N x N ndhodnym ponechdnim pouze m fadku (zde
N =32, m = 16).

vybér v R se pritom fidi rovhomérnym rozdélenim prav-
dépodobnosti. Konkrétni priklad realizace matice R je na
obr. [I] a ilustrace celkové situace je na obr. 2}

Tedy celkové, roli matice A z [6] hraje nyni matice A :=
R®WY, a znovu pokladame klicovou otazku: jak zvolit ® a
m, aby A umoznovala rekonstrukei signalu ¢;-technikami?

Na tuto otazku existuje fada odpoveédi, nejprve uvedeme
podminku zahrnujici vzdjemnou koherenci pu. Tu jsme de-
finovali jiz v predchozim ¢lanku pro obecnou matici; ve
specidlnim pripadé, kdy je matice sloZena ze dvou ortonor-
mélnich bazi ® a ¥, tedy [®, ¥], mame
‘¢j¢j

max

pl(®, %)) = max

(1)
a hodnota se pohybuje mezi \/% a 1. Nasledujici tvrzeni

uvadi podminku, za jaké je zarucena presna rekonstrukce
z m méfen{. (Tvrzeni je zdmérné formulované vigné, aby
byla uchopitelnéjsi podstata; detailnéji viz [3], 2].)

Tvrzeni 2.1 ([3], Theorem 1). Necht je ddin signdl z,
ktery md v ¥ k-ridkou reprezentaci x. Pak reseni (-
minimalizace , kde y jsou mérent, je soucasné s vy-
sokou pravdépodobnosti nejridsi mozné, pokud je zvoleno

m>C - p2([®, %)) k- N-InN, (2)

pro néjakou kladnou konstantu C.

Obrazek 2: Tlustrace situace pri komprimovaném snimani:
nameéreny vektor y je roven soucinu mérici matice P =
R®, unitarni matice ¥ a fidkého vektoru x. Do procesu
sniméani vstupuje vektor z, ktery je pozorovatelny a neni
sam ridky, ale je ridky v néjaké bazi ¥, zde v ortonormalni
bazi zpétné DCT.

Z nerovnice ([2)) a jeji ilustrace na obr. [3|je vidét, Ze pocet
méfeni zavisi na Fidkosti pouze linedrné! Role koherence
mezi ortobazemi ® a ¥ je zde zcela zfejma: kvadraticky
ovliviiuje nutny pocet méreni. To vysvétluje snahu hledat
takové dvojice, jejichz koherence je miniméalni. Jak jiz bylo
uvedeno diive, je napriklad zndmo, ze minimalni koherence
1/v/N dosahuje dvojice [I, F] - v takovém piipadé () ¥ik,
ze pocet méreni musi byt fadové pouze k - In N. Naopak,
jak koherence roste, prestava byt méreni dle podminky
vyhodné, az v uré¢itém momentu prestava mit smysl, nebot
m preroste podet vzorkt signdlu N. (To nastane napt. kdyz
bychom zvolili ® = ¥.)

Napt. v aplikacich pro rychlé sniméni zdznamu z mag-
netické rezonance (MRI) mame z fyzikalni podstaty pro-
blému plynouci dvojici ® = F a ¥ = I nebo ¥ = W,
tedy mérime ndhodné vybrané spektralni koeficienty sig-
nalu, ktery je fidky budto pfimo v prostorové oblasti nebo
ve waveletové oblasti [3] [2] [7].

Nyni dame odpoveéd na vyse polozenou otazku prostied-
nictvim vlastnosti zeslabené isometrie — RIP. Omezime se
pritom pouze na matice P = R®, kde ® jsou gaussov-
ského a bernoulliovského typu, ackoliv to nejsou jediné
mozné konstrukce [3]. Vime, Ze takové matice P s vysokou
pravdépodobnosti spliiuji RIP, pokud m > C - k- In(N/k).
Gaussovské a bernoulliovské matice maji dulezitou vlast-
nost — invarianci vi¢i unitarni transformaci [5]. Tato vlast-
nost znamena, ze pokud P vyhovuje RIP, pak pro PW plati
totéz; proto téz celd A vyhovuje RIP. V tomto smyslu tedy
uvedené matice jsou ,univerzalni“, nebot nezaviseji na or-
tonormalni bazi, ve které je signal ridky. Poznamenejme
také, Ze je zajimavé, ze matici ¥ vibec nemusime znat pri
sniméani, nybrz pouze pri rekonstrukei.

V pripadé, Ze v matici A = R®¥ vystupuji dvé (de-
terministické) ortonormélni béze ® a W, dle [3| [I6] plati

m—C - p?([®V]) k- N-1In(N)
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Obrazek 3: Vizualizace nerovnice pro N =300, C =1
a u([®,®]) = 1/V/N = 0,058. Zménou konstanty C' dojde
k posunuti a zméné sklonu nulové vrstevnice.
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(zjednodusené), 7e pro tuspésnou rekonstrukei je potfeba
m > C - k- (In N)* méFeni. Zatim nedokazanou hypotézou
vSak je, ze plati mnohem slabsi podminka, kdy mocninu
v nerovnosti vypustime.

3 Simulace

Tato kapitola se vénuje experimentim, které do znacné
miry objasnuji princip, na kterém je komprimované sni-
mani zalozeno. Simulace zaroven potvrzuji nékteré teore-
tické poznatky uvedené vysSe. Pro testy byl pouzit rekon-
strukéni algoritmus z knihovny ¢;-magic [15] vyuzivajici
linedrniho programovani k reseni ulohy a algoritmus
Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [8] 10} [11].

3.1 Vliv mérici matice na miru uspésnosti
{1-rekonstrukce

Prvni z testti zkouma vliv pouzité méfici matice na tispés-
nost rekonstrukce signdlu fidkého v bézi DCT. Tedy ¥
v je matice zpétné DCT. Nahodné vygenerovany
signal byl sniméan v ¢asové oblasti za pouziti jedné ze Ctyr
méficich matic P (rovnomérné a ndhodné podvzorkovani,
gaussovské a bernoulliovské matice) a ndsledné byla feSena
iloha .

Vysledky experimentu jsou uvedeny v grafu na obr.
Zavislost ispéchu rekonstrukce na relativni ridkosti signalu
byla ziskdna tak, ze délka vektoru byla zvolena N = 256,
provedeno bylo vzdy m = 128 méfeni, signdly mély po-
stupné £ = 1 az k£ = 128 nenulovych DCT koeficient.
Jejich hodnoty byly generovany ndhodné z rovnomeérného
rozdéleni od —1 do 1. Pro kazdou tidkost vektoru a kazdy
typ meéfici matice bylo provedeno 1000 pokusu. Rekon-
strukce byla povazovana za uspésnou, pokud byla relativni
odchylka v fo-normé nalezeného feseni X od ridkého vek-
toru maximalné 5 %, tedy ||x — X[|2 < 0,05 - ||x]|2.

Prekvapivé nejlepsiho vysledku bylo dosazeno nahod-
nym podvzorkovdnim signélu (tedy métici P = RI = R).
Naopak pfi rovnomérném podvzorkovani byla tUspésnost
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Obrazek 4: Vliv pouzité mérici matice na tspésnost rekon-
strukce signalu pfi pouziti signalu fidkého v bazi DCT.

rekonstrukce velmi mald, coz se ale dalo oc¢ekéavat, nebot
diky podvzorkovani pro vétSinu k neni splnén vzorkovaci
teorém, a tedy dochézi k aliasingu. (U ostatnich metod
pojem aliasing nemd smysl, nebof se jiz nejedna o klasické
vzorkovani.) Gaussovské a bernoulliovské nahodné matice
vedou obé k podobnym vysledkim jako ndhodné vzorko-
vani.

Konkrétni ukazka rekonstrukce z ndhodnych vzorki sig-
nalu je na obrdzku [f] Vidime zde signal generovany fidce
v oblasti DCT, ze kterého je vybrano ndhodné nékolik
vzorku v ¢asové oblasti. Rekonstrukce je nejprve prove-
dena f;-minimalizaci a poté pro srovnani {o-minimalizaci
(coz odpovidd pseudoinverzi [12]). Srovnanim rekonstruo-
vanych signalii s ptivodnim zjistime, Ze rekonstrukce po-
moci £1- minimalizace je téméf dokonala, zatimco pomoci
Vodnlm signdlem shoduje pouze v mistech Vzorkovam.

Vyborny vysledek ndhodného vzorkovani, P = R, lze
vysvétlit tim, ze prvky baze DCT maji nosi¢ pres celou
délku signalu a tudiz kazdy vzorek obsahuje soucasné infor-
maci o vsech komponentach signdlu. Je v tom mozné vidét
analogii pripadu, ktery jiz byl uveden, a sice ze Casové-
kmito¢tova dvojice [I, F] m& minimdln{ moznou koherenci.
Jinak tomu bude v nasledujicim piikladé.

3.2 Vliv délky nosice a koherence mezi ® a ¥ na
miru tspésnosti ¢;-rekonstrukce

Shodny test byl proveden se signaly, které byly generovany
nahodné jako idké v bazi ¥ ortonormalnich wavelet tiidy
Daubechies. (Ty v diskrétnim ¢ase odpovidaji filtram FIR
s kone¢nou impulzni odezvou.)
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Obrazek 5: Ukazka jedné realizace ndhodného podvzor-
kovani signalu délky N = 256, snimdno m = 25 vzorku
(CGervené). Signdl je H{dky ve frekvendni oblasti, zde k = 8
nenulovych DCT koeficientti.

67-3



2011/67—22.12.2011

VOL.13, NO.6, DECEMBER 2011

revue

ISSN 1213 - 1539

100
equispaced undersampling
90 . f
random undersampling
g so b gaussian matrix
> \ — — — bernoulli matrix
5 70¢
o \
3 \
5 60\
a \
g 50
2 \
c 40f
S \
s o
S 20f
2
T o0r
0 ! . )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

relative sparsity

Obréazek 6: V1iv pouzité mérici matice na tispésnost rekon-
strukce signédlu pti pouziti signalu fidkého v bazi waveletu
Daubechies 3.

v

V testu byla pouzita nejvyssi hloubka dekompozice J =
5. Z obr.[6la[7je zfejmé, Ze v piipadé waveletu Daubechies 3
dava ndhodné vzorkovani nejhorsi vysledky. Vysvétleni to-
hoto tkazu je prosté: tento wavelet ma velmi kratky nosic¢
(v hloubce dekompozice j je to 5(27 —1)+1 a tedy nejkratsi
atom mé nosi¢ délky 6 a nejdelsi 156 vzorku [13]), a proto
nahodné vzorky se nemuseji ,trefit* do nosice téchto ele-
menti a tedy o ném ani nenesou zddnou informaci. Ovsem
u gaussovskych a bernoulliovskych matic je tomu jinak —
kazdé méreni nese informaci o celém signdlu, coz vysvétluje
jejich tspésnost.
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Obréazek 7: Ukazka jedné realizace ndhodného podvzorko-
vani signdlu délky N = 256, pocet vzorki m = 25. Signal
je fidky v bazi waveletu Daubechies 3 (k = 8 nenulovych
koeficientit). Netspéch ¢;-rekonstrukce je evidentni v né-
kolika usecich.

V této souvislosti vypada tedy jako prirozené, Ze existuje
pozitivni zavislost mezi délkou nosic¢e bazového prvku a
Sanci na rekonstrukci. Mohl by se zdat prirozeny i fakt, ze
¢im delsi nosic, tim mensi vzajemna koherence s Diracovou
bazi; avsak to obecné neplati, protoze koherence jakékoliv
baze A s Diracovou bézi I je jednoduse rovna nejvétsimu
prvku v A. Situaci ukazuje tab.

Tabulka 1: Vzdjemné koherence waveletii Daubechies s Di-
racovou bézi, tj. u([W,I)).

Wavelet Hodnota p
Daubechies 1 0,70711
Daubechies 2 0,83652
Daubechies 3 0,80689
Daubechies 4 0,71485
Daubechies 5 0,72431
Daubechies 6 0,75113
Daubechies 7 0,72913
Daubechies 8 0,67563
Daubechies 9 0,65729
Daubechies 10 | 0,68846

Abychom tuto teorii proveérili, byl proveden experiment
nastaveny stejné jako vyse, ale pouzity byly postupné or-
togonalni wavelety Daubechies riznych fada (viz obr. [9).
Na obr. [§] jsou jeho vysledky. Jak je vidét, koherence pri
pouziti Daubechies 1 je srovnatelna s koherenci v ptripadé
radu 4, avSsak uspésnost rekonstrukce v druhém ptipadé
je vyrazné vyssi. Daubechies 7 ma koherenci mirné vyssi
nez Daubechies 4, takze bychom dle teorie oc¢ekavali horsi
vysledky, avSsak experiment ukazuje presné opacny fakt.
Konec¢né, tad 10 mé koherenci nizsi nez fad 7, nicméné
vysledky jsou skoro totozné.

Shrnuto, tento pokus ukazuje, Ze vzajemnd koherence
pomahé pouze vytycit hranici pro ,,nejhorsi mozny pripad“
(worst case), ale nedévad ndm celou informaci o charakteru
v ,prumérném pripadé“.

Na obr. [I0] je situace zobrazena pomoci tzv. Gramovy
matice, coz je matice skaldrnich soucinu vSech dvojic

100

— — — Daubechies 1
Daubechies 4
Daubechies 7
— — — Daubechies 10

reconstruction success probability [%]

0.15 0.2
relative sparsity

0.25

Obrazek 8: Vliv délky nosi¢e na uspésnost rekonstrukce
signalu po ndhodném podvzorkovani.
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Obrazek 9: Srovnani atomu waveletu Daubechies 1, 4, 7 a
10 odpovidajicich hloubce dekompozice j = 3. Je zde jasné
patrnd rostouci délka nosice.

atoml néjakého systému. Pokud zobrazime Gramovy ma-
tice waveletti Daubechies, miizeme si vSimnout, Ze s ros-
touci délkou nosice roste také pocet kombinaci atomu,
které maji nenulovy skaldrni soudin (tj. nejsou vzajemné
ortogonalni).

3.3 Simulace komprimovaného snimani MRI

Jednou ze slibnych oblasti pro aplikaci komprimovaného
snfmdn{ je magnetickd rezonance (MRI). Princip zobra-
zovani pomoci magnetické rezonance vyuziva gyromagne-
tického momentu nékterych ¢astic (predevsim vodiku), vli-
vem konstantniho homogenniho magnetického pole By jsou
tyto momenty smérovany podél siloc¢ar tohoto pole. Pomoci
dynamického transverzalniho pole B, jsou spiny téchto
¢astic vychyleny ze své rovnovazné polohy do kolmé roviny
xy, ve které vykonavaji precesni pohyb a postupné se vra-
ceji do rovnovazného stavu, tedy podél silocar By. Pritom
indukuji sttidavé napéti v métici civce.

Pro vychyleni spinii do roviny xy je treba, aby excita¢ni
signél obsahoval harmonické slozky o frekvencich, které od-
povidaji rezonan¢nim frekvencim jader, které chceme po-
zorovat (tzv. Larmorova frekvence). V praxi se vyuzivé sek-
venci (napf. Spin echo nebo Gradient echo) radiofrekvené-
nich (RF) pulzt, které pretdéi spin pozorovanych ¢astic
0 90° ¢i 180° (u rychlych zobrazovacich metod i méné nez
90°) a ve vhodnych okamzicich je méfen signal indukovany
v mérici civee.

K prostorovému zakédovani informace se vyuziva gra-
dientnich poli ve vSech osich G, Gy, G, jejichz piso-

Daubechies 1 (u =0.70711)

Daubechies 4 (u = 0.71485)

Obrazek 10: Gramovy matice a vzajemna koherence dvojic
[I, W] pro baze waveleti Daubechies 1, 4, 7 a 10.

benim se méni rezonancni frekvence ¢astic v zavislosti na
poloze. Pomoci sekvenci RF pulzi a gradientnich poli je
tedy mozné primo ziskat signal v oblasti prostorové frek-
vence (spatial frequency). Zpétnou 2D diskrétni Fouriero-
vou transformaci pak dostaneme obraz v prostorové ob-
lasti.

Jakym zptisobem je mozné aplikovat komprimované sni-
mani v oblasti MRI, bude pfedmétem néasledujicich od-
stavci. Jako testovaci obraz byl pouzit tzv. Shepp-Logantv
fantom [I7] o rozméru 128 x 128 px, viz obr. Jde

o umeéle vytvoreny obraz napodobujici fez mozkem.

Original

(a)

Obrazek 11: @ Shepp-Logantav fantom a @ 32 radial-
nich car ve frekvencni oblasti, podél kterych byl obraz sni-
mén (bilé body odpovidaji jednickdm v matici R v rovnici

(P0-2D).
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Jak jiz bylo Teceno v Casti [2 predpokladame, ze obraz,
ktery snimdme, je ridky v néjaké bazi ¥. V nasem expe-
rimentu jsme pouzili bdzi Haarovych waveleti (tj. Dau-
bechies 1 z obrazku @ o hloubce dekompozice J = 2; em-
piricky jsme ovérili, Zze dany obraz je v této bazi dostatecné
fidky. Matice ® odpovidala diskrétni Fourierové transfor-
maci.

Pri rekonstrukei dvourozmérného obrazu bylo nutné pre-
vést 1lohu na jednorozmérny pripad, aby bylo mozné vyu-
Zit stavajicich algoritmu pro feSeni tlohy . Pokud uva-
Zujeme separabilitu dvojrozmérné diskrétni Fourierovy a
waveletové transformace, pak je mozné tlohu popsat jako

min [X[o vzhledem k R-vec(@UX¥ @) =y,

(P0-2D)
kde operace vec(A) sefad{ sloupce matice A postupné pod
sebe do jediného sloupcového vektoru, a fy-norma matice
X je definovana analogicky k vektorovému piipadu. To je
ekvivalentni se zapisem

min||x|lo vzhledemk RQx =y, (P0-1D)
kde x = vec(X) a matice © je definovana pomoci Kronec-
kerova souinu: = (P¥) ® (®¥) [4].

Proces snimani metodou MRI byl simulovan prevedenim
obrazu do oblasti prostorové frekvence pomoci 2D FFT
a zachovanim pouze vzorku lezicich na 32 radialnich ca-
rach s konstantnim tthlovym rozestupem, coz predstavuje

Backprojection (PSNR = +19.74 dB) OMP (PSNR = +294.71 dB)

(a) (b)

Sparsity: 1873 non—zero coefficients

(c) (d)

Obrazek 12: Rekonstrukce pomoci@zpétné projekce, @
algoritmu OMP a @ Haarova transformace rekon-
strukei.

24,76 % vsech vzorku, viz obr. Rekonstrukce probihala
nejprve tradiéni metodou zpétné projekce a poté pomoci
komprimovaného snimani, kdy k vyhledani aproximace re-
seni byl vyuzit algoritmus OMP. Vysledky experimentu je
moZné vidét na obr. [[2l Zatimco tradiéni metoda dosahla
pouze piiblizné rekonstrukee obrazu (PSNR = 19,74 dB),
pomoci komprimovaného sniméni se podarilo obraz obno-
vit pfesné (PSNR = 294,71 dB, coz odpovida zaokrouhlo-
vacim chybdm pfi vypoctu). PSNR (Peak Signal-to-Noise
Ratio) je tradi¢ni objektivn{ metrika pro méfeni odliSnosti
dvou obrazu.

Na obrazku je dale vidét srovnani vyslednych rekon-
strukci v Haarové transformaci. V pripadé zpétné projekce
je pocet nenulovych koeficientti k = 16384 (coz je celkovy
pocet koeficientr), pfi pouziti algoritmu OMP bylo dosa-
zeno Tidkosti k = 1873 a je zde patrné vyraznéjsi zastou-
peni detailnich koeficientu.

Pro lepsi predstavu, jak algoritmus OMP funguje,
byl z kazdé iterace rekonstrukce zachycen jeden sni-
mek a z celé série pak bylo sestaveno video, které je
mozné najit na adrese http://www.utko.feec.vutbr.cz/
~rajmic/papers/video/phantom_omp.avi| (140 MB), pti-
padné . ../phantom_omp.mp4| (8 MB).

3.4 Prechod fazi

Hranice mezi oblastmi s ,jistou“ a ,nemoznou“ rekon-
strukef signdlu x z méfeni y se nazyva prechod fazi (Phase
Transition). Typicky tvar tohoto pfechodu v zavislosti na
mite podvzorkovani a ridkosti vektoru je vidét na obr.

Sitka fazového prechodu zavisi na délce vektoru x — s ros-
touci délkou N klesa sitka fazového prechodu, az v limité

Reconstruction success probability [%]

0s

o o o o
i o ~ o

=
.

relative sparsity (k/M)

o
L

o
R

=

i
1] 0.1 0z 03 0.4 04 0.6 07 08 09 1

undersamplig rate {m/M)

Obrazek 13: Relativni ¢etnost tispésné rekonstrukce pri po-
uzit{ matice s Bernoulliho rozdélenim (N = 300). Na vo-

dorovné ose je ,mira podvzorkovini“ 3, na svislé pak re-

k

lativni ridkost vektoru -
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Phase transition sharpness in dependence on vector length
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Obrazek 14: Ostrost fazového prechodu v zavislosti na
délce vektoru, zde pro pevnou volbu % = 0,5.

je tento piechod zcela ostry [I], viz také obr. Dilezité
vsak je, ze se s rostouci délkou N neméni pozice teoretic-

kého stfedu prechodu a tedy relativni fidkost nutna k re-
konstrukci signalu nezavisi na N.

4 Software

Reprodukovat vysledky uvedené a vyobrazené v tomto
¢lanku je mozné pomoci skripti pro Matlab, které se
nachézeji na adrese http://www.utko.feec.vutbr.cz/
~rajmic/software/RidkeSLR-CS-matlab.zipl Nasleduje
strucny komentar k jednotlivym souboram:

minm.m............. vizualizace nerovnice .

srovnani_vz.m....srovnani vzorkovani signalu ridkého ve
frekvenéni oblasti pomoci riznych mé-
Ficich matic (viz obr. [4)).

nahod_podvz.m.... ukdzka ndhodného podvzorkovani sig-
nalu fidkého ve frekvencni oblasti (viz
obr. ).

srovn_vz_d3.m....srovnani vzorkovani signalu ridkého
v bazi waveletu Daubechies 3 pomoci
riiznych méficich matic (viz obr. [6)).

nah_podvz_d3.m...ukézka ndhodného podvzorkovani sig-
nalu ridkého v béazi waveletu Dau-
bechies 3 (viz obr. [7)).

srovnani_daub.m..srovnani ndhodného podvzorkovani
signala tidkych v bazi waveletu Dau-
bechies 1, 4, 7 a 10 (viz obr. .

OMP.M...couvennn... implementace algoritmu OMP

phantom_omp.m. ... rekonstrukce fantomu pomoci algo-
ritmu OMP (viz ¢ést

anim_omp.m........ animace rekonstrukce fantomu po-

moci algoritmu OMP (viz ¢ast
pravdepod.m....... pravdépodobnost rekonstrukce v za-

vislosti na mire podvzorkovani a re-

lativn{ fidkosti vektoru (viz obr.
prechod_fazi.m...pfechod fazi (viz obr.

5 Zavér

Clanek prezentoval po teoretické i praktické strance velmi
aktualni tématiku, kdy signdl je, resp. miize byt, sniman
jen takovym poctem vzorku, jaky odpovida jeho ridkosti
v néjaké bazi. Toto snimani je v obecném smyslu — jedno
mérfeni muze byt linedrni kombinaci vSech vzorku signélu.
Ukazuje se, ze nejlepsich vysledku se dosahuje, kdyz ony
linearni kombinace maji ndhodné koeficienty. Ackoliv se
zdé, ze to je velmi vyhodné, z praktického pohledu jsme
limitovan{ ve dvou smérech [2]: Zaprvé, ne vzdy si mizeme
vybrat typ méfeni (piikladem budiz magnetickéd rezonance
nebo pocitacova tomografie, kde typ méfeni je urcen fyzi-
kélni podstatou véci). Zadruhé, (ndhodnd) matice, kterd
je pouzita pri snimani, mize v praxi nabyvat obfich roz-
méru (soudin mN muze byt bézné v fadu miliard). Jak
bylo uvedeno, pri rekonstrukei signalu tuto matici musime
znat. Z tohoto diavodu se hledaji ,,uspornéjsi“, strukturo-
vané mérici matice, které ale stale zahrnuji prvek nahody,
viz napf. [I4], kde z jednoho ,kratkého* ndhodného vek-
toru je vytvorena mérici matice jako cirkulantni. Kromé
aplikaci jmenovanych v predchozim ¢lanku [6] je aktudlné
atraktivni moznost vyuziti komprimovaného sniméani v ko-
munikacnich technologiich, kde diky znalosti povahy sig-
nalu muzeme znacné snizit vytizeni prenosového kanalu,
tj. objem dat nutnych k bezchybnému prijeti prenasené in-
formace [9].
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