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Abstrakt

Tato prace se zabyva doplnovanim chybéjicich dat do zvukovych signali. Na tvod jsou
shrnuty zakladni poznatky vyuzivané dale v textu. Pfed samotnou aplikac¢ni ¢asti je pred-
stavena fidka reprezentace signalli a nékteré algoritmy jejiho hledani. V kapitole vénované
doplnovani dat je formulovan problém a kratce popsany a srovnany dosavadni metody
feseni. Poté je uveden nejnovéjsi pristup feseni vyuzivajici harmonickou strukturu sig-
nalt a provedeny experimenty. Na zavér je odvozen algoritmus pro zajisténi maximalni
efektivity vypoctu.

Summary

This thesis deals with audio inpainting problem. Firstly, basic concepts are summarized.
Then, sparse representation of signals is introduced along with several algorithms. In the
main part dedicated to the audio inpainting, the problem is defined and actual methods
are presented and compared. The newest approach using the harmonic strucure of sound
signals is then introduced, followed by several experiments and evaluation. Lastly, an
algorithm ensuring the maximal computational efficiency is derived.

Klic¢ova slova
framy, Fidka reprezentace signali, proximalni algoritmy, dopliiovani chybéjicich dat do
zvukovych signald, strukturovana ridkost
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frames, sparse representation of signals, proximal algorithms, audio inpainting, structured
sparsity
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1. UVOD

1. Uvod

Zpracovani signali zahrnuje mnoho oblasti matematiky — linearni algebru, funkcio-
nalni analyzu, optimalizaci, pravdépodobnost a fadu dalsich. Moderni pfistupy zpraco-
vani signalti vyuzivaji tzv. fidkou reprezentaci. To znamend, ze signal je mozné presné
vyjadrit (popf. dobfe aproximovat) linearni kombinaci pouze nékolika malo vektori repre-
zenta¢niho systému. Aplikaci fidkych reprezentaci je cela fada, napf. odstranovani sumu,
komprese signalu, doplnovani chybéjicich tisekti, komprimované snimani. . .

Pocatky ridkych reprezentaci signali spadaji do roku 1993, kdy védci Mallat a Zhang
prezentovali algoritmus Matching Pursuit [27]. V roce 1996 publikoval R. Tibshirani
pfistup vyuzivajici ¢;-relaxaci (metoda LASSO) [35], dale ¢lanek [9] uvedl ekvivalentni
metodu basis pursuit.

Tato prace se zabyva dopliiovanim chybéjicich dat ve zvukovych signalech. Pti pre-
nosu signalu a jeho zpracovani casto dochéazi k jeho naruseni. Jsou uvedeny dosavadni
metody doplnovani dat a testujeme nejnovéjsi pristup uziti fidkych reprezentaci. Také je
prezentovan algoritmus pro zrychleni vypoctu.

V kapitole 2 je uveden prehled zakladnich pojmi uzivanych dale v textu. Kapitola 3
pojednéva o teorii reprezentacnich systémii. Poté je kapitola 4 vénovana ridkym reprezen-
tacim a nékterym algoritmtm jejich hledani. Na konci této kapitoly jsou kratce shrnuty
principy komprimovaného snimani. Nésledné se kapitola 5 zamétuje na dopliiovani chy-
béjicich dat. Je zformulovan problém a popsany rizné metody jeho reseni. V kapitole 6
jsem provedla prislusné experimenty a zabyvala se zrychlenim vypocti.
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2. Zakladni pojmy

Nejdrive uvedeme zékladni pojmy pouzivané dale v textu. Vektory a matice jsou zna-
¢ené tucné (x, A). Cislo komplexnd sdruzené k ¢islu a oznacujeme a*. Tzv. Hermitovskou
transpozici matice znac¢ime také symbolem *. A* je matice, ktera vznikla sloZzenim trans-
pozice matice a komplexnim sdruzenim kazdého jejiho prvku. Plati (A*B*) = B*A*.
Jadro linedrniho zobrazeni uré¢eného matici A znacime ker(A).

Vektorovy prostor, normy

Definice 1 Nechf je V neprdzdnd mnozina. Ddle necht:

1. Ke kazZdym dveéma prvkim x,y € V je jednoznacné prirazen prvek z € V nazyvany
jejich soucet a oznacovany X +y, pricemz plati:
(a) x+y=y+x
(b)) x+(y+z)=(x+y)+z

(c) VeV existuje takovy prvek oznaceny o, Ze Vx € V
X+0 =X

v

(d) KeVx €V existuje takovy prvek oznaceny (—x), Ze
x4+ (—x) =o.

2. KeVa (o € R nebo a € C) a ke Vx € V je jednoznacné prirazen prvek ax € V,
pricemz plati:
(a) a(fx) = (af)x.
(b) 1-x=x.
(c) (a+ B)x = ax + Ox.
(d) a(x+y)=ax+ay.

Pak mnozinu V nazgyvame vektorovym prostorem. Podle toho, zda pod ¢isly o, (3, . .. rozu-
mime redalnd ¢i komplexni ¢isla, hovorime o redlném ¢i komplexnim vektorovém prostoru.
Proky mnoziny V nazyvame vektory, c¢isla o, (3, ... skaldry.

Definice 2 Necht'V je vektorovy prostor a f : V — R* je funkce spliujici Vx € V:
1. f(x)=0&x=o0,
2. f(x+y) < fx)+ f(y),
3. flax) = [al f(x).

Pak se funkce f nazyvd normou ve vektorovém prostoru V a tento prostor je normovany
vektorovy prostor. Normu prvku x € V znacime ||x||.

14



2. ZAKLADNI POJMY

Ve vektorovém prostoru se skalarnim soucinem (-,-) lze zavést normu indukované: ||x|| =

V(x,x).

Prostor C" nejcastéji dopliujeme o skalarni soucin
n
(xy) =z} =y'x
i=1

a indukovanou normu

n
2 *
Il = [l = | D |of* = x"x.
i=1
Vektory uvazujeme jako sloupcové a s koneénym poctem prvki. Indexovani predpo-
kladame pocinaje jednickou, tedy x = [z1,...,x,] . Kardinalitu mnoziny (pocet prvkii)
znac¢ime jako absolutni hodnotu, napt. |{1,3,5,7,9}| = 5.

Definice 3 [19] Nosicem vektoru x rozumime mnoZinu jeho indext, v nichZ md vektor
nenulové hodnoty. Tuto mnoZinu pak znacime supp(x) = {i|x; # 0}.

Pro signdl x = [z1,...,2,]" = [1,0,5,3,2,7,0,0,9]" plati supp(x) = {1,5,3,2,7,9}
a [supp(x)| = 6.

Definice 4 [19] {,-norma vektoru x € CV je definovdna jako

n 1/p
x|, := <Z |a:i|p> pro 1< p < oc.

=1

Déle specialni pfipady pro p € (0,1), kdy se ve skute¢nosti nejednd o normu (neplati
pozitivni homogenita), a pro p = co. Kviili zjednoduseni vak uzivame jednotné /,-norma
pro vSechna p.

Il o= max [z

x|, := Z lz;|" pro 0<p<1,

i=1

1%l := lsupp (x)].

Norma ||-||; vyjadiuje soucet absolutnich hodnot prvka vektoru, ||-||, pak pocet jeho
nenulovych slozek.

Definice 5 [19] Jednotkovou kouli B)' v {,-normé definujeme jako

BY .= {x e CN| x|, < 1}.

p

Tlustrace na obr. 2.1:

15



NI

N L
YN -

Obrazek 2.1: Jednotkové koule v normdch o, by 5, (1, 2 [19].

Jednotkova koule B$ je znazornéna na obr. 2.2, koule Bj pak na obr. 2.3.

Obrézek 2.2: Jednotkovd koule v normé ||-||;.

Definice 6 [19] Vektor x € CV nazgvdme k-vidky (k-sparse), pokud spliiuje
Ixlly < &

k-Fidky vektor ma tedy nejvyse k nenulovych slozek. Pomérem £ rozumime relativni

N
ridkost vektoru x o délce N.

Definice 7 [33] (p, q)-smisend norma matice A € R™*" je obecné definovdna

1/q
Pa (Z Hang) ’

kde a; je i-ty sloupec matice A a ||a;||, klasickd {,-norma.

A

16



2. ZAKLADNI POJMY

Obrézek 2.3: Jednotkovad koule v normé ||-||,.

Tedy pro priklad p=1,¢ =2

2 2 2\1/2
ALl 2 = [Hally s 2zl lanlly 1, = (laally + laelly + ..+ laally) "
Podobné pro p = 2, ¢ = 1. Jednotkova koule v normé |-, ,, kdy prvky @1, z tvoii skupinu
je zobrazena na obr. 2.4, podobné v normé ||-||, ; na obr. 2.5.

Pseudoinverze (Moore-Penrose)

Definice 8 Matice pseudoinverzni k matici A je AT, pro kterou plati:

AATA = A,

ATAAT = AT,
(AAT)" = AAT,
(ATA) = A*A.

Jde tedy o zobecnéni inverze pro nereguldrni matice: AATx = x [19].
Jestlize Fesime nedourdenou soustavu linedrnich rovnic Ax = y, pak Aty je feseni
s nejnizsi energii. Lze ukézat [19], ze At = A*(AA*)", v piipadé plné fadkové hodnosti
matice A pak
At = A*(AA")L (2.1)

17
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Obrézek 2.4: Jednotkovd koule v normé ||-||, ,.

Obrézek 2.5: Jednotkovd koule v normé ||-||, ;.



2. ZAKLADNI POJMY

Konvexni mnozZina a funkce

Definice 9 [4] Rekneme, Ze mnozina M C V je konvexni, jestlize pro Vx;,xy € M plati
)\X1+(1—>\)X2€M, V)\0§>\§1

Konvexni mnozina je takova mnozina, ktera obsahuje konvexni kombinace vSech svych

bodd.

Definice 10 [4] Funkce f(x) na konvexni mnoZiné se nazgvd konvexni, jestlize pro Vxy,xy €
domf plati

FOX1+ (1= N)x2) < Af(x1)+ (1= N)f(x2), VA:0< A< 1.

Funkece je tedy konvexni, pokud graf této funkce na kazdém intervalu [x;,xs| lezi pod
tseckou spojujici funkéni hodnoty f(x1), f(x2).

19



3. Baze a framy

Pokud signal uvazujeme jako vektor délky n, pohybujeme se v teorii vektorovych
prostorti. Zakladnim pojmem je v této oblasti baze vektorového prostoru. Vektory lze
jednoznac¢né vyjadrit jako linedrni kombinaci prvki baze. Misto prace s obecnymi vektory
lze tedy obdobné pracovat s prvky baze. Nevyhodou tohoto konceptu je ovSem pozadavek
na linearni nezavislost prvki baze a casto i jejich ortogonalitu vzhledem ke skalarnimu
soucinu. Pokud jsou kladeny dalsi pozadavky, ¢asto byva tézké nalézt bazi, kterd jim vy-
hovuje.

Framy jsou v tomto ohledu vsestrannéjsi. Frame ve vektorovém prostoru s vnitfnim
soucinem také umoznuje vyjadrit kazdy vektor jako linearni kombinaci svych prvki, od-
padéa vSak pozadavek na linearni nezavislost mezi prvky framu. Pokud tedy uvazujeme
reprezentaci signalu pomoci systému linearnich rovnic, v pfipadé framu je tento systém
nedourceny. Vyskytuje se v ném vice neznamych nez linedrnich vztahti mezi nimi a tim
padem neni reprezentace signalu urcena jednoznacné. Hledame pak takovou reprezentaci,
ktera je v jistém smyslu optimalni. Napiiklad tzv. 7idkou reprezentaci signélu (signal je
v systému urcen jen nékolika jeho prvky) popisujeme v kapitole 4. Nejdiive pfipomeneme
zakladni pojmy ohledné reprezentacnich systémut. Uvazujeme konec¢nédimenzionalni vek-
torovy prostor V # { } s vnitinim souéinem (-, -).

3.1. Systém generatort vektorového prostoru

Jestlize lze kazdy vektor x € V vyjadrit jako konecnou linedrni kombinaci prvkl z urcité
podmnoziny vektori E = {ey,...,e,} prostoru V, nazveme tuto mnozinu systém generd-
tort vektorového prostoru V. Pokud je generatori vice nez je dimenze n, dany vektor miize
mit vice reprezentaci. Toto je jiz vySe zminénéd nedourcenost. Lze-1i zapsat x v systému

generatort jako
n

X = g Cr€k,

k=1

skalary c; se nazyvaji souradnice x v E.

3.2. Baze

Posloupnost vektort {by}}_; ve vektorovém prostoru V dimenze n se nazyva bdze, jestlize
plati [10]:

o V = span{by}}_,

o {by}i_, je linedrné nezdvisld, tj. pokud > ;_; cxby = 0 pro néjaké skaldrni koefici-
enty {cx}p_;, pak ¢, =0 Vk=1,...,m.

20



3. BAZE A FRAMY

Baze je tedy minimalni systém generatori vektorového prostoru. Kazdy prvek x € V
lze v dané bazi pomoci jednoznacnych c;, vyjadrit jako

n
X = E Ckbk
k=1

Definice 11 [10]. Bdze {by}}_, se nazyjvd ortogonalni, kdyz pro kazdé dva vektory z {by}}_,
plati
(b;,bj) =0, (b;,b;) #0.

Bdaze se nazyvd ortonormélni, jestlize navic ||by|| = 1,VE=1,... n.
Nékdy, zv1asté ve vicedimenzionalnich prostorech, je naro¢né najit koeficienty {cx}7_;.

Ovsem pokud je baze ortonormadalni, 1ze koeficienty nalézt snadno: Vnitini soucin vektoru
x s libovolnym b; dava

n

(x,b;) = (O _exbi,bj) = > ci(br,by) = ¢,
k=1

k=1

takze

3

X = <X, bk>bk
k=1

3.3. Framy

Jestlize je pocet generatort vektorového prostoru V vyssi nez jeho dimenze, stale je mozné
reprezentovat kazdy vektor konecnou linearni kombinaci, generatory jsou vsak v tomto
ptipadé jiz linedrné zavislé. Takovy systém generdtori se nazyva (konecny) frame ve V.
Framy jsou tedy zobecnénim pojmu baze, pouzivaji se kviili své flexibilité (jsou méné ome-

Vv

metodéach.

Definice 12 [10]. Nejuyse spocetnd mnozina vektori {¢,}rer ve V v ném tvori frame,
pokud existugi konstanty 0 < A < B < oo tak, Ze

Allx]* < [(x.¢)l* < Bllx|*, vxeV.

kel

Konstanty A, B se nazyvaji meze framu, nejsou jednoznacné. Optimdlni dolni mez
framu je supremum pies vSechny dolni meze, podobné optimdlni horni mez framu infimum
pres vSechny horni meze. Prvky framu ¢, se nazyvaji atomy.

V kone¢nédimenzionalnim prostoru lze uvazovat framy {¢, }rer sestavajici z nekoneéné
. p . .. m v ax
mnoha prvki. My se omezime na koneéné mnoziny {¢,}7-,,m € N. V tomto pfipadé
Cauchy-Schwarzova nerovnost dava [10]
m m
2 21kl2. Vx eV

(@) < ) el Ix]]", vxeV.

= k=1

k=1
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3.3. FRAMY

Tedy podminka horni meze je automaticky splnéna. Dolni mez A > 0 existuje, pokud
span{ Py}t = V.

Frame nazveme tésny [10], pokud je v definici mozné vybrat konstanty A = B, tedy
plati

S lxp)P = Alx|*, VxeV.

m
k=1

Piikladem tésného framu je tzv. Mercedes-Benz frame v R? [10]:

q,:(o —V/3/2 ﬁ/?)

1 —1/2 -1/2

Znéazornény je na obr. 3.1.

1 _{1‘91 - (01)
_ V3 V3
2 2

%S

|
b | =
pa——

Po = (—T, —5) ¥P3 = (

Obréazek 3.1: Mercedes-Benz frame.

Vyraz ), |(x,¢,.)|> mitZeme piepsat: skalarni soucin (x,¢,,) jako ¢ X, a tedy posloup-
nost (x,¢;), jako ®*x. ¢, jsou obsazeny v ® jako sloupce a ®* je urcena jednoznacné.

Potom
D x| = (87%)"®"x = x" @D,
k

coz je kvadratickd forma urc¢end ®®* [34]. Definici framu pak pfepiSeme na
A<x*®P*'x < B, VxeV:|x|| =1

Optimélni horni mez framu A je tedy rovna nejmensimu vlastnimu ¢islu ®®* a opti-
maln{ horni mez B tomu nejvétsimu [34].

Uvazujme frame {¢,,}}", ve vektorovém prostoru V. Definujeme linearni zobrazeni [10]

m

T:C" =V, T{a}ir, = ch¢k-

k=1
T nazyvame syntezujici operdtor. Adjungovany operator je dan

T :V-=>C™ T'x={{xe¢.)},
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3. BAZE A FRAMY

nazyva se analyzujici operdtor. Slozenim T a T* ziskdme framovy operdtor

m

S:V=V, Sx=TT'x=) _ (x¢) ;.
k=1
Véta 1 [10] Necht {¢,}i-, je frame ve V s framovym operdtorem S. Pak plati ndsledu-
jJici:
1. § je invertibilni a samoadjungovany
2. Vx €V lze vyjadrit jako
x=> (x5'¢) =D (x.p) S "¢y (3.1)
k=1 k=1
3. Pokud x € V md reprezentaci x = Y ,— ¢k, pro néjaké skaldrni koeficienty
{Ck};cnzlf pak
Mol = (xS + D Jer — (x5
k=1 k=1 k=1

Vztah (3.1) ve vété 1 se nazyva framovy rozklad. Véta tika, ze pro obecné framy lze
kazdy vektor x € V reprezentovat ve tvarux = > ;" | (x,f;) ¢, pro vhodnou volbu {f; }7" ;.
Navic, mezi vSemi skalarnimi posloupnostmi {cy }}",, pro které plati x = > /" | cx ¢, maji
koeficienty {(x,S '¢,)}7, minimalni energii (f-normu).

Definice 13 [10] Necht je E = {ey,...,e,} frame vektorového prostoru V.m > n =
dim(V). Vektory framu jsou linedrné zavislé, kazdy vektor z V lze wvyjadrit nekonecné
mnoha kombinacemi x =Y, cyeg. Frame ¥ = {fy,... f,,}, ktery generuje tentyZ prostor
se nazyvd dudlni k E, pokud Vx € V

X = Z (x.fi) er = Z (x,er) fx,

k k

tedy x = EF*x = FE*x.

Duélnich fram@i mutze byt vice. Jen pro jeden dualni frame F k framu E, definovany
{f. 3, = {S'ex}, (neboli F = S7'E), ma posloupnost jeho soutadnic (tzv. framo-
vych koeficientti) dle véty 1 minimélni energii. Tento frame se nazyva kanonicky dudlni
frame [10] k framu E. Z definice tedy plyne, Ze soufadnice ¢ vektoru v ptivodnim framu
hleddme pomoci duélniho: (x,f;) = ¢; a naopak: (x,ex) = dj, tj. F*x = c a E*x = d.

Kanonicky dudalni frame lze vytvorit také pouzitim Moore-Penroseovy pseudoinverze
[34]. Vychazime z (2.1):
E* = E*(EE*)!,
kde E je ptivodni frame. Protoze framovy operator je definovany Sx = >, (x.e;) e, lze
jej v kone¢né dimenzi ztotoznit s matici S = EE*, a miizeme pak rovnici pro pseudoinverzi

zapsat
Et =E'S™.
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3.4. PROSTORY NEKONECNE DIMENZE
Néasledné upravime hermitovskou transpozici
(EY) = (E*S™)*=S'E=F.

Hledani dudlniho framu je casto naro¢né (velké rozméry matice ¢i Spatnd podmi-
nénost), v ptipadé tésngch framt ovSem plati S = AI [10] a dudlni frame vytvofime
z puvodniho jednoduse f, = e /A. Tedy plati

1
x =~ Z<X, er)ey.
k

Toto vede ke hledani pravée tésnych framt v rtznych prostorech.

3.4. Prostory nekonec¢né dimenze

V prostorech nekonecné dimenze néktera samoziejma fakta z koneénérozmérnych prostorii
neplati. Prvky jsou vyjadifovany pomoci nekoneénych tad [10]

(e 9]

X = Z Ckfk

k=—o00

a je potteba zde vyzadovat bezpodminecnou konvergenci, kde soucet nezavisi na poradi
sCitanci. Pojem linearni nezavislosti je zobecnény: nekonecnéd mnozina je povazovana za
linedrné nezavislou, jestlize kazd4 jeji konecnd podmnozina je linedrné nezévisla. Pracu-
jeme s tzv. separabilnim Hilbertovgm prostorem [10]. Hilbertiv prostor je definovan jako
tplny vektorovy prostor se skalarnim soudinem. Uplnost znamené, 7e kazda cauchyovska
posloupnost vektoru je zaroven v tomto prostoru konvergentni. Separabilnost znamena,
Zze obsahuje nejvyse spocetnou hustou podmnozinu (tedy tato podmnoZina generuje pod-
prostor husty v pivodnim prostoru).
Nejcastéji vyuzivané baze v tomto prostoru jsou tzv. Schauderova a Riezsova. Frame je de-
finovany stejnym zptisobem jako v konecné dimenzi s rozdilem, ze mnozina I je tentokrat
spocetna [10].

Prikladem tohoto prostoru nekonecné dimenze je prostor funkci s kone¢nou energii

LQ(R):
I*(R) = {f : ,//_m FOdt < oo},

f je komplexni funkce realné proménné. Skalarni soucin definujeme jako
)= [ s,

indukovanou normu ||fl, = /[ |f (t)]* dt. V nésledujici ¢asti se vénujeme systému

generatortt pro L?(R), kde jsou prvky framu konstruovany pomoci translace a modulace.
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3. BAZE A FRAMY
3.5. Gaborovy framy

Teorie Gaborovy analyzy v prostoru L?(R) je zaloZena na dvou tiid4ch operatorii, translace
T, 0 a € R a modulace Ej Cislem b € R:

T,:L*(R) — L*(R), (T.f)(z) = f(z —a),
Ey :L*(R) — LA(R), (Euf)(x) = ™ f(x).

Funkce f € L*(R) jsou reprezentovany jako superpozice posunutych a modulovanych verzi
pevné dané funkce g € L*(R). Ziskany soubor funkci

{Emanag}m,nEZ = {62ﬁimbxg(x - na)}m,nEZ

se nazyva Gaboruv systém [3],[10].

Snaha zavést tento systém plyne z potieby casové-kmitoctové reprezentace: Fourie-
rova transformace vyuziva harmonickych funkci, které ovliviiuji podobu celého signalu.
Lidské ucho ale dokaze umistit kmitoc¢tovou strukturu zvukt v c¢ase, proto potiebujeme
pro analyzu casové lokalni spektra signalti. Pomoci Gaborovych frami mizeme signal
analyzovat ¢i syntetizovat za pomoci stavebnich blokt lokalizovanych v ¢ase i frekvenci.
Tato reprezentace vede na tzv. spektrogram (obr. 3.2). Casové-kmito¢tové rozliseni ma
bohuZel svoje omezeni. Zadny signél totiz nemize byt najednou koncentrovan jak v ¢ase,
tak v kmito¢tu. Toto popisuje tzv. Heisenbergiv princip neurcitosti [13].

8000

7000

6000
< 5000
Tz -30
2y
§ 4000 ™= 1_a0
g
L 3000 -50

0 0.05 0.1 015 0.2 025 0.3 0.35
Time (s)

Obrézek 3.2: Spektrogram signdlu - vysloveni “greasy’. Cim teplejsi barva, tim vijznamnéjsi

je dand frekvence v daném case.

Definice 14 [10] Gaboriv frame je frame pro L*(R) tvaru { E,Trag}
gsou dané a g € L*(R) je fizni funkce.

kde a,b > 0

m,ne”’

Funkce g se nazyva okénkovd funkce nebo generdtor.
Otdzkou je vybér parametrii a,b > 0 a funkce g € L*(R) tak, abychom ziskali frame
v L*(R).
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3.5. GABOROVY FRAMY

Véta 2 [10] Necht je dina funkce g € L*(R) a konstanty a,b > 0. Pak plati:
1. Pokud ab > 1, pak { EppThag} . nez, nemiZe byt frame pro L*(R).

2. Pokud je {EnpThag} frame, pak ab =1 < {EpThag} je Rieszova bdze.

m,ne’l m,ne”

Tedy systém {E,,T, nag}m,nez tvori v L*(R) frame jen za podminky ab < 1, coZ znamena,
ze miizka {(na, mb)},, o, musi byt dostatecné husta (toto je pouze nutnd podminka).

Pro rekonstrukci signalu je potfeba, aby mél dualni frame ke Gaborovu framu opét
stejnou strukturu. Plati, Ze kazdy kanonicky duélni frame toto spliiuje [10]. Pro ziskani
dudlniho okna je potfeba provést inverzi framového operatoru, coz byva (s vyjimkou tés-
nych framt) nelehky tkol.

Pro praktické ticely se pfesouvame do koneénjch posloupnosti v prostoru ¢*(7Z). Jisté
podminky, kladené na Gabortv frame {E,Thag},, nez Pro L*(R) implikuji, Ze miizeme
sestrojit frame pro ¢*(Z) s podobnou strukturou [10]. Diskrétni Gabortiv systém genero-
vany posloupnosti g € £*(Z) s modula¢nim parametrem 1/M a transla¢nim parametrem

a, (M,a € N) je definovan jako soubor posloupnosti

{Em/MTnag}nEZ,mZO,...,Mfl ’
Tedy j-ty ¢len posloupnosti je

2mi 2L j

Em/MTnag(j) =€ g(] - na’)'

Nutnou podminkou, aby {Em/MTng}nEZ,m:O,“.,M—l byl frame v (*(Z) je & < 1. Navic,
pokud je tento systém frame, je Rieszovou bazi pravé tehdy, kdyz a = M [10].

Bylo ukdzéno, Ze je mozné zkonstruovat soubor posloupnosti v ¢?(Z) na zakladé Ga-
borovych systémt v L?*(R) diskretizaci funkce g za splnéni uréitych podminek na tuto
funkei [10]. Okénkové funkce pouzivané v aplikacich jsou napf. Hannova, Hammingova,

Blackmanova, Nuttalova a dalsi [31].
Koeficienty x,,, vektoruy € C* v Gaborové framu tedy ziskdme

Tmn = <y7 gm,n):

kde g, jsou posunuté a modulované verze okénkové funkce g tvorici atomy Gaborova
framu,n=0,..., N—1,m=0,..., M — 1. N-nasobek parametru translace a M-nasobek
parametru modulace navic dava délku vektoru L. Pokud uvazujeme tésny frame s mezi
A =1 (tzv. Parsevaliiv), syntézu lze provadét analyzujicim oknem, tedy celkové signal
y € CF reprezentujeme

Y= (Y 8mn)Bmn:

m,n
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4. RIDKE REPREZENTACE SIGNALU

4. Ridké reprezentace signalii

Signal mtzeme reprezentovat pomoci systému lineadrnich rovnic Ax = y, ktery je
nedourceny. Timto méa soustava nekonecné mnoho feSeni a v ramci této reprezentace nas
zajimaji tzv. Fidka feSeni (maji co nejvice neznamych soucasné nulovych). Vyhodou této
reprezentace je snadna a silnd komprese, numericka stabilita, jednoducha interpretace
a dalsi.

uuuuu

min ||x||, vzhledemk Ax=y, (PO)

zndmy je pro nas vektor y € C™, ktery vyjadiuje signal (méfeni, pozorovani), a matice
A € C™N (tzv. slovnik, jeji sloupce jsou tzv. atomy). Pfedpokladame, Ze A je plné
hodnosti a m < N. VSechna x spliujici Ax = y nazyvame pripustné reprezentace vektoru
y (obr. 4.1).

v A

[ | ol el | -
e e

I.: - ‘-‘-.LE-
.l- :

SR

Obrazek 4.1: Nedourceny systém linearnich rovnic Ax = y. Vektory je linedrni kombinace
pouze nekolika sloupct matice A. Modrd barva reprezentuje nulu a s teplotou barvy roste
hodnota [19].

Casto se stava, ze je signal zasumény, a tim padem presné Feseni neexistuje. V tomto
pripadé se povoluje mala odchylka:

min ||x||, vzhledemk ||Ax—yl, <. (P00)

4.1. Postacujici podminky pro jednoznacnost reseni
Dtlezitym pojmem pro rozhodnuti o existenci a vlastnostech feseni je spark matice.

Definice 15 [19] Cislo spark(A) je definovdno jako nejmensi pocet sloupcii matice A,
ktere jsou linedarné zdvisle.

spark(A) = zEkeIrI(lli\I)l 240 Izllo-
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4.2. ALGORITMY HLEDANI RIDKYCH REPREZENTACI

Pro nenulovou matici A € C™N m < N, plati spark(A) € {2,....,m + 1}, pricems
hodnoty 2 nabyvd, kdy? jeden sloupec je ndsobkem jiného. Cim mensi je spark, tim ridsi
must vektor x byt pro zajisténi jednoznacnosti tohoto Tesent.

Definice 16 [19] Pokud md soustava Ax = b teseni x spliugjici
spark(A)
ello < =5 (4.1)

pak x je nutné nejridsi mozné reseni a Zadné jiné resent se stejnou Tidkosti neexistuje.

Jestlize tedy nalezneme feSeni splitujici (4.1), je tim nalezeno i FeSeni pivodniho problému
[19]. Nalezeni spark(A) je bohuzel také vypocetné naro¢né, je potfeba hledat jednodussi
zpusob ovéreni jednoznacnosti.

Definice 17 [19] Vzdjemnd koherence (mutual coherence) matice A je definovdna jako
nejuetsi absolutni normalizovany skalarni soucin dvou ruznych sloupct matice A,

.
n(A) = 2, 2

1<gksNgzk flagly - [lal,’
kde a; oznacuje j-ty sloupec matice A.

Vzajemné koherence vyjadiuje miru linedrni zavislosti sloupcti matice. Pouze unitarni
matice (sloupce jsou po dvou ortogonélni a ¢itatel je tedy nulovy) maji nulovou koherenci.
Pro nas pripad m < N maji matice m x N plné hodnosti vzdy nenulovou koherenci.

Tvrzeni 3 [19] Pro libovolnou matici A plati

1
spark(A) > 14+ ——.
(&) p(A)

Timto jednoduse ziskdme dolni ohraniceni pro spark(A). Pak plati:

Tvrzeni 4 [19] Pokud md soustava Ax = b reseni x spliiugjici

1 1
Il < 5 (1 + M) , (4.2)

pak je x nutné nejridsi mozné a jedin€é takové. Navic lze tohoto Teseni dosahnout (-
-minimalizact (¢dst 4.2.1).

Jestlize se blizi koherence nule, prava strana (4.2) roste nad vSechny meze. Snahou je
tedy pouzivat maximalné nekoherentni slovniky.

4.2. Algoritmy hledani ridkych reprezentaci

Predpokladame spark(A) > ko a existenci ky-Fidkého FeSeni soustavy linedrnich rovnic.

-----

projit (]]C\g ) kombinaci podmnozin sloupcii matice A, coz je NP-slozita tloha. Existuji

aproximativni metody, které délime zhruba do dvou skupin podle jejich principu.
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4. RIDKE REPREZENTACE SIGNALU

4.2.1. /; relaxace

Protoze fyp-norma neni konvexni funkce, nemtzeme pro tlohu (P0) pouzit Zadnou metodu
konvexni optimalizace. Normy jsou ovSem pro p > 1 konvexnimi funkcemi (obr. 4.2),
nabizi se tedy moznost vyuziti /;-normy. Uloha (P0) by tedy piesla na

min ||x||; vzhledemk Ax=y. (P1)

Za jistych podminek lze opravdu pouzit ¢;-normu misto /.

Obrazek 4.2: , Nafukujici“ se koule v normdch ly,ly 5, 01,05 a jejich dotyk s nadrovinou
Ax =y [19].

Podminky ekvivalence feSeni /,- a /;-minimalizace

Definice 18 [19] Chyba nejlepsi aprozimace vektoru x € CN k-ridkym vektorem v normé
¢, je definovdna jako
o(x)p == Uljcv<x)p = ian |x — ZHp?
z€Yy

kde Sr = {x € CN|||x||, < k oznacuje mnoZinu viech k-ridkyjch vektori o délce N.

Pro T C {1,...,N} ozna¢ime x; € CV vektor odvozeny z x € CV tak, %e prvky

na pozicich patficich do T" ponechame a zbytek vynulujeme. Doplnék 7' oznacime T° =
{1,...,N}\T.

Definice 19 [19] Rekneme, Ze matice A € C™N splhiuje vlastnost nulového prostoru
(Null Space Property, NSP) fddu k s konstantou v € (0,1), pokud plati

07l < 7 1mzelly s

pro vsechny mnoziny T C {1,...,N},|T| < k a pro vSechny vektory n € ker(A).

Vlastnost nulového prostoru zajistuje nalezeni k-fidkého Feseni ¢;-minimalizaci i jeho
jednoznacnost. Nasledujici dava odhad chyby i v ostatnich pripadech:

Tvrzeni 5 [19] Necht matice A € C™N spliiuje NSP #idu k s konstantou v € (0,1).
Necht x € CN |y = Ax a x* € CV je reseni (1-minimalizace. Potom
) < 2149
||X — X ||1 < ﬁak(X)l.
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4.2. ALGORITMY HLEDANI RIDKYCH REPREZENTACI

Pokud existuje néjaké nejvyse k-fidké feseni y = Ax pri splnéni predpokladi tvrzeni,
pak ox(x); = 0 a proto x = x*. Tedy toto Fidké FeSeni nalezneme také ¢;-minimalizaci.
Opacné plati, ze jestlize lze z Ax = y ziskat vSechny k-fidké vektory x ¢;-optimalizaci,
pak matice A spliiuje NSP fadu k s né&jakou jinou konstantou v € (0,1) [19].

Tzv. vlastnost zeslabené isometrie (Restricted Isometry Property, RIP) pfinési feseni
stabilni i pod vlivem Sumu a je vypocetné prijatelnéjsi.

Definice 20 [19] Konstanta omezené isometrie &, matice A € C™ Y je nejmensi cislo
takove, Ze plati
Az
(15 < | !2 < (1+6)
|2l

pro vsechny vektory z € Zg Rekneme, Ze matice A splriuje RIP ¥ddu k s konstantou oy,
pokud & € (0,1).

Isometrie je linearni zobrazeni zachovavajici délku vektori, zeslabenim se omezime na
vsechny podmatice A s k sloupci a povolujeme malou odchylku ¢;. Tedy vSechny tyto
podmatice musi byt priblizné ortogonalni.

Pfedem nevime, které prvky vektoru x budou nenulové, tedy které sloupce matice
A se na signalu y podileji, a proto je nutné do definice RIP zahrnout vsechny matice
o k sloupcich.

RIP lze spocitat p¥imo [19]:

Ok = TC{l,{r.}]%l)}i\ﬂgk HA;AT B IHQ%Q )

kde norma matice ||-||,_,, je definovana

B
Bl = max [ 2X2

1%l

Jako u NSP lze i u RIP urc¢it /;-minimalizaci chybu aproximace. Také lze najit vza-
jemny vztah mezi témito vlastnostmi.

Tvrzeni 6 [19] Necht A € C™ ¥ spliiuje RIP vddu K = k + h s konstantou &, € (0,1).
Pak A spliuje NSP rddu k s konstantou

B El%—ék
TN R S,

Odchylku feseni muzeme omezit shora:

Tvrzeni 7 [19] Necht A € C™*V spliiuje RIP idu 3k s konstantou o3, < 5. Prox € CN,
nechf y = Ax a x* € CV je feseni {1-minimalizace. Pak
. ok (X)1
% = x|, < O—=

Vi

% = x|, < Cox(x)

pro néjakou konstantu C'.
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4. RIDKE REPREZENTACE SIGNALU
Dale vlastnosti feseni pro piipad Sumu:

Tvrzeni 8 [19] Predpoklddejme, Ze matice A € C™ Y vyhovuje RIP vddu 2k s konstan-
tou

) ~ 0,4627.

2
< —
SN
Nasledugict plati pro Vx € CN. Necht mévent jsou zatiZena Sumem:y = Ax + e, e, <
€,X* je resenim ulohy
min ||z||, vzhledemk [Az —yl, <e.

Potom
or(x)1

Vi

pro kladné konstanty Ch, Cy zavisejici pouze na do.

+ 026

[x = x|, < C

Chyba je tedy rozdélena na ¢ast zavisejici na ridkosti a ¢ast podminénou energii Sumu.

Deterministické matice, které by spliiovaly RIP s pfedem danymi parametry se dosud
nepodarilo zkonstruovat, pouze matice, které tuto vlastnost spliuji s vysokou pravdépo-
dobnosti [19].

Relaxacni algoritmy tedy vyuzivaji pfedchozich podminek k pfedpokladu, ze se dosta-
neme k TeSeni alespon relativné blizkému presnému feseni.

Basis Pursuit (BP)

[8],[19]. Basis pursuit hleda nejlepsi reprezentaci signalu ¢;-minimalizaci slozek vektoru x.
Resi tedy problém (P1)

min x|, vzhledemk Ax=y.

Uziti ¢;-normy nam umozni predepsat vahu kazdému atomu, ktery v reprezentaci pou-
zivame. Napiiklad vahu pfitazujeme proporcionalné velikosti koeficientu. Protoze mame
dodatecnou podminku k feSeni systému rovnic, mtizeme problém prepsat jako tlohu line-
arni optimalizace tvaru

minc'x vzhledemk Ax = y, x>0,

kde c¢'x je ticelova funkce, Ax = y systém omezeni typu rovnost a x > 0 mnoZina
ohraniceni.

V nasem piipadé vypustime omezeni x > 0 a nase tcelova funkce je ||x||, = |z1|+...+
|z,|. Toto sice jesté neni uloha LP, ale nelinearitu mizeme pfevést na mnozinu omezeni
pfidanim n proménngch ¢4, ..., t,. Utelova funkce tedy pfejde na t; + ...+ t, a omezeni
budou tvaru |z;| < ¢;, Ax = y. Dal§imi Gpravami ziskdme tlohu LP [8], feSitelnou mnoha
algoritmy (napf. simplexovou metodou).
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Iterative Reweighted Least Squares (IRLS)

[14]. Tato metoda reprezentuje ¢,-normu po pevné dané 0 < p < 1 jako vazenou {y-normu.
V iterativnim algoritmu za predpokladu aktualniho pfiblizného feSeni xj_; polozime
Xi_1 = diag(|xx_1]?). Dale pfedpokladejme, Ze je tato matice invertibilni, HX;lez =
Hngjg. Tedy zvolenim g = 1 — p/2 tento vjraz napodobuje £,-normu ||x|[?.
Namisto inverze X;,_; vysSe pouzijeme pseudoinverzi HXLIXH;. Déle se pokusime fesit
problém
m}jn HXZ_lez vzhledemk Ax=y.

Pro ¢ =1 je toto varianta (P0) tlohy. Tento problém je vSak jiz mozné fesit pomoci kla-
sické linearni algebry a Lagrangeovych multiplikatort, ponévadz tcelova funkce pouziva
klasickou f5-normu. Tedy

Lix) = [ X, + ATy — Ax),
OL(x)

:>8x

=0=2(X} )’x— AT\

Pokud pfedpoklddéme, ze X, | je invertibilni, m4 nulové prvky na hlavni diagonale
[14], a plati pak (X )™' = Xj_1. V tomto p¥ipadé je Feseni
_Llix2 ATx
2
Obecné, pokud jsou nékteré prvky na hlavni diagonale Xj_; nulové, feseni nuluje
odpovidajici prvky xj. Protoze kvili Siteni fidkosti tyto nulové slozky x; mohou zistat
v nésledujicich iteracich, je tento vzorec stéle platny. ReSeni x;, pak dosadime do Ax =y

a dostavame .
3 AXZ ATdA=y = A=2AX} ANy

Zde je opét nutné nahradit inverzi pseudoinverzi [14]. Potom
X = XiflAT(AXzAAT)JFY-

Aproximované feseni dosadime do diagonélni matice X a pokracujeme dalsi iteraci.

Tento algoritmus konverguje, ovsem ne nutné k optimalnimu feseni. Také z posledni
rovnice plyne, zZe ve chvili, kdy je slozka x; vynulovana, jiz tak ztistane. Proto by pocatecni
aproximace méla mit vsechny slozky nenulové.

Ve chvili, kdy je ptivodni tloha (P0) nahrazena relaxovanou verzi, je potieba Fesit
normalizaci sloupcii matice A. Zatimco ¢y-norma nereflektuje velikost nenulovych slozek,
¢,-normy penalizuji slozky s vétsi velikosti. Algoritmus tim padem ovliviiuje feSeni tak,
ze vybira za nenulové slozky ty, které v £,-normé nasobi nejvétsi atomy matice A. Proto
je matice pred vypoc¢tem normovana. Pro zajisténi ekvivalence s fesenim ptivodni matice
je potfeba Teseni na konci po slozkéch vydélit prislusnymi normami matice A.

4.2.2. Hladové (greedy) algoritmy

[14]. Hladové algoritmy jsou algoritmy iterac¢ni. V kazdé iteraci algoritmus zvoli jeden nebo
skupinu atomt, které v dané iteraci nejlépe aproximuji signél. Vybrany atom (atomy) se
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4. RIDKE REPREZENTACE SIGNALU

pfida do aktuélni aproximace a poté se pocitd aproximace dalsi (jiz s timto atomem).
Ukoncujici podminkou byva nastaveni poctu iteraci, popfipadé pii poklesu chyby aproxi-
mace pod danou prahovou hodnotu.

Vyhodou je vypocetni jednoduchost, nevyhodou je vSak neschopnost zaruceni dosa-
zeni globalniho optima.

Uvazujeme problém (P0). Pfedpokladame, ze spark(A) > 2 a existuje jediné 1-Fidké

feSeni systému Ax = y, tzn. y je skalarnim nasobkem néjakého sloupce matice A.
Tento sloupec dokazeme identifikovat v m krocich. j-ty test tedy provedeme minima-
lizaci odchylky €(j) = [la;z; — yl|,, coZ davé zf = a]y/ Hang. Jestlize je po dosazeni do

€(j) = min,, |la;z; — y||> chyba rovna nule, nalezli jsme presné feseni [14].

Obecnéji predpokladame spark(A) > 2kq a optimaliza¢ni problém mé ky-Fidké FeSeni.
Bohuzel nalezeni presného feseni je vypocetné velmi narocné. Hladové algoritmy vyuziji
lokalné optimalniho vibéru. Poéinaje v x = 0 v kazdé iteraci pfiddvdme vybrany atom,
ktery mé nejmensi rezidualni /5-chybu pfi aproximaci y. Ve chvili, kdy celkova rezidu-
alni /-chyba klesne po dany préh, algoritmus se ukoné¢i (poptipadé ukonceni nastane po
provedeni daného poctu iteraci).

Matching Pursuit (MP)

Tato metoda konverguje k feSeni, casto ovsem pomalu. Je jedna z prvnich metod pouzi-
tych k hledéni fidkych feseni [14].

Na za¢atku je nastaveno feSeni x° = 0, poc¢atecni reziduum r’ = y — Ax = y a vychozi
nosi¢ S% = supp (x) = 0.

L . e . : C112 s
e V ramci prvniho kroku minimalizujeme chybu €(j) = min., Hajzj —r* 1H2 uzitim

* _ T k—1 2
Zj =a;r / HajHQ-
e Poté aktualizujeme nosi¢ S* ptidanim pozice optimalniho atomu (ozn. jp) do S*~1.

k k

e Vektor feseni nastavime x* = x*~! a aktualizujeme " (jo) = 2" (jo) + 2.

i A k_ ko k=1 _ x
e Vypocitdme nové reziduum r* =y — Ax" =r""" — 27 a;,.

e Nakonec testujeme ukoncovaci kritérium ||rkH2 < €.

Nevyhodou je, ze pokud algoritmus vybere z néjakych divodi v prvnim kroku Spatny
atom, v naslednych iteracich toto nelze opravit. Existuji také signaly, které timto algorit-
mem nelze optimalné fidce reprezentovat.

Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

[14]. Tento algoritmus je z hladovych algoritmi asi nejpouzivanéjsi. Je variantou predcho-
ziho MP, kdy navic v kazdé iteraci provadime ortogonalizaci rezidua.

k

e Vektor feSeni aktualizujeme na x” minimalizaci |Ax — yH; vzhledem k supp (x) =

Sk

33



4.3. PROXIMALNI ALGORITMY

e Oznacime Ag: jako matici obsahujici sloupce matice A, které patfi do nosice S*.
Tedy minimalizujeme || A grxgr — y||§, kde Xgt je nenulova &ast vektoru x. ReSeni
je dano

AL (Agxg —y) = —Agr* =0.

Reziduum je totiz r* =y — Ax* =y — Agixge.

Sloupce A, které jsou soucasti nosice S* jsou nutné ortogonalni k reziduu r*. V dalsich
iteracich tedy tyto sloupce pro nosi¢ nebudou vybrany. Z této ortogonalizace plyne nazev
metody.

Dalsi metody

Mezi ostatni metody, které se nefadi do jedné z predchozich skupin, patii napriklad algo-
ritmy zalozené na prahovdni (thresholding). Dalsi jsou pak tzv. hybridni, které vyuzivaji
kombinace relaxace a hladovych metod [14].

4.3. Proximalni algoritmy

Proximalni algoritmy spadaji do skupiny algoritmt vyuzivajicich ¢;-relaxaci. Ponévadz
jsou ale prave tyto pouzivany v experimentalni ¢asti, vénujeme jim zde samostatnou sekci.

Mnoho tloh zpracovani signalu lze formulovat jako problém konvexni optimalizace
tvaru

min (%) + fo(x) + . .-+ fu(). (4.3)

kde fi,..., f,n jsou konvexni funkce z RY do R. Problém pii feseni této tilohy nastava,
pokud nékteré z téchto funkci nejsou diferencovatelné, a tedy nemuzeme pouzit klasické
optimaliza¢ni metody (napf. metoda sdruzenych gradientti a dalsi). Proximalni metody
rozdéli ucelovou funkci a pracuji z kazdou z funkci fi, ..., f,, individualné. Nazyvaji se
proximadlni, protoze kazdou nehladkou funkci nahrazuji jejim proximalnim operatorem.
Pted definovanim proximélniho operatoru uvedeme nékolik pojmii pro tuto definici po-
tfebnych.

Definice 21 [11] Necht C je neprdzdnd konvexni podmnoZina prostoru RY. Charakteris-
tickd (indikdtorovad) funkce této mnoZiny je

o x 0 xeC
< +oo x¢C

Definice 22 [11] Necht vzddlenost bodux € RN od mnoZiny C je do(x) = infyec ||[x — y|.
Pokud je C' uzaviend a konvezni, projekce x € RN na C je jediny vektor Pox € C' takovy,
ze

de(x) = [|x — Pex|.
Definice 23 [6] Necht f : U — R je redlnd konvexni funkce definovand na konverni

oteviené podmnoZiné prostoru RY. Vektor u € RY se nazjvd subgradient funkce f v bodé
X9 mnoziny U, pokud Vx € U

u' (x = xo) + f(x0) < f(x).
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4. RIDKE REPREZENTACE SIGNALU

Subgradient je zobecnénym pojmem gradientu funkce, v bodech, kde je f diferencovatelna,
se subgradient a gradient rovnaji. Ilustrace na obr. 4.3.

Obrazek 4.3: V bodé x1 je funkce f diferencovatelnd, subgradient g, je jedinym subgra-
dientem v x1. V bodé x5 neni f diferencovatelnd, md zde tedy mnoho subgradienti: na

obrdzku jsou znazornény napiiklad subgradienty go, gs [0].

Definice 24 [32] UvaZujme funkci f : RY — R a vektor xo € RY. Rekneme, Ze funkce
f je v bodé xq polospojitd zdola, jestlize plati

f(x0) < liminf f(x).

X—X0

Definice 25 [6] Necht f : RY — R je zdola polospojitd konverni funkce s neprdzdnym
definicnim oborem. Subdiferencidl funkce f je operator

Of R—2%": x— {fueRY|(Vy e RM)u'(y —x) + f(x) < f(y)}.

Subdiferencidl 0f(xg) je mnozina vSech subgradienti funkce f v xq.

Naptiklad, pokud f : R — R, f(z) = |z|, subdiferenciédl v bodé = = 0 je interval
[—1,1], v bodé z < 0 je to jednoprvkova mnozina {—1}.

Proximalni operator

Definice 26 [11] Necht funkce f : RN — R je zdola polospojitd, konvezni a s neprdzdnym
definicnim oborem. Pro kaZdé x € RN md minimalizacni problém

iy x = [+ /(3) (4.4
prdvé jedno Teend, které se oznacuje prox; x. Takto definovany operdtor prox; : RY - R
nazyvame proximalni operator funkce f.
Proximalni operator lze charakterizovat inkluzi:
p =prox;(x) & x—p €df(p), V(x,p)€ RY x RV,
Pokud je funkce f diferencovatelna, inkluze se redukuje na
p =prox;(x) & x—p e Vf(p), VY(x,p) € RY x RV,
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4.3. PROXIMALNI ALGORITMY

Proximalni operator je zobecnénim projekce Pox na uzavienou konvexni podmnozinu
C C RV . Ta je feSenim problému

1 2
min — ||X — +1 .
min 5 x =y} + 1e(y)
Funkce ¢ je zdola polospojita konvexni funkce, spliiuje tedy i pfedpoklady proximalniho
operatoru.

Vlastnosti proximalnich operatorti je délaji vhodnymi prostiedky pro uziti v iterac¢nich
minimaliza¢nich algoritmech. Dvé z téchto vlastnosti si uvedeme, vice [11]:

Tvrzeni 9 (Vlastnosti proximalniho operatoru [11]) Predpokladejme, Ze funkce ¢ :
RY — R je zdola polospojitd konvexni funkce s neprdzdnym definicnim oborem, C' C RN
je neprdzdnd, uzaviend a konvexni, x € RV.

e Posunuti: f(x) = p(x —z), z € R, prox;(x) =z + prox,(x — z).
o Zmeéna meritka: f(x) = @(x/p), p € R\ {0}, prox,(x) = pprox,,,(x/p).

7 pohledu zpracovani signaltt maji proximalni operatory prirozenou interpretaci pri
odstraniovani Sumu ze signalu [11]. Uvazujme klasickou tlohu odstraiiovani Sumu: hleddme
puvodni signal x € RY z pozorovani

y =X+ w,

kde w € RYN pfedstavuje sum. Problém lze formulovat jako (4.4), kde || — y||* /2 zajistuje
blizkost dat a f modeluje pozadavek na x.

Proximalni operator pro /;-normu

Pro ziskdni proximélniho operatoru pro ¢;-normu v definici (4.4) dosadime za funkci
fy) =AMyl

1 2
m1n§ ”X - YHQ + A ||Y||1>
y NG S

h(y)

a tedy PIOX 1|, (x) je feseni tohoto problému. Pro nalezeni minima je potfebujeme kofeny
gradientu funkce h(y). Oba ¢leny funkce jsou separovatelné v y, a lze tedy minimalizovat
kazdy prvek vektoru y zvlast. ZjednoduSené pak mizeme napsat

1
h(yi) = 5(% - Ii)2 + My, Vi=1,...,N.
Abychom nasli derivaci |y;|, mame 2 pfipady:

yi:xi_)\>0 = x; > A
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4. RIDKE REPREZENTACE SIGNALU
2. y; <0
Yyi —xi —A=0,
yi=r,+A<0 = x; <=\
Ptipad y; = 0 je pak minimum pro —\ < z; < \.
Dohromady
Ti— AN T; > A

Yi = Z‘Z‘—F)\ $i<)\

coz je ekvivalentni s

y; = proxy,(z;) = sgn(z;) - max(|z;| — A, 0) = T max(|z;| — A, 0).

|37z'|

Proximalni operator pro ¢;-normu je tedy funkci mékkého prahovani (obr. 4.4).

YA

y=2x

y =y max(z — A, 0)

SV

Obrézek 4.4: Cervené funkce mékkého prahovdns.

Proximalni operator pro smisenou normu

Uvazujeme, 7Ze prvky y jsou rozdéleny do 2 skupin a bereme normu |||, ,. Problém je pak

1 2
min o [|x = ylly + Ay, - wwll s 1 - unli)

tedy

Y

1
mym§|yx—yH§+AH(\/y%+...+y,§,\/y,§+1+...+y?v)
1

a nakonec

1
mym§HX—YH§+A(\/y%+...+y£+\/yi+1+---+y?v)-
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4.4. STRUKTUROVANA RIDKOST

Proximalni operator pro prvky ze skupiny (i = 1,...,k neboi = k+1,...,N) je
mekké prahovani na kazdé skuping, t;j.

€T
7 max(|[xgl, — A, 0),

Yi =
1% |,

X, jsou slozky tvofici jednu skupinu [38].

Proximalni gradientni metoda (Forward-Backward splitting)

Nyni uvedeme metodu tzv. dopredného-zpétného déleni [11]. Uvazujeme piipad m = 2
funkci v (4.3), pfi¢emz jedna z nich je hladka.

Mame danou dlohu

min f(x) + f2(0). (4.5

Funkce f5 : RV — R je zdola polospojitd konvexni funkce a f; : RN — R je konvexni
a diferencovatelna s §-Lipschitzovskym spojitym gradientem, tj.

IVAX) = VAW < Blx—yl, Yixy)eRY xR,

kde 5 € R*. Lze ukdzat [11], ze iloha m4 alespoii jedno feSeni, pokud fi(x)+ f2(x) — +00
pro ||x|| = +o00. Pro né&jaké v € R* je feSeni charakterizovano

X = prox, , (x — 7V fi(x)).

Toto vede na moznost iterace

X = ProX. iy, \(xk — 7"V A (xk))l (4.6)
S—— =~
zpétny krok dopredny krok

pro vhodné ohranic¢ené velikosti kroku 7*. Schéma se tedy déli na dopfedny (explicitni)
gradientni krok uzitim funkce f; a zpétny (implicitni) krok uzitim funkce f;. Pokud fo = 0,
ziskame gradientni metodu

Xk+1 — Xk _ ”kafl (Xk)

pro minimalizaci funkce s Lipschitzovskym spojitym gradientem, a pokud naopak f; = 0,
ziskame metodu proximadlniho bodu

xP = ProX. i p, (x")

pro minimalizaci nediferencovatelné funkce [11].
Pokud je délka kroku 7* < %, posloupnost {x*} generovana algoritmem (4.6) konver-
guje k Teseni tlohy (4.5) [11].

38
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=5

4.

Frequency (HzZ)

Time (s}
Obréazek 4.5: Signal zvonkohry (‘glockenspiel’). Pozorujeme strukturu v ¢ase (udery) i kmi-

toctu (harmonické slozky).

4.4. Strukturovana ridkost

Strukturovand fidkost na rozdil od klasické ridkosti vyuziva faktu, ze vétsina zvukovych
signalt (fe¢, hudba) je strukturovand v ¢ase i kmitoc¢tu [33]. Ve vertikdlnim sméru po-
zorujeme strukturu v ¢ase zpusobenou prechodovymi jevy (transienty), v horizontalnim
sméru pak frekvencni strukturu v harmonickych slozkach (obr. 4.5).

V predchozi ¢asti textu jsme chéapali fidkost jako koeficient po koeficientu, pristup
strukturované ridkosti uvazuje koeficienty zformované do skupin, a dale pracuje pouze
s témito skupinami (obr. 4.6). Plati totiz, Ze jestlize je jeden koeficient vyznamny (nenu-
lovy), byvaji vyznamné i ty v jeho blizkosti.

o o * o o
. o o * o 0
o o L] ® o o
o o ©e e o o o
® o 0 o o or- ° e oo
LR ® ® 00 o 0 0 o o

Obrazek 4.6: Rizné moznosti vytvareni skupin v ¢asové-kmitoctové roviné [35].

Strukturovana Fidkost se déli na nékolik typu [5],[23],[24]:
e Elitdrska tidkost (Elitist) — z kazdé skupiny vybrani pouze nejvyznamnéjsi zastupci
e Skupinovd Fidkost (Group) — pouze nékolik skupin s nejvétsi energii vyznamnych

e Simultdnni Tidkost (Joint) — vice signéli se stejnou strukturovanou fidkosti v dané
reprezentaci
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4.5. KOMPRIMOVANE SNIMANI

e Socidlni Fidkost (Social) — jeden koeficient lezi zaroven ve vice skupinéch, tedy se
mohou skupiny prekryvat

P1i vyuziti strukturované fidkosti mtizeme problém formulovat podobné jako pro fid-
kost koeficient po koeficientu a pouzivat naptriklad upravené hladové algoritmy ¢i relaxacéni
algoritmy.

Tento pohled na tfidkost bere v ivahu dvourozmeérnost casové-kmitoctovych reprezen-
taci. Pii relaxaci vyuzivime smiSenych norem aplikovanych na skupiny koeficientti [33].
Pokud jsme schopni srovnat koeficienty do matice X, relaxa¢ni tloha (P1) je pak tvaru

m)én [X|l,, vzhledemk A -vec(X) =y,

kde vec(X) je vektorizace matice X, pfevadéjici matici na sloupcovy vektor [37]. V tomto
pfipadé (p = 1, ¢ = 2) mame elitafskou Fidkost - £5-norma aplikovana na skupiny (sloupce)
jejich fidkost nevynucuje, avsak ¢;-norma vynucuje fidkost v fadcich, tedy v kazdé skupiné
je vybran nejvyznamnéjsi zastupce.

Volba p = 2, ¢ = 1 dava skupinovou tidkost - ¢s-norma aplikované na jednotlivé koefi-
cienty (fadky) fidkost nevynucuje, avSak ¢;-norma by nuti fidkost sloupci, tedy skupin.

4.5. Komprimované snimani

Nyni kratce shrneme principy jedné z dilezitych aplikaci fidkych reprezentaci signali.
Bézna metoda komprese dat byla doposud tato: Nejdrive namérime vSechna data, prove-
deme néjakou vhodnou transformaci a vyhodnotime ziskané koeficienty. Vétsinu z téchto
koeficientti dale nevyuzijeme, ponévadz z néjakého divodu nesou malo informace. V kom-
presnim formatu JPEG napriklad ziskame hodnoty vsSech pixelt fotografie, provedeme
dvojrozmérnou diskrétni kosinovou transformaci DCT a poté koeficienty kvantujeme.
Nejcastéji pak ponechame pouze koeficienty s nejvétsi velikosti a zakdédujeme jejich veli-
kost a pozici.

Komprimované snimdni (compressed sensing, compressive sampling, CS) vyuziva jiny
pristup. Snimé signal linedrné a neadaptivné pouze tolikrat, kolik je potieba. Rekon-

vevs

V komprimovaném snimani feSime stejny problém, jako v predchozi kapitole
min [|x||, vzhledemk Ax=y,
X

prakticky pak aproximovany problém

min ||x||, vzhledemk Ax=Yy,

nyni oviem bude mit matice A specidlni tvar [18].

Predpokladame, Ze signdl je fidky v néjakém slovniku (zde ortonormaélni baze). Baze je
oznacend W, signal z ma pak vyjadieni z = ¥Ux, kde vektor x je k-fidky. Chceme provést
,maly pocet” neadaptivnich méreni, které maji charakter skalarnich soucinti se signalem,
toto miizeme zapsat jako y = Pz = PWx. P oznacuje tzv. méfici matici rozméra m x NV,
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jednotlivé slozky y jsou vysledky méfeni vzniklé jako linearni kombinace vzorki signalu.
Pocet méfeni je m < N. Problém (P1) lze tedy zapsat

min ||x||, vzhledemk y =PW¥x.

1

Reseni tohoto problému ozna¢ime x!, signal z lze pak ziskat jednoduse z = ¥x' (obr.

4.7).

Obrazek 4.7: Vektor méreni y je soucinem mérici matice P = R®, matice ¥ a vektoru
x, pricemZ z = WUx (signdl je Tidky ve slovniku W, zde ortonormdlni baze zpétné DCT)

[15].

Meéfici matice P se vétsinou uvazuji tvaru P = R® [18]. ® je néjaka matice rozmért
N x N a matice R vznikne z matice jednotkové rozmért N x N ponechanim m na-
hodné vybranych fadkd. Tato matice tedy funguje jako vybér radkt z matice ®, obr. 4.8.
Nejcastéji se tento vybér fidi rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti. Tedy matice
A =RoV.

Obrazek 4.8: Priklad matice R [15].

Nyni je potieba fesit, kolik méfeni m provést a jak volit matici ®, abychom mohli
signal rekonstruovat /¢i-optimalizaci. Je nutné uvést pojem vzajemné koherence p pro
matici, ktera je sloZena ze dvou ortonormélnich bazi ® a ¥, tj. [®, ¥| [18].

W@, ®]) = max [¢]¢;

1<ij<N

Y

hodnota 1 se pohybuje mezi \/LN a 1. Nasleduje podminka, ktera zarucuje presnou rekon-

strukei z m méreni.

Tvrzeni 10 [7] Necht je dan signdl z, ktery ma v bdzi W k-vidkou reprezentaci x. Pak
resent {1-minimalizace

min ||x||, vzhledemk y=R®W¥x,
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kde y jsou merent, je soucasne s vysokou pravdépodobnosti nejridsi mozné, pokud je m

zvoleno
m>C-p*([®,¥])-k-N-InN

pro nejakou kladnou konstantu C.
Tedy pocet méteni na fidkosti & zavisi pouze linearné, na koherenci kvadraticky — proto
se opét snazime hledat minimalné koherentni dvojice. Pokud koherence roste, vyuzivani

této podminky pro méfeni prestava byt vyhodné. V jistém okamziku pak prestava mit
smysl, protoze po¢et méfeni preroste pocet vzorku signalu N [7].
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5. DOPLNOVANI CHYBEJICICH DAT DO ZVUKOVEHO SIGNALU
5. Doplnovani chybéjicich dat do
zvukového signalu

Zvukové signaly jsou casto pii jejich zpracovani nebo pfenosu nechténé ovlivnény.
Vznikaji v nich pak rizné na poslech velmi nepiijemné artefakty. Naptiklad prehravani
poskrabané gramofonové desky ¢i CD zptsobi praskani (impulzni Sum), chyby pfenosu
v bezdréatovych telefonech ¢ ve VoIP (Voice over IP) vedou ke ztraté paketi, prebuzeny
zesilovaé (nuceny k vétsimu zesileni, nez dokéZe jeho napajeni dodat) zptisobi clipping —
saturaci (zesilova¢ ofezava signal na své maximalni zesileni — sinusoidalni signal zacina
pfipominat obdélnikovy) a dalsi [1],[17]. Ilustrace na obr. 5.1.

06~ -

peen A A
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Obréazek 5.1: Nahote pivodni signdl, ddle naruseny impulznim Sumem (praskance), ztrdta
paketi a saturovany signdl [21].
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5.1. FORMULACE PROBLEMU
5.1. Formulace problému

Pro dany signil y € RY zndme, které jeho vzorky jsou spolehlivé a které jsou porusené ¢i
chybéjici. Tedy jsme schopni rozdélit nosi¢ vektoru na dvé mnoziny: Z* obsahujici indexy
spolehlivych vzorki a Z™ obsahujici indexy chybéjicich vzorka. Plati Z"UZ™ = {1,..., N}
aZ"NI™=1(.

Audio inpainting problém (dopliiovani dat do zvukového signédlu) [1] pak spociva v re-
konstrukci vzorki y™ na zaklade:

spolehlivych vzorki y*,

déleni {7™, T},

dodatecné informace o pozorovaném signalu,
e priipadné informace o chybéjicich datech.

V jednotkové N x N matici vymazeme fadky s indexy v Z™, a tim ziskdme tzv. métici
matici M" € RF N kterd vybira spolehlivé vzorky ze signélu

Podobné, data, ktera chceme rekonstruovat, jsou y™ = M™y, kde M™ € RF"I*N,
Uvazujeme rekonstrukei chybéjicich vzorki v jednokanalovém zvukovém signalu.

5.2. Dosavadni metody

V této ¢asti uvedeme metody pouzivané k feseni tohoto problému [1],[21].

5.2.1. AR modely

Prvni metoda spo¢iva ve vyuziti autoregresnich modeld [15],[16].
Autoregresni (AR) model signdlu y predpoklada, ze hodnotu y, signalu lze predpo-
védét z predchozich hodnot [30]:

p
Yn = Z AxYn—k T €n,
k=1

kde p je fad modelu, a; koeficienty linearni predikce a e, chyba mezi odhadem %, a sku-
tecnym y,. Tento typ modelovani lze vyuzit pro rekonstrukci dat interpolovanim pomoci
zpétné (smérem zprava) a dopfedné (smérem zleva) predikce do chybé&jici ¢asti signélu.
Tedy AR analyza je provedena pifed a za chybéjici casti. Koeficienty linearni predikce
ay jsou pritom odhadovany klasickymi algoritmy minimalizace stiedni kvadratické chyby
(MSE) [29],[30]. Celkové je tedy postup

e Odhad parametrti AR modelu pred chybé&jicim tsekem.

left

e Doprednd” linedrni predikce signélu, zisk y,=".

e Odhad parametri AR modelu za chybéjicim tsekem.
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5. DOPLNOVANI CHYBEJICICH DAT DO ZVUKOVEHO SIGNALU
e  7Zpétna“ linearni predikce signalu, zisk y“ght

e Spojeni obou predikei a uziti tzv. kifzového prolnuti (cross-fading)

kde w,, je funkce kiizového prolnuti [20],[30].

Tlustrovédno na obr. 5.2.
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Obrazek 5.2: Poskozeny usek, predikce zleva, predikce zprava a nakonec spojeni obou pre-
dikci uZitim funkce krizového prolnuti [20].

Sinusoidalni modelovani

Modifikace metody popsané vysSe spociva v uziti sinusoidélniho modelovéni [25]. To repre-
zentuje signal jako sumu sinusoidalnich komponent — slozek proménlivych frekvenci fi(t),
fazi ¢y (t) a amplitud Ag(t) [20].

y(t) =) Ault) cos(dn(t)).
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5.2. DOSAVADNI METODY

AR modelem jsou odhadovany tyto parametry. Z nich je pak mozné signal generovat.
Signal v chybéjicim tseku pak predikujeme stejnym zptisobem jako vyse.

Publikace [26] uvadi vylepseni této metody zakomponovanim reziduélniho Sumu do in-
terpolace a provadénim odhadu parametrti z obou stran chybéjiciho tseku zaroven. Vysle-
dek ilustrovan na obr. 5.3. Navrhované zmény prinasi vyssi kvalitu interpolace a umoznuji
aplikaci tohoto algoritmu na Sirsi spektrum audionahravek.

Wuul-'! i dliu.luum:' .'
i . -

Obréazek 5.3: Soubéznd interpolace navriend publikaci [20] vpravo, vs. predchozi metoda
iterpolace vlevo. Dole pak kompletni vysledek nového algoritmu zahrnugict interpolaci re-
zidualniho sumu.

5.2.2. Neuronové sité

Spolecnym znakem metod umélé inteligence je jejich schopnost ucit se z ptrikladi. Tim je
postaven zaklad znalosti rozpoznavajici zndmé situace. Tyto algoritmy mohou zobecnit
ziskané znalosti ve smyslu rozpoznani dat z urcité tiidy, prestoze jsou vztahy mezi nimi
skryté. Proto je mozné k pfedchozim metodam doplnéni chybéjicich tisekti pridat ucici
algoritmy [12].

Linearni predikce v AR modelech je v pfipadé neuronovych siti nahrazena nelinearni
uzitim neuro-prediktorové funkce. Je zpracovavana posloupnost vzorkt za tcelem vyge-
nerovani nasledujiciho vzorku v pfipadé dopredné predikce a predchéazejiciho v pripadé
zpétné predikce. Ziskany vzorek je spojen s jiz existujicimi a procedura se opakuje. Za
predpokladu dostatecného poctu prikladii nenaruseného signalu v procesu uceni miize
metoda interpolace vyuzivajici neuronové sité zarucit dostatecnou presnost. Podrobné;jsi
popis této metody je uveden napiiklad v [12],[36].
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5. DOPLNOVANI CHYBEJICICH DAT DO ZVUKOVEHO SIGNALU

5.2.3. Metody vyuzivajici fidkou reprezentaci

Predpokladame, ze je signal pomoci ridké reprezentace dobie aproximovan ve vhodném
slovniku
y ~ Dx,

pii¢emz jeho koeficienty x v tomto slovniku jsou Fidké, tj. ||x||, < N.

Pro spolehlivé vzorky plati
y'=M'y ~ M'Dx,

znazornéno na obr. 5.4.

auw

Obrazek 5.4: Schéma 1idké reprezentace signalu, maskované poskozené vzorky v puvodnim
signdlu a ve slovniku (¢erveny pds, obsahuje nuly misto pivodnich dat).

Chceme rekonstruovat neznamé vzorky y™ odhadnutim ridké reprezentace X vektoru
z nenarusenych pozorovani y* (a slovniku M'D) a nasledném dopo¢itani chybé&jici ¢asti

¥ = M™Dx.

Celkovy rekonstruovany signél je pak y = Dx. Potfebujeme tedy vhodné odhadnout
X, coz lze zapsat naptiklad jako

X = argmin ||x||, vzhledemk M'Dx=y",
X
v praxi pfi zaSuméném signalu

X = argmin ||x||, vzhledemk |[M'Dx —y"|, <4. (5.1)

Reseni je mozné hledat napi. hladovymi algoritmy [1],[2] nebo pomoci ¢;-relaxace, jak
bylo uvedeno v kapitole 4. Pokud uvazujeme /¢;-relaxaci, tloha (5.1) je ve tvaru

x = argmin ||x||; vzhledemk [M'Dx —y'|, <. (5.2)

Jednd se o tzv. omezenou ulohu (minimalizujeme ||x||; na omezené oblasti), oznacova-
nou také BPDN (Basis Pursuit Denoising). Ulohu (5.2) je mozné ptrepsat do neomezeného
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5.2. DOSAVADNI METODY

tvaru, tzv. LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) (5.3). Toto je vhod-
néjsi, ponévadz vétsina algoritmi konvexni optimalizace je schopna FeSit pouze neomezeny
tvar.

X = arg min

x N

[IM'Dx — My|[; + Al | - (5.3)
}r \\f/_/
1 2

N —

Funkce f; vyzaduje malou odchylku od dat, fo vynucuje ridkost. f; je diferencovatelna,
mame tedy splnény podminky pro pouziti proximéalniho algoritmu.

Celkové je pak odhad chybéjicich vzorki
. . 1
y™ = M™D - arg min (5 |IM'Dx — My|[5 + A ||X||1> . (5.4)

Ponévadz jsou dostupné pouze spolehlivé vzorky, v algoritmu je potieba vahovat koefici-
enty normou atomii ve zkraceném slovniku [1].

Syntetizujici a analyzujici model

Tvar optimaliza¢ni tlohy pro hledéni fidké reprezentace signalu (5.3) nazyvame také
jako syntetizujict model. Toto vyjadiuje, ze minimalizujeme koeficienty, které ve vhodném
slovniku dobfe aproximuji signal. Druhou moznosti je uvazovat tzv. analyzujici model
(5.5) [28], kdy hledame signal z, ktery dobfe aproximuje nas$ piuvodni signal a je po
analyze tidky:

1
arganin (3 [Ny = M2l + AT, ). (55)

kde T znaci analyzujici operator. V experimentech uzivame syntetizujici model.

Slovniky

Hojné uzivanymi slovniky pro fidkou reprezentaci je slovnik DCT (diskrétni kosinové
transformace) a Gabortiv slovnik (DGT). Dalsi moznosti je napiiklad slovnik vicerozmérné
signéalu. Takovyto modifikovany slovnik 1ze napiiklad ziskat pomoci algoritmu K-SVD [17].

Pracujeme se slovnikem DGT. V experimentech pouZivime LTFAT Matlab/Octave
toolbox [31] a odpovidajici definici této transformace. Uvazujeme vhodnou okénkovou
funkci g a signél y € C. a oznac¢uje ¢asovy posun, M pocet kmitoctovych kanalt a defi-
nujme N = L/a. Vystupem DGT je pole M x N koeficientii

L
2

— o —2mi it j
Tm41,n4+1 = E :yJ+1gjfna+1e M
j=0

kde m=0,...,M —1,n=0,...,N — 1 a j — na je po¢itdno modulo L [31]. Pro vhodné
g, a, M tvori posunuté a modulované verze okna frame. Uvazujeme tésny frame, pak atomy
framu tvori sloupce matice D.
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5. DOPLNOVANI CHYBEJICICH DAT DO ZVUKOVEHO SIGNALU

5.2.4. Vyhody a nevyhody dosavadnich metod
Metoda Vyhody Nevyhody
AR modely rychlé, vhodné pro stacio- | nevhodné pro delsi chybéjici

narni signaly s dirami do
20 ms

useky a nestacionarni sig-
naly

Sinusoidalni modely

lze pouzivat pro stacionarni
signaly s dirami az 1 s

nelze pouzit pro nestacio-
narni signaly

Neuronové sité

vhodné pro detekci impulz-
niho Sumu a jeho odstra-
néni, rozliSeni nechténého
Ssumu (praskance) od chté-
ného (transienty, nérazové
zvuky)

znalosti ziskané siti nejsou
aplikovatelné univerzalné -
proces uceni potieba opa-
kovat pri zméné charakteru
audio materidlu nebo im-
pulznich naruseni

Ridkd  reprezentace
(hladové algoritmy)

jednoducha implementace,
rychlé

dosazeni globalniho optima
neni zaruceno

Ridkd  reprezentace
(¢1-relaxace)

pii splnéni podminek exis-
tence a jednoznacnosti vy-
pocetné efektivni a prak-
tické

ztrata energie koeficientil
v rekonstrukci, tim veétsi,
¢im vice dany atom zasaho-
val do diry

5.3. Vyuziti strukturované ridkosti

Jak jiz bylo zminéno, kazdy hudebni signal ma jistou strukturu a tedy predpoklad nezavis-
losti jednotlivych koeficientit neodpovida realité. Proto jsou algoritmy uvazujici informace
o této strukture pii zpracovani signalu vyhodnéjsi oproti tém klasickym, které chapou rid-
kost koeficient po koeficientu. Problém doplnéni chybéjicich dat (5.4) pfechazi na

A ] 1
y*" =M"D - arg min (5 [M"Dx — Mr}’H; +A HXHp,q) '

Pro strukturu skupina-élen pouzijeme indexovani (g, m):

. Ie M a/p
A m m . T T 2
v =M D-arg;nm 5”1\/[ Dx — M'y||; + A Z (Z ‘xg,m’p>

1/q

g=1 \m=1

V aplikacich se pracuje se skupinovou a elitaiskou Fidkosti, tedy p,q € {1,2}. Pro-
ximalni algoritmy fesici tyto tlohy pak vyuzivaji zobecnénou funkci prahovani pro dané

smiSené normy [22],[33].

V tloze bez strukturované fidkosti mél proximéalni operator tvar

Proxy, (Tgm) =

Lg,m

[Zg.m|

-max(|zgm| — A, 0).

Pro p = 2,¢ = 1 se tloha transformuje na Group-LASSO (GL)
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5.3. VYUZITI STRUKTUROVANE RIDKOSTI

pu xg’m
1%l

pProxy ., (Zgm) -max(|[x4]|, — A, 0),

2
kde [Ixgl, = /20 [Tgml™

Volba p = 1, q = 2 dava Elitist-LASSO (EL)

Tgm A -
pross 1 am) = 222 ma (Il = 1 11 0).
g

’ g7m|
kde X, = (Tg1,...,%gm,) & {Zgm}m oznacuje pro kazdou skupinu klesajici posloupnost
absolutnich hodnot |z ,,|. Pfirozené ¢islo M, je zavislé na velikosti koeficientti ve skupiné

(1'971, Ce ,ZL‘g,M) [ ]

Na obrazku 5.5 znazornéni piikladu fidkych koeficient bez vyuziti skupin.

A
X X X X X
X X
X X X X X X
X X
X X

Obréazek 5.5: Priklad ridkych koeficienti bez pouZiti skupin.

Tvotime skupiny v casové-kmitoc¢tové oblasti. Pro ucely doplnovani chybéjicich dat
pouzivame skupiny pro zachyceni harmonické struktury signalu (horizontalni). Vertikalni
struktura nam totiz nemtize pomoci pfi rekonstrukci, jelikoz v dife nemame zadnou in-
formaci o téchto vyznamnych koeficientech. Naopak v horizontalni struktufe mohou vy-
znamné koeficienty presahovat levy ¢i pravy okraj diry a tim padem mame tdaje pro

rekonstrukei.

Proto muZzeme pouzivat bud EL se skupinovym indexem ¢ odpovidajicim ¢asovému
indexu (na obr. 5.6), nebo lze pouzit GL se skupinovym indexem g odpovidajicim kmi-
to¢tovému indexu (na obr. 5.7).

A
X || X X || X|| X

= | |x x
w
-
<5
Q
g X[ X[| X || x||X]| % X
g
=

) ) N O I a3

Groups (t)

Obrazek 5.6: Koeficienty ve skupindch, EL vynucuje ridkost mezi cleny skupin.
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[Xx X X X X X X X

[Xx X X X X X X X

Groups (f)

»
>

Members ()
Obrazek 5.7: Koeficienty ve skupinach, GL vynucuje ridkost mezi skupinamia.

Pro lepsi zachyceni struktury byl zaveden flexibilnéjsi zptisob urceni vyznamnych ko-
eficientt, a to pomoci posuvného okna [22], [33]. Vyznamnost koeficientu je posuzovana na
zékladé energie jeho casové-kmitoctového okoli. Kazdému indexu k = (g, m) je pfifazena
skupina sousedt N (k), a déle pracujeme pouze s timto okolim. Tedy napt. pro GL

Lg,m

PIOXy ., (Tgm) ~max([[Xe |y, ey — A 0);

3¢k 12, arry)

kde x, = {xp, K € N(k)}. Ziskdvame tim pak tzv. Windowed-Group-LASSO (WGL),
pro EL ziskdme Persistent-Elitist-LASSO (PEL). Piiklad posuvného okna je znazornén
na obr. 5.8.

X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X

>
Members

Obrézek 5.8: Priklad posuvného okna.

Jednotlivym prvkiam okoli je také mozné piitazovat vahy wy (k') (nejcastéji nejvyssi
véahu prvku v centru skupiny a stale mensi vahy prvkim vzdalenéj$im od néj). Okoli
definujeme

N(k) ={K : wi(K) # 0},

wy, spliuji wi (k) > 0, wi(K) > 0, VE" a 324y wi(K) = 1.
V nésledujici ¢asti jsem testovala kvalitu rekonstrukce pro rizné velikosti okoli.
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6. Experiment

V této casti jsem provedla rekonstrukci pomoci strukturované fidkosti s postupné
rostouci velikosti horizontalniho okoli. Pouzila jsem zrychlenou verzi proximalniho algo-
ritmu (tzv. FISTA) upravenou pro strukturovanou fidkost — structFISTA. Regularizac¢ni
parametr \ ztistal béhem testovani rtiznych délek okoli nezménén.

SNR

Casto vyuzivanym kritériem pro porovnani kvality rekonstrukce je tzv. Signal-to-noise
ratio (SNR), neboli odstup signélu od Sumu. Vypocet je dan

var(y) ) |

SNR(y,y) = 10 - logy, (m

kde var oznacuje rozptyl. PonévadZ ptvodni signdl y zname (dira je vytvorend umeéle),
muzeme toto kritérium pouzit.

Nejdiive byl v signélu smyé&cového orchestru (vzorkovaci kmitocet 44,1 kHz) dopliiovan
chybéjici tsek o délce 20 ms (882 vzorki). Pro reprezentaci byl pouzit tésny Gabortv
frame generovany Hannovou okénkovou funkci o délce 2049 vzorktd, casovym posunem
683 vzorkl a s 2049 rovnomeérné rozlozenymi kmitoctovymi kanaly. Na obrazcich 6.1 -
6.9 je zobrazena rekonstrukce v ¢asové i v ¢asové-kmitoctové oblasti, postupné pro pocet
koeficientt okoli 1 (bez struktury) az po 17.

Audio inpainting; file: Vivaldi; gaps: 1; solver: struct_fista
0.4 T T T T T T

I
Original

: 0.2 Reconstructed
—_ R
- ] A \
_0.
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
2.18 2.2 2.22 2.24 2.26 2.28 2.3 2.32 2.34 2.36
time [s] -
x 10  Spectrogram of the original signal x 10*Spectrogram of the reconstructed signal
~ ~
z z
> >
[S] [S]
c c
(3] ()
> >
[on jon
o <
- [

Obréazek 6.1: Rekonstrukce chybéjiciho iseku pro pocet koeficienti skupiny 1 (bez struk-
tury).
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level -

Frequency (Hz)

Frequency (Hz)

6. EXPERIMENT

Audio inpainting; file: Vivaldi; gaps: 1; solver: struct_fista

0.4 \ \ — T \ \ \
‘ : Original
0.2+ ! : Reconstructed
h
o LB LY
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I} |
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x 10 Spectrogram of the original signal

2.2 2.25 2.3 2.35
Time (s)
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x 10" Spectrogram of the reconstructed signal

2.2 2.25 2.3 2.35
Time (s)

Obrazek 6.2: Rekonstrukce chybéjiciho useku pro pocet koeficienti skupiny 3.

Audio inpainting; file: Vivaldi; gaps: 1; solver: struct_fista

\ \ \
04 o Original
0.2 ‘ ‘ Reconstructed
{1 *J | I
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Time (s)
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x 10*Spectrogram of the reconstructed signal
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Time (s)

Obrazek 6.3: Rekonstrukce chybéjiciho useku pro pocet koeficienti skupiny 5.
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Audio inpainting; file: Vivaldi; gaps: 1; solver: struct_fista

0.4 \ \ T \ \ —
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Time (s) Time (s)

Obrazek 6.4: Rekonstrukce chybéjiciho useku pro pocet koeficienti skupiny 7.

Audio inpainting; file: Vivaldi; gaps: 1; solver: struct_fista
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Obrazek 6.5: Rekonstrukce chybéjiciho useku pro pocet koeficientu skupiny 9.
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Audio inpainting; file: Vivaldi; gaps: 1; solver: struct_fista
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Obrazek 6.6: Rekonstrukce chybéjiciho useku pro pocet koeficienti skupiny 11.

Audio inpainting; file: Vivaldi; gaps: 1; solver: struct_fista
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Obrazek 6.7: Rekonstrukce chybéjiciho useku pro pocet koeficientu skupiny 13.
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Audio inpainting; file: Vivaldi; gaps: 1; solver: struct_fista
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Obrazek 6.8: Rekonstrukce chybéjiciho useku pro pocet koeficienti skupiny 15.

Audio inpainting; file: Vivaldi; gaps: 1; solver: struct_fista
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Obrazek 6.9: Rekonstrukce chybéjiciho useku pro pocet koeficientu skupiny 17.



6. EXPERIMENT

Kvalita rekonstrukce pro rizné skupiny byla vyhodnocena také pomoci SNR, (obr. 6.10).
Je patrné, Ze pouziti strukturované ridkosti prinasi vyrazné zlepseni. Nejlepsi vysledky od-
povidaji skupindm o délce 5 a 7 koeficientii (délka nosice skupiny okolo 140 ms), poté vSak
uspésnost rekonstrukce opét klesa.

Vivaldi
6.5 T T

+ + N

551 b

4.5 b

SNR

351 b

25 L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

pocet koeficientu ve skupine

Obrazek 6.10: Vyvos SNR pro ruzné velikosti skupin, smyccovy orchestr, fs= 44,1 kHz.
Nejlepsi rekonstrukce pro skupinu 7 koeficienti - coZ odpovidd nosici o délce cca 140 ms.

Dale byla stejnym zptisobem testovana rekonstrukce dalsich 4 signali. Délka gaborov-
ského okna a parametry translace a modulace a, M byly pouzity stejné jako u prvniho
signélu. Chybéjici tsek mél také stale délku 20 ms (pocet vzorku se lisi podle vzorkova-
ciho kmito¢tu f, daného signalu). Na obr. 6.11 signal zvonkohry, f, 44,1 kHz. Nejlepsi
vysledek prinési volba skupin o 7 a 9 koeficientech.

glockenspiel
15 T T

14+ . J

13F b

12 b

11 b

SNR

10 b

6 L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

pocet koeficientu ve skupine

Obrazek 6.11: Vyvoj SNR pro ruzné velikosti skupin, zvonkohra, fs = 44,1 kHz. Nejlepsi
rekonstrukce pro skupinu 7 koeficient - coZ odpovidd nosici o délce cca 140 ms.

57



Na obr. 6.12 fe¢ — véta pronesend Anglicanem. f, je 44,1 kHz, dira je tedy dlouha 882
vzorkl. Zde je nejlepsi SNR ziskano se skupinou délky 3 koeficienty a poté se vyrazné
zhorsuje.

Coctailparty
55 T T

15 . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
pocet koeficientu ve skupine

Obrazek 6.12: Vyvoj SNR pro ruzné velikosti skupin, ve¢, fs = 44,1 kHz. Nejlepsi rekon-
strukce pro skupinu 3 koeficienti — coZ odpovidd nosici o délce cca 77 ms.

Na obr. 6.13 signal poprockové hudby, fs 16 kHz (320 chybéjicich vzorki). Nejlépe je
rekonstrukce provedena algoritmem uzivajicim skupiny 3 a 5 koeficienti.

music08-16kHz

55 + " i

451 b

SNR

3.5F b

25 . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
pocet koeficientu ve skupine

Obrazek 6.13: Vyvoj SNR pro ruzné velikosti skupin, poprockovd hudba, fs= 16 kHz.
Nejlepsi rekonstrukce pro skupinu 3 koeficienti - coZ odpovidad nosici o délce cca 213 ms.

Na obr. 6.14 signal slozeny z vice sinusovek, f; 16 kHz, tedy 320 chybéjicich vzork.
Nejlepsi vysledek davaji skupiny 7 a 9 koeficient.

o8



6. EXPERIMENT

multisin
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+
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pocet koeficientu ve skupine

Obrazek 6.14: Vyvoj SNR pro ruzné velikosti skupin, nekolik sinusovek, fs= 16 kHz.
Nejlepsi rekonstrukce pro skupinu 7 koeficienti - coZ odpovidd nosici o délce cca 384 ms.

Shrnuti

Provedené experimenty prokazuji, Ze strukturovana fidkost pfinasi znatelné zlepseni. Z vy-
hodnoceni pomoci SNR dava nejlepsi vysledky pouziti skupin od velikosti 3 po 7 koefici-
entil, délka nosice v ms samoziejmeé zalezi na vzorkovacim kmitoctu. Je zfejmé, ze hudebni
signaly riiznych zanrt a fe¢ maji trochu rozdilnou strukturu a tim odpovidajici optiméalni
délku nosice pouzitého okoli. Pro Te¢ byla nejlepsi rekonstrukce ziskana se skupinami s no-
sicem okolo 77 ms, pro hudebni signaly se pohybovala od 140 po 213 ms. Signal tvoreny
z nékolika sinusovek byl nejlépe rekonstruovan skupinou s nosi¢em cca 384 ms, odpovidaje
9 koeficientim okoli.

Pro skupiny tvorené vice koeficienty kvalita rekonstrukce klesa, ponévadz se harmo-
nické struktury v hudebnich signalech pohybuji okolo délky 200 ms a nepresahuji 0,5 s.

6.1. Maximalizace efektivity vypoctu

V této ¢asti textu se zabyvam vypocetni naroc¢nosti. Délka tseku signalu zpracovidvaného

metodami zaloZenymi na fidkosti mize znatelné ovlivnit délku vypoctu. Autori soucasnych

publikaci vzdy uvazuji pfed pouzitim algoritmu pouze ,dostatecné dlouhy tsek signalu

kolem diry“. Zrychlit vypocet vSak mizeme zkracenim daného iseku na nutné minimum.
Méame tedy otazku

Jaky je minimadlni pocet vzorki signdlu vlevo, resp. vpravo od diry, které je nutné vloZit
do rekonstrukcniho algoritmu, aby poskytoval shodné vysledky jako rekonstrukce

s pouzitim jakkoliv delsiho dseku?

Zabyvame se rekonstrukci dle tlohy

. 1
Xzargmln§\|MrDX—Mr)’H§+>\\|X|My (6.1)



6.1. MAXIMALIZACE EFEKTIVITY VYPOCTU

N f)(“
ui/)pz\u

Obrazek 6.15: Nahote: Origindlni, dlouhy usek signdlu a pozice diry s, f v rdmci néj.
Schematicky jednotliveé okénkové funkce DGT. Dole: Novy tusek signdlu s minimdlnim po-
trebnym nosicem. Pouze cervene oznacend okna budou pouZita pro reqularizaci a fitovdni
dat — tzv. ,uZitecna“. Azurovd barva oznacuje okna, kterd budou pouzita vyhradné kvili
periodicité DGT, ale nebudou pouZita v optimalizacni uloze. Cerné oznacend okna jsou
pro rekonstrukci nadbytecnd a téch se ,zbavime“ diky vhodnému zkrdceni signdlu. Okno
oznacené zelené celé spadd do diry a tudiz prislusny atom nemize nést Zadnou informaci
relevantni pro rekonstrukcni ulohu.

tj. fidkost bez vnitini struktury. Jako slovnik predpokladdme gaborovsky systém, avsak
nasledujici odvozeni lze prizptisobit i jinym reprezentacnim systémim.

V tloze (6.1) pro dlouhy signal hleddme fidkou reprezentaci. OvSem, pfi dopliiovani
chybéjici ¢asti (syntéza y = DX) pouze zlomek nese uzitetnou informaci. Pro rekonstrukei
jsou totiz podstatné pouze atomy (pfip. skupiny atomi), které maji s dirou pfesah.

Diskrétni Gaborova transformace (DGT) je periodicka: existuji atomy, které zasahuji
jak do levého, tak do pravého konce signalu (obr. 6.15). Koeficienty ptislusné témto ato-
mum je nutné pti DGT pocitat, ale pii doplnovani dat do diry je nemutzeme vyuzit.
Obsahuji informaci z obou koncii signalu a tyto useky spolu ¢asto nijak nesouviseji.

6.1.1. Znaceni

Prvky vektorid jsou ¢islovany pocinaje jednickou. Vychozi signal bude mit délku N, tzn.
prvky na pozicich 1,..., N.

Délka gaborovského okna odpovidajiciho pouzitému slovniku bude oznacena w, pricemz
muze byt suda ¢i licha. Tedy predev§im uvazujeme pouze okna konecné délky (FIR).

Jako ,prostfedni® prvek okna chapeme index L%J +1. Nalevo od prostfedniho prvku je
L%J hodnot, napravo od néj je {%w — 1 hodnot. Pokud je tedy w liché, ,prostredni“ prvek
lezi skute¢né vprostied okna, pro w sudé je vychylen o jeden vzorek doprava. Prvni okno
transformace ma centralni prvek umistén na indexu 1, a tedy toto okno kon¢i nenulovou
hodnotou na indexu (%W Okno s pofadovym cislem n + 1 mé prostfedni prvek na pozici

1 + na, prvni prvek na pozici 1 + na — L%J a posledni prvek na pozici na + (%W (pokud
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6. EXPERIMENT

by jakékoliv z téchto hodnot padla mimo rozsah {1,..., N}, po¢itdme je modulo N diky
periodicité transformace).

Celé ¢islo a znadi posun okna po Casové ose, M je pocet kanali (rovnomérné roz-
lozenych spektralnich koeficientl) transformace. Symboly s a f budou zastupovat pozice
zacatku a konce diry v ramci originalniho signélu.

Indexy ¢, () oznacuji prvni, resp. posledni vzorek hledaného zkraceného tseku vzhle-
dem k ptivodnim signalu. Indexy p, P oznacuji podobné prostiedni prvky prvniho, resp.
posledniho okna, kterd maji s dirou prekryv (a tudiz pfindsi smysluplnou informaci);
¢isla S, F' vyjadiuji potadi téchto dvou oken v transformaci originalniho signalu. Symboly
u,v, U,V maji vyznam analogicky k s, f, S, F' pro zkraceny signal.

Obr. 6.15 ukazuje popsanou situaci.

6.1.2. Odvozeni algoritmu
Je ziejmé, ze uvedené veli¢iny jsou svazany pies parametr a (translace okna) tak, Ze pro
vhodné k, [, m € N plati

p=q+ka, P=q+la, Q=q+ma. (6.2)
Diky tomu miizeme postupné dojit az k findlnimu algoritmu.

Jak nalezneme prostiedni index p prvniho okna zleva zasahujiciho do diry?

Protoze na indexu 1 v signalu lezi pravé prostfedni prvek prvniho okna transformace,
posouvame se v nasobcich a od tohoto indexu az k takovému oknu, které ma s dirou
prekryv alespon jeden vzorek. To tedy znamenad, Ze hledame takové nejmensi k, ze plati

+{w
Py

1+ka+{%}—1zs

2 (- [2]) o

Takové k zaroven souvisi s poradim tohoto okna v ptvodni transformaci, a plati S =
[(s = [%]) /a] + 1. Proto hledané

W—lzs

p1+(S—1a.

Jak nalezneme prvni index ¢ hledaného minimalniho tseku?

Aby prvni uzite¢né okno nebylo v DGT periodizovano (jinak pfislusné koeficienty ponesou
mylnou informaci), musi byt zajisténo, aby index ¢ nelezel vpravo od nejlevéjsiho prvku
prvniho uzitecného okna. Hledame nejmensi k takové, ze

QSP—L%J
ptazo- 3]

|2
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- [[2) ]

Jak nalezneme prostiedni index P prvniho okna zprava zasahujiciho do diry?
Od indexu p se posouvame v nasobcich a az k oknu, které ma s dirou prekryv zprava
nejméné jeden vzorek. Tedy hledame takové nejvétsi k, pro které plati

P-|5)=s
p—i—ka—{J
k< (r+|3)-p) /e

Takové k opét souvisi s poradim F' tohoto okna v ptvodni transformaci, a plati F =

+ | (f + [%] — p)/a]. Hledané P pak

Proto

\

P+ p+(F—9)a.

Jak nalezneme posledni index () hledaného minimalniho tseku?

Posledni index hledaného tseku ziskame obdobnym zpiisobem jako index ¢, tj. posledni
uzitecné okno nesmi byt v DGT periodizovano. () je posledni index kratsiho signalu a na
tomto indexu musi byt ,umisténo“ posledni okno. Pfesnéji, posledni okno je totéz jako
prvni okno diky periodicité, a proto na indexu () musi lezet nikoliv prostfedni prvek, ale
levy soused prostfedniho prvku. Tzn. méame () = P+ ka—1. Toto posledni okno je vlastné
virtualni a proto je ve schématu teckované. Nejpravéjsi prvek posledniho uzitecného okna
je na indexu P + (%W — 1, coz vede na

0[5

P+ka—1zp+%} 1
- [¢]m

oo f5]e]

Proto

Volitelné muzeme zkontrolovat délitelnost nové délky signalu () — ¢ + 1 konstantami a, M
a pfipadné posunuti indexu (). V pfipadé, ze by novy posunuty index () presahoval délku
puvodniho signalu N, lze signal jednoduse doplnit () — N nulami.

Pokud je v nasem zajmu zménit pocet presahujicich vzorkd prvniho okna, mtzeme
zvolit korekéni parametr ¢, ktery je implicitné nastaven na 0. (Cisla S, F budou davat
smysl jen kdyZ ¢ = 0.) MtZeme to udélat napiiklad tak, Ze nalezneme minimélni signal
s vychozim ¢ = 0, z vystupu algoritmu ziskdme presahy oken s dirou, a pokud je budeme
chtit korigovat, nastavime tomu odpovidajici c. Prislusné stac¢i posunout shodné indexy ¢
a (), neni potfeba algoritmus spustit znovu s novym c.

Pozice diry v ramci zkraceného signalu ur¢ime u = s—qg+1 av = f—g+1. Podobné poradi
prvniho a posledniho okna zasahujictho do diry U = (p — ¢)/a+1aV =U + (F — 5).
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6. EXPERIMENT

Algoritmus (Nalezeni optimalni délky signalu kolem diry).
Vstup: w,a, M, s, f (pFip. korekce c)
V:U/Stup" q7 Q?p7 P7 S7 F’ u? /(]7 U7 V

1. S« [(s—[%]) Ja] +1
2.p—1+(S—1)-a

(Volitelné) p < p+ ¢, ¢ € [0,w — 1]
g—p—|[|5]/e] a

F+ S+ |(f+|%] —p)/a]
Pe—p+(F-95)a
QP+ (4] /a] a

Pokud a- Mt (Q —q+1)
Q+—Q+a-M—-[(Q—qg+1)moda-M]

SIS R

9. u+s—q+1, v f—q+1
10. U+ (p—q)/a+1, V<+U+(F-25)

11. (Volitelné) vypocet vektoru overlap.

Vystupem algoritmu muze byt i vektor overlap nesouci informaci o velikosti prekryvi
jednotlivych uZitecngych oken s dirou. Obsahuje pocet vzorkd daného okna, které spadaji
do diry. Vektor overlap tedy obsahuje F' — S + 1 hodnot. Ziskéan je jednoduse: Je prove-
dena DGT indikatorového signalu diry (jiz zkréaceného dle predchoziho postupu, tedy na
indexech ¢ az @) ptivodniho signélu), a to s obdélnikovym oknem (obsahujicim jako prvky
samé jednicky). Zajima nas pouze DC slozka nesouci hledanou informaci. Vystup DGT
obsahuje i nulové prekryvy neuzitec¢nych, periodizujicich se oken, tedy do vektoru overlap
bereme pouze nenulové hodnoty.

Experiment

Pro ovéreni funkcénosti a uzite¢nosti algoritmu byl proveden experiment: Nejdiive byl re-
konstruovan signal s délkou 64000 vzorki (coz odpovida délce 4 s) a s chybéjicim tisekem
délky 320 vzorku (tj. 20 ms). Pro rekonstrukci jsme pouzili tésny Gabortuv systém s Han-
novou okénkovou funkci dlouhou w = 2049, parametrem translace a = 683 a modulace
M = 2049. Na rekonstrukci byl pouzit algoritmus doptedného zpétného déleni. Vypocet
trval cca 16.69 s. Nasledné byl rekonstruovan stejny tsek s vyuzitim optimélné zkrace-
ného signalu. Tato ¢ast méla délku 4782 vzorki. Pro stejny vysledek experimentu uzitim
dopfedného-zpétného déleni (stejné SNR) byl upraven regulariza¢ni parametr algoritmu
A. Vypocet trval cca 2.04 s.
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6.1.3. Modifikace pro strukturovanou ridkost

Algoritmus pro vybér minimalniho tseku potfebného pro rekonstrukci 1ze jednoduchym
zpusobem modifikovat i pro strukturovanou fidkost. Potfebujeme pouze pocet prvki okoli
neig, se kterym pracujeme. Indexy ¢, ) pak posuneme doleva, resp. doprava o (neig — 1)-
-nasobek translacniho parametru a. Dodate¢nym vstupem algoritmu je tedy pouze velikost
uzivaného okoli. V modifikovaném algoritmu ma ¢islo S vyznam posledniho okna prvni
skupiny, ktera ma presah do diry zleva, podobné F' oznacuje prvni okno posledni skupiny
s presahem zprava v origindlnim signalu. Indexy p, P opét vyjadiuji prostfedni indexy
téchto oken. Cisla U,V maji viznam analogicky k S, F ve zkracenému signalu. Cisla
S, F', U', V' oznacuji poradi skupiny, ktera ma prvni prekryv zleva, resp. posledni prekryv
zprava.

Modifikovany algoritmus (Nalezeni optimdlni délky signalu kolem diry pfi pouziti
strukturované fidkosti).

Vstup: w,a, M, s, f,neig (prip. korekce c)

Viystup: q,Q,p, P,S, F,S", F' u,v, U, V,U V'

18 [(s—[4]) fa] +1
2.p—1+(S—-1)-a

S [p—1— (neig—1)-al/a+1
(Volitelné) p < p+ ¢, ¢ € [0,w — 1]
qg<p—[[%]/a] + (neig—1)] -a
F+ S+ |(f+|%] -p)/a]
F'+ F

P«—p+(F—-95)-a

Q « P+ [[[%]/a] + (neig—1)] -a

10. Pokud a-M{(Q —q+1)
Q+—Q+a-M—-[(Q—-qg+1)moda- M|

© »® NS v

11. u+s—q+1, v+ f—qg+1
122U« (p—q)fa+1, VU4 (F-295)

13. U« [p—q—(neig—1)-a]fa+1, V'« U+ (F'-5")

64



7. ZAVER
7. Zaveér

Ridk4 reprezentace ma pii zpracovani signalfi Siroké spektrum vyuziti. V této praci
je nejprve shrnut teoreticky zaklad ohledné reprezentacnich systémi, tj. bazi a frami,
specialné pak byly zavedeny Gaborovy framy. Poté byla formulovana optimalizac¢ni tiloha
hledajici fidkou reprezentaci signalu a principy algoritmi, které ji fesi. Ponévadz ,norma‘“
urcujici fidkost daného vektoru neni konvexni funkei (a tim padem neni mozné pouzit
metody konvexni optimalizace), nabizi se jeji nahrazeni nejblizsi normou, ktera konvexni
je. Toto vede na tzv. ¢;-relaxaci. Byly uvedeny podminky existence a ekvivalence feseni
ptivodni a relaxované tlohy. Zvlastni pozornost byla vénovana proximalnim algoritmtim,
které byly uzivany v experimentech uzivame. Byly zminény zékladni principy dilezité
aplikace fidkych reprezentaci nazyvané komprimované snimani.

Hlavni aplikaci prezentovanou v této praci bylo doplinovani chybéjicich tisektt do audio-
signalti. Formulovala jsem problém, uvedla jsem dosavadni metody a shrnula jejich vyhody
a nevyhody. Dale jsem testovala nejnovéjsi pristup vyuziti ridkych reprezentaci pro do-
plnéni dat uvazujici harmonickou strukturu zpracovavanych signali. Testovani probihalo
v programovém prostiedi Matlab. Optiméalni velikosti skupin koeficientti pro hudebni sig-
naly riznych zanrh ¢i fec se trochu lisi, ovSsem z provedenych experimentii je jednoznacné
patrné, ze vyuziti strukturované ridkosti pfinasi vyrazné zlepseni oproti fidkosti chapané
koeficient po koeficientu.

V posledni ¢asti jsem odvodila algoritmus zarucujici maximalizaci efektivity vypoctu
a testovanim prokézala znatelné zrychleni. Také jsem odvozeny algoritmus modifikovala
pro strukturovanou ridkost.

Daéle se nabizi testovani strukturované ridkosti na vétsim poctu signalti a néasledné
statistické vyhodnoceni.
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k ridkost vektoru

1 jednotkova matice

ker(A) jadro linearniho zobrazeni uréeného matici A
spark(A) spark matice A

supp(x) nosi¢ vektoru x

1(A) vzdjemna koherence

o(x), chyba nejlepsi aproximace vektoru x k-fidkym vektorem
0 konstanta nulového prostoru

O konstanta zeslabené izometrie

fs vzorkovaci kmitocet

Ey operator modulace

T, operator translace

1 indikatorova funkce mnoziny C

af subdiferencial funkce f

prox; proximalni operator funkce f

I, p-norma

11],.4 (p, ¢)-smiSenéd norma

AR Autoregresni

BP Basis Pursuit

BPDN Basis Pursuit Denoising

DCT Diskrétni Kosinova Transformace

DGT Diskrétni Gaborova Transformace

EL Elitist Lasso

FISTA Fast Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm
GL Group Lasso

IRLS Iterative Reweighted Least Squares

LASSO Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
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MP Matching Pursuit

NSP Vlastnost nulového prostoru
OMP Orthogonal Matching Pursuit
PEL Persistent Elitist Lasso

RIP Vlastnost zeslabené izometrie
SNR Signal to noise ratio

VoIP Voice over Internet Protocol
WGL Windowed Group Lasso
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A. OBSAH CD

A. Obsah CD

Ptilozené CD obsahuje nasledujici zdrojové kédy v programovém prostiedi Matlab (R2011b).
Pro funkénost skripti je potieba ltfat toolbox [31].

MAN_STG_SUPD-TIL + e eeeeeiaee e funkce obsahujici algoritmus pro zjisténi
minimalni potitebné délky signalu

OVeTlap.m ... funkce urcujici pocet prekryvajicich se
vzorkil jednotlivych uziteénych oken s di-
rou

test_min_sig_supp_overl.m ................. test vysSe uvedenych funkci — ovéfeni, zZe

koeficienty signélu, jenz je zkraceny od in-
dexu g po index ) podle vystupu funkce
min_sig_supp.m, jsou podmnozinou koefi-
cienti ptvodniho signalu; funkce owver-
lap.m zobrazi prekryvy jednotlivych uzi-
tecnych oken s dirou
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