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Abstrakt

Slozenym rozdélenim je nazyvano rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny, ktera
vznikla jako soucet ndhodného poctu nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velicin.
V této praci je popsano slozené rozdéleni spolu s vypoctem jeho charakteristik. Prace se
dale zabyva specialnimu piipadem slozeného rozdéleni, jehoz jednotlivy s¢itanci maji roz-
déleni logaritmicko-normélni (LN) a rozdéleni jejich poétu je negativné binomické (NB).
Jsou zde popsany i nékteré pristupy k odhadu parametrit LN a NB rozdéleni a déle je
studovan vliv téchto odhadt na vysledné slozené rozdéleni.

Summary

The probability distribution of a random variable created by summing a random number
of the independent and identically distributed random variables is called a compound
probability distribution. In this work is described a compound distribution as well as a
calculation of its characteristics. Especially, the thesis is focused on studying a special case
of compound distribution where each addend has the log-normal distribution and their
number has the negative binomial distribution. Here are also described some approaches
to estimate the parameters of LN and NB distribution. Further, the impact of these
estimates on the final compound distribution is analyzed.
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1 Uvod

Rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych veli¢in, které vzniknou jako soucet ndhodného
poctu nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in se nazyvaji slozena rozdéleni. Slo-
zené rozdéleni se v praxi pomérné ¢asto vyskytuji pii analyze pojistovacich dat, oceriovani
ceny poskozenych prvki v kontrole jakosti nebo pfi analyze degtovych srazek. Rada statis-
tikl se v soucasné dobé vénuje problematice odhadu parametrii slozeného rozdéleni, pro
specialné vybrana rozdéleni s¢itanci a specidlni diskrétni rozdéleni jejich poctu. Studuji
se rizné metody odhadu téchto rozdéleni a jejich vliv na analyzu slozeného rozdéleni.
Napiiklad v ¢lancich [12] a [13] se autofi zabyvaji srazkovym modelem, ve kterém ma
vyskyt prehanék Poissonovo rozdéleni a mnozstvi srazek rozdéleni exponencialni.

Cilem této prace bylo zavést slozené rozdéleni a popsat vypocet jeho charakteris-
tik. Dale se prace zabyva specidlnim pripadem sloZzeného rozdéleni, jehoz sc¢itanci maji
logaritmicko-normaéalni rozdéleni a rozdéleni jejich poctu je negativné binomické. Prace je
rozdélena do osmi kapitol, s jejichz obsahem se nyni podrobnéji seznamime.

Po tvodni kapitole nasleduje druhé kapitola, ve které je uveden struc¢ny piehled cha-
rakteristik nahodné veli¢iny a zavedeno potiebné znaceni.

V tieti kapitole je zavedeno slozené rozdéleni a jsou zde uvedeny definice vytvotujici
funkce, charakteristické funkce, momentové vytvorujici funkce a vytvorujici funkce kumu-
lantd a je zde odvozen vypocet téchto charakteristik pro slozené rozdéleni. Soucasti této
kapitoly je i inverzni véta a jeji dikaz.

Ctvrta kapitola je vénovana negativné binomickému rozdéleni. Je zde popsano za-
vedeni negativné binomického rozdéleni pomoci Bernoulliovské posloupnosti nezavislych
alternativnich pokust. Jsou zde uvedeny rtzné reparametrizace tohoto rozdéleni. Pro
v8echny reparametrizce byly stanoveny zakladni chakteristiky (momenty, Sikmost, Spica-
tost, charakteristickd funkce, ...). Druha ¢ast kapitoly je zaméfena na odhad parametri
NB rozdéleni. Nejdrive jsou zde popsany klasické metody odhadu parametri, tedy me-
toda momentti a metoda maximalni vérohodnosti. Odhady pomoci téchto metod jsou
urceny pro vSechny reparametrizace. Na zavér je zde uveden bayesovsky pristup k odhadu
parametri NB rozdéleni.

Logaritmicko-normalnimu rozdéleni je vénovana celda pata kapitola. Jsou zde uvedeny
jeho zakladni charakteristiky a urc¢eny momentové a maximalné vérohodné odhady jeho
parametri.

Stézejni casti této prace je Sesta kapitola. Je vénovana slozenému rozdéleni, jehoz
sCitanci maji logaritmicko-normalni rozdéleni a rozdéleni jejich poctu je negativné bi-
nomické. Nejdiive je zde odvozen zptisob, jakym lze pfiblizné urcit hustotu zkoumaného
slozeného rozdéleni, zndme-li parametry rozdéleni scitancti a jejich poc¢tu. Pomoci simulaci
nahodného vybéru velkého rozsahu z konkrétniho slozeného rozdéleni je posouzena pres-
nost urcené hustoty. Déale je zde pomoci simulaci studovan vliv odhadu parametri dil¢ich
rozdéleni na shodu odhadnutého slozeného rozdéleni s teoretickym. Parametry rozdéleni
sCitanci jsou odhadovany metodou maximalni vérohodnosti. Pro odhad parametri roz-
déleni poctu s¢itanct je volen bayesovsky pristup a metoda maximalni vérohodnosti.

V sedmé kapitole je uveden prehled a stru¢ny popis funkci, které byly naprogramovany
v softwaru MATLAB. Téchto funkci bylo uzito v Sesté kapitole.

Osma kapitola Zavér obsahuje shrnuti dosazenych cilt.



2 Zakladni pojmy a oznaceni

V této kapitole budou pripomenuty zékladni pojmy, kterych bude dale v praci pouzito.
Uvedeme zde zdkladni charakteristiky rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny. Déle
zde budou uvedeny nékteré dulezité véty, na které se budeme v dalsi ¢asti odvolavat.
Odstavec je zpracovan podle [1],[2],[4],[8] a [10]. Véty jsou v této kapitole uvedeny bez
dikazt. Jejich dikazy je mozno nalézt v citované literatufe.

V této praci se predpoklada, ze je ¢tenar obeznamen se zaklady komplexni analyzy a
se zakladnimi priklady rozdéleni diskrétniho a spojitého typu.

2.1 Nahodna veli¢ina a jeji charakteristiky

Pravdépodobnostni prostor je trojice (€2, A, P), kde €2 je prostor elementdrnich jevi, A je
néjakd mnozinova o-algebra podmnozin prostoru Q. Dvojice (2, .A) tvori jevové pole a P
je pravdépodobnost na tomto jevovém poli.

Necht R zna¢i mnozinu vSech redlnych ¢isel, a B systém borelovskych podmnozin R.
Necht X (w) je méfitelna funkce z (€2,.4) do (R, B). Pak se X (w) nazyva nahodna veli¢ina
a znaci se strucné X. Nahodné veliciny budemem znacit velkymi pismeny z konce abecedy.

Oznacime-li déle [X € B] = {w € Q : X(w) € B} pro libovolnou mnozinu B C R,
potom z méfitelnosti funkce X plyne, ze [X € B] € A pro kazdou B € B a na B
muzeme zavést indukovanou pravdépodobnost Py predpisem Px(B) = P(X € B), kde
pro strucnost piseme P(X € B) misto P([X € B]). Indukovana pravdépodobnost Px
se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X. Polozime-li specidlné B =
(—o0, x), dostaneme distribucni funkci F' ndhodné veli¢iny X, tedy

F(z) =Px(—00,2)) =Px(X <x), ze€R.

Mezi distribu¢ni funkci F' a rozdélenim pravdépodobnosti Py je vzajemné jednoznacny
vztah, proto miizeme dale pfi popisu rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X
pracovat pouze s jeji distribu¢ni funkci F. Skutecnost, ze ndhodna veli¢ina X ma rozdé-
leni pravdépodobnosti Py, znac¢ime X ~ Px a za Px dosadime podle potieby symbol
prislusného rozdéleni.

V matematické statistice jsou vyznamné predevsim dva typy rozdéleni pravdépodob-
nosti:

a) Rozdéleni diskrétniho typu.
Néahodnéa velicina X ma diskrétni rozdeleni pravdeépodobnosti, jestlize existuje nej-
vyse spoCetnd mnozina M C R takova, ze plati Px(M) = 1. Funkci

| P(X=2z) proxeM
p(x)_{o proz e R—M

nazyvame pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X a mnozinu M oborem hod-
not nadhodné veliciny X. Pro diskrétni nahodnou veli¢cinu X s oborem hodnot
M a pravdépodobnostni funkci p(z), budeme v dalsim textu pouzivat oznaceni
X ~ (M, p).



2.1 NAHODNA VELICINA A JEJI CHARAKTERISTIKY

b) Rozdéleni spojitého typu.
Néahodna veli¢ina X ma spojité rozdélent pravdépodobnosti, existuje-li takova funkce
f(z), ze plati

ﬂ@_ﬁjmﬁ

V tomto pripadé je distribuc¢ni funkce F' absolutné spojita. Funkce f se nazyva hus-
tota rozdéleni pravdépodobnosti a je skoro vSude (vyhledem k Lebesguové mite)
nezaporna. Hustotu pfislusnou k dané distribu¢ni funkci budeme znacit odpovida-
jicim stejnym malym pismenem.

Informace o rozdéleni pravdépodobnosti lze popsat pomoci charakteristik. Jednou
z nejvyznamnéjsich a nejcastéji pouzivanych charakteristik je stredni hodnota ndhodné
veli¢iny X, budeme ji znacit £X. Stfedni hodnota je definovana vztahem

EX:/MWW@%
Q
pokud integral absolutné konvrguje. Pro vypocetni tucely se uziva vzorec
+o0o
EX:i/ 2dF(z),

kde integral napravo je chapan jako Lebesgue-Stieltjestiv integral vzhledem k Lebesgue-
Stieltjesové mife pp, ktera je vytvorena distribu¢ni funkei F'.

Véta 2.1 (O stfedni hodnoté transformované nahodné veli¢iny) Necht X je nd-
hodnd velicina a F(x) jeji distribucni funkce. Ddle necht g : R — R je borelovskd funkce.
Pak platy

Bg(X) = [ g(n)ar (),

pokud jeden z integrali existuje.
Ma-li ndhodnd velicina X diskrétni rozdélent (M, p), pak

Eg(X)= > g(x)p(x),

zeM

pokud jedna ze stran rovnosti existuje.
Ma-li nahodna velicina X spojité rozdélent s hustotou f, potom

Be(x) = [ g@)f()dr,

—0o0

pokud jeden z integrali existuje.

Dalsi casto uzivanou charakteristikou rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X
je rozptyl. Rozptyl budeme znacit DX a je definovan vztahem

DX = BE(X — EX)?,

pokud uvedena stfedni hodnota existuje.



2.1 NAHODNA VELICINA A JEJI CHARAKTERISTIKY

Stiredni hodnota i rozptyl jsou specidlnim pfipadem momentt. Pro libovolné pfirozené
Cislo r definujeme 7-tg obecny moment p. ndhodné veli¢iny X vztahem

w.=EX".
Dale r-té centrdlni momenty nahodné veli¢iny X zavadime vztahem
= E(X — EX)", pror=20,1,2,....

V pripadé, ze néktery z vyse uvedenych integrald neexistuje, fekneme, ze i odpovidajici
moment neexistuje.
Mezi obecnymi a centralnimi momenty plati nasledujici vztahy:

pa =y — 1Y,
fiz =y — 34ty + 2017, (2.1)
pua =ty — A piy + 64 py — 3y

Pomoci centralnich momentt zavadime charakteristiky sikmost v, a $picatost v, vztahy

M3 Ha
T =3 .



3 Slozené rozdéleni a jeho
charakteristiky

Na zacatku této kapitoly zavedeme ndhodny soucet se slozenym rozdélenim. Néasledné
se budeme zabyvat charakteristikami rozdéleni, jez rozdéleni jednoznacné urcuji, coz ke
konci kapitoly také dokazeme. Uvedeme definice vytvorujici funkce, chrakteristické funkce,
momentové vytvorujici funkce a vytvotrujici funkce kumulantt. Ukézeme, jak urcit tyto
charakteristiky nahodného souctu se slozenym rozdélenim pro piipad, kdy zname ptislusné
charakteristiky jednotlivych s¢itanci nahodného souctu.

3.1 Nahodny soucet a sloZené rozdéleni

Definice 3.1 Necht X, Xy, ... je posloupnost stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in de-
finovanych na pravdépodobnostnim prostoru (€2, 4, P). Necht N ~ (M, py) je nezédporna
celociselna nahodné veli¢ina a necht N spolu s X, Xs, ... tvoii posloupnost nezavislych
ndhodnych veli¢in. Polozme

Sy=X1+ -4+ Xy apro N =0 klademe Sy = 0.

Potom Sy nazveme ndhodnym souctem a jeho rozdéleni se nazyva sloZené.

3.2 Charakteristiky sloZzeného rozdéleni

Definice 3.2 Necht X ~ (M, p) je nezaporné celociselnd ndhodné veli¢ina. Pak mocnin-
nou fadu

Gx(s)= ) pla)s", se€Cls| <1,

zeM

nazveme vytvorujict funkci nahodné velic¢iny X.

Tvrzeni 3.1 Necht X ~ (M,p) je nezdpornd celociselnd nahodnd velicina. Pak
Gx(s) = BEs*. (3.1)
Dikaz: Plyne z véty 2.1.

Priklad 3.1 Vytvorujici funkce Poissonova rozdéleni. Necht X ~ Po()), potom

_ 6/\(8_1).

o0 0o k (o) k
Gx(s) = Zp(k)sk => /\—e_)‘s]C = > (As)
= k! = k!

k=0

Priklad 3.2 Vytvorujici funkce geometrického rozdéleni. Necht X ~ Ge(©), potom

Gx(s) = ]ip(k:)sk = ?:((1 —0)"0)s" = @53((1 —0)s)k = 1_(1@_@)3.

7



3.2 CHARAKTERISTIKY SLOZENEHO ROZDELENI

7 definice vytvorujici funkce vyplyva, ze vytvorujici funkci je rozdéleni nahodné veli-
¢iny urceno jednoznacné. Plati totiz
6P

p(0) = Gx(0),p(z) = :B!> pro z=12,...,

kde G (s) je x-ta derivace vytvorujici funkce G x (s). Existence derivaci vytvorujici funkce
Gx(s) plyne z vlastnosti mocninné fady.

K urceni vytvorujici funkce ndhodného souctu se slozenym rozdélenim, je zapotiebi
nejdiive védét, jak spocitat vytvorujici funkci souctu nezavislych ndhodnych veli¢in. To
uvadi nasledujici véta.

Véta 3.1 Necht Xy, ..., X, jsou nezdvislé nezdaporné celociselné nahodneé veliciny, G x,(s)
je vytvorugici funkce ndhodné veliciny X;,j = 1,...,n. Pak ndhodnd velicina S = 377_; X;
ma vytvorugict funkci

Ditikaz: P¥imym vypoctem dostavame

n

Gs(s) = B(s%) = E(s==) = B( ﬁ ) = ﬁ BE(sV) = ﬁ G, (s).

Dusledek 3.1 Necht X,...,X, jsou nezdvislé stejné rozdélené nezdporné celociselné
ndhodné veliciny. Necht Gx, je vytvorujici funkce ndahodné velic¢iny X;. Pak ndhodnd
velicina S = >77_; X; md vytvorugici funkct

Gs(s) = (Gx,(s)"

Diikaz: Vytvorujici funkce souc¢tu n nezavislych nezapornych celoc¢iselnych ndhodnych
veli¢in je podle véty 3.1 tvaru

Gs(s) = ﬁ Gx,(s),

kde G, je vytvorujici funkce ndhodné veli¢iny X;,j = 1,...,n. Jelikoz jsou nahodné

veli¢iny X, ..., X,, navic stejné rozdélené, jsou si jejich vytvorujici funkce rovny. Tedy
GXl(S) = GXz(S) =...= GXn(S)‘

Odtud

Gs(s) = H G () = (Cxy (3)"

Véta 3.2 Necht X1, Xs, ... jsou nezdvislé stejné rozdélené nezdporné celociselné nahodné
velic¢iny a necht Gx(s) je jejich vytvorujici funkce. Ddle necht N ~ (M, py) je nezdpornd
celociselnd nahodnd veli¢ina, Gn(s) jeji vytvorugict funkce, a necht N, Xy, Xo, ... je po-
sloupnost nezdvislych nahodnych velicin. Potom ndhodny soucet Sy = X1+ -+ Xy md
vytvorugict funkci

Gsy(s) = Gn(Gx(s)).



3.2 CHARAKTERISTIKY SLOZENEHO ROZDELENI

Dtikaz: Pro urceni vytvorujici funkce ndhodného souctu vyjdeme ze vztahu (3.1)
Gsy(s) = Es™ = E(EsN|N).
Uzitim dtsledku 3.1 obdrzime
Gsy(s) = B(Gx(s))" = Gn(Gx(s)).

Priklad 3.3 Vytvorujici funkce sloZeného rozdéleni. Necht N ~ Po()) a X; ~ Ge(©),i =
1,2,

V predchozich ptikladech byly urceny vytvotujici funkce ndhodnych veli¢in s Poissonovym
a geometrickym rozdélenim. Tedy
C)

GN(S) _ e/\(sfl), GX(S) = m,

kde Gx(s) je vytvorujici funkce ndhodnych veli¢in X, X, . ... Potom podle véty 3.2 ma
nahodny soucet Sy = X7 + -+ + Xy vytvorujici funkci

Gy (5) = Gu(Gx(s) = Gy (1_(1_@)> _ M),

Ve zbylé casti odstavce se budeme zabyvat dalsimi charakteristikami ndhodnych ve-
li¢in, jimiz lze slozené rozdéleni rovnéz jednoznacné popsat. Diive nez zavedeme pojem
charakteristické funkce, musime se nejdiive zabyvat komplexnimi ndhodnymi veli¢inami,
nebot charakteristickd funkce ndhodné veli¢iny X je definovand jako stfedni hodnota kom-
plexni ndhodné veli¢iny e™*.

Definice 3.3 Necht X, Y jsou redlné ndhodné veli¢iny definované na pravdépodobnost-
nim prostoru (€2, A, P), pak veli¢inu
Z =X+1iY

nazveme komplexni ndhodnou veli¢inou.

Distribucni funkci nahodné veli¢iny Z rozumime distribu¢ni funkci ndhodného vektoru
(X,Y).

Stredni hodnota ndhodné veli¢iny Z = X + 1Y je definovana vztahem

EZ = EX +iEY,

pokud stfedni hodnoty EX a EY existuji. Rekneme, Ze komplexni ndhodnné veliciny
7y = X1 +1iY1, Zy = Xy +1Ys jsou nezdvislé, jestlize nahodné vektory (Xi,Y1), (X, Y2)'
jsou nezavislé.

Poznamka 3.1 Vlastnosti komplexnich ndhodnych veli¢in jsou analogické vlastnostem
(redlnych) ndhodnych veli¢in.

Definice 3.4. Charakteristickou funkci ndhodné veli¢iny X rozumime funkci

Vx(t) = B(e™) = E(cos(tX)) +iE(sin(tX)), tcR. (3.2)

9



3.2 CHARAKTERISTIKY SLOZENEHO ROZDELENI

Maé-li ndhodnd veli¢ina X distribuéni funkci F(x), pak podle véty 2.1 pro pro charakte-
ristickou funkci ¢ x dostavame vztah

Dx(t) = /_ T g p ().

o

Véta 3.3 (vlastnosti charakteristické funkce)
Ly(0)=T1alp@)] <1
2. Y(t) je stejnomeérné spojitd.

3. Pro kaZdé redalné t plati
(=t) = ¢(1),

kde 1(t) znaci cislo komplexné sdruZené k i(t).

4. Necht x(t) je charakteristickd funkce ndhodné veliciny X. Pak ndhodnd veli¢ina
Y =aX + 0, kde a,b jsou konstanty, md charakteristickou funkci

’lby(t) = eibt’(/}x<at).
Dikaz: Viz [10] (str. 264).

Definice 3.5 Existuje-li pro néjaky interval hodnot z, obsahujici pocatek, stfedni hodnota
Mx(z) = E(e*Y), (3.3)
pak tuto funkci nazveme momentovou vytvorujici funkci nahodné veli¢iny X.

Definice 3.6 Vytvorujici funkci kumulanti ndhodné veli¢iny X definujeme vztahem
Kx(t) =In(yx(t), teR (3.4)

Podobné jako u vytvorujici funkce uvedeme i nyni véty, pomoci nichz mizeme urcit
charakteristickou funkci (resp. momentovou vytvorujici funkei, vytvorujici funkei kumu-
lantt1) ndhodného souctu, jestlize zname charakteristickou funkei (resp. momentovou vy-
tvofujici funkei, vytvotrujici funkei kumulantii) jednotlivych séitanct ndhodného souétu.

Véta 3.4 Necht Xi,...,X, jsou nezdvislé ndhodné wveliciny, 1x,(t) je charakteristickd
funkce ndhodné veliciny X;,j = 1,...,n. Pak ndhodnd velicina S = >>7_; X; md charak-
teristickou funkci

us(t) = [Lox, 0

Dikaz: Piimym vypoctem dostavame

Ys(t) = E(e*S) = B(e'2in %) = peim ) = E(ﬁ X7y = ﬁ E(e™) = ﬁ ¥x, (¢).

10



3.2 CHARAKTERISTIKY SLOZENEHO ROZDELENI

Dusledek 3.2 Necht Xy, ..., X, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny. Necht
Vx, (t) je charakteristickd funkce ndhodné veliciny X,. Pak ndhodnd velicina S = >77_, X;
md charakteristickou funkci

s (t) = (¥x, ()"

Dtikaz: Charakteristicka funkce souctu n nezavislych ndhodnych veli¢in je podle véty
3.4 tvaru

us(t) = T ox, (),

kde 1y, je charakteristicka funkce nahodné veli¢iny X;, 7 = 1,...,n. Jelikoz jsou ndhodné
veli¢iny X1,..., X, navic stejné rozdélené, jsou si jejich charakteristické funkce rovny.
Tedy

¢X1 (t) - wX2<t) == an(t)‘
Odtud

bs(t) = H () = (b (D))"

Véta 3.5 Necht X1, Xs, ... jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny a necht ¥x (t)
je jejich charakteristickd funkce. Ddle necht N ~ (M, py) je nezdpornd celociselnd nd-
hodnd velicina, Gn(s) jeji vytvorugici funkce, a necht N, X1, Xo, ... je posloupnost nezd-
vislych nahodnych veli¢in. Potom ndhodny soucet Sy = X1+- - -+Xxn md charakteristickou
funkci

Vsy () = Gy (Px (1))
Dikaz: Vyjdeme ze vztahu (3.2)
Vg () = E(e"Y) = B(Ee™N|N).

Sc¢itanci ndhodného souctu jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny. Pomoci du-
sledku 3.2 dostavame

Usy (t) = E(x ()Y = Gn(vx(t)).

Véta 3.6 Necht Xi,..., X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny, Mx,(z) je momentovd vy-
tvotujici funkce ndhodné veliciny X;,j = 1,...,n. Pak ndhodnd velicina S = 377, X;

ma momentovou vytvorugict funkci
n
Mgs(z) = [[ Mx, ().
j=1

Dikaz: Piimym vypoctem dostavame

Ms(2) = B(e*5) = B(e25-9) = B(e2im ") = B( nl ) = ﬁlE(e“ﬂ') = ﬁlij(z).

j=

Dusledek 3.3 Necht Xy,..., X, jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné veliciny. Necht
My, (z) je momentova vytvorugici funkce ndhodné veli¢iny X1. Pak ndhodnd velicina S =
-1 X;j md momentovou vytvorugici funkct

Ms(z) = (Mx, (2))".

11



3.2 CHARAKTERISTIKY SLOZENEHO ROZDELENI

Dtikaz: Momentova vytvorujici funkce souctu n nezavislych nahodnych velic¢in je podle
véty 3.6 tvaru

_ ﬁlMX].(z)

kde Mx; je momentova vytvoiujici funkce nahodné veliciny X;, 5 =1,...,n. Jelikoz jsou
nahodné veli¢iny X1, ..., X,, navic stejné rozdélené, jsou si jejich momentové vytvorujici
funkce rovny. Tedy
MXl(Z) = MXz(Z) =...= MXn(Z)-
Odtud
H Mx,(2) = (Mx, (2))".

Véta 3.7 Necht X1, Xo, ... jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny a necht Mx (z)
je jejich momentovd vytvorujict funkce. Ddle necht N ~ (M, px) je nezdpornd celoc¢iselnd
ndhodnd velicina, G n(s) jeji vytvorugict funkce, a necht N, X1, X, ... je posloupnost ne-
zavislych nahodnich velicin. Potom nahodny soucet Sy = X1+ - -+ Xn md momentovou
vytvorugict funkci

Mgy (2) = Gy (Mx(2)).
Dikaz: Vyjdeme ze vztahu (3.3)
Mg, (2) = E(e**Y) = E(Ee*N|N).

Sc¢itanci ndhodného souctu jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny. Pomoci du-
sledku 3.3 dostavame

Mg, (2) = B(Mx(2))" = Gn(Mx(2)).
Véta 3.8 Necht Xi,..., X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny, Kx, (t) je vytvorujici funkce

kumulanti ndhodné veliciny X;,j = 1,...,n. Pak ndhodnd velicina S = 3771 X; md
vytvorugict funkci kumulanti

=Y Kx,(t
j=1
Dtikaz: Primym vypoctem dostavame
Ks(t) = In(d H b (1)) = S (s, (6) = Y- K, (1)
j=1 j=1

Dusledek 3.4 Necht Xi,..., X, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny. Necht
Kx, (t) je vytvorujici funkce kumulanti ndhodné veliciny X,. Pak nahodnd veli¢ina S =
> i1 X md vytvorugict funkci kumulanti

Ks(t) =n- KXl(t>
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3.2 CHARAKTERISTIKY SLOZENEHO ROZDELENI

Dikaz: Vytvorujici funkce kumulant souc¢tu n nezavislych ndhodnych velic¢in je podle
véty 3.8 rovna

_ iKXj )

kde Kx;, je vytvoiujici funkce kumulant ndhodné veliciny X;,j = 1,...,n. Jelikoz jsou
nahodné veli¢iny Xi, ..., X, navic stejné rozdélené, jsou si jejich vytvorujici funkce ku-
mulantt rovny. Tedy

Kx,(t) = Kx,(t) =... = Kx, (t).
Odtud

— i[(xl(t) =n- Kx,(t).

Véta 3.9 Necht X1, Xo, ... jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné veliciny a necht Kx (t)
je vytvotugici funkce kumulanti. Ddle necht N ~ (M, py) je nezdpornd celociselnd na-
hodnd wvelicina, Gn(s) jeji vytvorujici funkce, a necht N, Xy, Xs,... tvori posloupnost
nezavislych nahodnych velicin. Potom ndhodny soucet Sy = X1+ - -+ Xy md vytvorujici
funkci kumulantii.

Koo (t) = Kn <1KX(t)> |

Dikaz: Oznacme 1x(t) charakteristickou funkci ndhodnych veli¢in X;, Xs,.... Vy-
jdeme ze vztahu (3.4)

Ks,(t) = Intg, (t) = In (™) = In E(Ee"™Y|N) = In E(yx ()Y =

‘KX( )N

1
= In E(POxXOY) = 1y B(eN X0y = In B(eNEXD) = In E(e ) =Ky <,Kx(t)) :

1
Piiklad 3.4 Necht N ~ Po()\) a X; ~ Ex(7),i =1,2,....

Pro urceni charakteristik ndhodného souctu Sy je zapotiebi nejprve vypocist diléi cha-
rakteristiky ndhodnych velicin N, X3, X, . ... Charakteristiky pfislusici k ndhodnym veli-
¢inam X, X5, ... budou znaceny indexem X.

Gn(s) =Y vig priklad 3.1.
0 \k

k
wN( 1tN Zp 1tk Z k' - ltk - Z ) —

_ it it __
—e Ae)\e _ e)\(e 1)

Ky(t) =y (t) = e = A — 1)

tool oo 1 ptoo :
wX EeltX _/ 1tzf dl’—/ Ze ety = 7/ ex(—%+1t)d$:
0o T T Jo
“+oo
_ 1 1 ex(—%ﬁt) _ l 0— 1 _ 1
T it — 1 o T it—1) 1—itr
1
Kx(t) =1 t)=1
x() = I (t) = In -——
+o0 oo 1 1 400
Mx(z) = Be*™ :/ e fx(z)dx :/ —e re*dr = f/ " )y =
—0 0o T T Jo
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3.3 INVERZNI VETA

Potom pro nadhodny soucet Sy = X7 + ... + Xy plati

1 .
Vs lf) = Gulux(t)) = G (1 - m) = eNmw Y,

Mg, (2) = Gn(Mx(2)) = Gy ( 1 > _ M),

Ky (t) = K (K’%@) (i

1

:/\( L —1).
1 —itr

1

In L 1 .
=Ky (nl_m> = \(€e' T 1) = /\<6an —1) =

3.3 Inverzni véta

V definici 3.4 jsme zavedli pojem charakteristické funkce. Zname-li distribu¢ni funkei F'(x)
ndhodné veliciny X, pak jeji odpovidajici charakteristicka funkce je urcena vztahem

+oo |
Ux(t) = / R (z).

—00
V tomto odstavci ukazeme, ze mezi distribu¢ni a charakteristickou funkci plati i obra-
ceny vztah. Dokazeme tedy, ze kazda distribuc¢ni funkce je svou charakteristickou funkci
jednoznacné urcena. To ovSem znamena, ze charakteristickou funkci je rozdéleni pravdeé-
podobnosti ndhodné veli¢iny X jednoznac¢né zadano.

V nésledujici vété uvedeme inverzni vzorec, ktery ndm umoznuje pii znalosti charak-

teristické funkce ¢ (t) urcit prirtstek distribuéni funkce F(x) v kazdém intervalu, jehoz
koncové body jsou body spojitosti funkce F'(x).

Véta 3.10 Necht 1(t) je charakteristickd funkce distribucni funkce F(x) (tj. (t) je
charakteristickd funkce ndhodné veliciny X, kterd ma distribucni funkci F(z) a necht
a,b € R a < b, jsou body spojitosti distribucni funkce F(x), pak

—itb

FO) - P = o [ (00 e S e 6

Dtikaz predeslé véty je zpracovan podle [10]. K dikazu budeme potfebovat dvé po-
mocna lemmata.

Lemma 3.1 Polozme

S(a,T) =2 / "sinal) ), (3.6)

T Jo t
Pak pro kazZdé redln€ o a kazdé kladné T plati nerovnost

1S(a, T)| < 2. (3.7)
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3.3 INVERZNI VETA

Ddle plati
. 1 pro a>0
2 [too t ’
lim S(a,T) = / S 10 pro a—o0. (3.8)
T—+o00 mJo t
—1 pro a <0,

pricemZ konvergence je pro libovolné § > 0 stejnomérna vzhledem k |a] > 0.

Ditikaz: Oznac¢me

Pro z = oT dostavame

a po substituci © = o/I" obdrzime

S(ar) < 2 [ nlet)y,

™ t
Tedy
S(a, T) = S(aT). (3.9)
Oznac¢me déle
2 r(+D)7 gin
Cp = —/ dv.
T Jnm v

Substituci v = v — nm dostavame

™ sin(u + n7) 2 (™ sinucos 2 (m sl
i/ in(u + n) u:i/ muc(nﬂdu:(_l)n/ MU n=0,1,2,. .
u+ nmT 7 Jo U+ nmw mJo u-+nw

takze ¢leny posloupnosti ¢, pravidelné stiidaji znaménko a v absolutni hodnoté klesaji.
Nyni mtzeme S(x) zapsat ve tvaru

n—1 9 z o
=> -+ —/ il pro nw <z < (n+1)7. (3.10)
— T Jnr U
Plati tedy
Z cr < S(x Z g prosudén a nr<z<(n+1)m, (3.11)
Z cr < S(x) < Z ¢g prolichén a nr<z<(n+ 1) (3.12)

7 vlastnosti ¢isel ¢, plyne, ze

0<S(x)<cy pro x>0 (3.13)

Sll’l u

Déle hodnotu ¢y ohrani¢ime shora. Pouzijeme zde rozvoje funkce v mocninnou fadu.

9 g 2 [ 2 7
0 u T Jo . m™Jo




3.3 INVERZNI VETA
Dosazenim (3.14) do vztahu (3.13) obdrzime
0<S(x)<2 pro x>0, (3.15)
a jelikoz S(x) je lich4 funkce, plati
|S(z)] <2 pro zeR. (3.16)
Ze vztahi (3.9) a (3.16) dostavame (3.7). Vztah (3.8) plyne z (3.9) a ze zndmého vzorce

matematické analyzy
2 rtoo g
lim S(x)= —/ T = 1.
T—+00 ™ Jo U

Stejnomérna konvergence plyne rovnéz z (3.9).

Lemma 3.2 PolozZme pro libovolne T' > 0, z,a,b € R

DT, 2, 0,b) = 217T /J;T sin (t(z — a)) ; sin (t(z — b))dt (3.17)
a dale
D(z,a,b) = D(+00,2,a,b) = 217r /+OO sin (#(z — a)) ; sin (#(z — b))dt. (3.18)

Pak pro libovolnd z,a,b € R a libovolné kladnée T plati

|D(T, z,a,b)| <2. (3.19)
Jestlize a < b, pak
1 pro a<z<hb,
lim D(T,z,a,b)=D(z,a,b) =< 1 pro z=a mnebo z=1b, (3.20)
T—4o00
0 pro z<a mnebo z>b,

pricemz konvergence je pro libovolné § > 0 stejnomérnd vzhledem k|z—a| > & a|z—b| > 6.

Diikaz: Lemma 3.2 je pfimym dtsledkem lemmatu 3.1. Existuje totiz vztah mezi
D(T, z,a,b) a funkci S(«, T) z lemmatu 3.1. Zfejmé plati, Ze

D(T, z,a,b) = ;[S’(z —a,T)—S(z—=b,T).

Nyni se uz mizeme zabyvat diikazem hlavni véty tohoto odstavce.

Dikaz véty 3.10: Pro charakteristickou funkci v (t) plati, ze ¢(—t) = ¢ (t), a podobné
pro funkci e — 7 mame e~ — ¢~ = gita _ ¢itb. Pomoci téchto vztah@i miizeme

vzorec (3.5) upravit na tvar

itb

1 400 e—ita — e 6im _ eitb
— e — () ————— | dt =
2 /m <¢( T vy )

1 +oo e—ita _ o—itb e—ita _ o—itb
S e Yl ——— | dt =
27 /_oo (w( ) V=g )
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3.3 INVERZNI VETA

")

1 400 —ita __ —itb
Re {@/J(t)e'te}dt, (3.21)
i
kde symbol Re{z} znadi realnou ¢ast komplexniho ¢isla z.

Dosazenim za

o) = [ ear)

e}

do vztahu (3.21) obdrzime

400 +oo —ita __ ,—itb
i Re{</ eltZdF(Z)> H}dt:
2 J_ oo it

+00 +o0 cos(—ta) + isin(—ta) — (cos(— isin(—

:% ] Re{/ (cos(st) + isin(zt)) 1) Hisin(—ta) it( (=tb) + isin( tb))}dF(Z)dt:
Foo too sin(t(z —a)) — sin(t(z — cos(t(z —a)) — cos(t(z —
Foo T sin(t(z — a)) — sin(t(z —

:% 5 </_Oo ( ))t (x b))dF(z)) dt. (3.22)

Pokud by bylo moZné v integralu (3.22) zaménit poradi integrace, dostali bychom s pomoci
lemmatu 3.2

1 [t </+°° sin(t(z — a)) ; sin(t(z — b))dt> dF(z) =

2T

+o0 b

= D(z,a,b)dF(z) = / dF(z) = F(b) — F(a). (3.23)
Odtud vidime, ze k dokonceni dikazu sta¢i ukdzat, ze 1ze v integralu (3.22) zaménu poradi
integrace provést. JelikoZ integral (3.18) neni absolutné konvergentni, neni moznost zé-
mény integrace zfejmé. Uzitim lemmatu 2.3.2 dostéavame, ze rozdil D(T, z,a,b)— D(z, a, b)
pro T — oo konverguje k nule stejnomérné vzhledem ke vSem realnym z s vyjimkou in-
tervali a —0 < z <a+dab—0 <z < b+ 4, kde 0 je libovolné kladné realné ¢islo.
Soucasné vsude plati nerovnost |D(T), z,a,b)| < 2. Jelikoz predpokladame, Ze a a b jsou
body spojitosti distribu¢ni funkce F(x), plati

F(b) - F(a) = [ " D a,b)dF(z) = Tim [ DT,z a,b)dF(2).

Dale
/_:O D(T, 2, a,b)dF(z) = /_;oo 217T (/_;T sin (#(z = a)) - sin (H(z = b))dt> dF(z) =
_ 217T /_+TT (/_:0 sin (t(z — a)) ; sin (t(z — b)>dF(z)> it (3.24)

Zaménu integrace v (3.24) bylo mozné provést, jelikoZ je posledni integrél v oblasti z €
R, |t| < T absolutné konvergentni. Shrneme-li tyto vysledky, pak limitnim pfechodem pro
T — +o00 dostaneme
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3.3 INVERZNI VETA

217T /+°° </+°0 sin(t(z — a)) — sin(t(z — b))

dF(z)) dt =

= Jim_ _:O DT,z a,0)F(:) = | :O D(z, a,b)dF(z) =
1 /+°° </+°° sin(t(z — a)) — sin(t(z — b))

T or

0 —0 t

—00 —0o0 t

dt) dF(z),
coz zbyvalo dokazat.

Nésledujici véta je dlisledkem véty 3.10.
Véta 3.11 KazZda distribucni funkce je svou charakteristickou funkct jednoznacné urcena.

Dikaz: Ve vété 3.10 je uvedeno, ze pomoci charakteristické funkce 1(t) je urcen pfirtis-
tek distribu¢ni funkce F'(b) — F'(a) ve vSech bodech spojitosti a, b distribu¢ni funkce F'(z),
a < b. Jelikoz kazda distribu¢ni funkce méa nejvyse spocetné mnoho bodt nespojitosti, lze

vybrat posloupnost bodt spojitosti a,,n = 1,2, ... takovou, ze
p < Gp_1, lim a, = —o0.
n—oo

Vzhledem k tomu, ze F'(z) je neklesajici funkce, plati

lim F(a,) = tl}r_noo F(t) =0.
Timto limitnim pfechodem ziskdme hodnotu F'(b) v libovolném bodé spojitosti b dis-
tribu¢ni funkce F'(x). ProtoZze kazda distribu¢ni funkce je zprava spojitd, mizeme jeji
hodnoty v bodech nespojitosti jednoznacné urcit tim zptsobem, ze ji limitnim prechodem
doplnime na funkci zprava spojitou.
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4 Negativné binomické rozdéleni

V zavérécné Casti prace se budeme zabyvat slozenym rozdélenim, jehoz sc¢itanci maji
logaritmicko-norméalni rozdéleni a rozdéleni jejich poctu je negativné binomické, proto
bude tato kapitola vénovana praveé negativné binomickému rozdéleni.

4.1 Zavedeni negativné binomického rozdéleni a jeho
charakteristiky

Negativné binomické rozdéleni je jedno ze zédkladnich rozdéleni pravdépodobnosti diskrét-
niho typu. Nejcast€jsi zptisob zavedeni NB rozdéleni vychazi z Bernoulliovské posloup-
nosti nezavislych alternativnich pokusti, kdy pravdépodobnost tispéchu v kazdém pokusu
je m € (0,1). Rozdéleni nédhodné veli¢iny X, kterd udava pocet netspésnych pokusii
predchézejicich k-tému tspéchu, k € {1,2,...}, se nazyva negativné binomické rozdéleni
s parametry 7 a k. Pro jeho pravdépodobnostni funkci (hustotu vzhledem k ¢itaci mite)
tedy plati:

-1
flz;m k) = <$+H )(1—7T)’C7T’$ prox =0,1,... (4.1)
T
=0 jinak.

Vyse popsané rozdéleni se v nékteré literatufe nazyva Pascalovo a jako NB rozdéleni
pak byva oznacovano zobecnéni tohoto rozdéleni pro x > 0. V této praci budeme pred-
pokladat, ze pro parametry NB rozdéleni plati 0 < 7 < 1 a x > 0. Je-li k = 1, pak
dostavame geometrické rozdéleni.

V dalsim textu budeme pro ndhodnou veli¢inu X majici negativné binomické rozdéleni
tvaru (4.1) pouzivat oznaceni X ~ NB(m, ). Piiklady hustot NB rozdéleni pro rtizné
hodnoty parametr m a s jsou na obr. 4.1.

Hustotu (4.1) lze snadno pfepsat do tvaru

—K

flz;m, k) = < >7r”(7r—1)x prox=0,1,...

=0 jinak,

X

ktery pripomina pravdépodobnostni funkci binomického rozdéleni. Pravé z této podob-
nosti pochéazi nazev NB rozdéleni.
Pro stfedni hodnotu x a rozptyl o2 plati

l1—m
R

l1—m

a o’ = DX =k

™ ™

p=EX =~k (4.2)
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4.1 ZAVEDENI NEGATIVNE BINOMICKEHO ROZDELENI A JEHO CHARAKTERISTIKY
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(a) kK =10, m postupné 0, 3;0,45;0,6;0,75;0,9 (b) m = 0,6, x postupné 0,5;1;3;7;15

Obrazek 4.1: Pravdépodobnostni funkce NB rozdéleni pro rizné hodnoty parametri

a k. Prestoze se jedna o rozdéleni diskretniho typu, jsou pro vétsi nazornost hustoty
zakresleny jako spojité funkce.

Pomoci hustoty (4.1) a vzorct (3.1),(3.2),(3.3) a (3.4) lze snadno uréit, ze vytvorujici
funkce G(s), charakteristickd funkce (), momentova vyvorujici funkce M (z) a vytvotru-
jici funkce kumulant K (¢) negativné binomického rozdéleni jsou tvaru

o= (1—(1—))
0= ()
e = (=)

™
K(t) = kln ——
()= rIn T e

(4.3)

Déle uvedeme vzorce pro obecné momenty az do ¢tvrtého fadu (viz [3])

Obecné momenty:

kK(l—m
p =EX = (7T)
iy =Ex? ="y
iy =EX3 = “(;W)[n?u —m)? +3k(l —7) +2—7],
iy =pxt = ST

- [K*(1 — 1) + 6x%(1 — )% + k(1 — 7)(11 — 47) + 7° — 67 + 6].
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4.2 ZPUSOBY REPARAMETRIZACE NB ROZDELENI

Pomoci vzorcu (2.1) lze snadno uréit centralni momenty po, g a fi4. Zname-li tyto
momenty, 1ze pak nalézt Sikmost a Spicatost. Jejich vypocty zde nebudeme uvadét, uve-
dem pouze vysledné vzorce.

Centralni momenty:

1—
py =E(X — EX)? = px = "1
m
k(1 —7)(2—m)
s :E(X - ELXP)3 = 7_‘_3 )
B s k(1 —m[Br(l—m)+ 7% — 67+ 6]
ju =E(X — EX)* = = .
Sikmost:
_py 2-—m
N=—=3=———
FL2§ /i(l — 7T)
Spicatost:
e, T —6T+6
PTBTTT R

Na zapis hustoty NB rozdéleni pomoci parametrii x a 7 bude v dalsim textu odkazo-
vano jako na parametrizaci 1.

4.2 Zpusoby reparametrizace NB rozdéleni

V analyzach je velmi casto zapotiebi testovat hypotézy, jez se tykaji stfedni hodnoty.
Proto se velmi casto pouziva reparametrizace s parametry = EX a k.
Ze vzorce pro stfedni hodnotu NB rozdéleni o parametrech x a 7, lze vyjadrit parametr

7 ve tvaru
K

= :
K+ u

Dosazenim do vztahu pro hustotu (4.1) ziskdme vyjadini hustoty v novych parametrch p

a k.
r+r—1 o \* ko\"
) — =0,1,...
f(xnu?"i> ( T > <R+M> <Ii+,u> pro x 07 )

=0 jinak.

Pokud v pfedchozim vyjadfeni hustoty navic zapiseme binomicky koeficient pomoci gama
funkce, dostaneme pravdépodobnostni funkci negativné binomického rozdéleni ve tvatu

[(x + k) v N & \°

; = =0,1,...

L VFS (nm) (mw) prow =04
=0 jinak.

Pro nahodnou veli¢inu X majici negativné binomické rozdéleni s parametry p a s
budeme dale pouzivat oznaceni X ~ NB(u, k).
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4.2 ZPUSOBY REPARAMETRIZACE NB ROZDELENI
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(a) k =5, u postupné 1; 3;5;10;20 (b) =10, k postupné 0, 5;1; 5; 10; 50
Obrazek 4.2: Pravdépodobnostni funkce NB rozdéleni pro rizné hodnoty parametri u

a k. Prestoze se jedna o rozdéleni diskretniho typu, jsou pro vétsi nazornost hustoty
zakresleny jako spojité funkce.

Na obrazku 4.2 jsou priklady hustot NB rozdéleni pro riizné hodnoty parametri p a
k. Z obrazkl je patrné, Ze s rostoucim parametrem g roste i rozptyl a rozdéleni se stava
,Pplossi“, s rostoucim parametrem s se méni tvar rozdéleni- rozdéleni se stava ,,symetric-
téjsi”.

V této parametrizaci NB rozdéleni je EX =pa DX = pu+ %2 Ze vzorce pro rozptyl
je patrné, ze pii daném &k je rozptyl kvadratickou funkeci stfedni hodnoty pu.

Pro tuto parametrizaci dostavame uzitim vzorcu (3.1),(3.2),(3.3) a (3.4) vytvorujici

funkci, charakteristickou funkci, momentovou vyvorujici funkci a vytvorujici funkci ku-
mulantt ve tvaru
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4.2 ZPUSOBY REPARAMETRIZACE NB ROZDELENI

Obecné momenty dostaneme ve tvaru

py =,
12

S et
2 3 3

Iy =u+3u2+3ﬂ—+u3+3#—+2ﬂ—2,
K K K

2 3 3 4 4 4
iy =p+ T2+ T et 185 12 6 1l 6
K K K K K K

a pro centralni momenty plati

K+
p i u)’
K
(k4 p) (K +2p)
/J“g - /ﬁ}2 9
P pu(s + p) (K 4 6rp + 64%)
4 = .

K3

Dale pro sikmost a Spicatost dostaneme vztahy

K+ 20
=7
Kk + )
K2+ 6rp + 642
T2 = .
(s + )

Na zapis hustoty NB rozdéleni pomoci parametrii i a x bude v dalsim textu odkazo-
vano jako na parametrizaci 2.

V nékterych situacich je obtizné nélézt odhad parametru x (zejména pro velké k a
malé p), proto se zavadi reparametrizace p, ¢, kde ¢ = % Pravdépodobnostni funkce je
potom tvaru

1
L(z+c™?) e \* 1 ¢
. _ =0,1,...
f(l’,/l,li) F(x+1)F(c‘l) <l—|—c,u 1+C,LL pro x s Ly

=0 jinak.

Pro nédhodnou veli¢inu X majici negativné binomické rozdéleni s parametry p a ¢ budeme
v dalsim textu pouzivat oznaceni X ~ NB(y,c).
Priklady hustot NB rozdeéleni pro rtizné hodnoty parametrti p a ¢ jsou na obr. 4.3.
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4.2 ZPUSOBY REPARAMETRIZACE NB ROZDELENI
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Obrazek 4.3: Pravdépodobnostni funkce NB rozdéleni pro rizné hodnoty parametri u

a c. Prestoze se jedna o rozdéleni diskretniho typu, jsou pro vétsi nazornost hustoty
zakresleny jako spojité funkce.

Vytvotujici funkce, charakteristickd funkce, momentova vyvotujici funkce a vytvotujici
funkce kumulanti jsou potom tvaru

Pro obecné momenty plati
{1y =,
! 2 2
fy =g+ p” + pie,
py =g+ 3p% + 3plc + pi° + 3plc + 217
Wy =p+ T + Tpte + 63 + 18u3c + 12u3c® + p* + 6pte + 11p*c® + 6u*c®

Pro prislusné centralni momenty dostavame vztahy

p2 =p(1 + cp),
ps =p(1 + cp) (1 + 2cp),
pra =p(1 + cp) (1 + 6cp + 6% 13).
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4.3 ODHADY PARAMETRU NB ROZDELENI

Sikmost a $picatost dostavame ve tvaru

14 2cp
Vi +ep)’

1+ 6cp + 6¢2
I

V2

Na zapis hustoty NB rozdéleni pomoci parametrt i a ¢ bude v dalsim textu odkazovano
jako na parametrizaci 3.

4.3 Odhady parametri NB rozdéleni

V tomto odstavci popiSeme rizné pristupy k odhadu parametri negativné binomického
rozdéleni. Nejdiive budou uvedeny klasické metody odhadu parametri NB rozdéleni- me-
toda momenti (MM) a metoda maximalni vérohodnosti (MMYV). Na zavér bude uveden
Bayesovsky pristup k odhadu parametri, ktery je vhodné pouzit zejména v piipadech,
kdy klasické metody odhadu selhavaji.

4.3.1 Metoda momentu

Predpokladdejme, Ze je ddn ndhodny vybér Xy, ..., X,, z NB rozdéleni. Metoda momentt
spociva v porovnani teoretickych a vybérovych obecnych momenti. Hledané odhady tak
snadno ziskdme fesenim momentovych rovnic

wy, = M, kde M, =-> X}

=1

Necht X; ~ NB(m, k). Pro tuto parametrizaci obdrzimeme momentové rovnice ve tvaru

1— _
Wl-m)
T
k(1 —m) 1 & s

2 [“(1_W)+1}:ﬁ;Xi-
Jejich Tesenim dostavame odhady

X X

m= — K =

M, My, — X’

kde My = % " (X; — X)? je druhy centralni vybérovy moment.

Nyni uvedeme odhady parametrii NB rozdéleni metodou momentti pro ostatni para-
metrizace.
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4.3 ODHADY PARAMETRU NB ROZDELENI

Necht X; ~ NB(u, k), pak

.~ . X
= K =
s M, — X
Necht X; ~ NB(p, ¢), pak
- My — X
i=X 6=
X

Odhady ziskané touto metodou byvaji casto pouzivany jako pocatecni odhady pri
iterativnim feSeni nelinearnich rovnic, které casto vychazeji pti hledani maximalné véro-
hodnych odhadt.

7 vyraztl pro odhady & a & je patrné, ze pro M, < X tyto odhady vychizeji z4-
porné, coz muze pusobit interpretacni a predevsim numerické problémy, naptiklad pfti
automatickém pouziti téchto odhadt jako pocatecnich odhadi pfi iterativnim hledani
feseni vérohodnostnich rovnic.

4.3.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti je pravdépodobné nejpouzivanéjsi metodou urcovani bo-
dovych odhadii. Cilem MMV je odhadnou vektor parametrt @ tak, aby pti kazdé hodnoté

nahodného vybéru X; = z,...,X,, = z, byla maximalizovana vérohodnostni funkce
L(0,x), kde x = (z1,...,x,), jako funkce 6. Vérohodnostni funkce L(6,x) je rovna
sdruzené hustoté nahodného vybéru Xy, ..., X,,. K hleddni maximalné vérohodnych od-

had se obvyklé misto vérohodnostni funkce pouziva logaritmickd vérohodnostni funkce
[(0,x) = In L(6,x), kterd nabyva svého maxima ve stejném bodé jako L(6,x).

Nyni stanovime maximalné vérohodné odhady pro vSechny tii parametrizace negativné
binomického rozdéleni.

e Necht X; ~ NB(m, k), pak piislusna vérohodnostni funkce je tvaru

I'(z; + k)

K;X) H xz—l——l)I’()(l_ﬂ)ziﬂn )

7T

Logaritmovanim vérohodnostni funkce dostaneme logaritimickou vérohodnostni funkci

l(7, k;x) = zn:[mz In(l —7)+xklnm+InT(z; + k) — InT(k) — InT(x; + 1)].

=1

Derivace logaritmické vérohodnostni funkce podle jednotlivych parametrt polozime
rovny nule a dostaneme tak systém vérohodnostnich rovnic pro hledané odhady
o LT K

— A
om 1—7 n7r
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4.3 ODHADY PARAMETRU NB ROZDELENI

o =nlnm+ > U(z; + k) —n¥(x) =0,

Ok i=1

kde ¥(z) je digama funkce (derivace logaritmu gama funkce). Z prvni rovnice snadno
ziskame odhad
T =

K+ X’
druhé rovnice se fesi iterativné.
e Necht X; ~ NB(u, k), pak pro logaritmickou vérohodnostni funkei plati

n

T [x In

=1

+ kIn

+InT'(z; + k) —InT(k) — InT(x; + 1)] :
K+ u K+ u

Derivovanim logaritmické vérohodnosti funkce obdrzime vérohodnostni rovnice

ol K
-_— = T;i—n

op  (k+p) i K+ p

ol " 1

0K K+ K+p K+p

+ VU (z; + k) — \IJ(H)] =0.

Z prvni rovnice lze jednoduse vyjadrit parametr p, tim dostaneme maximalné véro-
hodny odhad
o=X.

Odhad parametru x je nutno hledat numericky.

e Necht X; ~ NB(u, ¢), pak logaritmickd vérohodnostni funkce je tvaru

n cp 1 1 1 1
l 1X) = il -1 InI'(z; —Inl —InI'(z; +1)].
(i, ¢;x) ;[x n1+cu+cn1+cu+n (xi+c ) —Inl(c) —Inl(x; +1)

Ptislusné vérohodnostni rovnice jsou tvaru
ol

o 1+cu Z;

n 1 1 . 1 . B
5’0_;[ 1+cu) + g+ ep) = 58w +c7) + FW(e )1—0.

=0

1—|—c,u

Z prvni rovnice opét dostaneme, ze maximalné vérohodnym odhadem parametru u
je vybérovy primér. Druhou rovnici je nutno fesit numerickou iteraci.

Odhady parametrtt « a c ziskané metodou maximéalni vérohodnosti byvaji vétsinou
rovnocenné. V béznych pripadech davaji po prepoctu stejny vysledek. MMV ovSem selhava
u vybéra, kdy « je velké a p soufasné malé (feseni bud neni nalezeno, nebo je nalezen
odhad & = o0). V takovém ptipadé je vhodné pouzit jiné metody odhadu- napiiklad
bayesovsky piistup, jez bude popsan v néasledujicim odstavci.
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4.3 ODHADY PARAMETRU NB ROZDELENI

4.3.3 Bayesovské odhady

V tomto odstavci uvedeme bayesovsky pristup k odhadu parametri g a « negativné
binomického rozdéleni. Podrobnéjsi postup urceni bayesovsky odhadt téchto parametrt
je uveden v [3]. Zde uvedeme pouze stézejni kroky vypoctu odhadd.

Podminénd apriorni hustota parametru p pfi daném o? = s? je zavedena vztahem
fujo2(m|s?) = 1/s*> pro 0 < m < s* a rovna 0 jinak. Déale pro apriorni hustotu o plati
fo2(s?) = 1/s* pro s* > 0. Pak sdruzend apriorni hustota f, ,2(m,s?) = 1/s* pro 0 <
<m < s? < o0.

Pro stanoveni aposteriorni hustoty f, ,2x(m, s*|x) je pouzita aproximace hustoty né-
hodného vybéru Xy, ..., X, normalnim rozdélenim na zakladé centralni limitni véty.

Necht X; ~ NB(, ), pak pro pfirozené x miizeme psat X; = 3%, Yj, kde Y; ~
NB(7, 1) jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné velic¢iny. Podle centralni limitni véty ma
X; pro velké hodnoty ~ asymptoticky normalni rozdéleni N(u, 0?), 0 < p < 0.

Podle Bayesovy véty lze aposteriorni hustotu zapsat ve tvaru

Juo2(m, S2>fx|%02 (x|m, s?)
- :
1Ly fuo2(m, %) fx|ue2 (x|m, s2)dm ds?
Hustotu fxj,.2(x|m, s*) miZeme na zékladé vySe uvedené aproximace zapsat ve tvaru

Fxipoz (XM, 82) = (27) 7% (s?) 7% eXp< ;Z”:(g;_m)?>

2
i=1 s

fuo2x(m, s%|x) = (4.4)

a po dosazeni do (4.4) a nasledné apravé pro aproximovanou aposteriorni hustotu dosta-

neme ) n )
(52)-3-2¢5 Tinstem)

2 —
fu,oQ\X(m>S ‘X) N fooo 52(82)_%_26_§ E:;1(xi_m)2dmd82‘

Pomoci této hustoty lze stanovit bayesovsky ohad u

o0 82
= E(ulx) = / / mf2x(m, $*[x)dm ds®,
o Jo

ktery lze aproximovat vyrazem
B (0 () o (-7))]
ple (=) —e(=57))

kde ¢(z) je hustota standardizovaného normélniho rozdéleni a @ je jeji distribu¢ni funkce.
Podobné pro odhad o2 dostévame

Blo* (o () — o (%))

le () o (-50)]

a bayesovsky odhad parametru x je pak tvaru
-2

~

T —

E(ulx)

5% = E(0?x) =

x>

Protoze ji < 62, je vzdy & > 0.

Prestoze je odvozeni tohoto odhadu zalozeno na aproximaci NB rozdéleni normalnim
rozdé€lenim, tedy pro situaci kdy je x velké prirozené, funguji tyto odhady dobfe i pro
ostatni situace.
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5 Logaritmicko-normalni rozdéleni

V kapitole 6 budeme analyzovat slozené rozdéleni, jehoz s¢itanci maji logaritmicko-
normalni rozdéleni. Proto bude tato kapitola vénovana logaritmicko-narmélnimu rozdé-
len.

Na zacatku této kapitoly zavedeme LN rozdéleni a uvedeme jeho zakladni charakte-
ristiky. Dale popiseme rtizné metody odhadu parametri LN rozdéleni.

5.1 Zavedeni logaritmicko-normalniho rozdéleni a jeho
charakteristiky

Logaritmicko-normalni rozdéleni je rozdéleni spojitého typu. Nahodna velicina X ma
logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry p > 0,02 > 0, jestlize transformovani na-
hodné veli¢ina Y = In X m4 normdlni rozdéleni N(u, o2).

Logaritmicko-norméalni rozdéleni mé tedy hustotu

1 (nz—p)?
f(x) = ——e" 207 pro x > 0
2rox

=0 pro x < 0.

Pro nahodnou veli¢inu X majici logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry u a o2
budeme v dal$im textu pouZivat oznadeni X ~ LN(u, o?).

Na obrazku 5.1 jsou priklady hustot logaritmicko-normalniho rozdéleni pro rizné hod-
noty parametrii j a o2.
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Obrazek 5.1: Hustota LN rozdéleni pro rtizné hodnoty parametrt p a o2

Necht X ~ LN (u,0?), pak pro jeji stiedni hodnotu a rorptyl plati

EX = et a DX =+ (7 —1).
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5.2 METODY ODHADU PARAMETRU LN ROZDELENI

Vyipocet charakteristické funkce LN rozdéleni 1 (t) = FeX je znaéné naroény, proto
byva charakteristickd funkce ¢asto vyjadfovana pomoci rozvoje v Taylorovu fadu (viz
[14]). Pro charakteristickou funkci pak plati

Z k) k2 (5.1)

Uvedenéa fada je ovSem divergentni. Nicméné je toto vyjadieni postacujici pro numerické
vyhodnoceni charakteristické funkce, pokud horni hranici sumace K zvolime tak, ze

2 2 )
max([t], |p]) < K < g ln; a o0°<0,L (5.2)
Pro r-ty obecny moment plati (viz [7])
M; — er,u+§02.

Pro prvni ¢tyti obecné momenty tedy dostavame

2

g_

piy =€z
/o 2u+202
Ho =€ ’
2
/o 3M+9L
g =¢€ 2,
1, =8’

Uzitim vztahti mezi centrdlnimi a obecnymi momenty (2.1) lze po jednoduchém vy-
poctu urcit centralni momenty o, 3 a py ve tvaru

j25) :€2u+0—2 (60—2 — 1)7
o? 2

pig =¥t (¥ =3¢ 4 2),

[y =27 (87° _ 4637 4 67" — 3).

Dale pro sikmost a Spicatost plati vztahy

Y= 602 - 1(602 + 2),
Yo = e + 265 4 362" — 6.

5.2 Metody odhadu parametrt LN rozdéleni

V tomto odstavci ur¢ime odhady parametriit NB rozdéleni metodou momenttt a metodou
maximalni vérohodnosti.
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5.2 METODY ODHADU PARAMETRU LN ROZDELENI

5.2.1 Metoda momentu

Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z LN(u, o?). Pak momentové rovnice jsou tvaru
o2 —
T =X (5.3)
1 n
e = My, kde  Mj=-Y X7, (5.4)
n =

Z rovnice (5.3) vyjadiime parametr
2

:mf—%. (5.5)

Do rovnice (5.4) dosadime (5.5) a vyjadiime o2, tim ziskdme odhad parametru o2
=InM;—2InX. (5.6)
Momentovy odhad /i ziskdAme dosazenim 5.6 do 5.5

M
f=2InX — 272

Odhady parametri LN rozdéleni ziskané metodou momentti nejsou funkci postacujici
statistiky, proto tyto odhady nejsou prilis kvalitni a je tedy vhodné pouzit k odhadu
parametri jinou metodu.

5.2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Vérohodnostni funkce rozdéleni LN(u, 0%) je tvaru

(1nz; — L " (1nz; — )’
Lip, o) H \/%arrzexp< 202 H P Z 202 '

=1 Li

Jejim logaritmovanlm ziskame logaritmickou vérohodnostni funkci
2

" " (g —
s %) =~ n(2r) — o — 3, - 37 "

2
i—1 i—1 20

Derivace logaritmické vérohodnostni funkce podle jednotlivych parametri polozime rovny
nule a dostaneme tak systém vérohodnostnich rovnic pro hledané odhady

ol " Inx; —p
= i 5.7
EEDI 5.7)
ol n < (Inx; — p)?
- o T — . 5.8
do? o? * ; ot (58)
Z rovnice (5.7) vyjadiime parametr u, tim ziskdme odhad

L Ing;

A i=1 i
: 5.9
: (5.9)

Do rovnice (5.8) dosadiime (5.9) a vyjadiime o2. Obdrzime odhad

Ofg _ ;L—l(lnxi - ﬂ)z
- .
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6 Konkrétni pripad sloZzeného
rozdeéleni

Jak jiz bylo zminéno diive, budeme se nyni zabyvat slozenym rozdélenim, jehoz pocet
sCitanci ma negativné binomické rozdéleni s parametry m a k. Rozdéleni jednotlivych
s¢itanct je logaritimicko-normalni s parametry u a o?. Pro ndhodnou veli¢inu S majici
slozené rozdéleni tohoto typu bude v dal$im textu pouZito oznadeni S ~ NBLN(r, &, u1, 02).

Nejdrive ukazeme, jak lze priblizné urcit hustotu slozeného rozdéleni, zname-li parame-
try rozdéleni poctu sc¢itanct a jednotlivych s¢itanci. Dale budeme studovat vliv odhadu
parametri dil¢ich rozdéleni na vysledné slozené rozdéleni.

Veskeré simulace a dalsi vypocty byly provedeny ve vypocetnim systému MATLAB
R2009a.

6.1 Urceni hustoty slozeného rozdéleni

Predpokladejme, ze ndhodné veli¢ina S méa slozené rozdéleni takové, ze rozdéleni poctu
sCitanct je NB s parametry 7 a . Jednotlivy s¢itanci maji LN rozdéleni s parametry p a
o2, tedy S ~ NBLN(m, &, i, 02).

Jelikoz zndme rozdéleni poctu séitanci (N ~ NB(m, k)) a rozdéleni jednotlivych sci-
tanct (X ~ LN(u,0?)) slozeného rozdéleni, miizeme podle véty 3.5 uréit charakteristickou
funkci ndhodné veli¢iny S. Pro charakteristickou funkci ndhodné veli¢iny S tedy plati

VYs(t) = Gr(Yx(t)). (6.1)

Vytvorujici funkce G rozdéleni poctu séitanct je tvaru (viz (4.3))

Gn(s) = (1_(1”_7T)S> (6.2)

Pro charakteristickou funkci 1y pouzijeme aproximaci (5.1). Tedy
K (:i\k
t o2
Ux(t) = Z (lk?ek:wkﬁz, (6.3)
k=0 M

Dosazenim (6.2) a (6.3) do vztahu (6.1) obdrzime aproximaci charakteristické funkce
nahodné velic¢iny S.

T
Vs(t) = — — | - 6.4
S( ) (1_(1_7T>Z£;(0 (l,gek“+k22) ( )

Vyse odvozeny vzorec pro aproximaci charakteristické funkce slozeného rozdéleni na-
hodné veli¢iny S lze pouzit pouze v pfipadé, Ze jsou splnény podminky pro aproximaci
charakterické funkce LN rozdéleni (5.2). Tedy horni hranici sumace K volime s ohledem
na omezeni

2 2
max(|t], |p¢]) < K < gln ot
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6.1 URCENI HUSTOTY SLOZENEHO ROZDELENI

A déle rozptyl 0? LN rozdéleni musi splitovat podminku
o? <0,1.

Podle véty 3.11 je kazda distribucni funkce svou charakteristickou funkci jednoznacéné
urc¢ena. Pokud tedy zname charakteristickou funkci slozeného rozdéleni, mélo by byt
mozné urcit i hledanou hustotu. Jelikoz je charakteristicka funkce v podstaté inverzni
Fourierovou transformaci hustoty ndhodné veli¢iny (az na konstantu 27), 1ze pomoci Fou-
rierovy transformace ziskat z charakteristické funkce piivodni hustotu.

Pro piipad slozeného rozdé&leni NBLN(, , i1, 02) je urceni hustoty z charakteristické
funkce pomoci Fourierovy transformace naprogramovano ve funkci Hustota_NB_LN (po-
drobnéjsi informace o funkei viz seznam programii v kapitole 7).

Na obrazku 6.1 je hustota slozeného rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09), jez byla uréena
pomoci funkce Hustota_NB_LN.

20 T T T T T

15

10

(= | | | | |

0 50 100 150 200 250 300
Obréazek 6.1: Hustota ndhodné veli¢iny S ~ NBLN(%; 5;1,5;0,09).

Pomoci simulace ndhodného vybéru velkého rozsahu lze posoudit presnost, s jakou
byla urcena hustota studovaného slozeného rozdéleni. Z histogramu nahodného vybéru
ziskdme predstavu o pribéhu hustoty slozeného rozdéleni. Na obrazku 6.2 je histogram
simulovaného ndhodného vybéru rozsahu 108 ze sloZzeného rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09).
Histogram byl upraven tak, aby obsah plochy pod histogramem byl jednotkovy. Pro vétsi
nazornost byla do stejného obrazku zakreslena i dfive urcena hustota. Na obrazku je vidét,
ze priblizné urcend hustota velmi presné kopiruje priibéh histogramu.

Predchozi simulace ndhodného vybéru ze slozeného rozdéleni NBLN(%;E); 1,5;0,09)
a histogram byly ziskdny pomoci funkce Simulace_NB_LN, ktera byla naprogramovana
v MATLABu a nachazi se na prilozeném CD.

Pfesnost urcené aproximace hustoty slozeného rozdéleni miizeme lépe posoudit po-
rovnanim odpovidajicich kvantildi, které ur¢ime z nasimulovanych dat a z aproximované
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6.1 URCENI HUSTOTY SLOZENEHO ROZDELENI
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Obrazek 6.2: Histogram nahodného vybéru rozsahu 10° ze slozeného rozdéleni
NBLN(%;5;1,5;0,09).

hustoty. Hodnoty kvantili mtzeme s vysokou presnosti urcit z nahodného vybéru vel-
kého rozsahu. Ziskané hodnoty kvantili porovname z kvantily uréenymi z aproximované
hustoty.

V tabulce 6.1 je prehled kvantilt slozeného rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09). Ve druhém
sloupci tabulky jsou kvantily urc¢ené z jiz diive nasimulovaného ndhodného vyberu rozsahu
105. Tyto kvantily byly uréeny pomoci funkce quantile, jeZ je implementovana p¥imo
v. MATLABu. Ve tfetim sloupci jsou kvantily uréené z aproximace hustoty, které byly
ziskany pomoci funkce Kvantil (viz seznam programu v kapitole 7). V poslednim sloupci
je rozdil odpovidajicich si kvantilt ziskanych z nasimulovanych dat a z aproximace hustoty.
Rozdily odpovidajicich si kvantil jsou pomérné malé (pouze rozdil 0, 99- kvantilt je vétsi
nez 1). Funkce ziskand pomoci matlabovského piikazu Hustota_NB_LN tedy velmi dobte
aproximuje hustotu slozeného rozdéleni NBLN (%, 5;1,5;0,09). Pomoci teto funkce mizeme
urcéit p-kvantily, pro p < 0,975, zkoumaného SR s presnosti mensi nez 1.

I kdyZ parametry p a o2 spliiuji podminky pro uziti funkce Hustota_NB_LN k urcéeni
hustoty slozeného rozdéleni NBLN(, &, 1, 02), neni mozné tuto funkci pouZit pro libovolné
hodnoty parametrii 7 a k. Pomoci simulaci bylo zjisténo, ze pokud je stfedni hodnota roz-
déleni poctu s¢itanctt mensi nez 5, nabyva vysledné slozené rozdéleni velmi ¢asto hodnoty
0 (viz obrazek 6.3 (a)). V takovém pfipadé se nejedné o rozdéleni spojitého typu a nema
tedy smysl urcovat hustotu. Pozorovanim bylo déle zjisténo, ze funkce Hustota_NB_LN
nedava dostatecné presné vysledky pro stfedni hodnotu rozdéleni poctu scitanct veétsi
nez 40 (viz obrazek 6.3 (b)).
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6.1 URCENI HUSTOTY SLOZENEHO ROZDELENI

Kvantily ze simulace | Kvantily z hustoty | Rozdil kvantil
0, 10-kvantil 16,9829 16, 9956 —0, 0127
0, 25-kvantil 27,7450 27,6644 0, 0806
0, 50-kvantil 42 8468 42,7141 0,1327
0, 75-kvantil 61,6173 61,2919 0, 3254
0, 90-kvantil 81,8431 81,3196 0,5235
0, 95-kvantil 95,5811 95,1103 0,4708
0, 975-kvantil 108, 4398 108, 6050 —0, 1652
0, 99-kvantil 124, 5661 128, 8515 —4,2854

Tabulka 6.1: Porovnani kvantili rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09) urcenych z nasimulova-
ného vybéru rozsahu 10° a z aproximace hustoty.
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Al /|
0.02
0.01
0 0
00% 20 20 60 80 100 120 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
(a) NBLN(0, 6;4;2;0,09) (b) NBLN(0, 5; 50; 2; 0, 09)

Obréazek 6.3: Piiklady sloZenych rozdéleni NBLN(r, 5, i1, 02), jejichZ hustotu nelze spoleh-
livé urcit pomoci funkce Hustota_NB_LN.

Na obrazku 6.3 (a) je histogram nahodného vybéru rozsahu 10° ze slozeného rozdé-
leni NBLN(0, 6; 4;2;0,09). Odpovidajici stfedni hodnota rozdéleni poc¢tu s¢itanci je 2, 6.
V tomto nahodném vybéru bylo hodnoty 0 dosazeno 129699krat. Histogram byl opét
upraven tak, aby plocha pod nim byla jednotkova. Do stejného obrazku byla pro porov-
nani zakreslena i hustota urcéena funkci Hustota_NB_LN pro stejné hodnoty parametriu
slozeného rozdéleni.

Na obrazku 6.3 (b) je histogram nadhodného vybéru rozsahu 2 - 10° ze sloZeného
rozdéleni NBLN(O0, 5; 50;2;0,09). Odpovidajici stfedni hodnota rozdéleni poctu s¢itanci
je 50. Plocha pod histogramem je jednotkova. V tomto pfipadé hustota urcenad funkci
Hustota_NB_LN dosahuje znac¢nych nepiesnosti a chvost rozdéleni nabyva vyrazné zapor-
nych hodnot.
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6.2 VLIV ODHADU PARAMETRU
6.2 VIiv odhadu parametra

V tomto odstavci bude studovan vliv odhadu parametrt rozdéleni jednotlivych s¢itanct a
poctu sc¢itanct na vysledné slozené rozdéleni. V1iv odhadu parametri byl sledovan pomoci
simulaci vybéru ze sloZzeného rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09).

7 nasimulovanych dat malého rozsahu ze slozeného rozdéleni ur¢ime maximalné ve-
rohodné odhady parametri jednotlivych s¢itanct. Pomoci funkce Hustota_NB_LN urc¢ime
hustotu slozeného rozdéleni s témito odhadnutymi parametry. Tuto hustotu porovname
s hustotou, jez byla urcena s presnymi hodnotami parametri. Dale budeme studovat, jak
priblizné urcené hodnoty parametrti ovlivnily kvantily slozeného rozdéleni.

Tento postup zopakujeme i pro maximalné vérohodné a bayesovské odhady parametri
rozdéleni poctu scitanci.

6.2.1 Vliv odhadu parametri LN rozdéleni

Na obrazku 6.4 je histogram pro simulovany nadhodny vybér rozsahu 30 ze slozeného
rozdéleni NBLN(%;E); 1,5;0,09). Pomoci funkce lognfit, jez je implementovana pfimo
v MATLABu, byly ur¢eny maximéalné vérohodné odhady parametri rozdéleni jednotlivych
sCitanci. Byly ziskdny odhady

0=1,4907 a  &*=0,0931.

Tyto odhady jsou velmi pfesné, proto i hustota urcena s témito odhadnutymi parame-
try velmi dobfe kopiruje pribéh hustoty urcené s presnymi parametry, viz obrazek 6.5.
Cervéné je vykreslena hustota sloZeného rozdéleni s pfesnymi parametry, modfe potom
hustota rozdéleni s odhadnutymi parametry rozdéleni jednotlivych sc¢itanci, tj. hustota
rozdéleni NBLN(%; 5;1,4907;0,0931). Maximalni rozdil funkénich hodnot téchto hustot je
9,9486 - 10~°. Priibéhy funkci jsou tedy takika totozné.

V tabulce 6.2 je uveden ptehled kvantili urcenych z téchto hustot. Rozdily jednotlivych
kvantili jsou mensi nez jedna. Metoda maximalni vérohodnosti pro odhad parametri LN
rozdéleni je tedy vhodna jiz pii malém rozsahu vybéru ze slozeného rozdéleni.

x10°
r — 201

Hustota s presnymi parametry
Hustota s odhadnutymi parametry

IS I I I I I I I I

Il J
o 20 20 60 80 100 120 Mo 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

0

Obrazek 6.4: Histogram nahodného vy- Obrazek 6.5: Pribéhy hustot
béru rozsahu 30 ze sloZzeného rozdéleni
NBLN(%; 5;1,5;0,09).
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6.2 VLIV ODHADU PARAMETRU

Kvantily urcené z hustoty | Kvantily urcené z hustoty | Rozdil kvantila
s pfesnymi parametry s odhadnutymi parametry
0, 10-kvantil 16,9956 16, 8459 0,1497
0, 25-kvantil 27,6644 27,4649 0,1995
0, 50-kvantil 42,7141 423646 0, 3495
0, 75-kvantil 61,2919 60, 8421 0,4498
0, 90-kvantil 81,3196 80, 7197 0,5999
0, 95-kvantil 95,1103 94,4103 0,7
0, 975-kvantil 108, 6050 107, 8051 0,7999
0, 99-kvantil 128, 8515 127,9015 0,95

Tabulka 6.2: Porovnéani kvantilt rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09) a NBLN(%; 5;1,4907;0,0931).

6.2.2 Vliv odhadu parametri NB rozdéleni

Byly provedeny tfi simulace vybéru ze slozeného rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09) rozsahu
30 a tii simulace rozsahu 300. Rozdé€leni poctu s¢itancti je tedy negativné binomické
s hodnotami parametri ™ = % a kK = 5. Pro vSechny tyto vybéry byly urceny maximalné
vérohodné a bayesovské odhady parametrii rozdéleni poctu scitancii. Vysledné odhady
jsou uvedeny v tabulce 6.3. Z hodnot odhadi je patrné, ze maximalné vérohodné i baye-
sovské odhady se od presnych hodnot parametrt casto vyrazné lisi i pro vybéry vétsich
rozsaht. Pro nékteré vybéry jsou presnéjsi maximalné vérohodné odhady (napft. simulace
¢islo 2 rozsahu 300), v jinych piipadech jsou zase presnéjsi bayesovské odhady (napt. si-
mulace ¢islo 2 rozsahu 30), avSak odhady urc¢ené ze stejnych vybéra se od sebe vétsinou
vyrazné nelisi.

Rozsah simulace 30 Rozsah simulace 300
Cislo MV odhady Bayesovské odhady | MV odhady | Bayesovské odhady
simulace T R T K T K T K

1 0,4947 | 10,8351 | 0,4851 | 10,4253 | 0,2276 | 3,9713 | 0,2702 3,8279
2 0,2621 | 3,1965 | 0,2698 3,3259 0,4317 | 7,0763 | 0,4465 7,5149
3 0,3558 | 5,7448 | 0,3709 6,1308 0,3097 | 4,4590 | 0,3154 4,5785

Tabulka 6.3: Odhady parametri 7 a k z vybéri ze slozeného rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09).

Maximalné vérohodné odhady byly urceny pomoci funkce nbinfit, jez je implemento-
vana primo v MATLABu. Bayesovské odhady byly ziskany pomoci funkce bayes_k, ktera
byla autorovi zaptjéena z dizerta¢ni prace [3].

Na obrazku 6.6 jsou hustoty slozeného rozdéleni s hodnotami parametri rozdéleni
poctu scitanct, které byly odhadnuty z nasimulovanych vybért. Pro vétsi nazornost byl
do obréazkii zakreslen histogram ndhodného vybéru rozsahu 10° ze sloZeného rozdéleni s
presnymi hodnotami parametri. Z priibéht hustot je patrné, ze hustoty urcené s témito
odhady se v mnohych pripadech vyrazné lisi od hustoty studovaného rozdéleni. Proto i
kvantily urcené z téchto hustot nejsou prili§ presné, predevsim potom vysoké kvantily.
Hodnoty kvantiltt SR s bayesovskymi odhady parametrii z vybérta rozsahu 30 jsou v ta-
bulce 6.4.

37



6.2 VLIV ODHADU PARAMETRU

-3 x 10
20* 20 2
Simulace 1 Simulace 1
o Simulace 2 7 S!mulace 2
72 Simulace 3 151 i Simulace 3
151 ﬁ? ?

101 ~/

101

~

I~ L L L L L L L L L J I~ Il Il Il Il Il Il Il Il Il J
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(a) Hustoty s parametry # a & uréenymi MMV z (b) Hustoty s bayesovskymi odhady parametrti &

vybéru rozsahu 30 a & z vybéra rozsahu 30
-3
-3 x 10

20110 o
Simulace 1 Simulace 1
- Simulace 2 AR S?mulace 2
156 ﬁf,“::,; Simulace 3 15- 5/« Simulace 3

N

10F 101

5 I I I I I I I I I ) IS I I I I I I I I I )
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

|
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Obréazek 6.6: Hustoty sloZzeného rozdéleni NBLN(7; &5 1, 5; 0, 09).

Piesné parametry | Simulace 1 | Simulace2 | Simulace 3
0, 10-kvantil 16,9956 24.2933 12.2011 19.2942
0, 25-kvantil 27,6644 35.0167 22.1664 30.1144
0, 50-kvantil 42,7141 48.9716 37.2621 44.9658
0, 75-kvantil 61,2919 65.0996 57.0384 62.8938
0, 90-kvantil 81,3196 81.5245 79.4670 81.8709
0, 95-kvantil 95,1103 92.3135 95.8583 94.6612
0, 975-kvantil 108, 6050 102.2571 113.5036 | 106.9556
0, 99-kvantil 128,8515 115.1528 | 160.5002 | 124.2019

Tabulka 6.4: Kvantily sloZzeného rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09) urCené z hustoty s pres-
nymi parametry a z hustot s bayesovskymi odhady parametri ze simulaci rozsahu 30.

K posuzeni, zda kvantily urcené z hustot s odhadnutymi parametry jsou vychylené od

kvantili urcenych z hustoty s presnymi parametry, byla provedena nésledujici simulace.
50krat se nasimuloval vybér ze slozeného rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09) rozsahu 30. Pro
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6.2 VLIV ODHADU PARAMETRU

kazdy vybér se nalezly MV odhady a bayesovské odhady parametrii 7 a x. Pomoci hustot
s odhadnutymi parametry byly urceny kvantily. Jako vysledny kvantil se vzal primér z 50
nalezenych kvantilt, viz tabulka 6.5.

Kvantily urcené z hustoty | Primér kvantild Primeér kvantili
s presnymi parametry s MV odhady | s bayesovskymi odhady
0, 10-kvantil 16, 9956 18.7919 18.5608
0, 25-kvantil 27,6644 29.3547 29.1762
0, 50-kvantil 42,7141 43.9512 43.8665
0, 75-kvantil 61,2919 61.7146 61.7969
0, 90-kvantil 81,3196 80.6468 80.9414
0, 95-kvantil 95,1103 93.5327 93.9914
0, 975-kvantil 108, 6050 106.0929 106.7177
0, 99-kvantil 128,8515 125.0850 125.9159

Tabulka 6.5: V tabulce jsou uvedeny kvantily slozeného rozdéleni NBLN(%; 5;1,5;0,09)
urcené z hustoty s pfesnymi parametry a dale primeéry kvantilid, jez byly ziskany z hustot
s maximalné vérohodnymi a bayesovskymi odhady parametri 7 a .

Priméry kvantild uvedené v tabulce 6.5 se od hodnot kvantild, které byly urceny z
hustoty s pfesnymi parametry, lisi jen v fadu jednotek. Dale priméry kvantili pro MV a
bayesovské odhady si jsou velmi blizké. Pouziti baesovského pristupu k odhadu parametrt

vz

NB rozdéleni je vsak univerzalnéjsi, jelikoz lze pouzit i v pripadech, kdy MMV selhava.
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7 Programy

Soucasti této prace jsou i tfi funkce naprogramované v softwaru MATLAB. V pred-
chozi kapitole bylo téchto funkci uZito k analyze slozeného rozdéleni NBLN(7, k, i1, 02).
Funkce se nachazi na prilozeném CD. V této kapitole bude uveden seznam téchto funkci
a jejich podrobnéjsi popis.

funkce Hustota_NB_LN

Tato funkce uréi funkéni hodnoty hustoty slozeného rozdéleni v bodech intervalu (0, 5000).
Je zvoleno ekvidistantni déleni, kde vzdalenost sousednich bodt je 0,05. Hustota je zis-
kana z charakteristické funkce slozeného rozdéleni pomoci diskrétni Fourierovy transfor-
mace. K vypoc¢tu hodnot charakteristické funkce je pouzit aproximacni vztah (6.4), kde
horni mez sumace K klademe rovnu 7. Pocet s¢itanct slozeného rozdéleni mé negativné
binomické rozdélen s parametry pi_NB a kappa_NB. Jednotlivy s¢itanci maji logaritmicko-
normalni rozdé€leni s parametry mu_LN a sigma2_LN. Funkce déle zobrazi pribéh hustoty
na intervalu (x_od, x_do). Funkci lze pouzit pouze v piipadé, kdyz sigma2_ LN < 0,1 a
stfedni hodnota NB rozdéleni nalezi intervalu (5;40).

[ x ,f_x ] = Hustota_NB_LN( pi_NB, kappa_NB, mu_LN, sigma2 LN, x_od, x_do )

Vstupy:
pi_NB — parametr 7 negativné binomického rozdeéleni,
kappa_NB - parametr x negativné binomického rozdeéleni,
mu_LN — parametr p logaritmicko-normalniho rozdéleni,
sigma2_LN — parametr o2 logaritmicko-normalniho rozdéleni,
x_od — dolni mez pro vykresleni,
x_do — horni mez pro vykresleni — (0 < x_od < x_do < 5000).

V pipade, Ze meze pro vykresleni x_od a x_do nebudou uvedeny, bude hustota slozeného
rozdéleni vykreslena na maximalnim mozném intervalu (0, 5000).

Vystupy:

X — vektor bodt, v nichZ je urcena hustota sloZzeneho rozdélent,
f_x — vektor hodnot hustoty v x.

funkce Simulace_NB_LN

Tato funkce nasimuluje ndhodny vybér ze slozeného rozdéleni. Pocet s¢itancti ma ne-
gativné binomické rozdéleni s parametry pi_NB a kappa_NB. Jednotlivy scitanci maji
logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry mu_LN a sigma2_LN. Funkce dale zobrazi
histogram pro nasimulovany nahodny vybér upraveny tak, zZe plocha pod histogramem je
rovna 1.
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[ SR ,NB ,LN ] = Simulace_NB_LN( rozsahvyberu, pi_NB, kappa_NB, mu_LN,
sigma2_LN, poc_sl_hist )

Vstupy:
rozsahvyberu - rozsah vybéru ze slozeného rozdéleni,
pi_NB — parametr 7 negativné binomického rozdélent,
kappa_NB — parametr x negativné binomického rozdéleni,
mu_LN — parametr p logaritmicko-normalniho rozdéleni,
sigma2_ LN — parametr o2 logaritmicko-normalniho rozdéleni,
poc_sl_hist — pocet sloupct histogramu.
Vystupy:
SR — vektor nasimulovanych dat ze slozeného rozdéleni,
NB — vektor poctu sc¢itancti v ndhodnych souctech,
LN — vektor jednotlivych sc¢itanct slozeného rozdéleni.

funkce Kvantil

Tato funkce dava alfa-kvantil nahodné veli¢iny spojitého typu, jejiz hustota nabyva v bo-
dech x hodntot f_x. K vypoctu kvantilu je pouzita lichobéznikova formule pro numerické
integrovani.

function [ x_alfa ] = Kvantil( x , f_x, alfa )

Vstupy:

X — vektor bodt, v nichz je urcena hustota rozdéleni,
f_x — vektor hodnot hustoty v x.

Vystupy:
x_alfa — alfa-kvantil.
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v
8 Zaveér

Na zacatku prace je zavedeno slozené rozdéleni. Rozdéleni pravdépodobnosti lze urcit
mimo jiné pomoci charakteristické funkce, momentové vytvorujici funkce a vytvorujici
funkce kumulant. Vypocet téchto charakteristik pro slozené rozdéleni je v praci odvo-
zen a nasledné i ukazan na piikladu slozeného rozdéleni, jehoz jednotlivy scitanci maji
exponencialni rozdéleni a rozdeéleni jejich poctu je Poissonovo.

Nésledujici dvé kapitoly jsou vénovany logaritmicko-normalnimu a negativné bino-
mickému rozdéleni, protoze se zbyvajici ¢ast prace zabyva slozenym rozdélenim, jehoz
sCitanci maji praveé logaritmicko-normalni rozdéleni a rozdéleni jejich poctu je negativné
binomické. Tato rozdéleni jsou zde podrobné popsana a jsou urceny jejich zakladni cha-
rakteristiky. Zna¢ny prostor byl vyhrazen rtiznym metoddm odhadu parametrii téchto
rozdeéleni, protoze byl dale studovan vliv téchto odhadi na vysledné slozené rozdéleni.

Jak jiz bylo zminéno diive, zaveérecna cast prace je vénovana slozenému rozdéleni, je-
hoz sé¢itanci maji LN rozdéleni a rozdéleni jejich poc¢tu je NB. Nedilnou soucasti prace
jsou tii funkce naprogramované v  MATLABu, s jejichz pomoci bylo studovéno toto
slozené rozdéleni. Témito funkcemi byla velmi pfesné urcena hustota a kvantily roz-
déleni NBLN(%; 5;1,5;0,09). Dale byl sledovan vliv odhadu parametri na slozené roz-
déleni. Odhady parametri rozdéleni jednotlivych scitanct, které byly urceny metodou
maximalni vérohodnosti, jsou velmi pfesné jiz pro vybéry malého rozsahu z rozdéleni
NBLN(%; 5;1,5;0,09). Hodnoty kvantili urcenych z hustoty s témito odhadnutymi pa-
rametry se od kvantild urcenych z hustoty slozeného rozdéleni s presnymi hodnotami
parametri vyznamné nelisily. Mnohem vyraznéjsi vliv na shodu odhadnutého a teoretic-
kého rozdéleni maji odhady parametrii rozdéleni poctu sc¢itancti. Maximalné vérohodné i
bayesovské odhady parametri NB rozdéleni jsou casto velmi nepfesné i pro simulované
vybéry vétsiho rozsahu z NBLN(%; 5;1,5;0,09). Tedy i kvantily uréené s takto odhadnu-
tymi parametry mohou byt znacné nepresné. Opakovanim simulaci vsak bylo zjisténo, ze
kvantily urc¢ené s odhadnutymi parametry poc¢tu sc¢itancti nejsou vychylené od kvantili
ziskanych s hustot s presnymi hodnotami parametri.
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9 Seznam pouzitych zkratek
a symbolu

NB negativné binomické rozdéleni
LN logaritmicko-norméalni rozdéleni
SR slozené rozdéleni

MM metoda momenti

MMV metoda maximalni vérohodnosti

MV odhad maximalné vérohodny odhad

(Q,A,P) pravdépodobnostni prostor

R™ realny n-rozmérny eukleidovsky prostor
f hustota rozdéleni pravdépodobnosti

F distribuc¢ni funkce

EX stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X
DX rozptyl ndhodné veliciny X

X vybérovy primeér

i r-ty obecny moment

. r-ty centralni moment

M) r-ty obecny vybérovy moment

M, r-ty centralni vybérovy moment

" sikmost

Yo Spicatost

r gama funkce

L vérohodnostni funkce

[ logaritmicka vérohodnostni funkce

Gx vytvorujici funkce nahodné veli¢iny X
Vx charakteristickd funkce ndhodné velic¢iny X
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Mx momentova vytvorujici funkce nahodné veli¢iny X

Kx vytvorujici funkce kumulant ndhodné veli¢iny X
Re(z2) realnd ¢ast komplexniho ¢isla z

Im(z) imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z

Po()\) Poissonovo rozdéleni s parametrem A

Ge(p) geometrické rozdéleni s parametrem p

NB(m, k) negativné binomické rozdéleni s parametry x a m
N(u,o?) normalni rozdéleni s parametry u a o2

LN(u, 0?) logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry p a o>

NBLN(7, &, i, 02)
slozené rozdéleni, kde pocet séitanctt ma NB(7r, k) a séitanci maji LN(u, o%)

2(t) ¢islo komplexné sdruzené k z(t)
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