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Abstrakt

Tato bakalarska prace se vénuje efektivnimu feseni obycejnych diferencialnich rovnic pomoci
metod vyssiho fadu zalozenych na Taylorové fadé. Hlavni cil je navrhnout a implementovat
metodu, kterd bude schopné tesit linedrni a kvadratické soustavy ODE s pouzitim ma-
ticového a vektorového vypoctu pomoci softwaru MATLAB. Déle se prace zaméfuje na
srovnani této metody s béznymi pouzivanymi metodami jako jsou Eulerova nebo Runge-
Kuttova metoda co do rychlosti, pfesnosti a stability, a to na vybranych ptikladech z praxe.
Vysledky ukazuji ze metoda zalozena na Taylorové fadé mé lepsi vykon a presnost nez
bézné pouzivané metody.

Abstract

This bachelor thesis is devoted to the efficient solution of ordinary differential equations
using higher order methods based on Taylor series. The main objective is to design and
make a method that will be able to solve linear and quadratic ODE well and correctly using
matrix and vector calculations in MATLAB software. Furthermore, the thesis focuses on the
comparison of this method with normally used techniques in terms of speed, accuracy , and
stability, using selected examples from technical practice. The results show that the method
based on Taylor series has better performance and accuracy than traditional methods such
as Euler or Runge-Kutta method.
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Kapitola 1

Uvod

Numerické feseni obycejnych diferencidlnich rovnic (anglicky ordinary differential equations,
ODE) je zdkladni metoda v modernim inzenyrstvi, védeckého vyzkumu a praumyslu. Pri
feseni praktickych tloh, pro které neexistuje analytické reseni, nebo je jeho odvozeni prilis
obtizné, se pro ziskani vysledki pouzivaji numerické integrac¢ni metody. U numerickych
metod je dulezitd presnost vypoctu, jeho stabilita a v neposledni radé i délka vypoctu.
Metody vyssiho fddu, mezi které patii napiiklad Taylorova metoda, umoznuji dosdhnout
vysoké presnosti pri mensim poctu kroktu, coz velmi snizuje celkové vypocetni naklady.

Cilem této prace je navrhnout, implementovat a porovnat numerické metody pro reseni
diferencidlnich rovnic s diirazem na optimalizaci Taylorovy metody. V préci jsou porovnany
metody, jako je Eulerova metoda, metoda Runge-Kutta a vestavéné metody MATLABu
s metodou vyssiho rada zalozenou na Taylorové polynomu s adaptivnim nastavenim radu
(ORD). Tato optimalizace umoziuje dynamicky upravit pocet ¢lenu Taylorovy fady v za-
vislosti na pozadované presnosti (¢), ¢imz se snizuje pocet integrac¢nich kroku a zrychluji se
vypocty. Implementace metody a nasledné experimenty v jazyce Python byly realizovany
nad ramec oficidlniho zadani a slouzi k rozsireni porovnani o dalsi vyvojové prostiedi.

Prace je strukturovana nésledovné. V prvni kapitole je shrnut dosavadni stav problema-
tiky, kde jsou strucné predstaveny zdkladni typy diferencidlnich rovnic, vyznam pocatecnich
podminek a prehled numerickych metod (véetné Eulerovy a metod Runge-Kutta). Nasleduje
kapitola vénované navrhu reseni, ve které je popsan maticovy pristup k Taylorové metodé,
princip transformace nelinearnich problémut na linedrni soustavy a moznosti optimalizace
vypoctu (napf. efektivni vypocet mocnin kroku a optimalizace faktoriali). V dalsi kapitole
jsou podrobné popsany implementacni detaily a experimentalni ovéreni metod v prostiedi
MATLABu, a to i automatizace testovani a srovnani presnosti, stability a vypocetni na-
ro¢nosti jednotlivych pristupt. Zavéreéna kapitola shrnuje dosazené vysledky, vyzdvihuje
piinos optimalizované Taylorovy metody a navrhuje mozné sméry dalsiho rozvoje.



Kapitola 2

Shrnuti dosavadniho stavu

Tato kapitola se zabyva prehledem zakladnich pojmt a metod souvisejicich s fesenim ODE.
Cilem je shrnout klasické i moderni pfistupy k numerickému feseni, zejména s ohledem
na presnost, stabilitu a efektivitu metod vyssiho radu. Tento prehled slouzi jako teoreticky
zéklad pro nasledny navrh vlastniho feseni pomoci Taylorovy metody.

2.1 Diferencialni rovnice

Obycejna diferencialni rovnice je rovnice, ktera vyjadiuje vztah mezi nezndmou funkci a je-
jimi derivacemi. Nejcastéji se uvazuji ODE prvniho fadu ve tvaru

y'(t) = f(t,y()), (2.1)

kde y(t) je hledand funkce (skaldrni nebo vektorovd) a f je dand funkce dvou proménnych
urcujici prubéh zmény y v Case t.

Pro vyssi fady lze ODE prevést na soustavu prvniho fadu zavedenim novych promeén-
nych predstavujicich derivace. Napiiklad ODE druhého radu

y'(t) = g(t,y,9) (2:2)

lze prevést substituci v(t) = y'(¢) na soustavu

!
y =,

2.3
v =g(t,y,v). (23)

Obecné kazdou ODE n-tého adu lze prevést na ekvivalentni soustavu n rovnic prv-
niho fddu [4]. V dalsim textu proto pro jednoduchost vysta¢ime se soustavami prvniho

radu y' = f(t,y).
2.1.1 Linearni a nelinearni ODE

Dilezitym pojmem je rozliSeni linearnich a nelinearnich ODE. Linedrni ODE lze napsat

v tvaru
y = Ay + b, (2.4)

ptripadné obecnéji v jednorozmérném pripadé, kde n je fad derivace,

y™ + a1 )y e ()Y + a0ty = g(b), (2.5)



kde neznama funkce a jeji derivace vystupuji pouze linedrné (tj. v prvni mocniné). Koefi-
cienty mohou byt funkci nezavislé proménné ¢, ale nesmi zde byt souciny ¢i obecné funkce
neznamé y se sebou samou (ani jejimi derivacemi) [15].

Naproti tomu nelinearni rovnice obsahuji ¢leny, kde se neznamd funkce vyskytuje
v nelinearni formé (napf. y - ¢’ nebo sin(y) apod.). Typickym piikladem linedrni ODE je
homogenni linedrni rovnice

y' =Xy (2.6)

s konstantnim koeficientem A, jejimz feSenim je exponencidla y(t) = Ce* [4]. P¥ikladem
nelinedrni ODE muize byt logisticka rovnice

Y = ay (1 - %) (2.7)

modelujici rist populace, nebo pohybova rovnice kyvadla

¢+ L sin(p) =0, (2.8)

které obé obsahuji ndsobky ¢i obecné funkce neznamé veliciny.

2.1.2 Pocatecni podminky

Aby diferencialni rovnice méla jednoznacné reseni, je nutné specifikovat poc¢atec¢ni pod-
minku (resp. podminky). Resfme tzv. tlohu pocateéni hodnoty (IVP): ke zadané ODE
hleddme funkei y(t) splnujici

y(to) = yo (2.9)

v daném pocatecnim case tg. Pro n-tého tddu je tieba uréit n pocéatecnich podminek:
y'(to) = vo (2.10)

Existence a jednoznacnost feseni za jistych predpokladui (napf. spojitost a Lipschit-
zovskd podminka pravé strany) je zarucena klasickou vétou Picardovou-Lindeléfovou [6].
Pocatecni podminka vybira konkrétni trajektorii feSeni ze vSech moznych. Vyznam po-
catecCnich podminek je zdsadni: i nepatrnd zména yg mize vést k vyrazné odlisSnému
prubéhu y(t) [18]. Tato citlivost je zndmd zejména u chaotickych dynamickych systému
(napr. Lorenzuv atraktor [15]), kde malé odchylky v poc¢atku rychle exploduji v tplné jiné
chovani TeSeni (,efekt motylich kridel“) [14]. Obecné plati, ze dobfe formulovanad tloha
vyzaduje zadani pocatecnich nebo okrajovych podminek tak, aby feseni bylo jednoznac¢né
a pokud mozno stabilni vi¢i malym zméndm téchto podminek [11].

2.1.3 Analytické vs. numerické reseni

Analytické feseni ODE je mozné pouze pro nékteré typy rovnic. Pro linearni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty existuji obecné metody (napf. charakteristické polynomy, Laplaceova
transformace [13]), avSak pro vétsinu redlnych nelinedrnich problému nelze nalézt feseni
v uzavieném tvaru nebo je takové feSeni vypocetné neefektivni [25].

7 tohoto duvodu se v praxi pristupuje k numerickému reseni ODE, pfi némz zis-
kédvame priblizné hodnoty y(¢) pomoci vypocetnich metod namisto explicitnitho vzorce.



Numerické metody integrace ODE jsou zakladnim nastrojem v inzenyrskych a prirodnich
védach, kde se modeluji dynamické systémy [17]. Moderni pfistupy zahrnuji také energeticky
konzervativni metody [3] a metody zalozené na strojovém uceni [16].

2.1.4 Explicitni a implicitni metody

Pfi numerickém feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic rozlisujeme dvé zakladni t¥idy me-
tod: explicitni a implicitni. Tyto metody se lisi zejména v tom, jakym zptisobem vyuzivaji
informace z predchozich kroki k vypoctu hodnoty v dalsim bodé.

« Explicitni metody urcuji novou hodnotu reseni piimo na zdkladé znamych hodnot
z predchoziho kroku. Tyto algoritmy jsou obvykle vypocetné jednodussi, ale mohou
mit omezeni v oblasti stability, zejména pri FeSeni tuhych problému. Pri vypoc¢tu nové
hodnoty y,+1 vyuzivaji pouze predchazejici hodnotu a pripadné starsi znamé hodnoty.

e Implicitni metody naopak urcuji novou hodnotu feseni neprimo — rovnice pro vy-
pocet y,+1 obsahuje samotné y, 11, které jesté nezname. Pro vypocet je obvykle nutné
fesit soustavu (Casto nelinedrnich) rovnic, coz zvysuje vypocetni ndroc¢nost na jeden
krok, ale umoznuje to pouzit vétsi integracni krok.

Obecné plati, ze explicitni metody jsou jednodussi na implementaci a rychlejsi, ale mo-
hou byt nestabilni, zejména pro dlohy s vysokou tuhosti. Implicitni metody jsou vypocetné

Tato odlisnost bude dale dulezitd pri porovnavani vyhod a nevyhod raznych numeric-
kych metod.

2.2 Problematika presnosti a stability

Numerické feseni ODE je vzdy zatizeno jistou chybou oproti skuteénému (analytickému) re-
seni. PTi analyze presnosti rozlisujeme lokalni chybu jednoho kroku (chybu, které metoda
dosédhne na intervalu [t,, t,+1], pokud na zac¢atku kroku zna presnou hodnotu) a globalni
chybu feseni v Case t, (chybu, kterd se akumuluje v prubéhu vsech kroku od poéatku).
Pro metodu fadu p plati, Ze lokalni diskretizacni chyba je imérna hPT!, zatimco globalni
chyba roste zhruba umérné h? [1, 4]. To znamend, Ze zmenseni kroku h napiiklad na polo-
vinu zmensi globalni chybu pfiblizné 2P-krat (pro dostate¢né maly h v asymptotické oblasti
konvergence).

Na obréazku 2.1 je ilustrovan pokles globalni chyby v zavislosti na kroku pro Eulerovu
metodu (fad p = 1) a RK4 (fad p = 4). Graf v logaritmickém méritku jasné ukazuje, ze
chyba RK4 klesé se ¢tvrtou mocninou kroku (sklon kiivky ~ 4) oproti linedrnimu poklesu
u Eulerovy metody (sklon ~ 1). Modré a cervend ¢arkovand piimka slouzi jako orientacéni
reference pro sklon 4, resp. 1. Z grafu je zfejmé, ze metoda vyssitho radu dosahuje vy-
razné mensi chyby pfi stejném kroku h, coz umoznuje pouzit i vétsi kroky k dosazeni dané
presnosti.

7 hlediska radu presnosti lze zdkladni metody charakterizovat nasledovné:

o Explicitni Eulerova metoda méa 1. rad presnosti

o Metody typu Runge-Kutta 2. fadu (RK2) maji 2. fad presnosti



Zavislost globalni chyby na velikosti kroku
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Obréazek 2.1: Zavislost globalni chyby na velikosti kroku pro Eulerovu metodu a RK4 pri
feseni ODE ¢/ = —2y,y(0) =1 do t = 5.

o Metoda Runge-Kutta 4. fadu (RK4) dosahuje 4. fadu presnosti
e Taylorova metoda n-tého radu mé n-ty rad presnosti

Volba velikosti kroku h zidsadné ovliviiuje pfesnost i stabilitu metody. Pokud zvolime
krok prilis velky, nemusi polynomialni aproximace mezi body t, a t,,1 dostatecné zachytit
zménu Teseni — vysledkem je velka lokdlni chyba, kterda se propaguje dale. Naopak velmi
maly krok sice snizi diskretiza¢ni chybu, ale znamend vice kroku a tim vice prilezitosti pro
akumulaci numerickych nepfesnosti (véetné zaokrouhlovacich chyb pri aritmetice s plovouci
fadovou ¢arkou). V extrémnim pripadé muze pii pfilis malém h zac¢it dominovat zaokrouh-
lovaci chyba a globdlni chyba se prestane zlepsovat. To znamend, ze existuje optimalni
velikost kroku, za nimz uz celkova chyba neklesa [25]. Z hlediska efektivity je tedy zddouci
volit krok co nejvétsi, ale jesté takovy, aby splioval pozadavky na presnost.

2.2.1 Stabilita numerickych metod

Dilezitou vlastnosti numerickych metod je jejich stabilita. Ta urcuje, zda se chyby v pri-
béhu numerického vypoctu (zaokrouhlovaci, diskretiza¢ni) tlumi nebo naopak zesiluji pfi
postupném provadéni iteraci. Numerickd metoda je povazovana za stabilni, pokud hod-
nota feSeni v nasledujicim integracnim kroku neptekro¢i (v absolutni hodnoté) hodnotu
v aktualnim kroku [26]:

Yir1] < [yil- (2.11)

Pro analyzu stability se zavadi funkce stability R(z), definovand jako:

_ Yi+1
R(z) = " (2.12)

kde z = h\, pricemz h je velikost integra¢niho kroku a A je parametr v testovaci rovnici.
Metoda je stabilni v oblasti absolutni stability D:

D={ze€C||R(z)| <1} (2.13)
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Pokud oblast stability D zahrnuje celou levou komplexni polorovinu:
D(z) = {z € C,Re(z) < 0} (2.14)

pak mluvime o absolutni stabilité (A-stabilité) dané metody.
Pro zkoumani stability metod se ¢asto pouziva Dahlquistiv testovaci problém:

y' =Xy, y(0)=yo, Re(N)<O0. (2.15)

Riizné numerické metody maji odlisné oblasti stability, coz je dilezité zejména pii feseni
tuhych problémn, kde je volba vhodné metody z hlediska stability zasadni.

Napriklad u tuhych systémii, které maji nékteré vlastni cisla s velmi zdpornou realnou
¢asti, vyzaduji explicitni metody extrémné maly krok k udrzeni stability (viz podminka
|1 4+ Ah| < 1 u Eulerovy metody) [11]. V takovych ptipadech se pouzivaji specidlni
A-stabilni metody (typicky implicitni, napt. rodina implicitnich Runge-Kutta metod nebo
vicekrokové BDF metody) [20], které umoznuji bezpecné integrovat i tuhé rovnice s velkym
krokem.

Tuhost (angl. stiffness) je vlastnost diferencidlnich rovnic, kdy feseni obsahuje slozky,
které se méni velmi rychle (napf. exponencidlné klesaji) vedle slozek, které se méni po-
malu. Tuhé systémy (stiff systems) jsou charakteristické tim, Ze explicitni metody pro né
vyzaduji extrémné maly integracni krok z divodu stability, prestoze presnost by byla dosta-
tecnd i s mnohem veétsim krokem. Pro efektivni feseni tuhych soustav jsou proto vhodnéjsi
implicitni metody, které mohou pracovat s vétsim integra¢nim krokem [4].

Pro netuhé tdlohy, na néz cili tato prace, neni stabilita vétsinou limitujicim faktorem —
pokud volime krok rozumné vzhledem k charakteristické casové skale problému, moderni
metody (RK s adaptaci, Taylorova metoda) si stabilitu udrzi. Napiiklad metoda RK4 ma
pomérné Sirokou oblast absolutn{ stability (pro testovaci rovnici ¢y’ = Ay zlistavd stabilni pro
Ah zhruba v oblasti Re(Ah) < 0 o Sifce ptiblizné 2.8 na redlné ose), coz je vyrazné lepsi nez
u Eulerovy metody [4]. Metody vyssich fada mivaji komplexnéjsi stabilitni charakteristiky;
obecné plati, ze zadnd explicitni metoda s p > 1 neni A-stabilni [13], avSak prakticky to
u hladkych netuhych tloh nevadi.

2.2.2 Akumulace chyby

Akumulace chyby je dalsim dulezitym aspektem pri numerickém reSeni diferencialnich
rovnic. Globélni chyba e, = y(t,) — yn vznikd z chyb v kazdém kroku (lokélnich chyb)
a také z propagace predchozi chyby numerickym procesem. Lze ukazat, ze pokud je metoda
stabilni ve smyslu nulovych perturbaci (tzv. O-stabilita), pak globalni chyba roste linearné
s poc¢tem kroku a je fadu O(hP) [4, 1].

Pri praktickém pouziti numerickych metod je tfeba vénovat pozornost nékolika fakto-
ram:

e Zaokrouhlovaci chyby mohou vyznamné ovlivnit vysledek, zvlasté pii pouziti velmi
malych kroki

e Tuhé problémy mohou vyzadovat specidlni metody bez ohledu na teoreticky rad
presnosti

e Nespojitosti v fesené funkci mohou zpusobit degradaci radu metody
« Nestabilita muze zpusobit, ze teoreticky presnéjsi metoda dava v praxi horsi vy-

sledky
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Nicméné pokud by metoda nebyla dostatec¢né stabilni, mohou se chyby z predchozich
krokti zesilovat. To byl piipad explicitnich Adamsovych metod vyssich fadd zminény vyse —
jejich O-stabilita selhava od 5. fadu, takze libovolné malé h negarantuje konvergenci. V praxi
bézné pouzivané metody (RK, Adams do 4. fadu, Taylorova metoda atd.) jsou navrzeny
tak, aby byly minimdalné O-stabilni a vétsinou i A-stabilni (pokud jsou implicitni) nebo
dostatecéné stabilni pro netuhé systémy (pokud jsou explicitni). Akumulace chyby se tedy
r{di predevsim velikosti lokalni chyby a po¢tem kroki.

2.2.3 Presnost versus vypocetni naroc¢nost

7 hlediska presnosti versus vypocetni narocnosti existuje kompromis pii volbé radu
metody. Metody vys$sich ¥ada (napt. RK8, Taylorova metoda s m kolem 10 a vice) dokazou
pri hladkém pribéhu feseni dosdhnout mimoradné malych chyb i pro relativné velké kroky
h [25]. To je vyhodné napiiklad u:

¢ dlouhodobych simulaci, kde by akumulace malé chyby na kazdém kroku jinak prerostla
v nepouzitelny vysledek — vysoky rad zajisti, Ze chyba ztustane v pozadovanych mezich
i po mnoha krocich (prikladem mohou byt astronomické vypocty drah planet na
stovky let, kde se pouzivaji metody fadu 10-12),

o citlivych (chaotickych) systémi, kde je ¢asto nutné pouzit velmi maly krok pro sta-
bilitu a presnost; metody vyssich rfadu v kombinaci s adaptivnim fizenim kroku tam
mohou byt efektivnéjsi nez opakované zjemnovani kroku u nizsich fadu [15].

Studie rovnéz ukazuji, ze pro pozadovanou vysokou presnost mohou moderni Taylorovy
metody prekonat klasické numerické metody — uSetii mnoho kroka a tim i vypocetniho
¢asu [15, 1]. Na druhou stranu, metody vysokych radu vyzaduji vice vypoctu v kazdém
kroku (napf. RKS8 provadi 13 vyhodnoceni f na krok, Taylorova metoda musi spocitat né-
kolik fadu derivaci). Pro méné naro¢né pozadavky na presnost tak muze jednodussi metoda
nizsiho fadu dosdhnout vysledku rychleji.

Existuje také prakticky limit dany numerickou aritmetikou — pfi extrémné vysokém
fadu muze dochazet k vétsim zaokrouhlovacim chybam a ztraté signifikantnich cifer, takze
prinos vyssiho fadu se nakonec vytraci [9]. V literatufe se uvadi, ze optimélni rad explicitni
metody v dvojité presnosti byva okolo 8-12; nad tuto hranici uz dodatecny zisk presnosti
vétsinou nevyvazuje narast naroc¢nosti a rizika numerickych chyb.

2.2.4 Shrnuti

Zavérem lze Tici, ze volba metody a velikosti integrac¢niho kroku zavisi na charakteru tlohy.
Pro bézné hladké netuhé problémy dostacuji klasické metody (napt. RK 4. fadu, popft.
adaptivni RK) a stfedni kroky. Pokud je ale pozadovéana vysoka ptresnost, dlouhy integraéni
interval nebo feSeni velmi citlivého systému, metody vyssich fada (Taylorova metoda, vice-
krokové vysokého fadu ¢i extrapolacéni metody) mohou nabidnout vyrazné lepsi vysledky.
Dtlezité je pritom vzdy sledovat jak presnost, tak stabilitu — spolehlivd metoda by
meéla automaticky ridit krok tak, aby udrzela oboje v prijatelnych mezich [11]. Problémy
tuhosti fesi implicitni A-stabilni metody, které vsak nejsou predmétem této prace. Celkové
jsou metody pro numerické feseni ODE dobfe prozkoumané a vybér vhodné metody (vcetné
jejtho fadu) a kroku h je klicem k dspésnému a efektivnimu feseni konkrétni tlohy [4, 13].
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2.3 Prehled numerickych metod

Numerické metody pro feseni ODE aproximuji skutecné feseni diskrétni posloupnosti hod-
not y, ~ y(t,), kde ¢, jsou uzlové body (typicky ¢, = top + nh pro zvoleny integracni krok
h). Z této aproximace lze ziskat spojitou interpolacni funkci, primarni je vSak préavé vypocet
diskrétni trajektorie {yy}.

Metody lze rozdélit na jednokrokové a vicekrokové [4, 11]|. Jednokrokové metody
pocitaji novy bod y,+1 pouze z bodu predchoziho y, (pfipadné s pomocnymi mezivypocty
uvnitt intervalu [t,,t,+1]). Naproti tomu vicekrokové metody vyuzivaji nékolik minulych
bodd Yn,Yn—1,---,Yn_k; typickym prikladem je Adams-Bashforthova explicitni metoda,
ktera kombinuje hodnoty derivace v nékolika predchozich krocich [25].

V této préaci se zaméiime predevsim na jednokrokové metody, konkrétné na metodu
zalozenou na Taylorové rozvoji [15], kterou budeme srovnavat s dalsimi béznymi meto-
dami: Eulerovou metodou, které predstavuje nejjednodussi pristup, a metodami z rodiny
Rungeho—Kuttovych metod, jez jsou v soucasnosti Siroce pouzivané pro svou robustnost
a efektivitu [22, 25].

2.3.1 Eulerova metoda

Jednim z nejjednodussich pristupt k numerické integraci ODE je explicitni Eulerova
metoda, pojmenovand po Leonhardu Eulerovi. Vychézi z definice derivace: na malém ca-
sovém tseku h se FeSeni posune ptiblizné o y/(¢) - h. Eulertuv krok tedy pouziva smér (sklon)
feSeni v pocatku intervalu a linearné extrapoluje hodnotu. Diskrétni itera¢ni vzorec pro
IVP ¢ = f(t.y) je:

Ynt1 = Yn +h f(tn, yn) (2.16)

Ze znamého y, v Case t, tak ziskame y, 1 v Case
the1 =th +h (2.17)

pri¢tenim piirastku uréeného smérem f(¢,,y,). Eulerova metoda je velmi jednoduché na
implementaci a vypocetné nenaro¢na (vyzaduje jen jedno vyhodnoceni funkce f na krok).
Jednd se vSak o metodu 1. radu presnosti, nebot lokalni diskretizacni chyba je fadu
O(h?) a globélni chyba nartista lineArné O(h) [4, 25]. To znamend, 7e pro dosazeni vysoké
presnosti je treba volit velmi maly krok h.
Metoda je navic pouze podminéné stabilni: aplikujeme-li ji na Dahlquisttiv testovaci
problém
v =Xy (2.18)

dostaneme itera¢ni vztah

Yn1 = (1 + AR) - yn. (2.19)

Numerické feseni tak bude stabilni jen pokud plati
1+ A\h| <1 (2.20)

[11]. Pro zdporné redlné \ (stabilni spojité systémy) to predstavuje omezeni

2
h< . (2.21)
Al

Toto omezeni definuje oblast stability Eulerovy metody v komplexni roviné kolem bodu
(—1,0) s polomérem 1. Pokud je krok vétsi nez tato mez, metoda muze numerické reseni
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zcela znehodnotit (oscilace nebo divergence misto spravného poklesu). Eulerova metoda
tedy vyzaduje dostatecné maly krok nejen kvuli presnosti, ale i kvuli numerické stabilité.
Existuje také implicitni Eulerova metoda s iteracnim vzorcem

Yn+1 = Yn +h- f(tn—l-l, yn—i-l) (222)

kterd pouzivd sklon v koncovém bodé kroku. Ta je A-stabilni (nepodminéné absolutné
stabilni na testovaci rovnici pro libovolné velké h) [13], avSak vyzaduje fesit v kazdém kroku

Vv

2.3.2 Metody Runge—Kutta

Eulerova metoda vyuziva pouze informaci o derivaci na zac¢atku intervalu. Presnost 1ze vy-
znamneé zvysit, pokud dokazeme zohlednit prubéh funkce f(¢,y) i uvnitf intervalu [¢,,, ty11].
Timto principem se fidi Rungeho—Kuttovy metody (RK metody), pojmenované po
Carlu Rungeovi a Wilhelmu Kuttovi, kteri je rozvinuli na pocatku 20. stoleti. RK metody
vyssich fadu vzorkuji smér ¢ (pravou stranu) ve vice bodech a vhodnou linedrni kombinaci
téchto ,meziskloni* dosahuji vyssi presnosti integrace [4].

Nejznaméjsi je klasicka RK4, tj. explicitni Runge-Kuttova metoda 4. fadu. Jeji al-
goritmus na kazdém kroku vypocita ¢tyfi pomocné hodnoty (odhady sméru), oznacované
tradi¢né kl, kQ, /{3, k‘4:

kl = f(tn’yn)

h h
k2 = f <tn +5Yn + kl)
2 2
(2.23)

h h
k3 = tn adn -k
3 f< +2y+22>

ky = f(tn + h,yn + hk3).

Tyto hodnoty odpovidaji odhadim derivace 3’ v nékolika bodech kroku (na zac¢atku,
dvakrat uprostied a na konci intervalu). Novy bod se pak ziska slou¢enim téchto informaci:

h
Yntl = Yn + 8(lcl + 2ko + 2k3 + ky) (2.24)

Tato vazend suma (odpovidajici Simpsonovu integra¢nimu pravidlu) zajisti korekei cel-
kového sméru — hrubé feceno k; a k4 (pocatecni a koncovy sklon) dostanou mensi vdhu,
zatimco ko a ks (sklon v poloviné intervalu) dvojndsobnou [11]. RK4 metoda dosahuje
4. fadu globalni presnosti, coz je vyrazné zlepseni oproti Eulerovi pfi stale pomérné nizké
vypocetni naroc¢nosti. Cena za vyssi presnost je ¢tyrnasobné volani funkce f v kazdém kroku
namisto jednoho. Pro mnoho praktickych tloh je vSak RK4 velmi efektivnim kompromisem
mezi presnosti a rychlosti a patii k nejpouzivanéjsim pevnokrokovym metodam.

Moderni softwarové implementace casto vyuzivaji adaptivni vkladané Runge—Kuttovy
metody, které odhaduji lokalni chybu a podle ni upravuji krok h [25]. Napiiklad popu-
larni fesi¢ ode45 v MATLABu vyuziva dvojici formulek 4. a 5. fadu (metoda Dormand-—
Prince) [22]. V kazdém kroku se spo¢ita nejen vysledné y, 11 patého fadu, ale i doplikové
feseni ¢tvrtého fadu; jejich rozdil aproximuje lokalni chybu. Pokud je chyba vétsi nez zadana
tolerance, krok se zmensi; naopak pri velmi malém odhadu chyby se krok zvétsi. Timto zpi-
sobem adaptivni RK fesice (jako ode45) dosahuji pozadované presnosti s optimalné velkym
krokem v kazdém tseku feseni a jsou proto velmi efektivni pro hladka netuhd reseni.
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Pro extrémné presné pozadavky existuji i explicitni RK metody vyssich fada (v MATLABu
napr. ode78 a 0de89, kde prvni ¢islo oznacuje fadd metody a druhé ¢islo fad metody pouzité
pro kontrolu chyby) [23, 24], avSak jejich praktické vyuziti je omezené na specidlni tlohy
s velmi hladkym prubéhem na dlouhém intervalu [9]. RK metody obecné predstavuji univer-
zélni a dobfe prozkoumany néstroj; detailni teoreticky rozbor téchto metod (¥ad, stabilita,
Butcherovy tabulky apod.) 1ze nalézt napriklad v [4].

Kromé jednokrokovych metod Runge-Kutta existuji také vicekrokové metody, napii-
klad Adams—Bashforthovy a Adams—Moultonovy metody, nebo metody zaloZené na sché-
matu prediktor-korektor kombinujicim explicitni a implicitni kroky [17]. Tyto metody
vyuzivaji interpolaci ¢i extrapolaci derivace z nékolika predchozich bodu a mohou doséh-
nout vysokého fadu. Napiiklad MATLAB fesi¢ ode113 (oznaceni znaci adaptivné voleny
rad az 13) kombinuje prediktor Adams—Bashforth a korektor Adams—Moulton a dynamicky
voli fad 1-13 podle potieby [19].

Jednd se o PECE algoritmus (Predict—Evaluate—Correct—Evaluate), kde explicitni pre-
diktor odhaduje novy bod a poté implicitni korektor zpresni feseni s vyuzitim predikce,
¢imz se eliminuje nutnost iterativniho feSeni nelinedrni rovnice od nuly. Vicekrokové me-
tody ovsSem trpi nékterymi omezenimi stability. V praxi se vyssich radu dosahuje spise im-
plicitnimi vicekrokovymi metodami nebo jinymi technikami (extrapolace, kombinace s RK
apod.).

2.3.3 Metoda Taylorova rozvoje

Vsechny doposud zminéné metody (Euler, Runge-Kutta, Adams) ve své podstaté aproxi-
muji feSeni polynomialné pomoci omezeného poctu ¢lenti jeho lokalniho Taylorova rozvoje,
aniz by vsak tyto derivace pocitaly primo. Naptiklad Euleriiv krok lze interpretovat jako
uriznuti Taylorovy fady po linedrnim c¢lenu:

2

ltn + 1) = ylt0) + By (1) + /). (2.25)

kde y"(&) je zbytek (druhd derivace na néjakém & € (t,,t, + h)) — Eulerova metoda tak
ignoruje viechny vyssi derivace a nese chybu O(h?). Runge-Kutta metody se daji povazovat
za promysleny zpusob, jak ziskat informaci ekvivalentni vyssim derivacim z opakovaného
vyhodnoceni piuvodni funkce f [4, 11].

Naproti tomu Taylorova metoda pristupuje primo k pouziti rozvoje reseni do Taylo-
rovy fady. Pokud mé funkce na intervalu vyssi derivaci, mizeme pouzit Taylorovou fadu
m-tého radu:

2

h hm
y(tn +h) =~ y(t,) + hy' (tn) + gy”(tn) oty

M) (¢,,). (2.26)

Tuto ideu lze pfimo prevést na vzorec pro vypocet nasledujici hodnoty numerické me-
tody:

h? '
Yn+1 = Yn + hy'(tn) + gy”(tn) +o Wy(m) (tn)- (2:27)
Takovy algoritmus by byl velmi t¢inny — jednim krokem by spocital y,41 s chybou fadu
O(h™*+1), tedy lze dosdhnout libovolné vysoké presnosti volbou dostateéného m. Problém

oviem je, Zze obecné nezndme hodnoty vyssich derivaci v/, y”, ..., y™ v ¢ase t,,. Musime je
ziskat z puvodni ODE. Pro jednoduchost uvazujme ODE ve tvaru y' = f(¢,y). Potom
d d af af
") = =y (t)= —flt,y(t) = (¢ —(t,y)y'(t 2.28
yit) = 2y (1) = 2 f(ty()) at(,y)Jray(,y)y(), (2.28)
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kde %7]; znadi derivaci f podle y a ¢élen y' lze opét nahradit f(t,y). Tim dostédvame y"”
vyjadreno pomoci f a jeho parcialnich derivaci. Podobné miizeme pokracovat k vyrazu pro
y" (zderivovat y) atd. Obecné dostaneme pro k-tou derivaci vztah y®) () = fu(t,y(t)),
kde fj je k-t funkce vznikld opakovanou diferenciaci puvodniho vyrazu f [4].

Aplikace Taylorova polynomu m-tého rddu tak vyzaduje mit k dispozici postupné f, fo,
f3, ..., fm, pFiCemz f; = f. Metoda zalozend na takovém vzorci se nazyva Taylorova (slo-
Zend) metoda Fadu m. Jde vlastné o obecnou formu explicitni jednokrokové metody, do
niz ostatni vyse zminéné metody spadaji jako specidlni pripady (pro konkrétni m a zptisob,
jakym ziskdvaji informaci o vyssich derivacich — napt. RK4 odpovida pouziti efektivnich
4 derivaci pomoci vicendsobného volani f namisto explicitniho vypoctu fa, f3, f4).

Historicky byla Taylorova metoda jednim z prvnich uvazovanych pfistuptt k numeric-
kému teseni ODE, ale diive nebyla ptilis praktickd. Hlavni prekazkou byla slozitost odvo-
zeni vyrazu pro vysoké derivace pro kazdy konkrétni problém. Pro kazdou novou ODE bylo
nutné ru¢né (nebo pomoci symbolického algebraického systému) vypocitat a implementovat
vyrazy pro fa, fs,..., coz je pracné a nachylné k chybam [18].

Jiz. v 60. letech vsak vznikly prvni programy, které se pokusily generovat potrebné de-
rivace ze zadané funkce f automaticky — rané prace tehdy vyuzivaly rekurzivni techniky
a intervalovou aritmetiku k sestaveni Taylorova polynomu se zarukou pfesnosti [6]. Pozdéji
byly vyvinuty sofistikovanéjsi algoritmy, které dokazi generovat Taylorovy koeficienty reku-
rentné primo béhem vypoctu, ¢imz odpadé ruéni derivovani [25]. Tento pristup dnes spada
do oblasti automatické diferenciace (Automatic Differentiation, AD) a symbolického
vypoctu, které umoznuji ziskat libovolny pocet derivaci programové.

V poslednich dvou dekadach zaziva Taylorova metoda obrozeni diky konceptu tzv. mo-
derni Taylorovy metody (Modern Taylor Series Method, MTSM) [15]. Jedna se o plné
automatizovany postup, ktery fesi ODE s proménnym krokem i fadem: na zacatku kazdého
kroku rekurentné vygeneruje tolik ¢leni Taylorova rozvoje, kolik je potfeba k dosazeni poza-
dované tolerance chyby, a podle toho zvoli i délku kroku [5]. Metoda tak dynamicky zvysuje
rad v usecich, kde je reseni hladké, a naopak zmensuje krok tam, kde hladké neni.

Vyzkum na VUT v Brné navazal na tento smér a vyvinul efektivni vektorovy a maticovy
pristup k implementaci Taylorovy metody [15]. Podrobnosti o tomto maticovém pfistupu
budou rozvedeny v nasledujici kapitole.
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Kapitola 3
Navrh reseni

Tato kapitola se zabyva navrhem efektivniho algoritmu pro numerické reseni ODE pomoci
Taylorovy metody vyssiho radu. Na zakladé poznatkt z predchozi kapitoly prace se zamérim
na konkrétni implementacni kroky vedouci k optimalizaci vypoctu. Nejdrive se zaméfime na
maticovy pristup k vypoctu derivaci, ktery umoznuje systematickou a efektivni konstrukei
clenu Taylorovy rady. Poté se bude kapitola vénovat transformaci problému na autonomni
tvar a nasledné optimalizacim, které snizuji vypocetni narocénost a umoznuji rychlejsi vy-
pocty pfi zachovani stejné presnosti. V nasledujicim textu budou vektory znaceny tu¢nym
pismem, zatimco skalary a matice normalnim pismem.

3.1 Maticovy pristup k Taylorové metodé

Numericka Taylorova metoda vyuziva rozvoj feseni do Taylorovy fady a umoznuje tak do-
sdhnout libovolného fadu presnosti jednim krokem (viz rovnice 2.26). Klicovym problémem
je vSak ziskan{ hodnot vyssich derivaci v/ (t), v (t), y®)(t), ...v Case t, pro kazdou iteraci.
Maticovy pristup tento problém resi systematicky pomoci linearni algebry — prepisuje dife-
rencidlni dlohu do maticové podoby, v niz lze vyssi derivace spocitat opakovanym pouzitim
maticovych operaci misto ruéniho odvozovani vyrazu [15, 1].

Tento pristup vychazi z myslenky, ze pro linearni soustavy obycCejnych diferencialnich
rovnic je urcovani derivaci trividlni a lze jej zapsat pomoci mocnin matice popisujici sys-
tém [11].

3.1.1 Rozklad diferencidlnich rovnic na soustavu diferencidlnich rovnic
prvniho radu

Nejprve je tfeba prevést danou tlohu na soustavu prvniho fadu. Vyssi fad ODE lze stan-
dardné rozlozit zavedenim novych proménnych predstavujicich derivace nizstho fadu [4].
Napiiklad druhého fadu ODE y” + a1y’ + agy = g(t) lze prevést na ekvivalentni soustavu
dvou prvnich derivaci zavedenim substituce:

=Y,
Y (3.1)
2=y,

takze
yi = Y2,

(3.2)
yh = —arys — apyr + g(t).
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Obecné lze kazdou diferencialni rovnici n-tého fadu prevést na soustavu n diferencidlnich
rovnic prvniho fadu. Je vsak tfeba poznamenat, ze substituce, jak je vyse uvedena, je
jen jednim ze zpusobt FeSeni tohoto problému. Dalsi pristupy zahrnuji metody snizovani
radu derivace nebo metody postupné integrace, které mohou byt v nékterych pripadech
vyhodnéjsi.

Tato soustava miize byt zapsana ve vektorové formé

y'(t) =£(t,y(t)) (3-3)

kde y je stavovy vektor proménnych. Pro diferencidlni rovnici (soustavu) navic plati,
ze funkce f ma tvar linedrni kombinace stavovych proménnych plus pripadny nehomogenni
¢len nezavisly na y. Typicky uvazujeme linedrni soustavu s konstantnimi koeficienty ve
tvaru

y'(t) = Ay(t) + b (3.4)
kde A je matice o velikosti n x n a b je n-rozmérny sloupcovy vektor.

Pro linedrni soustavu (3.4) je urc¢ovani vyssich derivaci primocaré. Pokud jsou A a b
¢asoveé nezavislé (konstantni), pak derivaci obou stran rovnice (3.4) podle ¢ ziskdme druhou
derivaci:

y'(t) = Ay'(t) + b'(2). (3.5)

Protoze b je konstantni vektor (tj. b’ = 0), plati

y"(t) = Ay'(t) = A(Ay + b) = A%y(t) + Ab. (3.6)

Analogicky treti derivace bude

y"(t) = Ay"(t) = A%y (t) + A%b (3.7)
a obecné lze indukei odvodit vztah [1]:

y B () = APy (t) + A¥ b pro kazdé k > 1. (3.8)

Tato formule jednoznacné vyjadiuje k-tou derivaci feseni linearni soustavy pomoci moc-
niny matice A. Je-li navic b = 0 (homogenni soustava), zjednodusi se na

y (1) = AFy (). (3.9)

V praxi neni nutné skuteéné poéitat AF pro velkd k pomoci naroénych maticovych
operaci, protoze vypocet derivaci lze zfetézit rekurentné [5]. Z rovnice (3.5) vidime, Zze
zndme-li hodnotu prvni derivace y’(t,), pak y”(t,) ziskdme vyndsobenim y’(¢,) matici A.
Obecné ze vztahu (3.8) plyne rekurence:

yF () = Ay (t,)  prok>1 (3.10)

protoze v k-té derivaci (3.8) lze A*~'b povazovat za konstantu (je to konkrétni vektor
pti pevné daném t,) a jeho derivace je nulovd. Prvni derivace

yl(tn) = AY(tn) +b (3'11)

se vypocitd piimo dosazenim do (3.4). Vyssi derivace se vypocitaji aplikovanim matice
A na predchozi derivaci (tj. y®& (t,) = Ay’ (tn), y©® (tn) = Ay”(t,) atd.). Timto postupem
ziskdme systematicky y®*) (t,) pro libovolné k bez potieby odvozovat individudlné vyraz
pro k-tou derivaci [1].
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3.1.2 Vyuziti maticové reprezentace pro vypocet vyssich derivaci

Jakmile mame mechanizmus pro ziskani derivaci, miizeme sestavit Taylorav polynom reseni.
Podle vzorce (3.8) plati

2
b+ 1) = y(ta) + By (1) + 20 ¥ (b) + . (312)

V konecné implementaci nelze sc¢itat nekoneéné mnoho c¢lend, takze vypocet dalsich
¢lenu fady ve chvili, kdy jsou dalsi ¢leny zanedbatelné malé vuéi definované presnosti [1].
Pro linedrni soustavy lze teoreticky urcit polomér konvergence Taylorovy fady (naptiklad
pro homogenni systém 3’ = Ay je polomér konvergence nekonec¢ny, protoze jde o expanzi
exponencidly). V numerickém vypoctu se ovSem pristupuje k adaptivni volbé poc¢tu ¢lenu:
v kazdém kroku generujeme ¢leny tak dlouho, dokud posledni ¢len nepiekroéi zadanou
toleranci € [5].

Algoritmus pro jeden integra¢ni krok t,, — t,41 = t,, + h tedy vypada nasledovné:

Vypocet prvniho ¢lenu

Z aktudlniho stavu y(t,) vypocitdme prvni derivaci y'(t,) = Ay(t,) + b (podle (3.4)).
Nasledné sestavime prvni prispévek Taylorova rozvoje:

T1 = hy'(t), (3.13)

coz odpovidé ¢lenu %y’ (t,). Tento ¢len pricteme k prubézné sumé: Y = y(t,) + T1 (na
zacatku je Y inicializovano poéatecni podminkou y(¢,), coz odpovida nultému ¢lenu).
Iterativni generovani dalsich clena

Pro k=1,2,3,... opakujeme:

1. Z predchoziho k-tého ¢lenu Ty = hk—lfy(k) (tn) vygenerujeme (k + 1)-ni ¢len. Diky reku-
renci (3.10) plati y**+Y(¢,) = Ay*)(t,). Vzhledem k tomu, ze y*¥)(t,,) je jiz obsazena

v Ty (jako T - %), Ize novy ¢len vypocitat jako
Tpur = ATy (3.14)
bl = g A .

Tento vztah plyne z:

e (k) k!
Ty = Hy (tn) = Yy (tn) = ﬁTIm (3.15)
a dosazenim do definice Ty 1 = %y(kﬂ)(tn) a vywzitim y*t(¢,) = Ay®)(¢,)
dostaneme
hk+1 hk+1 k! h
Thny = —— Ayk) th) = ——A—T,. = —— AT, 3.16

coz je prave vzorec (3.14).

2. Pricteme novy ¢len k sumé: Y :=7Y + Ty 1.

19



3. Oveéfime podminku ukonceni — pokud ||Tk11llec < € (nejvétsi slozka vektoru Tjiq
je mensi nez stanovend tolerance), mame dostatecny pocet ¢lenti a generovani se
ukon¢i [15]. V opaéném pripadé pokracujeme dalsim krokem.

4. Zabezpecime, aby se algoritmus nezacyklil, i kdyz rada konverguje priliS pomalu:
méame-li apriori odhad maximélniho poc¢tu ¢lenti (napt. mmax = 60), ukonéime cyklus
i pri jeho dosazeni a ohlasime varovani, ze dany krok vyzaduje prili§ mnoho ¢lent.

Aktualizace stavu

Po ukonéeni s¢itani nastavime y(t,+1) = Y jako vysledek pro dalsi krok. Déle je vhodné
ulozit si pocet pouzitych ¢leni m v tomto kroku (tzv. aktudlni ¥dd metody), abychom méli
prehled o konvergenci fady a tuto informaci mohli vyuzit pro adaptivni volbu kroku (viz
dale).

Tento algoritmus implementuje Taylorovu metodu m-tého rfadu s proménnym m — v kaz-
dém kroku automaticky generuje tolik ¢lenti, kolik je potfeba k dosazeni pozadované pres-
nosti ¢ [5, 25].

Efektivita maticového pristupu

Vyhodou maticového ptistupu je, Zze vypocet AT} 1ze provést efektivné vyuzitim vektorovych
a maticovych operaci (napf. v prostifedi MATLAB ¢i v jazyce Python s knihovnou NumPy
jsou tyto operace optimalizovany a vyuzivaji vektorové instrukce CPU) [22]. VSechny slozky
vektoru y a jejich derivace se tak pocitaji najednou. Naptiklad pro jednoduchou linearni
soustavu

Yy = ayr + Byo

/ (3.17)
Yo = YY1 + 0y2

s matici A = <3 g) se nasledujici ¢len Taylorovy fady Tj1, podle vztahu (3.14), vypocita

h a B\ (Tha h a1+ BTy 2
Thy1 = —— =— , (3.18)
k+1\v 6) \Tk2 k41 \"YTk1 + 0Tk 2
tedy obé slozky nového ¢lenu se ziskaji jednim vynésobenim 2 x 2 matice a dvouslozkového
vektoru.
Pro vétsi soustavy se efekt jesté vice projevi: maticovy zapis umoznuje vyuzit efektivni
algoritmy pro ndsobeni matic a vektoru a také tzv. SIMD paralelismus (Single Instruction,
Multiple Data) na trovni hardware, kde vice nasobeni/s¢itani probiha soubézné [9].

jako

3.2 Transformace vstupni tilohy na autonomni soustavu di-
ferencialnich rovnic

Pro obecné nelinearni diferencidlni rovnice primé pouziti Taylorovy metody nardzi na ob-
tiznost vypoctu derivaci funkce f(¢,y) vyssich fadu. Pokud f obsahuje nelinearity (napf.
sou¢iny neznamych, mocniny, goniometrické ¢i jiné funkce), derivovanim se vyraz rychle
komplikuje. ReSenim je transformovat ptivodni problém do takové podoby, aby se vyssi de-
rivace daly generovat pomoci algebraickych operaci obdobné jako v predchozi éasti [1, 15].
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Principialné jde o to rozlozit slozité nelinearni vztahy na jednodussi prvky — typicky
zavedenim dodatecnych proménnych, které reprezentuji dil¢i vyrazy, a odvozenim jejich
vlastnich diferencidlnich rovnic. Cilem je ziskat ekvivalentni systém ODE, ktery neobsahuje
4slozité“ nelinedrni operace (napf. ndsobeni proménnych navzijem, slozené funkce jako
sin(y), In(y) apod., nebo explicitni zavislost na case). Takovy systém lze pak fesit Taylorovou
metodou stejné snadno jako linedrni soustavu: jeho prava strana se bude skladat jen ze
souct a soucini zndmych veli¢in, coz jsou algebraické operace, pro které umime derivace
generovat automaticky [5].

Nejprve je vhodné odstranit explicitni zavislost na ¢ase, aby byla soustava autonomni.
Pro funkce jako sin(t), exp(t) ¢i obecné jakékoliv zndmé casové funkce g(t), které vystu-
puji v pravé strané, zavedeme nové pomocné proménné, jejichz vyvoj popisuje jednoducha
(typicky linedrni) ODE. Napriklad pokud f(t,y) obsahuje ¢len cost, definujeme pomocnou
proménnou u(t) = cos(t). Jeji derivace je u'(t) = —sin(t). Abychom odstranili ¢len sint,
zavedeme druhou proménnou v(t) = sin(t) s rovnici v'(t) = cos(t), neboli v = w. Tak
ziskame soustavu diferencidlnich rovnic

u' = —v, u(0) = wo,
v =

, 5(0) = v (3.19)

coz je homogenni linedrni systém (harmonicky oscildtor), ktery generuje hodnoty cos(t)
a sin(t) pro prislusny ¢as. V puvodni rovnici pak cos(¢) nahradime u (resp. sin(¢) nahradime
v, pokud by tam byla). Timto zptusobem zmizi explicitni ¢ z pravé strany a misto néj
pribudou nové rovnice pro u, v.

Dale se zamérime na zpracovani nelinearnich ¢lenu, jako jsou souciny nezndmych nebo
jejich mocniny. Uvazujme obecnou nelinedrni soustavu

y' = f(y), (3.20)

kde f(y) muze obsahovat polynomidlni ¢leny (napft. souciny slozek y) a jiné nelinearity.
Predpokladejme, ze jsme schopni identifikovat kvadratické nelinearni ¢leny, tj. souciny
dvou stavovych velic¢in [25]. (VySsi stupné by sly analogicky rozlozit zavedenim vice pomoc-
nych proménnych, avSak kvadratické Cleny jsou nejc¢astéjsi a bohaté demonstruji princip
transformace.)

Oznacme y;(t) a y;(t) dvé slozky stavu, jejichz soucin se vyskytuje v f. Zavedeme novou
proménnou z;;(t) definovanou jako

zij(t) = vi(t) - y; (1) (3.21)
Nyni odvodme diferencialni rovnici pro z;;(t): derivaci definice dostaneme

, d

2i(1) = Jlwi®) -y (O] = wi () - () + wil#) - y5 (), (3.22)

coz je dle znamého soucinového pravidla[27]. Nyni vyuzijeme pivodni rovnice (3.20): y; =
fi(y) a y; = f;i(y). Po dosazeni do (3.22) ziskdme

zii(t) = fily(®)) - y; (1) + wi®) - £i(y(2))- (3.23)

Tato rovnice obecné stéle mize obsahovat soucin proménnych (pokud f; ¢i f; obsa-
ez v v 01 Ney s e v ] . W A ’ v, . ,
hovaly jiné souciny). AvSak dulezité je, ze z;; Je vyjadrena pomoci nizsich derivaci
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pivodnich veli¢in — konkrétné f; a f; predstavuji pravé pravé strany ptvodnich rovnic,
které jiz zndme (resp. budeme béhem vypoctu znét jejich hodnoty a derivace) [4].

Timto zpisobem tedy prevddime nelinedrni interakci y; - y; na novou proménnou z;;,
jejiz zména v case je ddna ,linedrni kombinaci® ¢lent f;-y; a y; - f;. Pokud f; a f; byly ¢isté
linedrni vyrazy, byla by i rovnice pro z;; linedrni; v opa¢ném piipadé muize obsahovat dalsi
souciny jinych stavovych proménnych. Ty bychom opét mohli definovat jako nové proménné
a postup zopakovat.

Ve vysledku tak ziskdme rozsiteny stavovy vektor, ktery kromé ptvodnich proménnych
y obsahuje i nové proménné pro kazdou identifikovanou nelinedrni kombinaci (soucin, po-
dil, slozenou funkci) [9]. Pokud ptvodni systém obsahoval pouze polynomiélni nelinearity
omezeného stupné, tento proces muze uzaviit soustavu bez potreby nekoneéné mnoha pro-
ménnych — typicky vSak pocet novych proménnych vyrazné narustd s kazdym stupném
nelinearity.

V krajnim pifpadé (napi. 3’ = y?) dochdzi ke zvyseni stupné polynomu po zavedeni nové
na nekonecnou soustavu linedrnich rovnic). V praxi se proto omezujeme na nizké stupné
nebo specidlni struktury rovnic, kde je transformace zvladnutelna.

3.2.1 Kvadratické systémy a jejich reseni

Miij ndvrh feSeni se zaméruje zejména na kvadratické systémy, tj. ODE, jejichz prava strana
je nejvyse kvadraticka funkce stavovych proménnych. To zahrnuje mnoho praktickych mo-
delii (napt. Lotka-Volterriv model predator-kotist, logistickd rovnice je také kvadraticka
Y = ay — by?, atd.) [18].

Po zahrnuti pomocnych proménnych pro pripadné vnéjsi funkce (sint, expt, atd.) mi-
zeme kvadraticky systém obecné zapsat jako

y' = Ay + B1q + b, (3.24)

kde A je matice odpovidajici ¢isté linedrni ¢asti systému, b vektor konstantnich (nebo jiz
transformaci zavedenych) ¢lent a Byq znac¢i kvadratické ¢leny. Zde q predstavuje vektor
vSech nezavislych kvadratickych kombinaci stavovych proménnych a B; je vhodna matice,
kterd linearné kombinuje tyto kvadratické ¢leny do jednotlivych rovnic.

Napiiklad pokud méme jediny kvadraticky ¢len yiy, v prvni rovnici, pak q = [y1y2]
a vektor B1q bude mit prvni slozku by1(y1y2) a ostatni slozky nulové (tj. B; mé nenulovy
kombinace y;y; (pro i < j, aby se nezdvojovaly) a matice By obsahuje v kazdém radku
koeficienty, které u prislusnych kombinaci v dané rovnici vystupuji.

Podstatné je, ze takto rozsifeny systém (3.24) ma podobnou strukturu jako linedrni
soustava: prava strana je souc¢tem linedarniho ¢lenu Ay, kvadratického ¢lenu Biq a pripadné
konstanty b. Derivovani takovéto soustavy lze provadét algoritmicky [15, 1].

Postupujeme podobné jako u linedrni soustavy, avsak musime aplikovat pravidlo pro
derivaci sou¢inu. Z derivace (3.24) dostaneme

y" = Ay’ + Bid. (3.25)

Pro vypocet ' vyuzijeme vztah (3.22), aplikovany na kazdy soucin y;y; v q. Tim ziskame
q’ vyjadrené pomoci ¢lenu yiy§~ a y,yj, coz jsou vSechny vyrazy zndmé z pavodni rovnice
(resp. z y'). Vysledek lze opét zapsat ve tvaru podobném (3.24):

y" = A(Ay + Biq +b) + B1(Az + Byw). (3.26)
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Zde A a Bj reprezentujf linearn{ kombinace, které vzniknou pii derivaci kvadratickych
¢lenu — vektor z muze zahrnovat jiz zndmé souciny a w pripadné nové tietiho fadu (pokud
by bylo tfeba).

Neni nutné zachazet do detaili této rovnice; dulezité je, Ze jednotlivé ¢leny y” lze spo-
¢itat z hodnot y a y’ pomoci operaci s maticemi A, By a kombinovdnim soucinti. Obecné

Er)y](-s) pror+s =k (coz je

kazdy k-ty derivovany ¢len q¥) vznik4 jako soucet ¢lent typu y
aplikace Leibnizova pravidla pro k-tou derivaci soucinu) [6].

Ve vysledku dostdvame pro k-tou derivaci y®) vyraz, ktery je sloZen linedrné z jiz
vypoctenych derivaci nizsich rada. To znamenad, Ze existuje rekurentni algoritmus, ktery
z hodnot y®, ...,y vypocte y*+1) bodobné snadno, jako tomu bylo v linedrnim pri-
padé [5].

V moji implementaci tuto logiku zajistuje pravé maticové vyjadieni (3.24) — pole indexu
pro y;y; a odpovidajici matice By ndm umoznuji programové (bez ru¢niho derivovani)
generovat nové Cleny Taylorovy rady.

3.2.2 Ukazkovy priklad transformace

Ackoli se predchozi ¢ast zamérila predevsim na kvadratické nelinearity, nasledujici ukazka
demonstruje, ze stejny postup lze aplikovat i na jiné typy c¢lent, napriklad goniometrické
funkece.

Pro ilustraci si ukdzeme transformaci nelinearni diferencidlni rovnice na soustavu auto-
nomnich obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

y' = sin(V/cost), y(0) = yo. (3.27)

Prava strana obsahuje vnofené funkce +/cost. Transformace zac¢ind od nejvnitinéjsi
funkce. Nejprve tedy nahradime funkci cost pomocnymi rovnicemi

y1 = cos(t),
1= —sin(t) = —yo, 0) = cos(0) =1,
Y1 . (t) Y2 y1(0) (0) (3.28)
Y2 = sin(t),
yh = cos(t) = y1, y2(0) = sin(0) = 0,
Pro /y1 zavedeme novou proménnou
Y3 = VY1,
. 1 y':iy’:_iw (3.29)
Saym Tt 2y 2y
Abychom se zbavili zlomk, definujeme y4 = y5 L
ya =13
=y,
B 3 B 3 (3.30)
Vi =3 Yy = —ys (=35 ¥2) = 35 Y2 = 3Y5Ye-
Z (3.29) a (3.30) snadno dostaneme
1
Yy = —% Yay2, y3(0) = 1(0)2=. (3.31)
Puvodni rovnice tak prechazi na tvar
y' = sinys. (3.32)
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Zavedeme dalsi pomocné proménné

Y5 = sin ys, Ye = COS Y3,

, , . , . (3.33)
Ys = COSY3 Y3 = Y6 Y3, Yo = —SINY3Ys = —Y5Y3.

Dosazenim vsech predchozich vztaht vznikne vysledny systém sedmi rovnic prvniho radu

y' = ys, y(0) = o,
Yy = —yo, y1(0) = cos0,
Yoy = 1, y2(0) = sin 0,
1

Y3 = —5Yay2, y3(0) = Vcos 0, (3:34)
Yi = 3Yiy ya(0) = ——

2 Vcos0’
Y5 = Yeys, y5(0) = sin(v/cos 0),

Y6 = —YsYs, ye(0) = Cos(v cos 0).

Tento systém lze Fesit jako autonomni soustavu ODE pomoci Taylorovy metody s ma-
ticovym pristupem.
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Kapitola 4

Implementace a experimentalni
ovéreni

V této kapitole se prace zamétfuje na implementaci a srovnani nékolika numerickych metod
pro reseni ODE. Konkrétné se jedna o Taylorovou metodu, Eulerovou metodu, Runge-Kutta
4. 7fadu a o nékolik dalsich metod. Implementace téchto metod byly provedeny v prostredi
MATLAB a Python, pricemz hlavni diraz je kladen na efektivitu vypoctu, stabilitu a pres-
nost feseni.

4.1 Vstupni parametry a inicializace

Vsechny implementované metody (Taylorova, Eulerova, RK4) pouzivaji vstupni parametry
shrnuté v tabulce. 4.1.

Pro porovnani jsou vyuzity také adaptivni vestavéné ODE-Tesice uvedené v tabulce 4.2;
u téchto metod se délka integracniho kroku neurcuje explicitné parametrem h, ale al-
goritmus ji pribézné prizpusobuje tak, aby splnil zadané relativni a absolutni tolerance
(RelTol/AbsTol v MATLABu, resp. rtol/atol ve SciPy).
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Parametr Vyznam Jednotky / typ Metoda

~
S
S S 5,
A Matice linedrni casti R™*" v v v v
systému
b Vektor konstantnich R" v v v v
Clent
B Kvadratické koefici- R™*7x"n v
enty
(4,7) Indexy proménnych — v
v kvadratickych cle-
nech
Yo Pocatecni podminky  R" v v v v
h Krok integrace S v v v v
thnal Konec¢ny cCas simulace s v v v v
€ Tolerance konver- — v v
gence Taylorovy tady
maxTerms Max. pocet ¢lenu Ta- - v v

ylorovy rady

Tabulka 4.1: Spole¢né vstupni parametry a jejich vyuziti v jednotlivych metodach

4.2 Implementace Taylorovy metody v MATLAB

Taylorova metoda je implementovana pro linearni i nelinedrni systémy. Implementace se
sklada z nékolika ¢asti: vypocet derivaci, s¢itani ¢lena Taylorovy rady a kontrola konver-
gence.

4.2.1 Linearni Taylorova metoda

Pro linedrni diferencidlni rovnice je metoda implementovana ve skriptu taylor_method.m.
Tento skript je zaméren na vypocet diferencidlnich rovnic ve tvaru:

dy

Algoritmus

1. Inicializace vstupnich parametra: Podrobny popis v tabulce 4.1

2. Vypocet derivaci: V kazdém kroku vypoctu se pocitaji derivace dle nasledujiciho

vztahu:
dky k—1 ‘
=0
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Pro kazdy krok n se iterativné pricitaji jednotlivé ¢leny Taylorovy rady, dokud neni
dosazeno stanovené presnosti €.

3. Kontrola konvergence: Pii kazdém pri¢itani nového ¢lenu rady se kontroluje, zda
velikost pricitaného ¢lenu je mensi nez stanovend tolerance. Pokud ano, vypocet se
ukondi.

4. UlozZeni vysledku: Po ukonceni vypoctu se vysledky uklddaji do vektoru yiayior pro
kazdy casovy bod.
4.2.2 Nelinearni Taylorova metoda

Nelinearni Taylorova metoda byla implementovana ve skriptu taylor_method_nonlinear.m.
Tento skript zahrnuje kvadratické nelinearni ¢leny, coz umoznuje tesit diferencidlni rovnice
nésledujiciho tvaru:

dt = Ay + Bi(yiy;) + b (4.3)

Kde B; je matice popisujici nelinedrni interakce mezi proménnymi.

Algoritmus pro nelinearni metodu

1. Inicializace vstupnich parametra: Podrobny popis v tabulce 4.1

2. Vypocet derivaci: Vypocet zahrnuje nejen linearni ¢leny, ale také kvadratické ¢leny,
které se pocitaji nasledovneé:

dk: 1- ly
k
= A y+ZAJb+Bl<Z —T it (4.4)

3. Rekurzivni vypocet: Kazdy dalsi ¢len Taylorovy rady se pri¢itd do celkového
souctu, dokud neni dosazeno pozadované presnosti.

4. Optimalizace vypoctu: Aby se predeslo zbytecnému vypoctu, kontroluje se, zda se
pri¢itané ¢leny postupné zmensuji. Pokud se dostatetné zmensi, vypocet je ukoncen
diive.

4.3 Implementace Taylorovy metody v Python

Implementace Taylorovy metody v Pythonu byla provedena priméarné za ti¢elem porovnani
jejl efektivity s implementaci v MATLABu. Tato implementace byla nasledné optimali-
zovana pomoci JIT kompilace, aby bylo mozné zhodnotit vliv optimalizace na rychlost
vypoctu a porovnat ji s ostatnimi metodami.

4.3.1 Puvodni implementace Taylorovy metody v Pythonu

Puvodni implementace Taylorovy metody v Pythonu byla navrzena tak, aby co nejvér-
néji odpovidala MATLABovské verzi metody. Pro vypocet byly vyuzity zdkladni knihovny
Pythonu jako numpy pro efektivni praci s maticemi a vektory. Algoritmus byl nasledujici:

27



1. Inicializace vstupnich parametra: Podrobny popis v tabulce 4.1

2. Vypocet derivaci: Kazdy dalsi ¢len Taylorovy rady byl poc¢itan pomoci vztahu jako
v MATLABu 4.4.

3. Rekurzivni vypocet: Vypocet probiha pomoci cyklu, kde se kazdy novy c¢len Tay-

vevys

dované presnosti € nebo maximélniho poc¢tu ¢lent maxTerms.

4. Ulozeni vysledku: Vysledky byly ukladany pro kazdy casovy krok do vektort a na-
sledné vykresleny pomoci knihovny matplotlib.

4.3.2 Optimalizace pomoci Just-In-Time kompilace

Po ptuvodni implementaci v Pythonu byla metoda optimalizovdna pomoci Just-In-Time (JIT)
kompilace za pouziti knihovny Numba. Cilem bylo vyrazné urychlit vypocet predevsim u slo-

vvvvvv

e Zrychleni vypoctu: JIT kompilace umoznuje prelozit ¢asti kédu piimo do strojového
kédu, coz vede k vyraznému zrychleni.

o Paralelni vypocet: Diky moznosti pouziti ptikazu prange lze paralelizovat vypocet,
coz vede ke zvyseni efektivity.

o Efektivni prace s pameéti: Diky optimalizaci knihovny Numba dochézi ke zlepseni
prace s maticemi a vektory.

Optimalizovanda implementace pomoci JIT kompilace probihd nasledovné:

1. Preklad funkce pomoci dekoratoru @njit. Funkce, ktera provadi vypocet jed-
notlivych ¢lentd Taylorovy fady, je oznacena dekoratorem @njit, coz umoznuje jeji
prelozeni ptimo do strojového kédu.

2. Vyuziti paralelizace. Pomoci prange je umoznéno rozdéleni vypoctu do vice vldken,
coz umoznuje urychlit vypocet pii pouziti vicejadrového procesoru.

3. Optimalizace maticovych operaci. Veskeré operace s maticemi jsou provadény

pomoci knihovny numpy, coz zajistuje efektivni praci s paméti a rychlé operace.

Tento postup umoznil zna¢né urychleni vypoc¢tu v porovnani s puvodni implementaci.

4.4 Implementace metod pro porovnani nastroji MATLAB
a Python (Euler a Runge-Kutta)

V této casti jsou popsany implementace zédkladnich numerickych metod pro reSeni obycej-
nych diferencialnich rovnic, které slouzi jako referenéni metody pro porovnani s Taylorovou
metodou. Konkrétné se jednd o Eulerovu metodu a metodu Runge-Kutta 4. fddu. Imple-
mentace téchto metod jsou provedeny jak v prostiedi MATLAB, tak v Pythonu. Jelikoz se
jedna o bézné pouzivané metody, jsou jejich algoritmy velmi podobné v obou prostredich.
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4.4.1 FEulerova metoda

Eulerova metoda je zakladni numericka metoda prvniho radu pro reseni obycejnych diferen-
cialnich rovnic. Jeji jednoduchost spoc¢iva v priblizném vypoctu feSeni pomoci linearniho
rozvoje funkce.

Algoritmus

1. Inicializace vstupnich parametri: Podrobny popis v tabulce 4.1. Velikost inte-
grac¢niho kroku A zaroven urcuje presnost metody — globalni chyba explicitni Eulerovy
metody je fadu O(h), takze zmensenim h lze doséhnout vyssi presnosti (na rozdil od
Taylorovy metody, kde se konvergence 1idi toleranci ¢).

2. Vypocet diferencialnich rovnic pomoci Eulerovy metody:
Ynil1 =Yn+ h(Ayn + b). (4.5)

3. Ulozeni vysledku: Vysledky jsou ukladany pro kazdy ¢asovy krok do matice Y, kde
kazdy sloupec odpovida hodnoté v daném case.

4. Iterace pres vSechny c¢asové kroky: Algoritmus se opakuje az do dosazeni konec-
ného ¢asu tgpal.
4.4.2 Metoda Runge-Kutta 4. radu

Metoda Runge-Kutta 4. fadu (RK4) patii mezi klasické metody pro feseni ODE. Jedn4 se
o metodu ¢tvrtého fadu s dobrou presnosti a stabilitou, coz ji ¢ini vhodnou pro porovnani
s Taylorovou metodou.

Algoritmus

1. Inicializace vstupnich parametrt: Podrobny popis v tabulce 4.1. Velikost kroku
h soucasné urcuje i presnost metody: globalni chyba klasické metody Runge-Kutta
¢tvrtého fadu klesa jako O(h?), takze zmensenim h lze dosdhnout vyrazné rychlejsiho
zpresnéni nez u Eulerovy metody (fad O(h)).

2. Vypocet diferencialnich rovnic pomoci metody RK4:

(a) Vypocet mezikroki:

k1 = Ayn + b7
h
ko = A(}’n + 2k1> +b,
b (4.6)
k3 = A(yn + 2k2> +b,
ky = A(Yn + hk‘g) + b.
(b) Aktualizace hodnoty y:
h
Yni1 = Yo + & (ki 4 2ks + 2ks + ka). (4.7)

3. UloZeni vysledkii: Vysledky jsou ukladany pro kazdy casovy krok do matice Y.

4. Tterace pres vSechny c¢asové kroky: Vypocet pokracuje az do dosazeni konec¢ného
Casu tﬁnal.
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4.4.3 Implementace pro MATLAB a Python

Implementace v MATLABu i Pythonu probihéd obdobnym zptisobem. Rozdily spocivaji
predevsim v syntaxi obou jazykl a v pouziti knihoven:

e MATLAB: Vypocty jsou provadény pomoci maticovych operaci, coz je vyhodné
zejména pro linedrni systémy.

e Python: Implementace pouziva knihovnu numpy pro efektivni praci s maticemi a vek-
tory. Pro naslednou optimalizaci byly pouzity knihovny Numba.

Obé metody (Eulerova a Runge-Kutta) jsou implementovany v MATLABu a Pythonu.
Jelikoz algoritmus je totozny, vysledky jsou vhodné pro porovnani s Taylorovou metodou.

YoV o

4.5 Prehled vestavénych adaptivnich resict

V nésledujici tabulce se nachazi struény popis jednotlivych metod, které byly pouzity pro
porovnani.

Resi¢  Struény popis metody
MATLAB
ode23  Bogacki-Shampine, explicitni RK fadu 2/3 [2]
ode45  Dormand-Prince, explicitni RK fadu 4/5 [7]
ode78  Explicitni Runge-Kutta fadu 7/8 [9]
0ode89  Explicitni Runge-Kutta fadu 8/9 [9]
ode113 Adams-Bashforth-Moulton, PECE schéma (fad 1-13) [19]

Python (SciPy)
RK23 Bogacki-Shampine, explicitni RK fadu 2/3 [2]
RK45 Dormand-Prince, explicitni RK fadu 4/5 [7]
DOP853 Dormand-Prince 8(5,3), explicitni RK fadu 8 [7]
LSODA  LSODA - Adams / BDF s automatickou detekei tuhosti [10]

Tabulka 4.2: Seznam vestavénych adaptivnich resi¢t obycejnych diferencialnich rovnic, které
jsou v praci vyuzity pro porovnani s Taylorovou metodou.

4.6 Zabudované resice v MATLABu

Prostiedi MATLAB nabizi vesavéné adaptivni fesi¢e pro netuhé (nonstiff) ODE. Nejpopu-
larnéjsi jsou ode23 a ode4db, které vyuzivaji explicitni Runge-Kutta metody s vlozenymi
vzorci 3. a 5. fadu pro odhad lokalni chyby. Konkrétné resi¢ ode23 je zaloZen na paru for-
muli 2. a 3. Fddu (Bogacki-Shampine) [21, 2], zatimco ode45 vyuziva slozitéjsi par 4. a 5.
radu (Dormand-Prince) [22, 7]. V kazdém kroku se vypocitaji dvé aproximace FeSeni riz-
ného rddu a z jejich rozdilu se stanovi lokélni chyba, podle které fesi¢ automaticky upravuje
délku kroku integrace tak, aby dodrzel danou toleranci.

V novéjsich verzich MATLABu pribyly metody vyssiho fadu ode78 a ode89, které vy-
uzivaji explicitni metody RK fadu 7/8 a 8/9. Tyto metody dokézou pro hladkéd feSeni
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s vysokymi naroky na presnost dosdhnout vyssi efektivity nez ode45 [9]. Pro velmi pfesné
integrace hladkych netuhych systému miize byt efektivnéjsi ode78 a 0de89 je pak vyhod-
néjsi u extrémné hladkych systému na dlouhych intervalech nebo pri velmi prisné tole-
ranci [23, 24].

Odlisny pristup mé vicekrokovy fesi¢ ode113, ktery implementuje Adams-Bashforth-
Moultoniiv prediktor-korektor s proménnym krokem a rfadem. 0del113 adaptivné voli iad
metody od 1 do 13 podle potfeby [19]. Jedna se o PECE algoritmus (Predict-Evaluate-
Correct-Evaluate), kde explicitni Adams-Bashforth prediktor odhaduje novy bod a poté
implicitni{ Adams-moulton korektor zptesni feseni s vyuzitim predchozi predikce. Diky tomu
neni nutné pri korekci resit nelindrni rovnice iterativné od nuly — korekce vyuzije zname
derivace z prediktoru. Resi¢ ode113 efektivné spojuje vyhody explicitnich a implicitnich
metod: vyuziva informace z nékolika predchozich krokt a soucasné zachovava automatickou
kontrolu chyby a kroku integrace jako jednokrokové RK metody [19]. Na za¢atku vypoctu
provede ode113 potiebné zavadéci kroky nizsiho fadu (dokud nemd k dispozici dostatek
bodu pro viceclenny vzorec) a poté dynamicky upravuje jak velikost kroku, tak fad metody.

Vsechny uvedené MATLAB fesice (ode23, ode45, 0ode78, 0de89 i ode113) jsou navrzeny
pro netuhé tlohy — v pripadé vyskytu tuhosti (stiffness) mohou selhdvat nebo byt nedmeérné
pomalé, a je proto vhodné pouzit alternativni metody pro tuhé ODE, napiiklad ode15s [20].

4.7 Testovaci priklady

V této ¢asti jsou popsany vysledky testovani implementovanych metod na vybranych expe-
rimentech.

4.7.1 Vysledky linedrniho problému (sinus a kosinus) v jazyce Python

Pro testovani byl zvolen jednoduchy linearni oscilator 4’ = Ay, kde

a=(4 o) o= () 0= (),

tedy harmonicky oscilator s analytickym resenim

i (0) = [0

Metody byly testovany ve tfech ruznych konfiguracich, které se liSily nastavenim pres-
nosti a krokua. Vysledky jsou shrnuty v tabulkach 4.3-4.5.

7 tabulky 4.3 vyplyva, ze Taylorova metoda slouzi jako referenc¢ni. I kdyz neni nejpres-
néjsi, ma solidni kompromis mezi ¢asem a presnosti. Naproti tomu metoda RK4 doséhla
extrémné nizké chyby, ale za cenu vice nez Sestindsobného casu. Adaptivni fesi¢ DOP853
dosahl velmi nizkého ¢asu a chyby pod 1072, a byl tedy v tomto nastaveni nejrychlejsi.

Pfi zprisnéné toleranci (tabulka 4.4) se vyrazné zlepSila presnost adaptivnich fesiciu,
zejména u DOP853 a LSODA. Taylorova metoda ale zustala nejrychlejsi, i kdyz jeji chyba
se nezménila. Z toho plyne, 7ze pro pozadovanou piesnost kolem 107 je Taylorova metoda
stale vyhodnd, pokud chyba v ¥adu 1072 postacuje.
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Metoda Pocet kroki Chyba Cas [s] Pomeér

MTSM 500 2.02809e-03  0.0148015 1
Euler 5000 2.84016e-01  0.0285306 1.92755
RK4 5000 4.16667e-09  0.0923352 6.23823
RK23 120 1.46297e-01  0.00516272  0.348797
RK45 46 3.50462¢-02  0.00304627 0.205808
DOP853 21 8.20996e-03  0.00220966 0.196579
LSODA 167 8.76407e-02  0.00316978 0.214152

Tabulka 4.3: Prvni sada vysledktt (TOL = 1073, MTSMror, = 1073, MTSM);, = 0.1s,
h =0.01s).

Metoda Pocet kroku Chyba Cas [s] Pomeér
MTSM 500 2.02809e-03  0.0130312 1
Euler 5000 2.84016e-01  0.0250142 1.91955
RK4 5000 4.16666e-09  0.100543 7.71557
RK23 2628 1.46339e-05  0.109131 8.37457
RK45 292 2.16023e-06  0.019382 1.48735
DOP853 61 2.79079e-07  0.00703979 0.540224
LSODA 322 3.91432e-06  0.00506163 0.388422

Tabulka 4.4: Druhd sada vysledkt (TOL = 107, MTSMror, = 1073, MTSM), = 0.1s,
h =0.015s).

Metoda Pocet kroku Chyba Cas [s] Pomér
MTSM 5 7.12078e-05 0.00146699 1
Euler 5000 2.84016e-01  0.0245295  16.7209
RK4 5000 4.16666e-09  0.093372  63.8859
RK23 120 1.46297e-01  0.00455332 3.10385
RK45 46 3.50647e-02  0.00268173 1.82805
DOP853 21 8.00147e-03 0.00221133 1.50739
LSODA 167 8.76407e-02 0.00227547 1.55111

Tabulka 4.5: Tteti sada vysledktt (TOL = 107, MTSMror, = 10~%, MTSMj, = 10s,
h =0.01s).
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Ve tretim testu (tabulka 4.5) Taylorova metoda dosahla pouze 5 kroku a stale velmi
vykazovaly stabilni casy, ale byly vyrazné pomalejsi nez MTSM.

Vysledky testi linearniho oscilatoru ukazuji, ze pro tento typ tloh je Taylorova metoda
velmi efektivni z hlediska poméru presnosti a vypocetniho casu, zejména pfi vhodném
nastaveni kroku a tolerance. V pripadé linedrnich problému Taylorova metoda dosahuje
dobrych vysledki i bez optimalizace JIT kompilaci, na rozdil od nelinearnich systémii,
kde je optimalizace zasadni pro dosazeni konkurenceschopnych vypocetnich ¢asu, jak bylo
ukazano v sekci o Lorenzové systému.

4.7.2 Automatické nastaveni radu (ORD)

V této Casti je prezentovano experimentalni ovéreni efektivity automatického nastaveni radu
(ORD) pomoci Taylorovy metody. Pro experiment byl zvolen testovaci piiklad, ktery fesi
soustavu diferencialnich rovnic:

y =z y(0)=0,
2 =—y, 2(0)=5,

s analytickym feSenim:
y =b5sin(t), 2z = 5cos(t).

Pti experimentu byly pouzity hodnoty:
0 1 0
=(G0) =)

Pro numerické feSeni byla pouzita presnost ¢ = 1072 a byly zkoumény rézné hodnoty
kroku h. Byla analyzovana predevsim funkce chyby, kterd ukazuje absolutni chybu oproti
analytickému Teseni.

Vysledky experimentu

; %1015 Funkce chyby pro h = 0.01
T
-
6 - A §
» s
P Lo
> 2 LN . -
5F 1t i KZ4 [ ..
- T e N woe ATt
I LAY ..-“,(1\. v
# P ~ B4 . v
4r L K AT S 4 2
o e RV
LY o x> 4

0 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Cas [s]

Obrazek 4.1: Funkce chyby pro h = 0.01s.
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Diskuse vysledki

Z grafu na obrazku 4.1 je patrné, Ze absolutni chyba je velmi mald (fadové 1071%), coz
odpovida presnosti blizké strojové presnosti (tzv. numerické nule) a dokazuje vysokou pres-
nost metody. PTi vypoctu s krokem h = 0.01 s byla hodnota ORD konstantni a rovna 6 pro
vSechny kroky vypoctu.

1014 Funkce chyby pro h=1

18

Cas [s]
Obrazek 4.2: Funkce chyby pro h = 1s.

Pii kroku h = 1s (viz obrazek 4.2) je chyba mirné vyssi (fddové 10713). Pro tento vétsi
krok byla hodnota ORD také konstantni a rovna 8 pro vSechny kroky vypoctu. Toto zvysSeni
poctu clent Taylorovy rady pri vétsim kroku je logické, protoze s rostouci velikosti kroku
je potreba vice ¢lent rozvoje pro zachovani pozadované presnosti vypoctu.

4.7.3 Kruhovy test a porovnani metod

V nésledujicim experimentu byly srovnany rtizné numerické metody na prikladu kruhového
testu. Sledovana byla pfesnost jednotlivych metod a pocet ¢lent Taylorova rozvoje (ORD)
pii pouziti Taylorovy metody. Resend soustava diferencidlnich rovnic byla definovana jako:

s analytickym feSenim:
y =sin(wt), =z = cos(wt).

Parametry experimentu byly nasledujici:
o Frekvence w = 1rad - s71,
e Casovy interval ¢t € (0,50) s,
e krok h = 0.1s,

e presnost TOL = 1076,
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Vysledky experimentu

Na nésledujicich obrazcich jsou prezentovany vysledky kruhového testu a hodnoty ORD.
Pro kazdy fesi¢ byly vykresleny trajektorie y(t) proti z(t), které by pfi idealnim Feseni mély
tvorit kruh. Analytické Teseni bylo vykresleno samostatné pro porovnani.

Kruhovy test pro Taylor

Kruhovy test pro Euler
10f ok ' :

0.5r

-0.5

-1 0.5 0 0.5 1
Y

(a) Kruhovy test pro Taylorovu metodu. (b) Kruhovy test pro Eulerovu metodu.

Kruhovy test pro ode23 Kruhovy test pro ode45
0 ORD e, Wﬁﬁ
08 r 9@9 S ) 0.8+ © J%(Q} ]
06 o8t ® 5
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(¢) Kruhovy test pro metodu ode23.

1

(d) Kruhovy test pro metodu ode45.

Analytické feseni
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-06
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0
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(e) Analytické fesen{ kruhového testu.

Diskuse vysledki

Na zdkladé vysledkt kruhového testu (viz Obrazky 4.3a—4.3d) je ziejmé, ze Taylorova me-
toda, metoda Runge-Kutta a adaptivni metody MATLAB ode45, 0de78, 0de89 a odel113
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vykazuji vysokou presnost. Jejich trajektorie se velmi blizi analytickému feseni (viz Obréa-
zek 4.3e). Naopak Eulerova metoda vykazuje znaénou nepiesnost, coz je patrné z deformace
trajektorie do spiraly.

P1i vypoctu pomoci Taylorovy metody se ukazalo, ze metoda pouziva konstantni pocet
¢lentt ORD = 5 po celou dobu simulace. Tato vlastnost potvrzuje stabilitu metody pfi reseni
tohoto linearniho problému.

Vysledky kruhového testu: Porovnani resica

V nasledujicich tabulkach jsou shrnuty vysledky kruhového testu pro w = 1rad -s~! a éa-
sovy interval ¢ € (0,50). Byla porovnavana Taylorova metoda, Eulerova metoda metoda
Runge-Kutta a vybrané odeXX feSic¢e z prostiedi MATLAB.

Sledovanymi kritérii jsou:

e Pocet kroku — pocet kroku, které resi¢ pouzil,
e Chyba — maximalni chyba oproti analytickému fesSent,
Chyba = maXtHY(t) - Yanalytical(t)HQ (4-8)

kde y(t) je numerické TeSeni a yanalytical(t) je analytické feSeni v ¢ase t. Pro kruhovy
test je analytickym fesenim kombinace funkci sinus a kosinus:

Yanalytical (t) = [EE;((‘:?)] (4.9)

« Cas [s] - doba vypoctu,
e Pomeér — pomér ¢asu vypoctu vici casu Taylorovy metody,

. cas vypoctu resice
Pomér =

4.10
cas vypoctu Taylorovy metody ( )

Pokud mé Pomér hodnotu vétsi nez 1, znamend to, ze dany resi¢ je pomalejsi nez
Taylorova metoda.

Metoda Pocet kroki  Chyba Cas [s] Pomér

MTSM 501 6.9439e-07  0.0008679 1

Euler 5001 0.28402 0.0010828  1.2476
RK4 5001 4.1667e-09  0.0038001  4.3785
ode23 169 0.054813  0.0011718  1.3502
ode4b 241 0.0074474  0.0007982 0.91969
0deT8 201 0.0074212  0.0010434  1.2022
0de89 241 0.00023394 0.0011876 1.3684
odell3 106 0.030287  0.0012326  1.4202

Tabulka 4.6: Prvni sada vysledkii (TOL = 1073, MTSMror, = 1076, MTSM;, = 0.1s,
h =0.01s).

Metoda RK4 dosahuje nejvyssi presnosti (chyba fadové 1079), ale za cenu nejdelsiho
vypocetniho ¢asu, coz odpovidd pomeéru 4.3785 vici Taylorové metodé. Metoda ode45 je
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jedind, ktera bézi rychleji nez Taylorova metoda, ale neni zdaleka tak presna. Eulerova
metoda je sice relativné rychld, ale ma pomérné vysokou chybu (fddové 1071).

Metoda Pocet kroki  Chyba Cas [s] Pomér
MTSM 501 6.9439e-07  0.00108300 1
Euler 5001 0.28402 0.00116790  1.0784
RK4 5001 4.1667e-09 0.00385770  3.562
ode23 3575 5.7474e-06  0.00825680  7.624
ode4b 1485 6.3518e-07 0.00191050 1.7641
0de78 593 8.6392e-08 0.00186660  1.7235
0de89 a7 1.9062e-08 0.00216070  1.9951
odell3 260 1.836e-06  0.00251830  2.3253

Tabulka 4.7: Druhd sada vysledki (TOL = 10~7, MTSMror, = 1076, MTSM;, = 0.1s,

h=0.01s).

Tabulka 4.7 ukazuje srovnani metod pti vyssi pozadované pfesnosti u vestavénych metod

(TOL = 1077). Je vidét, Ze vSechny adaptivni fesice (ode23, ode45, ode78, ode89, odell3)
vyrazné zvysily pocet krokt oproti predchozimu testu, coz vedlo k lepsi presnosti, ale za
cenu delsiho vypocetniho ¢asu. Metoda ode89 dosahuje nejlepsi presnosti, zatimco RK4
si udrzuje vysokou presnost pri pevném poctu krokt, ale s trikrat delSim ¢asem vypoctu
nez Taylorova metoda. Metoda ode23 vykazuje nejvyssi pomér Casu, coz naznacuje nizsi

efektivitu pri pozadavcich na vyssi presnost.

Metoda Pocet kroki  Chyba Cas [s] Pomér
MTSM 6 7.1208¢-05  9.9¢-05 1

Euler 5001 0.28402  0.0016047  16.209
RK4 5001 4.1667e-09 0.0037523  37.902
ode23 3575 5.7474e-06  0.0082153  82.983
odedb 1485 6.3518e-07 0.0019629  19.827
ode78 593 8.6392e-08 0.0016759  16.928
ode89 577 1.9062¢-08  0.0018621  18.809
odell3 260 1.836e-06  0.0024002  24.244

Tabulka 4.8: Tieti sada vysledk@t (TOL = 10~7, MTSMror, = 1074, MTSM;,, = 10s,

h =0.01s).

V tabulce 4.8 jsou patrné extrémni odchylky v po¢tu kroku a chybé — Taylorova metoda

pfi velmi velkém kroku (MTSM; =

10s) provede jen 6 krokt, ale chyba je vétsi nez

v ptredchozich experimentech (7.12 x 1075). Metoda RK4 dosahuje stdle nejlepsi piesnosti
(4.17x1079), ale za cenu vyrazné vyssiho ¢asu vypoctu (37.9x delsi nez Taylorova metoda).
Zajimavé je, ze ode23 ma extrémné vysoky pomér casu v porovnani s ostatnimi metodami.
Adaptivni fesice drzi chybu o nékolik fadu nize nez Taylorova metoda, ale cenou je vyrazné
delsi vypocetni ¢as u vSech metod (Pom&r > 16 pro vSechny). Pfi tomto nastaveni se pocet
pouzitych ¢lentt Taylorovy fady zvysuje, coz je vidét na obrazku 4.4.
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ORD funkce pro MTSMh =10s
40 T T

35 L] L] L]
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Cas [s]

Obréazek 4.4: ORD funkce pro MTSMy, = 10s.

Dalsi sada experimentti ukazuje chovani systému pro w = 100rad - s~!. Experiment je
proveden s parametry TOL = 1 x 1073, MTSMzor, = 1 x 1079 a krokem h = 0.01s.
Vysledky kruhovych testu pro vSechny numerické metody jsou zobrazeny na obrazcich 4.5.
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(¢) Kruhovy test pro metodu RK4.

Kruhovy test pro ode45

(e) Kruhovy test pro Fesi¢ ode45.

Kruhovy test pro ode89

(g) Kruhovy test pro fesi¢ ode89.

Obrazek 4.5: Kruhové testy pro adaptivni feSice odedb, ode78, ode89 a odell3
100rad -s~!, TOL =1 x 1073, MTSMror, =1 x 1075, h = 0.01s.
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(b) Kruhovy test pro Eulerovu metodu.

Kruhovy test pro ode23

(d) Kruhovy test pro fesi¢ ode23.
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(f) Kruhovy test pro Fesi¢ odeTs.

Kruhovy test pro ode113

(h) Kruhovy test pro Fesi¢ odell3.



Analytické reseni

Obrazek 4.6: Analytické Feseni kruhového testu pro w = 100rad - s~.

Metoda Pocet krokit  Chyba Cas [s] Pomér

MTSM 5001 0.0001249 0.0099037 1

Euler 5001 Inf 0.0010456  0.10558
RK4 5001 1.0554 0.0037301 0.37301
ode23 4855 1.011 0.010931  1.1037
ode4d 23201 0.73986 0.024981  2.5224
ode78 18777 0.0044686  0.043699  4.4124
0de89 23113 0.020748  0.066189  6.6832
odell3 9889 2.0869 0.061666  6.2266

Tabulka 4.9: Vysledky numerického Feseni systému s w = 100rad - s~ TOL = 1 x 1077,
MTSMror, =1x107% h=0.01s.

Tabulka 4.9 ukazuje vysledky numerického feseni systému s vysokou frekvenci. Z vy-
sledki je patrné, ze Taylorova metoda dosahuje nejlepsi presnosti ze vSech testovanych
metod. Pro toto feseni Taylorova metoda vyuzivd konstantné 10 ¢lent rady (ORD=10)
v kazdém kroku, coz zajistuje dostatecnou presnost i pfi takto vysoké frekvenci. Eulerova
metoda pri této frekvenci zcela selhavd, coz je indikovano nekoneénou chybou (Inf). Metoda
RK4, prestoze pouziva stejny pocet kroku jako Taylorova metoda, vykazuje vyrazné vyssi
chybu.

Zajimavé je také chovani adaptivnich metod. Prestoze tyto metody automaticky prizpu-
sobuji velikost kroku, vSechny kromé metody ode78 maji pomérné vysokou chybu. Metoda
oded5 pouzila nejvice krokti, ale jeji chyba je stale relativné vysoka. Metoda ode78 dosahuje
druhé nejlepsi presnosti, ale za cenu vice nez ¢tyrnasobného ¢asu vypoctu oproti Taylorové
metodé.

7 ¢asového hlediska je Eulerova metoda nejrychlejsi, ale jeji vysledky jsou nepouzitelné.
Taylorova metoda predstavuje optimalni kompromis mezi presnosti a vypocetni narocnosti.
Adaptivni metody vysokého fadu nam davaji dobrou presnost, ale za cenu delsiho casu
potfebnou na vypocet.
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4.7.4 Vypocet koeficientii Fourierovy rady

Nasledujici priklad ukazuje vypocet koeficienti Fourierovy rfady pomoci soustavy diferenci-
alnich rovnic. Fourierova fada predstavuje vyznamny matematicky nastroj, ktery umoznuje
reprezentovat periodickou funkci jako nekoneénou sumu harmonickych funkci. Tento roz-
klad ma uplatnéni ve velké skale aplikaci, naptiklad analyza signalti nebo Teseni parcialnich
diferencialnich rovnic.

Libovolnou periodickou funkci f(¢) s periodou T lze vyjadrit pomoci Fourierovy rady
ve tvaru:

a > > .
F) ::2;—k%{%ak(x$(kwt)ﬁ-%{%bksuﬂkam), (4.11)

kde koeficienty Fourierovy rady jsou definovany nasledujicimi integra¢nimi vztahy:

9 T
%:/fwﬁ, (4.12)
T Jo
9 T
ap = T/ f(t)cos(kwt)dt, k=1,2,3,..., (4.13)
0
9 [T
by = T/ f(t)sin(kwt)dt, k=1,2,3,..., (4.14)
0

pricemz w = 2% je uhlova frekvence.

Transformace na pocéatec¢ni tlohu

Vypocet defini¢niho integralu

T
Y :/ f(z)dx (4.15)
0
lze prevést na Teseni pocatecni tlohy:

y' = f(x), y(0)=0, (4.16)

kde hodnota feseni y(T') v ¢ase T' odpovidé piimo hledané hodnoté integralu Y. Ana-
logicky lze postupovat i pii vypoctu koeficienta Fourierovy rady, které lze formulovat jako
pocatecni tulohy:

f(t) cos(kwt), ar(0) =0, (4.17)

Nl

aj, =
kde Feseni ag(T) reprezentuje hodnotu koeficientu Ayg.

Testovaci priklad

Pro verifikaci efektivity numerickych metod byl zvolen jednoduchy modelovy priklad funkce
f(t) = sin?(wt) (4.18)

s parametry w = 2% = 7 rad-s~! pro periodu T = 2 s.
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Pro tuto specifickou funkci ma Fourierova rada pouze dva nenulové koeficienty, a lze ji

zapsat ve tvaru:

Analytické TeSeni dava:

kdeA():laAgz—

o o o
IS > @ N

Fourierovy koeficienty
o
o

1
3

sin?(wt) = a—; + ag cos(2wt)

.2
f)=-—=
sin”(wt) 57 5

1
cos(2wt)

Fourierovy koeficienty pro f(t) = sinz(u 1)

%

)

(4.19)

(4.20)

Obréazek 4.7: Casovy vyvoj hodnot koeficienttt Fourierovy fady ag a as béhem numerické
integrace pro funkci f(t) = sin?(wt). Graf ilustruje konvergenci koeficientti k jejich analy-
tickym hodnotam Ag =1a Ay = —0.5 v ¢ase t = 2 s.

Implementace systému ODE

Pro efektivni numerické feseni byl problém formulovan jako soustava 11 linearnich diferen-
cidlnich rovnic prvniho radu:

Y = ys,
L2
Yz = T?Jﬁa
Y3 = 2wy4,
vy = w(ys — ya),
Y5 = —2wya,

Ys = w(y10 — Y6 — 2Y9),
Yo = w(y11 — Y7 + 2ys),
Yo = —2w(ys + y11),
—2w(y9 — Y10),

<
AN
=

I

42

y1(0) =0,
y2(0) =0,
y3(0) =0,
ya(0) =0,
y5(0) = 1,
y6(0) = 0,
y7(0) =0,
ys(0) =0,
yo(0) =0,
y10(0) = 1,
y11(0) =0

(4.21)



Jak je patrné z obrazku 4.7, hodnoty koeficienti ag a as postupné konverguji k jejich
analytickym hodnotam. V ¢ase t =T = 2 s dosahuje koeficient ag hodnoty 1 a koeficient ag
hodnoty —0.5, coz presné odpovida analytickému reseni. Modra ktivka reprezentuje casovy
vyvoj koeficientu ag, zatimco Cervend prerusovand kiivka znézornuje vyvoj koeficientu as.

Metoda Chyba Cas [s] Pomér

MTSM 3.55e-13  1.7920e-02 1.0
Euler 2.42e-01  7.9817e-03 0.4
RK4 9.04e-07 4.5127e-03 0.3
ode23 3.06e-10  9.0165e-02 5.0
odedb 9.65e-12  1.8481e-02 1.0
0de78 6.81e-13  1.5261e-02 0.9
ode89 7.53e-14  1.3109e-02 0.7
odell3 1.60e-10  4.9153e-02 2.7

Tabulka 4.10: Vysledky numerického vypoctu koeficientit Fourierovy fady pro testovaci
pifklad f(t) = sin?(wt) pomoci linedrniho systému 11 diferencidlnich rovnic.

Analyza vysledki

Provedené numerické experimenty demonstruji vysokou efektivitu Taylorovy metody, ktera
dosahuje vynikajici pfesnosti pii minimalnim vypocetnim casu. Z tabulky 4.10 je patrné,
7e MTSM dosahuje velmi vysoké piesnosti s chybou fadu 10713,

eV,

evv,

ze vSech testovanych metod.

Mezi testovanymi vestavénymi resici vykazuje nejlepsi presnost metoda ode89 s chybou
fadu 1071, ktera predéi i Taylorovu metodu, a to p¥i 0.7nasobku jejtho vipocetniho ¢asu.
Metoda ode78 dosahuje podobné piesnosti jako Taylorova metoda (fadu 107!3) pii mirné
nizsim vypocetnim cCase.

Resice ode23 a odel13 poskytuji presnost fadu 10710, avsak za cenu vyssiho vypocetniho
casu. Zejména Tesi¢ ode23 vykazuje bkrat delsi vypocetni ¢as nez Taylorova metoda, zatimco
odell3 je priblizné 2.7krat pomalejsi.

Celkové vysledky ukazuji, ze pro tento konkrétni problém vypoctu Fourierovych ko-
eficientii nabizejl metody ode89 a 0de78 nejlepsi pomér presnosti a vypocetni naroc¢nosti,
nasledované Taylorovou metodou.
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Alternativni nelinearni formulace

V ramci vyzkumu efektivity riiznych formulaci problému byl testovan také alternativni
pristup s nelinedarnim systémem sedmi diferencialnich rovnic prvniho fadu:

Y1 = U3 y1(0) =

Yy = %yw& y2(0) =0,

Y3 = 2wy, y3(0) = 0,

Yy = w(ys —y3), va(0) =0, (4.22)
Ys = —2wyu, ys5(0) =1,

Yp = —2wyr, y6(0) =1,

yh = 2wy, y7(0) = 0.

Tento systém je charakteristicky pritomnosti nelinedrniho ¢lenu v druhé rovnici, kde se
Vyskytuje souéin proménnych Y3 a y6 Takové systémy predstavuji dodateénou Vyzvu pro
pristup.

Pro 0c¢inné reseni tohoto nelinedrniho systému byla pouzita rozsifena verze Taylorovy
metody (MTSM) s automatickym vypoctem vyssich derivaci. Vysledky numerickych expe-
rimentl pro nelinearni formulaci systému jsou shrnuty v tabulce 4.11.

Metoda Cas [s] Pomér ||chybal
MTSM 5.23100e-04 1.0 1.98e-07
ode23 1.81302e-02 34.7  1.02e-09
ode4b 1.67600e-03 3.2 1.15e-10
0deT78 1.03610e-03 2.0 1.08e-12
0de89 9.63800e-04 1.8  2.78e-12
odell3 1.46760e-03 2.8  2.32e-11

Tabulka 4.11: Vysledky numerického vypoctu koeficienti Fourierovy fady pomoci nelineér-
niho systému 7 diferencidlnich rovnic pro testovaci piiklad f(t) = sin®(wt).

Srovnani linearni a nelinearni formulace

Srovnani vysledku z tabulek 4.10 a 4.11 poskytuje zajimavy pohled na efektivitu ruznych
formulaci problému. Zatimco linearni systém vyzaduje 11 diferencidlnich rovnic, nelinearni
formulace obsahuje pouze 7 rovnic, coz teoreticky muize vést k nizsi vypocetni naroc¢nosti.

Prestoze nelinearni formulace s mensim poc¢tem rovnic nabizi potencidlni vyhodu v men-
$im poctu vypocetnich operaci, z vysledku je patrné, zZe linedrni systém s 11 rovnicemi
umoziuje Taylorové metodé dosdhnout podstatné vyssi presnosti (chyba fadu 10712 oproti
10~ u nelinedrniho systému). Rozdil v piesnosti naznacuje, Ze linerni formulace je pro
Taylorovu metodu numericky stabilnéjsi, prestoze vyzaduje vice rovnic.

Je vsak zajimavé, ze v pripadé nelinearniho systému dosahuji vestavéné metody s adap-
tivnim krokem (zejména ode78 a 0de89) vynikajici presnosti, srovnatelné nebo dokonce lepsi
nez Taylorova metoda u linearniho systému, a to pfi vyrazné nizsich vypocetnich c¢asech.
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Zejména metoda ode78, kterd u linedrniho systému vykazovala netimérné vysoky vypo-
Cetni ¢as (394,7krat vyssi nez MTSM), je u nelinedrniho systému pouze 2krat pomalejsi nez
Taylorova metoda a pfitom dosahuje piesnosti fadu 10712,

Toto pozorovani naznacuje, ze volba vhodné formulace problému a odpovidajici nume-
rické metody mize vyznamné ovlivnit efektivitu vypoctu. Pro Taylorovu metodu je v tomto
pripadé vyhodnéjsi linearni formulace, zatimco vestavéné adaptivni fesice si prekvapive lépe
poradi s nelinedrni formulaci s mensim poc¢tem rovnic.

4.7.5 Lorenziuv systém

Prezentovany priklad demonstruje chovani nelinedrniho systému — Lorenzova systému, ktery
jako prvni popsal Edward Lorenz v [14]. Tento matematicky model objastiuje nepredvidatel-
nou dynamiku atmosférickych jevii. Dle Lorenzovy teorie lze atmosféru planety modelovat
jako dvourozmérnou tekutinovou bunku s vertikdlnim teplotnim gradientem — ohfivanou
zespodu a ochlazovanou shora, jak uvadi [11]. Dynamika této tekutiny je charakterizovina
nésledujicim trojrozmérnym systémem obycejnych diferencidlnich rovnic (4.23)

=0y —x) z(0) =1
Y =pr—y— a2z y(0) =1 (4.23)
Y =xy— Bz 2(0) =1,

kde o je Prandtlovo ¢islo, p je Rayleighovo ¢islo a 8 je parametr souvisejici s fyzi-
kalni velikosti systému. Chovani systému zavisi na hodnotach parametrii a pocatecnich
podminkéch. Typickou vlastnosti tohoto modelu je vysoka citlivost na pocatecnich pod-
minkach. Nepatrné zmény pocatecniho stavu mohou vést k odlisnym trajektoriim, coz vy-
svétluje zdsadni omezeni dlouhodobé predpovédi pocasi. Soustavu rovnic (4.23) lze prepsat
do maticovo-vektorové reprezentace

T -0 O 0 0 0 0 1 3
Yy=1v1, A= P —1 0 y b=|(0 y Bl =|-1 0 y Yij = (1 2) . (424)
z 0 0 -p 0 0 1

Pro experimenty byly pevné stanoveny parametry o = 10 a § = 8/3. Ménén byl pouze
parametr p, aby bylo dosazeno ruzného chovéani systému (4.23). Pro p = 28, hodnotu pi-
vodné pouzitou Lorenzem [14], je pozorovano chaotické chovani. Pro vysoké hodnoty p, napf.
p = 160, je Feseni periodické [12]. Pro p = 23.7 je TeSeni stabilni. Dva rovnovazné body lze
vypocitat pomoci (4.25). Pocatecni podminky byly poté vypocteny pridanim konstantniho
vektoru v = (0,2, 0) k rovnovaznému bodu Q7 [11, §].

QF = (£VBp—1),£V/B(p—1),p—1). (4.25)

Pro experimenty s Lorenzovym systémem byly tolerance pro vsechny numerické fesice
nastaveny na 1 x 1071, Maximalni simulac¢ni ¢as byl nastaven na t,,q; = 100s pro vsechny
experimenty. Obrazek 4.8 ukazuje feseni Lorenzova systému pro rizné hodnoty parametru
p v roviné yz.

Reseni v ¢asové oblasti je na obrazku 4.9 a graf funkce ORD je na obréazku 4.10.
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Obrézek 4.8: Chovani Lorenzova systému v roviné yz.
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Obrazek 4.9: Chovani Lorenzova systému v ¢asové oblasti.

Funkce ORD pro p = 28 Funkce ORD pro p = 160 Funkce ORD pro p = 23.7

(a) p=28 (b) p =160 (c) p=23.7

Obrézek 4.10: Grafy funkce ORD pro rtzné hodnoty p.
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Implementace v MATLABu

Na rozdil od linedrnich problémt, hodnoty ORD pro nelinearni problémy uz nejsou témeér
konstantni, ale mohou se béhem vypoctu velmi rychle ménit. Vysledky simulacnich experi-
mentt jsou v nasledujicich tabulkach.

Metoda Pocet krokit Cas [s] Pomér

MTSM 2000 0.140374 1
ode23 84514  2.69183  19.176
ode4b 12327 0.205874  1.4666
0deT8 3621 0.198075  1.4111
0de89 3233 0.154257  1.0989
odell3 1514 0.231591  1.6498

Tabulka 4.12: Vysledky simulace pro Lorenziv systém, p = 28

Pro chaoticky rezim Lorenzova systému (p = 28) vykazuje Taylorova metoda dobrou
vykonnost s vypocetnim casem 0,14 s. Metody ode45, ode78 a ode89 dosahuji srovnatelné
vykonnosti s poméry Casti v rozmezi 1,1-1,5 vaci MTSM. Metoda ode23 je vyrazné nejpo-
malejsi s témér 20ndsobnym casem vypoctu, coz odrazi jeji nizsi fad presnosti.

Metoda Pocet krokit Cas [s] Pomér

MTSM 4000 0.353951 1
ode23 21621 6.6503  18.789
ode4b 31064 0.483237  1.3653
0deT8 7609 0.292905  0.8275
0de89 6820 0.253664  0.7166
odell3 3701 0.373851  1.0562

Tabulka 4.13: Vysledky simulace pro Lorenziiv systém, p = 160

Pro periodicky rezim (p = 160) je situace odlisna. Metody ode78 a ode89 nyni pirekona-
vaji Taylorovu metodu s pomeéry 0,83 a 0,72 respektive. Tento rezim je celkové vypocetné
vykazuje vyrazny narust poctu kroki (z 12 327 na 31 064), coz naznacuje, ze tento rezim
predstavuje pro adaptivni metody s nizsim radem veétsi vyzvu.

Metoda Pocet kroku Cas [s] Pomér

MTSM 500 0.0539224 1
ode23 23946 0.78971  14.645
ode4b 5888  0.077429  1.4359
0de78 1828  0.055291  1.0254
0de89 1665  0.060707  1.1258
odell3 805  0.095550  1.7712

Tabulka 4.14: Vysledky simulace pro Lorenztv systém, p = 23.7
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Stabilni rezim (p = 23.7) je vypocetné nejméné ndroény pro vsechny metody, s Tayloro-
vou metodou vyzadujici pouze 500 kroktu. Metoda ode78 dosahuje témér identické vykon-
nosti jako MTSM s pomérem 1,025, zatimco metoda ode89 je jen mirné pomalejsi. Celkove
vysledky v MATLABu ukazuji, ze MTSM je vysoce konkurenceschopné a pro nékteré rezimy
dynamiky poskytuje nejlepsi vykonnost, zatimco pro jiné jsou mirné efektivnéjsi metody
vyssich rada jako ode78 a ode89.

Implementace v Pythonu

Nasledna cast ukazuje vysledky pro implementaci v prostiedi Python. Jsou zde vysledky
jak pro neoptimalizovanou verzi bez JIT kompilace, tak pro optimalizovanou verzi s JI'T
kompilaci.

Neoptimalizovana implementace

Metoda Podet krokit Cas [s] Pomér

MTSM 2000 1.16901 1
RK23 613377 18.7053 16.00100
RK45 25001 1.15155  0.98507
DOP853 4326 0.36251  0.31010
LSODA 19265 0.18347  0.15695

Tabulka 4.15: Vysledky simulace Lorenzova systému pro p = 28 (neoptimalizovana verze).

V neoptimalizované verzi Pythonu je pro chaoticky rezim (p = 28) Taylorova metoda
vyrazné pomalejsi nez v MATLABu, coz odrédzi rozdil mezi interpretovanym jazykem a
optimalizovanym prostifedim MATLABu. Metoda RK45 dosahuje srovnatelné vykonnosti s
MTSM, zatimco metody DOP853 a LSODA ji vyrazné prekondvaji, s LSODA dosahujici
vice nez Sestindsobného zrychleni.

Metoda Pocet krokit Cas [s] Pomér

MTSM 4000  3.16889 1
RK23 1577306 47.54590 15.00400
RK45 61465  2.77902  0.87697
DOP853 10701  1.01816  0.32130
LSODA 54311  0.50989  0.16091

Tabulka 4.16: Vysledky simulace Lorenzova systému pro p = 160 (neoptimalizovand verze).

Pro periodicky rezim (p = 160) v neoptimalizovaném Pythonu jsou rozdily jesté vy-
raznéjsi. Taylorova metoda vyzaduje devitindsobek ¢asu potfebného v MATLABu. Metoda
LSODA opét dosahuje nejlepsi vykonnosti, priblizné sestkrat rychlejsi nez MTSM. Patrny
je také vyrazny narist poctu krokidl u metody RK23, kterd potfebuje vice nez 1,5 milionu
krokt pro dokonceni simulace.
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Metoda Pocet krokit Cas [s] Pomér
MTSM 500 0.71344 1
RK23 183740 5.51903 7.73576
RK45 11989 0.53383 0.74824
DOP853 1948  0.16230 0.22749
LSODA 8943 0.08072 0.11314

Tabulka 4.17: Vysledky simulace Lorenzova systému pro p = 23.7 (neoptimalizovana verze).

Ve stabilnim rezimu (p = 23.7) je v neoptimalizovaném Pythonu rozdil mezi Tayloro-
vou metodou a MATLABem jesté vyraznéjsi — vypocet v Pythonu je priblizné tfindctkrat
pomalejsi. Metoda LSODA je opét nejrychlejsi, témeér devétkrat rychlejsi nez MTSM. Tyto
vysledky naznacuji, ze v neoptimalizovaném Pythonu je Taylorova metoda vyrazné znevy-
hodnéna oproti ostatnim metodam implementovanym v SciPy.

Optimalizovana implementace s JIT kompilaci

Metoda Podet krokit  Cas [s] Pomér
MTSM 2000  0.01351 1
RK23 613377 18.37470 1360.25000
RK45 25001  1.08287 80.16310
DOP853 4326 0.35471 26.25890
LSODA 19265  0.17607 13.03430

Tabulka 4.18: Vysledky simulace Lorenzova systému pro p = 28 (optimalizovana verze).

Situace se dramaticky méni v optimalizované verzi s JIT kompilaci pro chaoticky rezim
(p = 28). Taylorova metoda nyni dosahuje ¢asu pouhych 0,0135 s, coz predstavuje zrychleni
priblizné 86,5x oproti neoptimalizované verzi a 10,4x oproti MATLABu. VSechny ostatni
metody jsou nyni vyrazné pomalejsi, s LSODA (nejrychlejsi z nich) vyzadujici vice nez 13x
delsi ¢as nez MTSM. Tento obrat ukazuje mimotradny vliv JIT kompilace na vykonnost
Taylorovy metody.

Metoda Podet krokit  Cas [s] Pomér
MTSM 4000  0.03084 1
RK23 1577306 46.82000 1518.21000
RK45 61465  2.70879 87.83660
DOP853 10701  1.04442 33.86700
LSODA 54311  0.53739 17.42580

Tabulka 4.19: Vysledky simulace Lorenzova systému pro p = 160 (optimalizovana verze).

Pro periodicky rezim (p = 160) je zrychleni Taylorovy metody jesté vyraznéjsi — dosa-
zené zlepseni ¢ini priblizné 103 nasobki puvodni rychlosti. Oproti MATLABové implemen-
taci je to zrychleni priblizné 11,5x. Relativni vykonnost ostatnich metod se dale zhorsuje,
s RK23 vyzadujici vice nez 1500x delsi vypocetni ¢as nez MTSM.
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Metoda Podet krokii Cas [s] Pomeér

MTSM 500  0.00534 1
RK23 183740 5.50479 1030.93000
RK45 11989 0.53963  101.06100
DOP853 1948 0.16074 30.10300
LSODA 8943  0.08080 15.13310

Tabulka 4.20: Vysledky simulace Lorenzova systému pro p = 23.7 (optimalizovana verze).

Ve stabilnim rezimu (p = 23.7) vykazuje optimalizovand Taylorova metoda vubec nej-
kratsi dobu vypoctu — zrychleni ¢ini zhruba 134 nasobkd oproti neoptimalizované verzi
a vice nez desetindsobek oproti implementaci v MATLABu. I zde jsou vSechny ostatni me-
tody vyrazné pomalejsi, coz potvrzuje mimoradnou efektivitu JIT kompilace pro Taylorovu
metodu napfic¢ riznymi dynamickymi rezimy.

Srovnani implementaci v MATLABu a Pythonu

Pro prehlednéjsi srovnani vykonnosti riznych implementaci je nize uvedena tabulka s vy-
pocetnimi casy pro vsechny tfi rezimy Lorenzova systému:

Implementace Vypocetni ¢as [s]
p=28 p=160 p=23.7
MATLAB 0.14037 0.35395  0.05392
Python (neoptim.) 1.16901 3.16889 0.71344
Python (JIT) 0.01351 0.03084  0.00534
Pomér Python (neoptim.)/MATLAB 8.33 8.95 13.23

Pomér Python MATLAB/Python (JIT) 10.39 11.48 10.10
Pomér Python (neoptim.)/Python (JIT) 86.53  102.75  133.60

Tabulka 4.21: Srovnéni vypocetnich ¢ast Taylorovy metody v riznych implementacich pro
Lorenztv systém.

Toto srovnani ndzorné demonstruje dramatické rozdily mezi implementacemi:

Zaveéry pro praktické pouziti

Na zakladé provedenych experimentti lze formulovat nésledujici zéveéry:

e Taylorova metoda s JIT kompilaci v Pythonu predstavuje nejefektivnéjsi feseni pro
simulaci Lorenzova systému ze vSech testovanych pristupu.

o Metoda RK23 (0de23) je konzistentné nejméné efektivni nezavisle na implementacénim
prostredi.

o JIT kompilace dramaticky méni vykonnostni charakteristiky numerickych metod v in-
terpretovanych jazycich, umoznujici dosdhnout vyrazné lepsich vysledkt nez specia-
lizované néastroje jako MATLAB.
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o Vliv dynamického rezimu na vykonnost metod je vyznamny — periodicky rezim (p = 160)

je vypocetné nejméné narocny.

e Pro redlné aplikace je optimalizovand Taylorova metoda vysoce konkurenceschopna
a v mnohych piipadech prekonava tradi¢ni pristupy k reseni nelinearnich dynamickych
systému.

Tyto vysledky zdiraznuji vyznam implementacnich detaili a optimaliza¢nich technik

pri numerickém fesSeni diferencidlnich rovnic, pficemz ukazuji, ze moderni pristupy mohou
vyrazné zlepsit efektivitu i klasickych numerickych metod jako je Taylorova metoda.
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Kapitola 5
Zaver

V ramci této prace byla predstavena a experimentalné ovérena numerickd metoda vyssiho
radu pro feseni soustav obycejnych diferencidlnich rovnic, zalozend na vyuziti Taylorovy
rady. Je tifeba zduraznit, ze ¢ast prace vénovand implementaci a testovani Taylorovy me-
tody v Pythonu presahovala puvodni zaddni. Hlavni pfinos navrzené Taylorovy metody
spociva ve schopnosti dosahnout vysoké presnosti vypoctu zahrnutim vyssich derivaci do
lokalniho feseni. Diky tomu lze ziskat velmi presné vysledky s potencidlné mensim poctem
kroku integrace oproti tradicnim pristupim. Provadéné experimenty tuto vyhodu potvr-
dily. Taylorova metoda poskytla vysoce presnd reseni a ukazala se byt efektivni i z hlediska
vypocetniho Casu.

Ve srovnani s klasickymi metodami, jako je explicitni Eulerova metoda ¢i Runge—
Kuttova metoda 4. rddu, dosahovala Taylorova metoda vyrazné mensich numerickych chyb
pri obdobné nebo nizsi casové narocnosti. Zatimco Eulerova metoda je sice velmi rychla,
avsak vykazuje velkou chybovost, a naopak klasicky RK4 zajistuje vysokou presnost za cenu
delsiho vypoctu, navrzeny postup nabidl vyhodnéjsi kompromis mezi presnosti a rychlosti.
Adaptivni metoda ode45 z baliku MATLAB dokéazala v nékterych testech zkratit dobu si-
mulace oproti Taylorové metodé, avsak za cenu citelné nizsi presnosti vysledkii. Po aplikaci
pokroéilych optimaliza¢nich technik (zejména JIT kompilace v Pythonu) se navic ukazalo,
ze Taylorova metoda muze v praxi prekonat i specializované algoritmy — v pripadé simulace
Lorenzova systému predstavovala optimalizovana Taylorova metoda nejrychlejsi feseni ze
vSech testovanych piistupt, prekonédvajici dokonce i pokrocilé implementace (napr. resic
LSODA) z hlediska rychlosti vypoctu, a to pfi zachovani vysoké presnosti.

Navrzeny pristup nicméné neni bez omezeni. Dosazeni vyssich fadt presnosti vyzaduje
vypocet odpovidajicich derivaci pravé strany fesené ODE, coz je nutno zajistit naptiklad
symbolickou manipulaci vyrazi nebo pouzitim automatické diferenciace. Tato nutnost ¢ini
kovanym vypoctem funkce f(¢,y). Vypocet velkého mnozstvi derivaci navic predstavuje
dodatecnou zatéz — bez optimalizac¢nich technik (jako je vektorizace vypoctu ¢i JIT kom-
pilace) muze byt Taylorova metoda vyrazné pomalejsi nez optimalizované knihovni funkce
pro feseni obycejnych diferencialnich rovnic. Dalsim omezenim soucasné realizace je pouziti
pevného kroku integrace bez adaptivni kontroly chyby. To mtize zpusobit potize v situacich,
kdy Treseni vykazuje prudké zmény nebo je systém tuzsi; v takovych pripadech by explicitni
Taylorova metoda vyzadovala velmi maly krok pro zachovani stability a presnosti, ¢imz
ztréci efektivitu (podobné jako jiné explicitni metody) nebo mize zcela selhat. Obdobné
v pritomnosti nespojitosti ¢i singularit v pribéhu feseni nelze vysoky fad Taylorovy metody
plné vyuzit, nebot v takovych bodech lokalni Taylortiv rozvoj prestava byt platny.
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Pro zvyseni robustnosti a dalsi zlepseni efektivity Taylorovy metody se nabizeji urcita
rozsifeni. Prvnim z nich je implementace adaptivniho fizeni krokové velikosti. Zavedeni
adaptivniho kroku integrace by umoznilo automaticky meénit délku ¢asového kroku na za-
kladé odhadu lokalni chyby (podobné jako to déla napt. oded5), a udrzet tak pozadovanou
dynamikou. Dalsi moznost{ je vyuziti paralelniho zpracovani. Vypocet jednotlivych ¢lent
Taylorova rozvoje (resp. potiebnych derivaci) by bylo mozné do urcité miry paralelizovat
a rozdélit mezi vice vypocetnich jednotek (vicejadrovy procesor ¢i GPU). Tim by se zejména
u rozsahlejsich soustav ODE dal vyrazné zkratit celkovy ¢as simulace.

Za velmi slibny smér lze povazovat také rozsiteni navrzeného pristupu na parcialni di-
ferencialni rovnice (PDE). Jednou z moznosti je aplikovat Taylorovu metodu jako ¢asovy
integrator v ramci metody car, kdy se nejprve prostorové derivace v PDE aproximuji dis-
krétné (napt. konecnymi diferencemi nebo elementy) a ziskand soustava ODE se poté fesi
Taylorovou metodou. Tim by se vyhody Taylorova integratoru — zejména vysoka presnost
pii vétsich krocich — mohly uplatnit i pii FeSeni evoluénich PDE. Uspéiné nasazeni Taylo-
rovy metody na PDE by vyznamné rozsitilo okruh tdloh, pro néz je tento ptistup vhodny,
a mohlo by inspirovat dalsi vyzkum v oblasti vysoce presnych numerickych schémat. Celkové
dosazené vysledky potvrzuji, ze vhodné implementovand Taylorova metoda predstavuje per-
spektivni a plné konkurencni alternativu ke stdvajicim numerickym fesi¢tim diferencialnich
rovnic, ¢imz napliuje cile stanovené v ivodu préace. Diky svému vysokému fddu a moz-
nosti pokrocilych optimalizaci dokaze nabidnout vynikajici kombinaci presnosti a rychlosti
vypoctu. Zminéné potencialni vylepseni a rozsiteni pak mohou jeji uplatnéni dale vyrazné

vvvvvv
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Priloha A

Obsah pamétového média

-/
| m matlab
. @@ exp_FR_lin
B FRi.m
B FR2.m
[} graph_FR.m
| BB exp_chyby
§ errors.m
[} stepsize.m
, @B exp_euler&rk4
Lﬁ sinus.m
, BB exp_kruhovyTest
ﬁ circle_test.m
@B plot
B circle_test_ode78.png
B circle_test_ode89.png
B circle_test_odell3.png
B circle_test_rk4.png
. I® exp_lorenz
Lﬁ lorenz_system.m
. _IB exp_presnost
B test_presnosti.m
B test_presnosti2.m
[} test_presnosti3.m
ﬁ test_presnosti4d.m
., BB exp_sin
Lﬁ sinus.m
, @B methods
ﬁ euler_method.m
ﬁ rk4_method.m
B taylor_method.m
ﬁ taylor_method_nonlinear.m
ﬁ taylor_method_with_ord.m
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, @B python

. I® exp_lorenz

Lﬁ lorenz_system.py

, @B exp_sincos

Lﬁ sin_cos_test.py

, @B methods_python

B euler_method.py

B rk4_method.py

B taylor_method.py

B taylor_method_nonlinear.py
B taylor_method_nonlinear_optimized.py
. B requirements.txt
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Priloha B

Manual

Tato ¢ast strucné popisuje zptsob spusténi kédu a nezbytné pozadavky pro jeho béh.

B.1 Pozadavky

Python

e Verze Pythonu: 3.8 nebo novéjsi
e Zévislosti: numpy, scipy, matplotlib, tabulate, numba

« Instalace pomocit:

pip install -r requirements.txt

MATLAB
e Neni potreba zadny specialni toolbox

o Funkce musi byt pristupné (napf. ve slozce methods/), pridat na zac¢atku skriptu:

addpath(’../methods/’);

B.2 Spusténi

Python

e Spusténi testu presnosti:
python3 sin_cos_test.py
e Spusténi vypoctu Lorenzova systému:

python3 lorenz_system.py -v optimized
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MATLAB

o Spusténi libovolného skriptu (napf.):
>> test_presnosti.m
o Skripty volaji metody jako naptiklad:

[t, y] = taylor_method(A, b, yO, h, t_final, EPS);

B.3 Poznamka

Ukézkové skripty véetné test_presnosti.m, circle_test.m nebo sinus.m slouzi jako pii-
klady; redlnych experimentt je vice a lze je libovolné upravovat nebo rozsitovat.
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Priloha C
Pouzité nastroje

e« Python 3.x — Interpretacni jazyk pro vyvoj a testovani numerickych algoritmi za-
lozenych na Taylorové radé.

« MATLAB R2024b — Referen¢ni prostfedi pro maticové-vektorové vypocty a pro
porovnani vykonu implementace s vestavénymi reSici.

e NumPy — Zakladni knihovna pro préaci s vicerozmérnymi poli; pouzita k efektivnim
aritmetickym operacim a piipravé dat.

e SciPy (solve_ivp) — Umoznila snadnou integraci referenénich metod pro srovnani
s vlastni Taylorovou metodou.

e Numba - Just-In-Time kompilator vyrazné zrychlujici kritické smycky pti opakova-
ném vyhodnocovani ¢lena Taylorovy rady.

o Matplotlib — Generovani grafu vysledki (¢asové prubéhy, kruhové testy, ORD ktivky)
primo z Pythonu.

e tabulate — Prehledna textova prezentace namérenych tabulkovych vysledki v prika-
zové Tadce i ve vystupnim souboru.

e LaTeX — Sazba celé bakalaiské prace.
o Git & GitHub — Spréva verzi zdrojovych kédu (.py, .m).
e Visual Studio Code — Hlavni vyvojové IDE s rozsitenimi Python, MATLAB.

e ChatGPT - Konzultace textové struktury, bibTEX citaci a rychld zpétna vazba
k textu ¢i kodu.
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