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Abstrakt 

Diplomová práce se skládá ze dvou hlavních částí.  

Obsahem první části je teoretický rozbor formou literární rešerše. Ta je zaměřena 

na problematiku tlakových pulzací a prvků na jejich tlumení.  

Druhá část se zabývá tvorbou matematického modelu přechodové matice 

plynového akumulátoru hydraulické soustavy. Metodou přechodových matic jsou 

odvozeny vztahy pro vlastní a vynucené kmitání a dále vlastní a vynucené tvary kmitu 

stlačitelné tekutiny ve válcové oblasti.  

 

Klíčová slova 

 
 Tlakové pulzace, tlumení, matematický model, přechodová matice, plynový 

akumulátor, stlačitelná tekutina, tvary kmitu  

 

 

Abstract 

The thesis includes two main parts.  

The first part comprises the theoretical analysis, i.e. literary research.  It has been 

focused on questions regarding compressive pulsation and possible damping elements.  

The second part focuses on the formation of mathematical model of transition of 

matrix gas accumulator, the hydraulic set formation by the transition matrix method, the 

deduction of innate and constrained values and the compressible liquid mode shapes in 

cylindrical space. 

 

Keywords  

 
 Compressive pulsation, damping, mathematical model, transition matrix, gas 

accumulator, compressible liquid, mode shapes 
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1 ÚVOD 

V současné době neustále rostou poţadavky na technickou úroveň, sloţitost a řízení 

hydraulických systémů. Diplomová práce se zabývá problematikou nestacionárního 

pulzačního pohybu kapaliny a následným vznikem tlakových pulzací, které způsobují 

trvalé dynamické zatíţení a mohou vyvolat celou řadu neţádoucích problémů. V první řadě 

mohou ovlivnit správnou funkci řídicích a kontrolních prvků. Dále mohou ovlivnit těsnost, 

sníţit ţivotnost, či dokonce způsobit havárii systému. 

Protoţe zdroje pulzací nelze úplně vyloučit z hydraulických systémů, můţe být 

dosaţeno sníţení jejich nepříznivých účinků pouze prostřednictvím jejich tlumení, nebo 

dynamického tlumení. V kapitole 3, 4 jsou zmíněny pasivní způsoby tlumení pulzací, které 

jsou výrobně i provozně nejjednodušší. V případě aktivních tlumičů je základním 

problémem jejich poměrně sloţitá funkce a vhodnost pouze pro olejové systémy. 

V současnosti se klade důraz na postupy umoţňující numerické řešení pulsací i 

sloţitějších hydraulických systémů pomocí číslicové výpočetní techniky. Tento poţadavek 

splňuje metoda přenosových matic, která je uplatněna v diplomové práci. Pro metodu 

přenosových matic je vhodné analytické odvození matematického modelu hydraulické 

soustavy od základních rovnic, sestavení přechodové matice prvku ovlivňující pulsace a 

začlenění do samotné soustavy. Matematický model umoţňuje zpětně zasaţení, úpravu 

řešení úlohy a dosaţení co nejlepších výsledků. 

Odbor fluidního inţenýrství Victora Kaplana se dlouhodobě zabývá problematikou 

pulzací a dosavadní výsledky jsou zaznamenány ve výzkumných zprávách viz literatura [6-

22]. Tyto práce slouţily zejména k pochopení problematiky tlakových a průtokových 

pulzací.   
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2 ZÁKLADNÍ OZNAČENÍ 

 

Symbol Rozměrěr Popis 

a [-] stavový vektor 

ak [-] vektor počátku kontrolního objemu 

ak+1 [-] vektor konce kontrolního objemu 

b [-] vektor závislý na tvaru okrajových podmínek 

b [Pa.s] druhá viskozita 

c [-] vektor závislý na tvaru okrajových podmínek 

C [m5.N-1] kapacita plynového akumulátoru 

d [m] průměr potrubí 

dS [m2] elementární plocha 

dV [m3] elementární objem 

f [Hz] Frekvence 

g [m.s-2] gravitační zrychlení 

i, j, k [1] indexy, nabývající hodnot 1, 2, 3 

K [-] lineární ztráty 

L [m] délka potrubí 

m [-] účinek silového pole na začátku potrubí 

n [1] jednotkový vektor 

n [-] účinek silového pole na konci potrubí 

p Pa] tlak 

P [-] přechodová matice potrubí 

  [m3] nestacionární složka průtoku 

Q [m3] průtok 

R [-] přechodová matice hydraulického prvku 

s [s-1] parametr Laplaceovy transformace podle času 

S [m2]    povrch 

t [s]    čas 

v [m.s]    vektor rychlosti 

v [m.s]    rychlost 
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V [m3] objem 

x [m] délková souřadnice 

Γ [m2] neprůtočná plocha plynového akumulátoru 

γ [-] přechodová matice soustav 

δij [-] Kroneckerův tenzor 

η [kg.m-1.s-1] dynamická viskozita 

μ [-] funkce nestacionárního tlaku v počátku trubice 

πij [pa] tenzor nevratných napětí 

ρ [kg.m3] hustota kapaliny 

ςij [pa] tenzor napětí 

ς [Pa] nestacionární složka tlaku 

τij [N.m-2] tenzor vratných napětí 

ω [rad.s-1] úhlová rychlost 
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3 TLAKOVÉ A PRŮTOKOVÉ PULZACE [1] 

Kapitola 3 čerpá z literatury [1]. Kniha se zabývá oblastí ustáleného pulzačního pohybu 

tekutiny. Pojednává o problematice pulzací a jejich negativních důsledcích na hydraulická 

zařízení. Úvodní kapitoly pojednávají o způsobu analýzy pulzujícího průtoku, po které 

následuje podrobná analýza vzniku tlakových pulzací u zubových a pístových 

hydrogenerátorů. Dále se kniha věnuje problematice tlumení pulzací, praktickým 

aplikacím a experimentálním výzkumem.
 

3.1 Problémy vyvolané pulzacemi  

Při rostoucích poţadavcích na technickou úroveň, sloţitost a řízení hydraulických 

mechanismů rozhoduje zvládnutí dynamických vlastností systému. Problémů spojených 

s dynamikou je celá řada a můţou negativně ovlivnit celý systém. Pulzace v hydraulickém 

systému můţou vyvolat následující problémy: 

 sníţení ţivotnosti systému, 

 ovlivnění funkce řídících a kontrolních prvků, 

 nepříznivé ovlivnění těsnosti systému, 

 zvýšení hluku, 

 způsobení havárie systému. 

Diplomová práce se zabývá problematikou nestacionárního pulzačního pohybu 

kapaliny v obvodu vznikem tlakových pulzací. Jedná se o vloţený hydraulický prvek 

(plynový akumulátor s přímým stykem s hladinou) ve větveném systému potrubí, který je 

poměrně jednoduchý a účinný. Plynové akumulátory jsou rozebrány v kapitole 4. 

3.2 Používané metody pro zjištění tlakových a průtokových pulzací  

Hydraulické obvody s oscilačním pohybem kapaliny můţeme rozdělit na obvody se 

stacionárním pulzačním průtokem a s nestacionárním pulzačním průtokem. Při všech 

metodách je vhodné ověřit výsledky experimentálně a porovnat výsledky pouţité metody 

s naměřenými výsledky. 

3.2.1 Analytické řešení 

Analytické řešení je vyuţito v diplomové práci pro obecné odvození matematického 

modelu pulzačního průtoku s nestacionárním pohybem ve válcové oblasti. Matematický 

model je odvozen od jednoduchých základních rovnic popisujících pohyb kapaliny aţ po 

sloţitější maticový počet a samotné odvození vlastních frekvencí. Analytická metoda je 

vyuţita na kontrolní objem kapaliny, u kterého je předpokládaná nestlačitelnost kapaliny 

vůči vzduchu v plynovém akumulátoru. Jedná se o základní metodu, při které se postupně 

odvozuje ze základních vztahů teoretické hydromechaniky při zavedených předpokladech, 

které výrazně zjednoduší řešení úlohy při zachování poměrně přesných výsledků.  

V diplomové práci je při tvorbě matematického modelu v průběhu řešení vyuţito 

následujících předpokladů: 

 malé kmitání vodní hladiny v plynovém akumulátoru, 

 zanedbání gravitačních sil, 

 průměry navazujících potrubí na hydraulický prvek jsou konstantní, 
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 zanedbatelná šířka přípojného potrubí pro hydraulický prvek. 

Daná zjednodušení jsou zavedena v pozdějších krocích tvorby matematického modelu 

a jejich zanedbání je začleněno v kapitole 5, 6, 7.  

3.2.2 Numerické řešení  

Nestacionární pohyb sloupce kapaliny se řeší pomocí diskrétního náhradního modelu, u 

kterého přicházejí v úvahu numerické metody konečných diferencí. Jedná se o explicitní 

metodu, implicitní metodu a metodu charakteristik. Nejlepší výsledky v souladu s fyzikální 

představou, teorií a experimenty jsou při vyuţití metody charakteristik. 

Výhody metody charakteristik: 

 řešení nelineární závislosti mezi tlakem a průtokem, 

 moţnost volby okrajových podmínek ve tvaru algebraické rovnice nebo obyčejné 

diferenciální rovnice, 

 vhodná pro přechodové děje - dobré výsledky v časové oblasti, 

 moţnost zahrnutí vícefázového proudění kapaliny – vznik kavitačních dutin. 

Numerické řešení se však nehodí pro ustálený oscilační průtok, který má pulzující 

charakter. Řešení neúměrně prodluţuje výpočtový čas z důvodu vyloučení přechodového 

stavu obvodu ve frekvenční oblasti – při kaţdém přechodu se musí přejít na novou 

frekvenci. 

Vhodná metoda pro ustálený oscilační průtok je analýza ustáleného proudu, u které je 

vyuţito maticového počtu. Analýza se vyznačuje formální jednoduchostí, přehledností a je 

vhodná pro numerický výpočet na počítači. Metoda získává význam s rostoucí sloţitostí 

hydraulického obvodu. V kapitole 6 je pomocí maticového počtu analyticky odvozena 

přechodová matice, která je v kapitole 7, 8 vyuţita pro jednoduché numerické řešení dané 

problematiky. Pro metodu přenosových matic je vhodné vyuţít linearizace prvků obvodu. 

Umoţňuje se tím systematické vytvoření matematických modelů i sloţitých obvodů a u 

numerických výpočtů ve frekvenční oblasti (frekvenční přenosy, vlastní frekvence). 

Sloţitější úlohy se tedy přesouvají do oblasti programování a numerických metod. 

3.3 Tlumiče pulzací  

Diplomová práce se zabývá plynovým akumulátorem s přímým stykem s kapalinou. 

Z tohoto důvodu je zde uvedeno pouze základní rozdělení a jednoduché charakteristiky. 

Plynové akumulátory jsou podrobně popsány v kapitole 4. Jednotlivé typy všech 

uvedených tlumičů jsou podrobně rozepsány v literatuře [1]. 

  Tlumiče mohou být rozděleny do čtyř skupin: 

3.3.1 Tlumiče typu dolní propust (TDP) 

Jedná se o komorové tlumiče, které se vyznačují širokopásmovým rozsahem útlumu 

nad mezní frekvencí. Tlumení je dále moţno zesílit sériovým řazením komor.  

Jednotlivá provedení TDP: 

 jednokomorový tlumič se soustředěnými parametry, 

 vícekomorový tlumič se soustředěnými parametry, 
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 dvoukomorový tlumič s dlouhým spojovacím vedením, 

 jednokomorový tlumič s rozloţenými parametry. 

3.3.2 Tlumiče typu pásmová zádrž (TZP) 

Tlumiče typu (TZP) jsou účinné pro útlum úzkopásmového charakteru s periodickým 

výskytem nulového a nejvyššího útlumu. 

Jednotlivé provedení TZP:  

 paralelní odbočka prostá, 

 paralelní odbočka s komorou, 

 paralelní odbočka s různou délkou větví. 

3.3.3 Kombinované tlumiče 

Kombinované tlumiče jsou charakteristické vytvářením intenzivnějšího útlumu za 

současného rozšíření frekvenčního pásma. 

Jednotlivá provedení kombinovaných tlumičů: 

 komorový tlumič se zasunutým výstupem, 

 komorový tlumič s přepáţkou. 

3.3.4 Hydraulické akumulátory (TZP) 

Jedná se o tlumiče typu (TZP) s rozdílným charakterem. Mají stejně jako paralelní 

odbočky charakter úzkopásmového intenzivního útlumu, avšak s širším frekvenčním 

pásmem niţšího útlumu. 

Rozdělení hydraulických akumulátorů: 

 závaţový akumulátor, 

 pruţinový akumulátor, 

 plynové akumulátory. 

plynové akumulátory jsou podrobně rozebrány v kapitole 4. 

3.4 Obecná funkce plynového akumulátoru  

Diplomová práce se zabývá pulzacemi u plynového akumulátoru s volnou hladinou, 

avšak pro přístupné podklady jsou obecné frekvenční funkce znázorněny na vakovém 

akumulátoru. 

Jak jiţ bylo zmíněno, plynový akumulátor má charakter paralelní odbočky s komorou, 

nádoba je však z části naplněna kapalinou a z části plynem. Přenosová matice akumulátoru 

jako tlumiče se shoduje s přenosovou maticí nádoby. Ve srovnání s komorou naplněnou 

pouze kapalinou nemají akumulátory konstantní kapacitu plynového akumulátoru  , která 

je funkcí plnícího tlaku    a středním neoscilačním tlakem    (obr. 3.1). Pro dané hodnoty 

   a    je uvaţováno v  rozsahu souměrně střídavých oscilací tlaku superponovaných na 

ustálený stav veličinu            s velmi dobrou shodou teorie a měření. 
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Obr. 3.1 Závislost kapacity vakového akumulátoru
[1] 

Pro tři typy akumulátorů se stejnými hodnotami   a   (tab. 3.1, označení 1, 2, 3) je na 

(obr. 3.2) vykreslen průběh vloţeného útlumu    s nejvyššími hodnotami při    (vlastní 

frekvence akumulátoru). Označení jednotlivých akumulátorů 1, 2, 3 v (obr. 3.2) je shodné s 

(tab. 3.1). 

  

označení akumulátorů 

1 2 3 - 

Typ a výrobce 
TGL 25-

160 215 AGV-2,5 215 AGV-0,4 HY/AD 0,35/170/50/1 

  ORSTA Jihlavan, ČR Jihlavan, ČR BOSCH, SRN 

Van        (dm3) 25 2,7 0,3 0,35 

pan      (Mpa) 16 17 

pu        (Mpa) 10 

pp        (Mpa) 5 

  fva           (Hz) 11,5 26,5 75 48 

  Am            (dB) 16,8 17,15 26 6 

  La     (N.s2.m-5) 19,84.104 43,9.104 48,7.104 85,8.104 

 Ra     (N.s.m-5) 2,08.106 10,15.106 11,1.106 43.106 

 Ca     (m5.N-1) 9,6.10-10 0,82.10-10 0,994.10-11 0,121.10-10 

Tab. 3.1 Hodnoty vakových akumulátorů
[1] 
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Obr. 3.2 Vloţený útlum vakového akumulátoru
[1] 

Pro moţnost určení vlastní frekvence z experimentálního hlediska je moţno pouţít 

frekvenční přenos tlaku mezi plynovým a kapalinovým prostorem. Pro ukázku velmi 

dobrou shodu mezi experimentálním a teoretickým řešením frekvenčního přenosu tlaku je 

zobrazen na (obr. 3.3), kde jsou jednotlivá označení akumulátorů 1, 2, 3 shodné s (tab. 

3.1). 

 

Obr. 3.3 Frekvenční přenos tlaku vakového akumulátoru
[1] 

Hodnota vlastní frekvence je důleţitým parametrem, přičemţ o její hodnotě rozhoduje 

hned několik činitelů. Prvním činitelem je vstupní otvor do nádoby akumulátoru, jehoţ vliv 

je zobrazen na (obr. 3.4). Je zde vynesen ze změřené charakteristiky dvou akumulátorů 

přibliţně stejného jmenovitého objemu     součinitel tlumení   v závislosti na změřené 

frekvenci. Průběh 1 odpovídá akumulátoru 215 AGV-0,4, u nějţ je průměr otvoru 15 mm a 

průběh 2 HY/AD 0,35/170/50/1 s průměrem 10mm. 
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Obr. 3.4 Vliv průměru vstupního otvoru do akumulátoru na vlastní frekvenci
[1] 

Druhým činitelem změny vlastní frekvence je změna plnícího tlaku    při    

      ,            nebo velikostí    , a to v dosti značném rozsahu u obou případů. 

S rostoucí velikostí     vlastní frekvence klesají a naopak. 

Poslední významný činitel ovlivňující vlastní frekvenci je uzavírací blok s pojistným 

ventilem, který se umisťuje mezi vedení a akumulátor. Na (obr. 3.5) jsou zobrazeny 

výsledky měření u dvou typů akumulátoru Bosch, a) bez uzavíracího bloku, b) 

s uzavíracím blokem. Z (obr. 3.5) je vidět následné sníţení vlastních frekvencí po zařazení 

uzavíracího bloku. Pro představu hodnot vlastních frekvencí u jednotlivých akumulátorů v 

(tab. 3.1) je zde vloţen (obr. 3.6). Na (obr. 3.4-3.6) představuje kaţdý měřený bod celou 

frekvenční charakteristiku akumulátoru. 

 

Obr. 3.5 Vliv uzavíracího bloku na vlastní frekvenci akumulátoru: a)bez uzavíracího 

bloku, b) s uzavíracím blokem
[1] 
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Obr. 3.6 Výsledky měření vlastních frekvencí akumulátorů
[1] 

3.5 Vliv polohy umístění tlumiče v obvodu 

Vliv polohy akumulátoru je zobrazen na (obr. 3.7), jehoţ rozměry jsou uvedeny v (tab. 

3.2). Poloha akumulátoru je označena bezrozměrným parametrem   
  

  
, kde celková 

délka úseku potrubí            . 

 

Obr. 3.7 Modelové obvody s plynovým akumulátorem
[1] 
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Hydraulické vedení, model č.3a       
 větev   1+2 3 4 5 

 dp 

(m) 

0,015 0,1 

 l 10,09 0,27 0,07 1,07 

 sp 0,005 0,004 

 
Akumulátor 215 AGV-1       

 

Obr. 
La Ra Ca fv pu pp 

(N.s2.m-5) (N.s.m-5) (m5.N-1) (Hz) (Mpa)   

3.8, 3.9 45,45.104 7,794.106 
0,375.10-

10 
38,5 10 3 

3.10 43,74.104 10,1.106 2,5.10-10 15,4 2,3 2 

 Škrtící ventil VS 1-
15       Vedení, větev 1+2 

Obr. 
QuV Rlv=Rz γz vu Reu Δpu 

(m3.s-1) (N.s.m-5) - (m.s-1)   (Mpa) 

3.8, 3.9 1,92.10-4 9,238.1010 15,65 1,08 432 0,05 

3.10 1,44.10-3 2,256.109 0,39 8,16 7 556 0,65 

Kapalina, olej OT - T3C         

Obr. 
ρ v η T Ek a=a0 

(kg.m-3) (m2.s-1) (Pa.s) (°C) (Mpa) (m.s-1) 

3.8, 3.9 872 0,376.10-4 0,0328 37 1 700 1 396 

3.10 859 0,162.102 0,0139 62 1 500 1 321 

Poloha 
Akumulátoru           

Obr. 
121/1 121/2 121/3 

122/4 
122/1 122/2 122/3 

l1 (m) 10,09 2 0 10,09 

l2 (m) 0 8,09 10,09 0 

e 0,974 0,197 0 bez akumulátoru 

Tab. 3.2 Parametry prvků (obr. 3.7, 3.8)
[1] 

Na (obr. 3.8) je znázorněno experimentální ověření matematického modelu vedení 

s akumulátorem (215AGV-1) na frekvenční přenos tlaku. Největší útlum u frekvence 

odpovídající vlastní frekvenci naladěného akumulátoru        3 ,5    vykazuje 

měřený průběh 1 (   ,  4  a vypočtený průběh 2 (   ,1   . Přemístíme-li 

akumulátor na počátek vedení (obr. 3.7 - b,    ), potom       a průběh 3 (měřený i 

vypočtený) je shodný s případem bez akumulátoru. Jiný výsledek udává přenos 

        (obr.3.9). Jelikoţ       (obr. 3.8b), je průběh 3 s akumulátorem umístěný na 

počátku vedení zásadně odlišný od případu bez akumulátoru (průběh 4). Nejvyšší útlum je 

opět v úzkém pásmu v okolí frekvence      , současně je však vidět poměrně široké 
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frekvenční pásmo niţšího útlumu. Amplituda přenosu |        |   2      ,1 se 

nachází v pásmu (6 aţ 80) Hz. Akumulátory jsou tedy poměrně efektivní tlumící prvky 

zejména tehdy, nejsme-li schopni stanovit parametry přesného naladění. 

 Na (obr. 3.8 – 3.10) je znázorněn plnou čarou výpočet a tečkami měření. 

 

Obr. 3.8 Vliv polohy akumulátoru na frekvenční přenos tlaku
[1] 

 

Obr. 3.9 Vliv polohy akumulátoru na frekvenční přenos
[1] 
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U ladění vlastní frekvence     u vakového, membránového akumulátoru je třeba 

přihlédnout k poměru plnícího tlaku plynu     a ustáleného tlaku kapaliny    . Účinné 

tlumení je zajištěno v případě, kdyţ          , kde    je hodnota tlakové oscilace. 

Jestliţe     je srovnatelný s   , potom následkem superponovaných oscilací se můţe stát, 

ţe          , v tomto případě nemá pryţový vak volný pohyb při poklesu tlaku 

kapaliny a tlumící efekt klesá (obr. 3.10). Tento případ se můţe nastat u obvodu se zdrojem 

průtoku, kde se mění tlak hydrogenerátoru podle zatíţení. Zde značí   amplitudu tlakové 

oscilace. 

 

Obr. 3.10 Vliv dosedání pryţového vaku akumulátoru na sedlo
[1]

  

4 PLYNOVÝ AKUMULÁTOR [2], [5] 

Akumulátor je prvek hydraulického obvodu, který akumuluje energii a v okamţiku 

potřeby uvolňuje do hydraulického obvodu. Z hlediska analogie se jedná o obdobu 

elektrického akumulátoru. Hlavní rozdíl je moţnost bezpečného vybití akumulátoru 

značnou rychlostí. Tato funkce přináší značné výhody, které jsou popsány v jednotlivých 

podkapitolách, které se zabývají obecným seznámením s plynovými akumulátory.  

Kapitola 4 čerpá z literatury [2]. Jedná se o příručku, která podává potřebné informace 

o navrhování, konstrukci a pouţití jednotlivých prvků tekutinových obvodů a tekutinových 

mechanismů Pojednává o hydraulických převodnících, tekutinových motorech, o 

pneumatických generátorech a motorech, zásobnících tekutin, o řídících prvcích, vedení 

tekutin a spojovacích částech, o těsnění, čistění a čističích, o základních obvodech 

tekutinových mechanismů, řízení pracovních cyklů, o měření a registračních přístrojích. 

Závěr je věnován pokynům pro montáţ, obsluhu a údrţbu tekutinových mechanismů.  

Další zdroj [5] zhodnocuje stávající způsoby tlumení pulzací pomocí plynových 

akumulátorů pro harmonický i neharmonický průběh buzení. Dále se literatura zabývá 

návrhem dynamického tlumiče v jednoduchém hydraulickém obvodu. 
 

4.1 Konstrukční provedení a jednotlivé funkce plynových akumulátorů 

Provedení akumulátorů lze definovat jako uzavřený prvek napojený na hydraulický 

obvod, jenţ obsahuje stlačený plyn. Obvykle se jako stlačený plyn pouţívá vzduch nebo 

technický dusík, jenţ ovlivňuje vlastnosti kapaliny. Uzavřený plyn díky své stlačitelnosti 

působí jako poměrně dokonalá pruţina, která slouţí k akumulování energie při vývodu 

kapaliny do akumulátoru a k jejímu uvolňování při vypouštění kapaliny. Plyn v uzavřeném 
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hydraulickém prvku se chová dle zákonů termodynamiky, z nichţ jsou odvozeny základní 

výpočty. Podíl stavové rovnice je odvozen v kapitole 5 s podrobným popisem při jejím 

rozvoji. 

Konstrukční provedení můţeme rozdělit podle toho, jestli je stlačený plyn v přímém 

nebo nepřímém styku s kapalinou (pístové, vakuové, membránové). 

4.1.1 Akumulátor s přímým stykem s kapalinou 

Detailní rozbor a stanovení matematického modelu pro akumulátor s přímým stykem je 

uveden kapitole 5, 6, 7, 8 a vlastní tvary kmitu v kapitole 9. 

Tento typ akumulátoru je tvořen hlavní tlakovou lahví, která je z části naplněna 

kapalinou a z části plynem. K akumulátoru mohou být podle potřeby připojeny další 

přídavné lahve s plynem pro poţadovanou charakteristiku, tzv. pneumatické pruţiny. 

Taková soustava je zobrazena na (obr. 4.1). 

 

Obr. 4.1 Plynový akumulátor s přímým stykem plynu s kapalinou s přídavnými 

plynovými láhvemi
[2] 

Při zvolení většího objemu plynu se dostane niţší pokles tlaku při stejném mnoţství 

odebrané kapaliny. Jako kapalina jsou obvykle pouţívané vodní emulze nebo olej a pro 

natlakovanou část lahve se jako plyn volí vzduch nebo dusík. Dusík se volí spíše u 

hydraulické soustavy s olejem, jelikoţ olej při vyšších tlacích pohlcuje kyslík obsaţený ve 

vzduchu, jenţ je v hydraulických obvodech neţádoucí, a kromě toho způsobuje stárnutí 

oleje.  

Akumulátor s přímým stykem nemá ţádné pohyblivé součásti, proto jej lze 

z konstrukčního hlediska povaţovat za nejjednodušší ze všech níţe uvedených typů. 

Kromě jednoduchosti mezi další výhody patří jeho citlivost na rychlé změny objemu a 

vysoká ţivotnost. 

Konstrukční provedení má obvykle válcový tvar a je montován ve svislé poloze. Ve 

spodní části akumulátoru je umístěn otvor pro přívod, odvod kapaliny a v horní části otvor 

pro připojení plynových nádob nebo plnící zařízení -  viz obr. 4.1. Další příslušenství je 

uvedeno v kapitole 4.3. 

Tyto akumulátory se vyrábějí pro velké výkony s uţitečnými objemy 5000 dm
3
 i více a 

pro tlaky 40 MPa a více. Vyuţití můţou nalézt u nejtěţších hydraulických zařízení, jako 

jsou např. lisy nebo jejich podskupiny, těţká hutní zařízení apod. 

Při řešení stavové rovnice (5.1) je potřeba vhodně zvolit hodnotu mocnitele    , jehoţ 

hodnotu lze najít v tab. 4.1 podle příslušných parametrů. 



 

 

 

 

FSI VUT VUT-EU-ODDI-13303-11-16 List 25 

  
Parametry 

plynu     

n tlak čas komprese, Poznámka 

    expanze   

  [Mpa] [s]   

1 5 120 Platí-li alespoň jeden 

      z parametrů 

1,1 15 až 20 5 plnění akumulátoru 

1,2 15 až 20 4 až 5 plnění akumulátoru 

1,3 15 až 20 2 až 4 plnění akumulátoru 

1,35 32 - velmi rychlé střídání cyklů 

1,29 až 
1,35 - - odběr akumulátoru pro 

      hydraulické lisy 

Tab. 4.1 Hodnoty mocnitele  [2] 

4.1.2 Pístový akumulátor 

U pístových akumulátorů zabraňuje pronikání plynu do kapaliny utěsněný, vyváţený 

píst, který se pohybuje v čistě obrobeném válci. Píst zabraňuje vniku kapaliny do 

hydraulického obvodu při úplném vybití akumulátoru (odpadá minimální ventil). Ve 

spodní části je umístěn otvor pro přívod kapaliny a horní část je opatřena otvorem pro 

přívod plynu popř. pro montáţ kontrolních přístrojů a lze jej montovat v libovolné poloze. 

Konstrukční uspořádání pístového akumulátoru (obr. 4.2).   

 

Obr. 4.2 Řeţ pístovým akumulátorem
[2] 
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Ţivotnost závisí na konstrukci, materiálu, jakosti těsnících prvků pouţitých na pístu, 

přesnosti a jakosti vnitřní obrobené plochy válce. Provozně je tento typ akumulátoru velmi 

spolehlivý a vyţaduje minimální údrţbu. 

Vlivem setrvačných hmot pístu a pasivních odporů těsnění je pístový akumulátor méně 

citlivý na rychlé změny objemu kapaliny neţ akumulátor s přímým stykem plynu 

s kapalinou. Vyrábí se pro tlaky dosahující 35-55 MPa a pro celkové objemy 0,25-400 

dm
3
. 

4.1.3 Vakový akumulátor 

Nejčastěji vakový akumulátor tvoří válcová, půlkruhovitě zakončená nebo kulová 

tlaková nádoba, ve které je na plynové straně připevněn pruţný vak, měnící svůj objem 

podle tlakových poměrů v akumulátoru. Konstrukce je zobrazena na (obr. 4.3) 

s jednotlivými stavy naplnění vaku: 

a) prázdný při atmosférickém tlaku, 

b) vak akumulátoru částečně naplněný plynem,  

c) plyn ve vaku stlačen kapalinou. 

 Vstupní a výstupní otvor je umístěn vespod nádoby a je opatřen ventilem uzavírajícím 

odběr kapaliny. Další funkcí ventilu je zabránění vtaţení vaku do výstupu kapaliny a tím i 

jeho následného poškození. 

 

Obr. 4.3 Vakový akumulátor
[2] 

Vakový akumulátor se pouţívá v oblasti malých a středních rychlostí a má dvě 

významné vlastnosti. První je jeho citlivost, která se blíţí citlivosti akumulátoru s přímým 

stykem s kapalinou, jelikoţ je deformační práce při změně objemu vaku nízká. Druhá 

významná vlastnost je přilnutí k plášti, z tohoto důvodu není nutná vysoká přesnost 

obrobení pláště, coţ příjemně ovlivňuje jeho výrobní náklady a pořizovací cenu. 
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Obr. 4.4 Vakový akumulátor (Greer Mercier)
[2] 

Na (obr. 4.4) je zobrazen standartní typ vakového akumulátoru, který je tvořen miskou 

s výrobním číslem 1, jenţ odlišuje barevně jednotlivé tlakové stupně. Tento typ 

akumulátoru se vyrábí pro tlaky 8, 21 a 35 MPa. Samotná konstrukce spočívá z výroby 

jedné bezešvé trubky z ušlechtilé oceli a kaţdý výlisek podléhá tlakové zkoušce. Plynový 

vak 2 se dodává z pěti různých syntetických materiálů a je volen podle provozních teplot a 

druhu provozní kapaliny. Krouţek 3 ve spodní části zabraňuje, aby při vyprázdnění 

akumulátoru nevnikl vak do ventilu, ale pouze do prstencového prostoru vedle ventilu. 

K vakovému akumulátoru se mohou připojit přípojné lahve, v tom případě je ještě vak 

uchycen nákruţkem perforované trubky, spojkou a jednosměrným ventilem. 

4.1.4 Membránový akumulátor 

Membránový akumulátor je zobrazen na (obr. 4.5). Obvyklý tvar je koule, která má 

v jedné polokouli plnící otvor s jednosměrným ventilem a ve druhé výstupní otvor pro 

kapalinu. Prvek rozdělující tyto dvě časti je pruţná membrána zesílená ve středu a sevřená 

mezi oběma polokoulemi. 

 

Obr. 4.5 Membránový akumulátor (leduc)
[2] 

Kulový tvar je vhodný z hlediska hmotnosti, jelikoţ napětí ve stěnách je při stejném 

tlaku poloviční oproti válcovému tvaru. Konstrukce zajišťuje montáţ v libovolné poloze a 

je vhodný spíše pro niţší objemy. Mezi jeho hlavní omezení patří velké deformace 

membrány, které nepříznivě ovlivňují ţivotnost akumulátoru. Pro příznivé působení na 

ţivotnost membrány se membránové akumulátory plní výhradně dusíkem. 
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4.1.5  Základní parametry akumulátorů 

Pro doplnění potřebných údajů a obecné porovnání jednotlivých akumulátorů je uvedena 

(tab. 4.2, 4.3).  

 

 

Tab. 4.2 Základní parametry akumulátorů
[2]

 

 

Tab. 4.3 Základní parametry akumulátorů
[2] 

 

4.2 Příslušenství plynových akumulátorů 

Příslušenství plynových akumulátorů můţe být společné pro všechny typy nebo se lišit 

podle jednotlivých druhů a funkcí vykonávajících v hydraulickém obvodu. Společným 

prvkem je plnící plynové zařízení akumulátoru, které můţe mít jiné konstrukční provedení, 
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ale princip zůstává stejný (obr. 4.6). Plnící zařízení je v podstatě jediným příslušenstvím u 

vakových a membránových akumulátorů. 

 

Obr. 4.6 Plnící zařízení akumulátoru: 1-šroub s ručním kolečkem, 2-ucpávka, 3-těleso 

ucpávky
[2] 

V některých případech můţe být namontován snímač polohy pístu u pístových 

akumulátorů, který je zašroubován v plynovém víku akumulátoru. Můţe zde být umístěn i 

spínač pro sepnutí stykače, který se vyuţívá pro zapnutí hydrogenerátoru do obvodu 

v případě klesnutí hladiny pod dovolenou mez
2)

. 

Nejrozšířenější příslušenství mají nejjednodušší akumulátory, a to s přímým stykem 

plynu s kapalinou. Řízení funkce plynových akumulátorů probíhá tlakem nebo snímačem 

hladiny. Jedná se o následující funkce důleţité pro správný chod akumulátoru: 

 zabránění úplnému vyprázdnění akumulátoru, 

 zabránění vzniku stlačeného plynu do hydraulického obvodu, 

 včasné zapnutí hydrogenerátoru plnícího akumulátor a vypnutí při dosaţení 

maximálních hodnot v akumulátoru. 

Řízení tlakem spočívá v minimálním ventilu, který pomocí rozvaděče zastaví odběr 

kapaliny a zapne plnící generátor, který je vypnut při dosaţení horní hranice (tlakové). 

Hlavní výhodou můţe být, ţe zařízení pracuje nezávisle na skutečném objemu v lahvích. 

Tento způsob řízení se nehodí pro velké jednotky z důvodu sloţitosti kontroly plynu a 

dosaţení dostatečné bezpečnosti proti vniknutí plynu do obvodu. Problém nastává při 

zmenšení objemu plynu, kdy dochází k častému zapínání hydrogenerátoru. 

Velké jednotky jsou obvykle řízeny hladinou v tlakové lahvi. Nemění se u nich 

uţitečný objem a kontrola skutečné hladiny výšky kapaliny je přesná. Tlak můţe kolísat 

pouze při změnách teploty okolí a provozního média. Jedná se asi o rozdíl 5% při 

teplotním rozdílu 20°C. Průběh výšky vodní hladiny je sledován kontrolními stavoznaky 

různých principů a konstrukcí a ty spínají a vypínají proud pomocí elektrického obvodu 

(nízké napětí). Stavoznaky se pouţívají elektrodové, plovákové se rtuťovými spínači, 

rtuťové kontaktní a indukční. Reléový systém a stykače spínají a vypínají rozvodné prvky, 

popř. elektromotory hydrogenerátorů. Kontaktními manometry bývá jištěna krajní poloha. 
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4.3 Využití plynových akumulátorů  

Akumulátor můţe vhodně ovlivnit dynamické chování a energetickou bilanci 

hydraulických obvodu. Vlivem rozšiřování hydrauliky do stále širších oblastí nalézají 

akumulátory mnohostranné vyuţití, např.: 

 doplňování objemových ztrát, 

 kompenzace teplotních změn kapaliny, 

 nouzový zdroj, 

 krátkodobé zvýšení odběru kapaliny, 

 nerovnoměrnost odběru, 

 tlakové rázy a kmity v potrubí, 

 tlaková pulzace. 

V následujících podkapitolách je rozepsáno hlavní vyuţití plynových akumulátorů, 

týkající se diplomové práce. 

4.3.1 Tlakové rázy a kmity v potrubí  

Tlakové rázy vznikají při náhlém zastavení proudu kapaliny v potrubí. Rázy jsou 

zobrazeny  (obr. 4.7) v porovnání otevřeného ventilu a náhlého uzavření. K rázům dochází 

nejčastěji při náhlém zrychlení nebo zpomalení sloupce kapalin a doznívají kmitáním, 

které můţe nepříznivě ovlivnit celý hydraulický systém.  

  

Obr. 4.7 Tlakové rázy v potrubí: 

                              a)ventil otevřen, 

                                                                       b)ventil náhle uzavřen
[2] 

 

Nejčastěji k nim dochází u prvků pro hrazení průtoku a při práci jiných hydraulických 

prvků (přímočaré hydromotory apod.). U rázu můţe dojít k ohroţení celé hydraulické 

soustavy, ale u všech prvků existují konstrukční opatření zmírňující jeho nepříznivé 

účinky. Situaci lze značně zlepšit pomocí plynového akumulátoru, nejčastěji vakuového 

nebo membránového, díky jejich citlivosti na změny tlaku. Ale i akumulátor s přímým 

stykem s hladinou můţe výrazně ovlivnit tlakové rázy. 

Postup určení velikosti akumulátoru je poměrně sloţitý, nicméně pro většinu případů 

stačí následující postup: 

 určení uţitečného objemu, 

 zjištění celkového objemu, 

 navrţení umístění akumulátoru (v praxi co nejblíţe zdroji rázu). 
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4.3.2 Tlakové pulzace 

Mezi nepříznivé účinky tlakových pulzací patří to, ţe dochází ke zhoršení kvality 

obrobku (výrobní a obráběcí stroje) tím, ţe způsobují chvění. Dále sniţují ţivotnost 

těsnění, spolehlivost spojů a zhoršení pracovního prostředí (hluk). 

Mezi nejčastější zdroje pulzací spadají hydrogenerátory, především pístové a zubové 

s vnějším ozubením. Slabší pulzace vznikají u lamelových hydrogenerátorů, nejslabší u 

šroubových a zubových s vnitřním ozubením. Při nestabilních poměrech můţe dojít k 

rozkmitání součástí hydraulických prvků, např. ventily. U hydrogenerátorů jsou pulzace 

trvalé, zatímco u hydraulických prvků se jedná o přechodové jevy. Frekvence pulzací je 

závislá na počtu pístů, zubů, lamel a otáčkách.   

Nejvhodnější akumulátory pro tlumení pulzací jsou ty, které mají nejvyšší tlumící 

účinek, pokud si je rovna rezonanční frekvence frekvenci pulzací viz (obr. 4.8), kde je 

znázorněna ideální charakteristika akumulátoru. V místě 1 se nachází zdroj průtoku a 

v místě 2 bezodrazové okrajové podmínky. 

 

Obr. 4.8 Akumulátor pro tlakové pulzace
[2] 

Správné a účinné dimenzování akumulátoru znesnadňuje pokud: 

 výpočet vlastní frekvence neodpovídá skutečnosti, 

 akumulátor je umístěn v obvodu, 

 tlumící účinek ovlivňuje potrubní systém, 

 zavedená zjednodušení ovlivní výrazně řešení, 

 hydrogenerátor vydává nadměrný hluk, který se skládá z celého spektra frekvencí. 

Odvození matematického modelu akumulátoru pro zjištění pulzací je odvozeno 

v kapitole 5,6,7, 8, 9. Mimo akumulátor zobrazený ve zmíněných kapitolách, jsou některá 

konstrukční řešení akumulátorů zobrazena na (obr. 4.9). 

 

Obr. 4.9 Akumulátory pro tlakové pulzace
[2] 
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MATEMATICKÝ MODEL  

Tvorba matematického modelu je rozdělena do několika částí. V první části jsou 

odvozeny základní rovnice pro sestavení přechodové matice plynového akumulátoru. Při 

odvození je uvaţována nestlačitelná kapalina s vlivem stlačitelnosti vzduchu.  

Druhá část se zabývá samotným sestavení přechodové matice, na kterou navazuje 

kapitola tvorby přechodové matice soustavy plynového akumulátoru s dvěma pruţnými 

trubicemi a její začlenění do stavového prostoru. Poslední část zobrazuje výpočet dvou 

jednoduchých příkladů a vyhodnocení získaných hodnot. 

Při tvorbě matematického modelu plynového akumulátoru se čerpá z literatury [2], 

[3], [4], [5], [6]. Zdrojem [3] jsou vysokoškolská skripta utvořena tak, aby byli čtenáři 

schopni tvořit nové konstrukce hydraulických zařízení. Obecně se literatura zabývá 

dynamikou tekutinových systémů. Zkoumá dynamiku systému v souvislosti s přenosem 

impulzu v závislosti na změnách vnějšího prostředí působících na zkoumaný prvek od 

nejobecnějších přístupů po tvorbu sloţitých systémů ve stavovém prostoru a jejich 

vyhodnocení. 

Literatura [4] se zabývá hydraulickým systémem, který je sloţen z pruţných trubic 

obsahujících stlačitelnou tekutinu a lokálně umístěných hydraulických prvků. Práce uvádí 

moţnosti tlumení tlakových a průtokových pulzací v hydraulických obvodech. Jsou v ní 

uvedeny moţnosti tlumení a zavedena tzv. paměťová funkce tekutiny, která je odvozena 

v analytickém tvaru. Dále jsou v práci odvozeny paměťové funkce střední rychlosti 

kapaliny po průřezu, derivace rychlosti na hraně trubice a ztrátového součinitele. 

V poslední řadě je představen software sestavený autorem literatury pro řešení spektrálních 

a modálních vlastností větvených hydraulických systémů, zaloţený na metodě Laplaceovy 

transformace a přenosových matic. 

Výzkumná zpráva [6] je rozdělena do dvou částí. V první je uveden teoretický 

rozbor vlivu stacionární rychlosti na vlastní frekvence s tlakovými okrajovými 

podmínkami a ve druhé části jsou uvedeny výsledky experimentu. 
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5 ODVOZENÍ ZÁKLADNÍCH ROVNIC [2], [3], [4] 

 

Obr 5.1 Základní schéma pro vytvoření matematického modelu 

5.1 Stavová rovnice  

Stavová rovnice představuje jednoduché idealizované základní vztahy pro jednotlivé 

termodynamické děje plynů (ideální plyny), které na rozdíl od kapalin mají sloţité 

termodynamické vlastnosti, a jejich přesný matematický popis v podstatě není moţný.  

V praxi se pro odvozený plynový akumulátor pouţívá technických plynů (vzduch, 

dusík), které se blíţí vlastnostmi ideálnímu plynu, takţe při řešení mohou být vyuţity 

zákony ideálních plynů. 

V úloze je uvaţováno izotermické změny plynu, která probíhá při konstantní teplotě 

         Závislost měrných objemů a tlaků vyjadřuje (5.1), jedná se o Boyleův-

Mariottův zákon a v následující podkapitole je z něj odvozen průtok plynového 

akumulátoru   . 

5.1.1 Podíl stavové rovnice 

Při řešení podílu stavové rovnice se vychází ze součinu celkového tlaku a objemu 

plynového akumulátoru (pulzátoru) konstantní. Jedná se o izotermický děj, při kterém se 

nemění teplota termodynamické soustavy. Izotermický děj stavové rovnice je vyjádřen v 

(5.1), 
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                    (5.1) 

 

kde koeficient   1 pro izotermický děj. Podrobnosti k volbě koeficientu     jsou 

uvedeny v (tab. 2). 

Sloţení celkového tlaku a objemu v plynovém akumulátoru: Tlak pulzátoru je 

rozepsán v (5.2). Jedná se o atmosférický tlak    a změny tlaku v závislosti na čase      , 

 

                   (5.2) 

 

objem pulzátoru je uvaţován v (5.3). Jedná se o střední objem vzduchu    při 

atmosférickém tlaku a objemu vzduchu v závislosti na čase      . 

 

        t           (5.3) 

 

Za tlak a objem v rovnici (5.1) jsou dosazeny členy z (5.2), (5.3) 

 

                                  (5.4) 

 

Po derivaci podle času rovnice (5.4) vznikne (5.5), po jejímţ vynásobení je 

dosaţeno rovnice (5.6). 

 

  ̇          ̇                (5.5) 

 

    ̇      ̇      ̇      ̇          (5.6) 

 

Pro zjednodušení úlohy je zaveden předpoklad malých kmitů vodní hladiny 

kontrolního objemu. Lze tedy předpokládat, ţe změny tlaku a objemu vzduchu v pulzátoru 

v závislosti na čase jsou velmi malé a můţeme je tedy zanedbat vůči počátečním členům. 

Následující předpoklad je vyjádřen v (5.7), (5.8). 

 

                    (5.7) 

 

                   (5.8) 
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Po zavedení předpokladu (5.7), (5.8) lze zanedbat součin tlaku a objemu závislé na 

časových změnách viz.(5.9), (5.10) v rovnici (5.6), jelikoţ by jejich hodnota výrazně 

neovlivnila řešení úlohy. 

 

    ̇               (5.9) 

 

  ̇               (5.10) 

 

Po zanedbání součinu (5.9), (5.10) v (5.6) se rovnice zjednoduší na (5.11), která je 

v dalších krocích rozepsána a upravena. 

 

    ̇      ̇            (5.11) 

 

V dalších úpravách jsou rozepsány derivace podle času (5.12) a upravení rovnice 

do tvaru (5.13), (5.14). 

 

  
  

  
   

  

  
           (5.12) 

 

  

  
  

  

  

  

  
          (5.13) 

 

  ̇   
  

  

  

  
          (5.14) 

 

Zavedení vektoru vnější normály ke kapalině na ploše kontrolního objemu 

pulzátozu    (5.15) pro určení průtoku    . Plocha kontrolního objemu je shodná 

s plochou kontrolního objemu kapaliny (       viz (obr. 5.1) 

 

   :      1         1 ;     , 1,        (5.15) 

 

Pro další řešení úlohy je potřeba určit průtok vzduchu plynového akumulátoru    

v ose   . Průtok    je vyjádřen z derivace objemu v závislosti na čase (5.16) při uvaţování 

vektoru vnější normály n ke kapalině na ploše   ,   

 

 
  

  
 ∫   d    

 ∫     d    
 ∫     1 d    

               (5.16) 
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je zpětně dosazen do (5.14) 

  ̇    
  

  
          (5.17) 

 

a vyjádřen z (5.17). 

     ̇
  

  
          (5.18) 

  

  V dalším kroku je pro (5.18) zavedena kapacitu plynového akumulátoru C, 

 

  
  

  
           (5.19) 

 

kde:     p   tlakování akumulátoru (atmosférický tlak), 

      střední objem akumuátoru, 

  C  měřená kapacita akumulátoru. 

 

Po dosazení kapacity C (5.19) do (5.18) je dosaţen konečný tvar pro průtok 

plynového akumulátoru    v rovnici (5.20). Dále se předpokládá vztaţení tlaku na hranici 

  , v rovnici (5.19) můţe být přepsán tlak jako v závislosti na čase a označen podle 

příslušné plochy jako   ̇  
  

  
 

   

  
, kde index     není sčítací index, ale pouze index 

označující plochu, na kterou se tlak vztahuje. 

 

   
   

  
           (5.20) 

 

5.2 Rovnice kontinuity  

Obecný tvar rovnice kontinuity je vyjádřen ve tvaru (5.21) 

 

  

  
     ρ             (5.21) 

 

5.2.1 Rozbor rovnice kontinuity 

Pro nestlačitelnou kapalinu platí         , v tom případě je rovnice kontinuity (5.21) 

psána ve tvaru (5.22). Jedná se o tzv. nezřídlové pole, tj. vektorové pole rychlostí pro které 

je divergence nulová. 

 

                   (5.22) 
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Divergence rychlosti je přepsána do tvaru (5.23). 

 

   

   
             (5.23) 

 

Vynásobení (5.23) elementárním objemem dV a integrace přes obor V je 

znázorněno v (5.24). 

 

∭
   

   
    

 
         (5.24) 

 

Po vyuţití věty Gauss-Ostrogradského na (5.24) je získána rovnice (5.25), 

 

∯ v n d   
 

         (5.25) 

 

kde průtočné plochy pro integrační oblast v (5.25) jsou určeny z (obr. 5.1): 

 

                      (5.26) 

 

Zavedení vektorů vnější normály n ke kapalině pro průtočné plochy (5.26): 

 

   :      1        1   ;           1, ,        (5.27) 

 

     :      1        1      ;           1, ,        (5.28) 

 

   :      1        1      ;            ,1,        (5.29) 

            

Dosazení průtočných ploch (5.26) do (2.25) 

 

∫ v n d     
 ∫ v n d     ∫ v   d    

  
  

      (5.30) 

 

 

a následné dosazení vektorů vnější normály n ke kapalině z (5.27), (5.28), (5.29) do (5.30) 

: 
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∫ v   1 d     
 ∫ v  1 d     ∫ v  1 d    

  
    

    (5.31) 

 

Po integraci (5.31) je získán tvar rovnice (5.32). 

 

 v    v      v             (5.32) 

 

Z definice průtoku v (5.16) lze obecně psát     . Nyní můţe být rovnice (5.32) 

psána ve tvaru (5.33) s označením průtoku dle příslušných ploch (obr. 5.1). Označování ve 

výsledné rovnici (5.33) indexem     dle příslušných ploch určuje pouze orientaci dle (obr. 

5.1), nejedná se o sčítací index.  

 

                       (5.33) 

 

Dosazení průtoku plynového akumulátoru (5.20) do rovnice (5.33) je získán 

konečný tvar rovnice kontinuity pro nestlačitelnou kapalinu (5.34). 

 

          
   

  
           (5.34) 

 

5.3 Navier Stokesova rovnice  

Základní tvar Navier Stokesovy rovnice pro nestlačitelnou kapalinu (5.35): 

 

 
   

  
  

   

   
   

    

   
            (5.35) 

    

Rovnice (5.35) vyjadřuje rovnováhu sil setrvačných, tlakových a viskózních 

působících na elementární částici dV. Z (5.35) jsou zanedbány gravitační síly   , jelikoţ 

jejich účinek nemá významný vliv na řešení úlohy. Rovnice (5.35) se tedy zjednoduší na 

(5.36),  

 

 
   

  
  

   

   
   

    

   
          (5.36) 

 

která je vynásobena elementárním objemem dV a integrována přes obor V. 

 

∭ ( 
   

  
  

   

   
   

    

   
)

 
          (5.37) 
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Pro další úpravy je rozepsán první člen z rovnice (5.37), tedy lokální zrychlení 
   

  
, 

s důkazem platnosti (5.38) 

 

   

  
 

 

   
(
   

  
  )  

    

     
   

   

  

   

   
   

   

  
    

   

  
    (5.38) 

 

a za člen 
   

  
 v (5.38) je dosazeno 

 

   
(
   

  
  ) do (5.37). 

 

∭ ( 
 

   
(
   

  
  )   

   

   
   

    

   
)

 
         (5.39) 

 

V rovnici (5.39) je vytknuta parciální derivace podle souřadnice, 

 

∭
 

   
( (

   

  
  )           ) 

          (5.40) 

 

přičemţ na (5.40) je vyuţita věta Gaus ostrogradského 

 

∯ ( (
   

  
  )           ) 

            (5.41) 

 

a jednotlivé členy integrálu (5.41) jsou rozepsány přes jednotlivé plochy (obr. 5.1). Jedná 

se o průtočné plochy   a neprůtočnou plochu Γ:  

 

∫  
   

  
      

 
 ∫          

   
 ∫        

   
      (5.42) 

 

Rovnice (5.42) je přepsána do tvaru (5.43), který je v dalších krocích postupně 

upraven dle (obr. 5.1). 

 

 ∫   ̇ 
        ∫      

       ∫         
         (5.43) 

 

Rovnice (5.43) se skládá z účinku lokálního zrychlení, účinku konvektivního 

zrychlení a účinku napětí newtonovské kapaliny na jednotlivých plochách hydraulického 

prvku. Všechny účinky vycházejí z Navier Stokesovy rovnice (5.35). V dalších krocích 

jsou jednotlivé účinky odvozeny odděleně a následně dosazeny zpět do (5.43). Při 

odvození se vychází z kontrolního objemu dle (obr. 5.1). 
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Při odvozování jednotlivých účinků se vyuţije pro přehlednost označení členů 

podle příslušných ploch, index     tedy určuje vztaţenou plochu a není zaveden jako 

sčítací index. 

5.3.1 Účinek lokálního zrychlení 

 

 ∫   ̇ 
                (5.44) 

 

Pro řešení (5.44) je zavedeno zrychlení v normálovém směru, které je vyjádřeno v 

(5.45) 

 

  ̇    ̇    ̇         (5.45) 

 

a následně dosazeno do (5.44). 

 

 ∫   ̇ 
              (5.46) 

 

Dosazení průtočných ploch z (5.26) do (5.46) a rozepsání integrační oblasti, 

 

 ∫   ̇   
       ∫   ̇     

         ∫   ̇   
          (5.47) 

 

přičemţ provedeme určení normálových zrychlení pro jednotlivé průtočné plochy (5.48), 

(5.49), (5.50) v rovnici (5.47) s vyuţitím vektorů vnější normály ke kapalině (5.27), (5.28), 

(5.29).  

 

             ̇    ̇     ̇      ̇       (5.48) 

 

           ̇    ̇     ̇     ̇       (5.49) 

 

            ̇    ̇     ̇     ̇       (5.50) 

 

Jednotlivá normálová zrychlení (5.48), (5.49), (5.50) jsou dosazeny do (5.47).  

Poslední člen rovnice (5.47) je integrován na ploše   , ale jelikoţ index sumační 

symboliky pro polohovou souřadnici je nenulový pouze pro   3, je v posledním členu 

rovnice psáno       viz (obr. 5.2).  
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Pro orientaci je polohová souřadnice určující šířku vtokové plochy označena 

indexem dle příslušné plochy     od rovnice (5.51). 

 

- ∫   ̇   
       ∫   ̇     

           ∫   ̇   
          (5.51) 

 

Z (5.52) jsou vytknuty konstantní členy: 

 

-   ̇  ∫      
      ̇    ∫           

     ̇ ∫      
        (5.52) 

 

Určení vzdálenosti   : (obr. 5.2): 

 

Obr. 5.2 Určení vzdálenosti    

 

                    (5.53) 

 

  Vzdálenost    (5.53) vyplývající z obr. (5.2) je dosazena do (5.52). Plocha    

plynového akumulátoru je integrována na úhlu  . Můţeme tedy psát v (5.52)     R  .  

   

    ̇  ∫      
      ̇    ∫           

     ̇ ∫   cos   
  

     (5.54) 

 

Po integraci (5.54) je získána rovnice (5.55), 
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    ̇       
        ̇           

         ̇ 
  sin   

        (5.55) 

 

do které jsou dosazeny integrační meze a je získána rovnice (5.56), 

 

    ̇          ̇             ̇ 
             (5.56) 

 

ze které jde vidět, ţe na účinky lokálního zrychlení má vliv pouze směr   . Účinek 

lokálního zrychlení se tedy můţe psát v konečném tvaru (5.57) 

 

    ̇          ̇                 (5.57) 

 

 

5.3.2 Účinek konvektivního zrychlení 

 

 ∫      
                (5.58) 

 

Průtočné plochy pro (5.58): 

 

                        (5.59) 

 

Pro řešení (5.58) je zavedena rychlost v normálovém směru, která je vyjádřena v 

(5.60) 

 

                   (5.60) 

 

a dosazena do (5.58): 

 

 ∫     
       ∫       

         ∫    
   Γ     (5.61) 

 

V dalším kroku jsou vyjádřeny jednotlivé normálové rychlosti pro (5.61). Určení 

normálových rychlostí pro jednotlivé plochy za pomoci vektorů vnější normály ke kapalině 

(5.27), (5.28): 

 

                           (5.62) 
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                         (5.63) 

 

Γ je definována jako neprůtočná plocha, můţeme tedy psát, ţe rychlost na jejím 

povrchu je nulová: 

 

Γ                    (5.64) 

 

Dosazení jednotlivých normálových rychlostí (5.62), (5.63), (5.64) do (5.61): 

 

 ∫     
          ∫       

         ∫    
    Γ     (5.65) 

 

 Rozepsání konvektivního účinku na neprůtočné ploše Γ (5.66) v (5.65) 

 

 ∫    
    Γ   ∫    

    Γ   ∫    
    Γ       (5.66) 

 

Jelikoţ je Γ neprůtočná plocha, je patrné, ţe pro rovnici (5.65) nemá ţádný význam, 

lze tedy psát: 

 

    
 ∫      

    
 ∫          

         (5.67) 

 

Integrace rovnice (5.67) 

 

    
      

      
        

            (5.68) 

 

a následné dosazení integračních mezí v (5.68) je získán konečný tvar účinku 

konvektivního zrychlení (5.69): 

 

    
       

               (5.69) 

5.3.3 Účinek napětí newtonovské kapaliny (účinek tenzoru napětí) 

 

∫         
             (5.70) 

 

Tenzor napětí     v (5.70) lze rozepsat jako: 
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                    (5.71) 

 

Dosazení (5.71) do (5.70): 

 

∫               
            (5.72) 

 

Popis jednotlivých členů v rovnici (5.71), 

    je podíl nevratných napětí, jenţ můţe být rozepsán na (5.73), 

 

     2                    (5.73) 

 

    je podíl nevratných napětí, jenţ můţe být rozepsán na (5.74). 

 

                   (5.74) 

 

Pro další řešení úlohy se bude uvaţovat podíl nevratných napětí pouze ve tvaru    , 

nebude tedy uvaţováno rozepsání členu      v (5.73), je pouze dosazena rovnice (5.74) do 

(5.72), 

 

∫                
           (5.75) 

 

dále rozepsána rovnice (5.75) na jednotlivá napětí. 

 

∫         
   ∫          

          (5.76) 

 

Určení Kroneckerovy delty pro   1 , 

 

                       (5.77) 

 

které je potřebné pro upravení (5.76) do tvaru (5.78) 

 

∫         
   ∫       

           (5.78) 
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Podíl nevratných napětí     na průtočné ploše           je nulový (5.79), 

jelikoţ se jedná pouze o plochu akumulátoru  Γ, 

 

∫       
             (5.79) 

 

podíl vratných napětí     na ploše Γ je rovněţ nulový, viz (5.80). 

 

 ∫     
 Γ   ∫   cos   

  
     sin   

               (5.80) 

 

V rovnici (5.78) jsou vynechány nulové podíly napětí (5.79), (5.80). Můţeme tedy 

(5.78) psát ve tvaru (5.81), 

 

∫       
 Γ  ∫     

           (5.81) 

 

kde průtočná plocha   pro podíl vratných napětí je vyjádřena v (5.82). 

 

                   (5.82) 

 

Vlivy nevratných napětí (účinky viskozity) v (5.81) jsou nahrazeny lineárním 

tlumením     (5.83), kde průtok    je vztaţen na plochu    a rovněţ se u indexu     
nejedná o sčítací index, 

 

 ∫       
 Γ              (5.83) 

 

kde   je uvaţováno jako celkové třecí ztráty. Dosazením (5.83) do (5.81) je dosaţeno 

zjednodušené rovnice (5.84).  

 

    ∫     
            (5.84) 

 

a rozepsání integrálu (5.84) přes průtočné plochy (5.82) na (5.85), (5.86), kde bude 

uvaţováno pro pozdější řešení označení tlaku na jednotlivých plochách. Tedy označení 

tlaku    na ploše    a      na ploše     . 
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     ∫       
    ∫           

            (5.85) 

 

    ∫       
    ∫           

            (5.86) 

 

Dále jsou dosazeny do (5.86) vektory vnější normál ke kapalině (5.27), (5.28) a 

vyknuty konstantní členy: 

 

       ∫      
     ∫          

       (5.87) 

 

Po integraci (5.87) 

 

           
              

            (5.88) 

 

a dosazení integračních mezí v (5.88) je získán konečný tvar pro účinek napětí 

newtonovské kapaliny (5.89) 

 

                          (5.89) 

 

5.3.4 Konečný tvar Navier Stokesovy rovnice 

V kapitole 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3 se odvodily jednotlivé účinky pohybové rovnice 

kapaliny (5.57), (5.69), (5.89), které jsou zpětně dosazeny do (5.44). Sloţená rovnice nese 

označení (5.90) a v dalších krocích je postupně upravena do tvaru (5.91). 

 

    ̇         ̇            
       

                            (5.90) 

 

    ̇         ̇            
       

                          (5.91) 

 

Pro další řešení rovnice (5.91) je obecně vyjádřena rychlost a zrychlení na 

jednotlivých plochách kontrolního objemu dle (obr. 5.1).  

 

             ̇   
   

  
           (5.92) 

 

            ̇   
   

  
          (5.93) 
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Za rychlosti je dosazeno z definice průtoku (5.16), kde můţe být obecně psáno: 

    
 

 
. Jednotlivé rychlosti jsou tedy zapsány ve tvaru (5.94), (5.95). Pro pozdější řešení 

úlohy je zvoleno nové označení průtoku, kdy na ploše    je zvoleno označení    a na 

ploše          . Záměna označení je provedena jiţ v rovnici kontinuity (5.34). Pro 

přehlednost úlohy je záměna indexu rozepsána v (5.94), (5.95). Všechny záměny indexu, u 

průtoku a tlaku na příslušných plochách, jsou kompatibilní s (obr. 5.1). 

 

              
  

  
   

  

  
          (5.94) 

 

            
  

  
  

    

    
         (5.95) 

 

Dosazení (5.94), (5.95) do (5.92), (5.93), 

 

              ̇   
 

  
  

  
 

 

  

   

  
          (5.96) 

 

               ̇   
 

    
    

  
 

 

    

     

  
        (5.97) 

 

dále jsou jednotlivé rychlosti (5.94),(5.95) a zrychlení (5.96), (5.97) dosazeny do (5.91). 

 

  
 

  

   

  
         

 

    

     

  
           (

  

  
 )

 

     (
    

    
 )

 

         

                        (5.98) 

 

Při další úpravě je rovnice (5.98) vydělena ( 
 

 
) . 

 

   

  
    

     

  
      

  
 

  
 

    
 

    
 

 

 
    

  

 
    

    

 
         (5.99) 

 

  
 ,     

   jsou nelineární členy, pro zjednodušení dané úlohy jsou zanedbány za 

předpokladu malých kmitů kontrolního objemu kapaliny.  

Dále je uvaţováno: 

 

 

 
             (5.100) 
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Po zanedbání v rovnici (5.99) nelineárních členů   
 ,     

   a dosazení (5.100) do 

(5.99) je získán konečný tvar Navier Stokesovy rovnice (5.101). Linearizaci je moţno 

provést za předpokladu malých změn průtoku a je vhodná pro Laplaceovu transformaci 

podle času.  

 

   

  
    

     

  
           

  

 
    

    

 
     = 0    (5.101) 

 

6 SESTAVENÍ PŘECHODOVÉ MATICE AKUMULÁTORU [3], [4], 

[7], [8] 

Řešení přechodové matice je zaloţeno na řešení dvou nelineárních parciálních 

diferenciálních rovnic. Rovnice kontinuity-zákon zachování hmotnosti (5.34) a Navier 

Stokesovy rovnice-zákon zachování hybnosti (5.101). Při malých změnách průtoku lze pro 

řešení ve frekvenčním prostoru tyto rovnice linearizovat a řešit pomocí Laplaceovy 

transformace podle času. 

Při tvorbě přechodové matice je vyuţito dalších dvou zdrojů. Jedná se o výzkumnou 

zprávu [7], která se zabývá odvozením Helmholtzova rezonátoru tak, aby bylo moţno 

zjednodušený matematický model uplatnit pro jednorozměrnou metodu přenosových 

matic. 

Další vyuţitou literaturou je výzkumná zpráva [8], ve které je odvozena přechodová 

matice tlakových a průtokových pulzací stlačitelné kapaliny v tuhé trubici ve tvaru kuţele. 

Při řešení je zanedbáno účinku příčné vlny. Přenosová matice je odvozena v závislosti na 

druhé viskozitě tekutiny. V závěru zprávy je uveden příklad vynuceného kmitání tekutiny 

v systému trubic při buzení ultrazvukovou frekvencí. 

6.1 Laplaceova transformace podle času 

Vyuţití Laplaceovy transformace umoţňuje převést tuto úlohu na řešení soustav 

obyčejných diferenciálních rovnic prvního řádu. Je vyuţita na dvě rovnice získané 

v předešlém řešení, tj. rovnice kontinuity (5.34) a Navier Stokesova rovnici (5.101): 

 

Rovnice kontinuity (5.34), 

 

         
   

  
     

 

a Navier Stokesova rovnice (5.101), 

 

   

  
    

     

  
           

  

 
    

    

 
     = 0 

 

jsou upraveny do tvaru vhodného pro další řešení (6.1), (6.2): 
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Rovnice kontinuity, 

 

   
   

  
                (6.1) 

 

Rovnice Navier Stokesova. 

 

   

  
         

  

 
   

     

  
      

    

 
          (6.2) 

 

Na rovnice (6.1), (6.2) je vyuţita Laplaceova transformace podle času, kde bereme 

v úvahu následující počáteční podmínku (6.3), 

 

  ̃     ̇{     }         (6.3) 

 

lze tedy psát rovnici kontinuity (6.4) 

 

  ̃     ̃       ̃         (6.4) 

 

a Navier Stokesovu rovnici (6.5), 

 

   ̃      ̃   
  

 
  ̃       ̃      

    

 
    ̃      (6.5) 

 

kde     je parametr Laplaceovy transformace podle času. Upravení rovnice (6.5): 

 

         ̃   
  

 
  ̃       ̃      

    

 
    ̃     (6.6) 

 

6.2 Sestavení přechodové matice 

Pro sestavení přechodové matice jsou přepsány rovnice (6.4), (6.6) do maticového 

tvaru, 

 

|
1    

     
  

 

| |
  ̃

  ̃
|  |

1  

     
    

 

| |
    ̃

    ̃
|      (6.7) 

 

kde je matice (6.7) převedena na zjednodušený zápis: 



 

 

 

 

FSI VUT VUT-EU-ODDI-13303-11-16 List 50 

                    (6.8) 

 

                     (6.9) 

 

Zápis jednotlivých členů (6.8), (6.9) pomocí (6.7), 

 

   |
  ̃

  ̃
|          (6.10) 

 

   znázorňuje vektor počátku kontrolního objemu, 

 

     |
    ̃

    ̃
|         (6.11) 

 

     je konec vektoru kontrolního objemu, 

 

  |
1    

     
  

 

|        (6.12) 

 

  |
1  

     
    

 

|         (6.13) 

 

A, B jsou matice. 

 

Inverzní matice     pro řešení (6.9): 

 

    |
1  

     
    

 

|

  

        (6.14) 

 

    
 

       
|

    

 
 

      1
|  

 

    
|

    

 
 

      1
|  |

1  

 
      

    

 

    

|  (6.15) 

 

 

Vyjádření přechodové matice z (6.9): 
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                 (6.16) 

 

Dosazení (6.12), (6.15) do vyjádřeného vztahu (6.16),  

 

   |
1  

 
      

    

 

    

| |
1    

     
  

 

|      (6.17) 

 

následné roznásobení matic v (6.17). 

 

   |
1    

 

    
              

           

    

|      (6.18) 

 

Pro dané řešení je uvaţováno následující zjednodušení viz (obr. 6.1): 

 

Obr. 6.1 Uvaţované zjednodušení kontrolního objemu 

Jsou uvaţována následující zjednodušení: 

stejné průměry potrubí, 
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                  (6.19) 

 

délky   ,      pro kontrolní objem jsou uvaţovány velmi malé (obr. 6.1) a jsou 

zanedbatelné pro výpočet. 

 

                   (6.20) 

 

Po dosazení (6.19), (6.20) do (6.18) je získán konečný tvar přechodové matice 

plynového akumulátoru (6.21). Schématicky zobrazený plynový akumulátor je na (obr. 

6.4) 

 

   |
1    

 

  
 1 |         (6.21) 

 

Obr. 6.4 : Schéma plynového akumulátoru 

7 STANOVENÍ PŘENOSOVÉ MATICE SOUSTAVY [3] 

7.3 Styčníkové rovnice 

 

Obr. 7.1 Navazování potrubí 

Odvození návaznosti dvou potrubí na plynový akumulátor za pomoci (obr. 7.1): 

počátek kontrolního objemu    na konci první trubice je roven součinu přechodové matice 

   a počátku kontrolního objemu     první trubice (7.1), 
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                        (7.1) 

 

konec kontrolního objemu      na počátku druhé trubice je roven součinu přechodové 

matice    a počátku kontrolního objemu na konci první trubice (7.1), 

 

                         (7.2) 

 

Dosazení (7.1) do (7.2):  

 

                         (7.3) 

 

Konec kontrolního objemu      na konci druhé trubice je roven součinu přenosové 

matice      a kontrolnímu objemu      na počátku druhé trubice. 

 

                              (7.4) 

 

Dosazením (7.3) do (7.4) je odvozena konečná rovnice (7.5) pro návaznost dvou 

potrubí na plynový akumulátor, 

 

                               (7.5) 

 

kde pro přehlednost úlohy je součin matic v (7.5) zapsán jako celková přechodová matice 

   

 

                   (7.6) 

 

Pro řešení přechodové matice γ (7.6) je potřeba přenosových matic navazovaného 

potrubí, které jsou zapsány v (7.7), (7.8) a přechodové matice plynového akumulátoru 

(6.21). 

Přenosová matice pro první potrubí    (7.7), 

 

     ,    |
cos  (

 

 
  )  

  

  
sin  (

 

 
  )

 
  

  
sin  (

 

 
  ) cos  (

 

 
  )

|     (7.7) 

 

přenosová matice pro druhé potrubí      (7.8), 
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         ,    |
cos  (

 

 
    )  

    

  
sin  (

 

 
    )

 
  

    
sin  (

 

 
    ) cos  (

 

 
    )

|    (7.8) 

 

kde     je rychlost šíření zvuku v kapalině a      parametr Laplaceovy transformace. 

Dosazení (6.21), (7.7), (7.8) do (7.6): 

 

 

  ||
cos  (

 

 
    )  

    

  
sin  (

 

 
    )

 
  

    

sin  (
 

 
    ) cos  (

 

 
    )

|| |
1   

 

  

 1 | ||
cos  (

 

 
  )  

  

  
sin  (

 

 
  )

 
  

  

sin  (
 

 
  ) cos  (

 

 
  )

|| 

           (7.9) 

 

Za počátek a konec kontrolního objemu v (7.5) je dosazeno (6.10), (6.11), 

 

|
    

    
|                |

  

  
|          (7.10) 

 

 

Dosazením (7.6) do (7.10) je získána konečná rovnice (7.11) pro návaznost potrubí 

na plynový akumulátor: 

 

|
    

    
|         |

  

  
|            (7.11) 

 

 Matice   určuje přenosovou matici zvoleného hydraulického systému, sestavené ze 

sériově řazených prvků, dle obr. 7.1. Matice závisí pouze na vlastnostech soustavy, nikoli 

na účinku vnějšího prostředí. Matice   tedy zcela charakterizuje vnitřní strukturu systému.   

Přepsání (7.5) do obecného tvaru návaznosti potrubí pro sériové řazení (7.12): 

 

                                                  (7.12) 
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8 STAVOVÝ PROSTOR [3], [4] 

8.1 Počáteční podmínky 

Počáteční podmínky určují stav makroskopické částice v čase     , resp.    . 

Pro danou úlohu je tento stav určen středními hodnotami tlaku p a průtoku Q, ze kterých se 

stanoví jejich nestacionární sloţky   ,   znázorňující vektor    ,   .  

Předpoklad: pro kaţdou vzdálenost         v čase     je předepsána funkce 

     tak, ţe platí (8.1): 

 

   ,                                ,     í       ž é               (8.1) 

 

8.2 Okrajové podmínky 

Při řešení soustavy dvou diferenciálních rovnic prvního řádu se musí zadat 2 

okrajové podmínky. Jedna v místě     a druhou v místě    . Vektor   obsahuje 2 

sloţky:      ,   . Z těchto veličin bude jedna v místě      povaţována za neznámou a 

je označena ji prozatím jako  . 

V závislosti na čase   mohou na trubici působit různá silová pole, jejich účinek 

v místě     je označen          ,     . Kde funkce     ,      je povaţována za 

známou. 

Vhodné vyjádření okrajové podmínky (8.2), (8.3): 

 

    ,                    ,     í       ž é             (8.2) 

 

        ,                    ,     í       ž é              (8.3) 

 

V rovnici (8.2), (8.3) jsou členy  ,    známé vektory závislé na tvaru okrajových 

podmínek. 

8.2.1 První možnost volby okrajových podmínek 

V místě     je zadán průtok (8.4) a neznámou je nestacionární sloţka tlaku 

   ,   . 

 

    ,                 (8.4) 

 

 Zápis rovnice dle (8.2): 

 

    ,    |
   ,   

   ,   
|  |

 
1
|    ,    |

1
 
|           (8.5) 
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Při porovnání (8.5) s (8.2) je zřejmé, ţe: 

 

     ,1 ,        ,   ,     1,        

 

Obr. 8.1 Okrajové podmínky pro    [3]
 

Pro konkrétní představu je funkce průtoku      (8.6) vyjádřena z (obr. 8.1), kde je 

uveden pulzátor s rychlostí pístu   v místě     a nulovou rychlostí     na konci 

uzavřené trubice. Pro tento případ platí: 

 

        cos             (8.6) 

 

8.2.2 Druhá možnost volby okrajových podmínek 

V místě     je zadán průtok        (8.7): 

 

   ,                   (8.7) 

 

Zápis pomocí maticového tvaru (8.8) dle (8.3): 

 

 1,  |
   ,   

   ,   
|              (8.8) 

 

tedy: 

 

    1,  ,              

 

Pokud je tato okrajová podmínka aplikována na předcházející problém, kde je pulzátor 

umístěný na počátku trubice (obr. 8.1), platí: 

 

        ,          
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8.2.3 Třetí možnost volby okrajových podmínek 

V místě     je zadán tlak (8.9) 

 

    ,                  (8.9) 

 

Zápis rovnice dle (8.2): 

 

    ,    |
   ,   

   ,   
|  |

1
 
|    ,    |

 
1
|          (8.10) 

 

,tedy: 

 

    1,  ,         ,    ,         ,1      

 

8.2.4 Čtvrtá možnost volby okrajových podmínek 

V místě     je dána závislost (8.11): 

 

   ,        ,                (8.11) 

 

      , 1 ,         ,    ,        1,       

 

8.3 Zavedení okrajových podmínek 

Je zavedena okrajová podmínka pro buzení na počátku trubice (8.12), 

 

    ,          
  

  
             ,     í       ž é     ,      (8.12) 

 

a pro buzení na konci trubice (8.13). 

 

  
       ,      

        ,  

  
             ,     í       ž é     ,       (8.13) 

 

Pro stanovení amplitudo-frekvenční charakteristiky je uvaţováno buzení v počátku 

hydraulické soustavy    . Pomocí 8.2.1 je přepsána rovnice (8.12) do tvaru (8.14), kde 

je zanedbána parciální derivace tlaku, jelikoţ pro řešení dané úlohy nemá význam. 
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    ,    |
   ,   

   ,   
|  |

 
1
|    ,    |

1
 
|           (8.14) 

 

Funkce      je uvaţována v následujícím tvaru: 

 

       cos             (8.15) 

 

Dosazení okrajové podmínky (8.14) a zavedené funkce (8.15) do (8.12). 

 

                                           (|
 
1
|    ,   |

1
 
|   sin    ) 

(8.16) 

 

|
    

    
|               2

   2       1
   1       

 
  (|

  sin    

   ,   
|)  (8.17) 

 

Rovnice (8.17) určuje matematický model potrubního dynamického systému. Pro další 

řešení je vhodný numerický výpočet, ze kterého se zjistí vlastní frekvence a vlastní tvary 

kmitů.  Úloha je určená pro 1 D kmitání stlačitelné kapaliny a má nekonečně mnoho 

vlastních frekvencí.  

Pro zapojení tlumícího hydraulického prvku se vykreslí vlastní tvary kmitu. 

Nejnebezpečnější oblast je ta, kde se vlastní frekvence blíţí frekvenci budící. Hydraulický 

prvek pro tlumení pulzací je umístěn do kmitny průtoku pro clony, ventily, zúţení potrubí 

a do maximální amplitudy tlaku pro akumulátory.     

 

9 PŘÍKLAD [3], [5] 

V této kapitole je zobrazen postup jednoduchého výpočtu vlastní frekvence a vlastního 

tvaru kmitu stlačitelné kapaliny pro jednu trubici pomocí předcházejících kapitol. Řešení 

jednotlivých úloh je uvaţováno bez tlumících účinků kapaliny. 

Rovnice (7.1) je přepsána do obecného tvaru (9.1). Vychází se z (obr. 7.1), který je 

přizpůsoben pro jednu trubici.  

 

                    (9.1) 

 

Do (9.1) je dosazena přenosová matice (7.7), vektor počátku a konce kontrolního 

objemu (6.10), (6.11) rovněţ v obecném tvaru po Laplaceově transformaci podle času. 

 



 

 

 

 

FSI VUT VUT-EU-ODDI-13303-11-16 List 59 

|
q̃
 ̃
|   ,    |

cos  (
 

 
 )  

 

  
sin  (

 

 
 )

 
  

 
sin  (

 

 
 ) cos  (

 

 
 )

| |
q̃
 ̃
|   ,       (9.2) 

 

9.1 Příklad č.1 – symetrické okrajové podmínky 

Jedná se o jednoduchý příklad pro zjištění charakteristické frekvence na délce trubice a 

rychlosti zvuku v tekutině. 

Upravení (9.2) dle (obr. 9.1) pro    . 

 

Obr. 9.1 Uzavřená trubice 

 

|
 
 ̃
|   ,    |

cos (
 

 
 )   

 

  
sin (

 

 
 )

  
  

 
sin (

 

 
 ) cos (

 

 
 )

| |
 
 ̃
|   ,       (9.3) 

 

Řešení homogenní rovnice získané z (9.3): 

 

    
 

  
sin (

 

 
 )   ̃        (9.4) 

 

sin (
 

 
 )             (9.5) 

 

 

 
              (9.6) 

 

  
 

 
            (9.7) 

 

kde „s“ znázorňuje úhlovou rychlost   

 

  2   
 

 
           (9.8) 
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Rozpis maticové rovnice (9.3) na jednotlivé rovnice (9.9), (9.10) pro libovolnou délku   

 

     
 

  
sin (

 

 
 )           (9.9) 

 

   cos (
 

 
 )            (9.10) 

 

Zvolení hodnoty tlaku v počátku trubice: 

 

   1           (9.11) 

 

Dosazením (9.8), (9.11) do (9.10) je získán výsledný vztah pro vlastní tvary kmitu. 

 

   cos (
 

 
 )         (9.12) 

 

Dle zadaných hodnot v (tab. 9.1) jsou spočteny pomocí (9.8) hodnoty vlastních frekvencí 

(tab. 9.2, 9.3) pro první dva tvary kmitu. Následným dosazení hodnot do (9.12) je získán 

graf 9.1, 9.2 pro první dva tvary kmitu. 

 

a 1000 m/s 

L 1 m 

d 0,3 m 

Tab. 9.1 Zadané hodnoty 

 

x [m] 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

f [Hz] 5000 2500 1666,67 1250 1000 833,33 714,29 625 555,56 500 

Tab. 9.2 Vlastní frekvence pro první tvar kmitu 

 



 

 

 

 

FSI VUT VUT-EU-ODDI-13303-11-16 List 61 

 

Graf 9.1 První vlastní tvar kmitu 

 

x [m] 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

f [Hz] 10000 5000 3333,3 2500 2000 1666,7 1429 1250 1111,1 1000 

Tab. 9.3 Vlastní frekvence pro druhý tvar kmitu 

 

 

Graf 9.2 Druhý vlastní tvar kmitu 
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9.2 Příklad č. 2 - vlastní hodnoty v otevřené trubici (vynucené kmitání) 

 

Obr. 9.2 Buzení průtokem v počátku trubice 

Pro případ vynuceného kmitání je zadaná průtoková funkce (9.13). Jedná se o buzení 

průtoku v počátku trubice,  

 

      
             (9.13) 

 

kde 

 

     cos    sin          (9.14) 

 

Nyní je na rovnici (9.14) vyuţita Laplaceova transformace podle času pro získání 

nulových bodů. 

 

 ̇{  }  
  

    
          (9.15) 

 

Získání nulových bodů z (9.15) pro Laplaceův obraz. 

 

                (9.16) 

 

               (9.17) 

 

Dosazení (9.15) do (9.2) 

 

|
q̃
 ̃
|   ,    |

cos  (
 

 
 )  

 

  
sin  (

 

 
 )

 
  

 
sin  (

 

 
 ) cos  (

 

 
 )

| |
  

    

 ̃
|   ,      (9.18) 
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Nulový bod (9.17) je dosazen do (8.2) společně s Laplaceovými obrazy: 

 

|
q
 
|   ,     |

cos  (
  

 
 )  

 

  
sin  (

  

 
 )

 
  

 
sin  (

  

 
 ) cos  (

  

 
 )

| |   
   

 
|   ,      (9.19) 

 

Upravení (9.19) 

 

|
q
 
|   ,     |

cos (
 

 
 )   

 

  
sin (

 

 
 )

  
  

 
sin (

 

 
 ) cos (

 

 
 )

| |   
   

 
|   ,       (9.20) 

 

Pro získání nestacionární sloţky tlaku je rozepsána první rovnice z (9.20) pro     

 

   cos (
  

 
 )   

     
 

  
sin (

  

 
 )         (9.21) 

 

Jelikoţ je trubice na konci uzavřena (obr. 9.2), je průtok na konci trubice nulový. 

 

  cos (
  

 
 )   

     
 

  
sin (

  

 
 )         (9.22) 

 

Vyjádření tlaku na počátku trubice z (9.22): 

 

   
    (

  

 
 )

  
 

  

   
            (9.23) 

 

V dalším kroku je odvozena frekvence (9.27) z (9.23): 

 

sin (
  

 
 )             (9.24) 

 

  

 
              (9.25) 

 

  2   
   

 
         (9.26) 
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           (9.27) 

 

Pro zpracování tvaru kmitu jsou rozepsány jednotlivé rovnice z (9.20) v libovolném 

místě  . 

 

   cos (
  

 
 )   

     
 

  
sin (

  

 
 )         (9.28) 

 

     
 

  
sin (

  

 
 )   

    cos (
  

 
 )        (9.29) 

 

Do (9.28), (9.29) je dosazeno (9.14) a (9.23)  

 

   cos (
  

 
 )   cos    sin     

 

  
sin (

  

 
 )

    (
  

 
 )

  
 

  

   cos    sin    

           (9.30) 

 

     
 

  
sin (

  

 
 )   cos    sin    cos (

  

 
 )

    (
  

 
 )

  
 

  

   cos    sin   

           (9.31) 

 

Z (9.30), (9.31) je oddělena reálná část nestacionárního průtoku a tlaku. Pro 

výpočet je uvaţována pouze reálná část, tedy: 

 

   cos (
  

 
 ) cos     sin (

  

 
 ) cotg (

  

 
 ) cos       (9.32) 

 

   
 

  
sin (

  

 
 ) sin       

    (
  

 
 )    (

  

 
 )

 

  

sin       (9.33) 

 

V (9.32), (9.33) jsou zanedbány časové sloţky rovnic a méně významné části pro 

vyhodnocení. Vlastní frekvence jsou získány z (9.27) a zadaných hodnot (tab. 9.4). 

Rovnice (9.34), (9.35) jsou ve výsledném tvaru pro získání první dva tvary kmitu a 

dynamického zesílení potrubí (graf 9.3-9.6). Jelikoţ se jedná o netlumený systém, je 

zřejmý vznik rezonance při rovnosti vlastní a budící frekvence viz graf 9.6. 

 

    sin (
  

 
 ) cotg (

  

 
 )         (9.34) 
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    (

  

 
 )    (

  

 
 )

 

  

          (9.35) 

 

 

a 1000 m/s 

L 1 m 

d 0,3 m 

v 2 m/s 

Q 0,141372 m3/s 

Tab. 9.4 Zadané hodnoty 

 

x [m] 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

f [Hz] 5000 2500 1666,67 1250 1000 833,33 714,29 625 555,56 500 

Tab. 9.5 Vynucené frekvence pro první tvar kmitu 

 

 

Graf 9.3 První vynucený tvar kmitu 
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Graf 9.4 Dynamické zesílení pro první vynucený tvar kmitu 

 

x [m] 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

f [Hz] 10000 5000 3333,33 2500 2000 1666,7 1429 1250 1111,1 1000 

Tab. 9.6 Vynucené frekvence pro druhý tvar kmitu 

 

 

Graf 9.5 Druhý vynucený tvar kmitu 
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Graf 9.6 Dynamické zesílení pro druhý vynucený tvar kmitu 
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10 ZÁVĚR 

Diplomová práce byla zaměřena na problematiku tlakových a průtokových pulzací a 

moţností jejich tlumení. Cílem práce bylo vytvoření matematického modelu hydraulické 

soustavy, odvození vztahů pro vlastní, vynucené hodnoty, frekvence a tvary kmitu. 

V první kapitole jsou obsaţeny základní informace o tlakových a průtokových 

pulzacích. Obsahuje uvedení do problematiky, informace o pouţitých metodách pro 

zjištění pulzací a základní rozdělení prvků pro jejich tlumení. 

Jelikoţ se diplomová práce zabývala tvorbou matematického modelu hydraulického 

plynového akumulátoru, jenţ byl vloţený mezi potrubí jako hydraulický prvek vhodný pro 

tlumení pulzací, byly v další kapitole podrobně rozebrány právě plynové akumulátory. 

Kapitola se zaměřovala na obecný přehled plynových akumulátorů a shrnovala jednotlivé 

typy, konstrukční provedení, jednotlivé funkce, příslušenství a seznámení s vyuţitím 

v praxi. 

Hlavním cílem bylo analytické odvození matematického modelu dynamiky systému se 

sériově řazenými prvky. V první části tvorby modelu byly podrobně odvozeny a rozepsány 

základní rovnice pro zvolený kontrolní objem kapaliny. Výsledkem byly dvě nelineární 

parciální diferenciální rovnice, a to rovnice kontinuity (zákon zachování hmotnosti) 

s vyjádřením průtoku akumulátorem pomocí stavové rovnice a Navier-Stokesova rovnice 

(zákon zachování hybnosti).  

Při zavedeném předpokladu malých změn průtoku bylo moţno tyto rovnice pro řešení 

ve frekvenčním prostoru linearizovat a řešit pomocí Laplaceovy transformace podle času. 

Po jednotlivých úpravách byl odvozen tvar přechodové matice plynového akumulátoru. 

V další kapitole byl akumulátor vloţen do soustavy potrubí s vyuţitím styčníkové 

metody, pomocí níţ byla stanovena přechodová matice soustavy a konečný tvar 

matematického modelu pro sériově řazené potrubí s vloţeným hydraulickým prvkem. 

Získaná styčníková rovnice je vhodná pro sloţitější numerické výpočty. 

Poslední dvě části obsahují seznámení se stavovým prostorem, tedy s moţností volby 

počátečních, okrajových podmínek a s pomocí dosaţených znalostí zpracovat zadání dvou 

jednoduchých příkladů se zanedbáním tlumení. V prvním případě se jednalo o uzavřenou 

trubici s homogenní okrajovou podmínkou. Výsledkem bylo znázornění amplitudy tlaku 

prvního a druhého tvaru kmitu a tabulky s hodnotami vlastní frekvence. V druhém případě 

se jednalo o trubici s buzením průtoku v počátku a uzavřeným koncem. Pro tu byly 

odvozeny vzorce pro získání vynucených frekvencí, vynucených tvarů kmitu a amplitudo-

frekvenční charakteristiky. Výsledné grafy amplitudy průtoku, tlaku (fázově posunuty o 

90°) a dynamického zesílení pro první dva tvary kmitu byly zaznamenány v práci. 

Při porovnání dynamického zesílení pro první dva tvary kmitu u zadaných příkladů je 

zřejmé, ţe rezonance můţe nastat při druhém tvaru kmitu. Jelikoţ se jedná o netlumený, 

linearizovaný systém, rezonance nastane v případě, pokud se vlastní a budící frekvence 

sobě rovnají, to znamená, ţe pro úlohu se zadanou budící funkcí u linearizovaného obvodu 

bez tlumení mohou být snadno nalezeny vlastní frekvence a mohou být předvídány stavy 

rezonance pro jednotlivé tvary kmitů.        

 

 



 

 

 

 

FSI VUT VUT-EU-ODDI-13303-11-16 List 69 

11 POUŽITÁ LITERATURA 

 

[1]  ZYMÁK, Václav. Dynamika pulsujícího průtoku: teorie, měření, aplikace, 

zkušenosti. 1. vyd. Brno: PC-DIR, 1994. ISBN 80-85895-00-5 

 

 [2] PIVOŇKA, J. A KOL. Tekutinové mechanismy. Praha : SNTL, 1987. 623 s 

 

[3]  POCHYLÝ, František. Dynamika tekutinových systémů: Určeno pro posl. fak. 

strojní. 1. vyd. Praha: Mezinárodní organizace novinářů, 1990. Učební texty 

vysokých škol. ISBN 80-214-0139-7. 

[4]  HABÁN, Vladimír. Tlumení tlakových a průtokových pulzací: teze disertační 

práce. V Brně: Vysoké učení technické, 2001. Vědecké spisy Vysokého učení 

technického v Brně. ISBN 80-214-1905-9. 

[5]  HALFAR, Jiří. Návrh dynamického tlumiče v jednoduchém hydraulickém obvodu. 

ISBN 911089-76. 

[6]  POCHYLÝ, F., HABÁN, V.: Vliv stacionární rychlosti na tlakové pulsace tekutiny 

v trubici konstantního průřezu. Výzkumná zpráva VUT-EU13303-QR-12-08, Brno 

(CZ) VUT FSI, říjen 2008, s. 16 

 

[7]  POCHYLÝ, F.: Přechodová matice Helmholtzova rezonátoru. Výzkumná zpráva 

VUT-EU13303-QR-15-05, Brno (CZ) VUT FSI, 2005. 

 

[8]  POCHYLÝ, F., HABÁN, V.: Přenosová matice tlakových a průtokových pulsací 

v trubici kruhového průřezu ve tvaru kužele. Výzkumná zpráva VUT-EU13303-

QR-09-07, Brno (CZ) VUT FSI, květen 2007 s. 13 

 

[9]  POCHYLÝ, F.; KRAUSOVÁ, H., FIALOVÁ, S.: Dekompozice vynuceného 

kmitání na vlastní tvary kmitu II. Výzkumná zpráva VUT-EU13303-QR-01-14, 

Brno (CZ) VUT FSI, březen 2014, s. 22 

 

[10] POCHYLÝ, F.: Silové účinky kapaliny v těsnící spáře. Výzkumná zpráva VUT-

EU13303-QR-19-11, Brno (CZ) VUT FSI, prosinec 2011 

 

[11] POCHYLÝ, F., KRAUSOVÁ, H.: Modální analýza rotoru hydraulického stroje. 

Výzkumná zpráva VUT-EU13303-QR-14-12, Brno (CZ) VUT FSI, říjen 2012, s. 

33 

 

[12] POCHYLÝ, F., spol. HABÁN, V., HIMR. D., FIALOVÁ, S.: Základní doporučení 

pro omezení tlakových pulsací v potrubí. Výzkumná zpráva VUT-EU13303-QR-

09-10, Brno (CZ) VUT FSI, březen 2010, s. 15 



 

 

 

 

FSI VUT VUT-EU-ODDI-13303-11-16 List 70 

[13] POCHYLÝ, F: Vztah mezi vlastním a vynuceným kmitáním stlačitelné tekutiny 

v trubici konstantního průřezu. Výzkumná zpráva VUT-EU13303-QR-06-10, Brno 

(CZ) VUT FSI, únor 2010, s.10 

 

[14] POCHYLÝ, F., HABÁN, V.: Studium vlivu turbulence na šíření tlakových pulsací 

v kapalině. Výzkumná zpráva VUT-EU13303-QR-18-07, Brno (CZ) VUT FSI, 

listopad 2007, s. 15 

 

[15] POCHYLÝ, F., HABÁN, V.: Vlastní tvary kmitu v 2D oblasti s vlivem 2. viskozity. 

Výzkumná zpráva VUT-EU13303-QR-03-07, Brno (CZ) VUT FSI, prosinec 2006 

 

[16] POCHYLÝ, F.: Vlastní tvary kmitu tlaku a rychlosti pro kruhovou a válcovou 

oblast. Výzkumná zpráva VUT-EU13303-QR-18-05, Brno (CZ) VUT FSI, 2005. 

 

[17] POCHYLÝ, F., HABÁN, V.: Vliv stacionárního průtoku na tvar kmitu tlaku 

v trubici. Výzkumná zpráva č. VUT-EU-QR-37-03. Brno (CZ) VUT FSI,  prosinec 

2003, s. 17 

 

[18] POCHYLÝ, F.; PAULÍKOVÁ, S.:  Řešení nestacionárního proudění rozvojem 

podle vlastních tvarů rychlosti a tlaku. Výzkumná zpráva č. VUT-EU-QR-26-02. 

Brno (CZ) VUT FSI, 2002. 

 

[19] POCHYLÝ, F. Nestacionární proudění stlačitelné kapaliny v trubici kruhového 

průřezu. Výzkumná zpráva č. VUT-EU-QR-27-01. Brno (CZ) VUT FSI, 2001. 

 

 

[20] POCHYLÝ, F.: Aplikace pulzního paprsku pro čištění povrchu materiálu. 

Výzkumná zpráva č. VUT-EU-QR-74-00. Brno (CZ VUT FSI, 2000.  

 

[21] POCHYLÝ, F.; HABÁN, V.: Návrh tlumiče nízkofrekvenčních tlakových pulzací. 

Výzkumná zpráva č. VUT-EU-QR-12-00. Brno (CZ) VUT FSI, 2000. 

 

[22] POCHYLÝ, F.: Tlumení tlakových pulzací dynamickým tlumičem. Výzkumná 

zpráva č. VUT-EU-QR-04-99. Brno (CZ) VUT FSI, 1999.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 


