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Abstrakt

Predklddana bakalafska prace se zabyva feSenim tloh z oblasti mechaniky téles
ve volné dostupném vypoctovém prostiedi Salome Meca a MKP fesic¢i Code Aster.
Na zacatku prace je kratky teoreticky avod do problematiky metody konecnych
prvki a zakladni teorie k pruznosti a pevnosti. Nésleduje série tloh, na kterych
reSi¢ a prostiedi vyzkousime. Dosazené vysledky srovname s analytickym feSenim
(pokud existuje), piipadné s dostupnym komerénim softwarem Ansys. Jedna se o 3
tulohy strukturalni (pruty, rotaéné symetricka télesa). Déle iloha dynamicka, hledani
vlastnich frekvenci a kmitani desky pii harmonickém buzeni. Posledni je ustéilena
termicka tloha kombinovana se strukturalni. Na zavér prace jsou shrnuty vyhody
a nevyhody volné dostupnych softwarti. Dosazené vysledky z prostiedi Salome Meca
se od analyticky vypo¢tenych hodnot vzdy lisily maximalné do 10 %, coz je v inze-

nyrské praxi dostacujici presnost.

Summary

Submitted bachelors thesis deals with solution of tasks of body mechanics in
open-source workbench Salome Meca and FEM solver Code__Aster. In the beginning
is short theoretical introduction to finite element method a basic theory to strength
of materials. Then follows series of tasks, which will test solver and workbench. We
will compare results with analytical solution (if exists), eventually with available
commerical software Ansys. There are 3 static structural tasks (beams, axisymetric
bodies). Next task is from dynamics, searching of natural frequencies and vibration
of plate during harmonic excitation. The last one is steady-state-thermal combined
with static structural. In the conclusion are summarized advantages and disadvan-
tages of open-source softwares. Results of workbench Salome Meca vary from ana-

lytical solution maximal to 10 %, what is in engineering praxis sufficient accuracy.
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1 Uvod

Tato prace je zamérena na feSeni iloh mechaniky téles v prostredi Salome Meca,
disponujici fesicem Code Aster, ktera je zalozen na metodé kone¢nych prvki, an-
glicky finite element method. Code Aster vyuziva tzv. implicitni formulaci MKP
(viz Implicitni algoritmus na str. 15).

Metoda kone¢nych prvki (MKP) je velice dilezitou sou¢asti feSeni problému
v inZenyrské praxi, napi. mechaniky, vedeni tepla, proudéni! apod. My se zaméiime
na feSeni tloh mechaniky téles, konkrétné z oblasti pruznosti pevnosti a dynamiky.
Ve svété je mnoho spolec¢nosti poskytujicich software pro feseni tloh touto metodou.
Jedna se vétsSinou o software komercni, mnohdy velmi drahy. Mnohym spole¢nos-
tem podnikajicich v technické sféfe se investice do komeréniho programu nevyplati.
Regenim pro né by mohl byt volné dostupny software Salome Meca, bézici prevazné
pod opera¢nim systémem Linux. Program vyzkouSime na sérii tiloh z oblasti me-
chaniky téles a vysledky porovname s vysledky analytického feSeni. Dale provedeme
porovnani s feSenim v komerénim softwaru Ansys.

Vyhodou komerc¢nich baliki je ale na druhou stanu moznost feSeni komplexnich
tloh inzenyrské praxe, které vyzaduji riizné typy analyz. Jako pfiklad miizeme uvést
parni turbinu, resp. jeji lopatky. Lopatky je nutno navrhnout tak, aby byla energie
pary maximaéalné vyuzita pro tvorbu vykonu na hiideli pohanéjici generator, coz vyza-
duje analyzu CFD?2. Pii obtékani parou ale dochazi k buzeni, které miize zpisobovat
nezadouci vibrace. Vybuzené vibrace mohou vést ke ztratam, v nejhorsim ptipadé
k havarii. Cilem je stanoveni vlastnich frekvenci a vlastnich tvari, coz je mechanicka
modalni, resp. harmonicka analyza.

Ansys disponuje prostiedim pro feseni proudéni Ansys CFX/Ansys Fluent. Vy-
sledky z CFD analyzy je mozno aplikovat do Ansys Mechanical pro feSeni mechanické
odezvy jako silové zatizeni a tim obé analyzy propojit. Nasledné se zdeformovany
tvar pouzije jako nova geometrie pro analyzu proudéni. Tento cyklus se opakuje
do okamziku konvergence tlohy. Tyto tlohy ale byvaji ¢asto nestabilni a jejich kon-

vergence je obtizna.

'Proudéni tekutin se ¢astéji fesi pomoci FVM (finite volume method), éesky metoda kone¢nych
objem.
2Computational Fluid Dynamics.
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Existuji také volné dostupné programy pro feSeni vySe zminénych CFD ana-
Iyzy, z nichz nejznadméjsi je vypoctové prostiedi OpenFOAM. Tento software je ale
zameéfen pouze na reSeni problémil proudéni tekutin. Mechanickou odezvu je nutno
provést v jiném prostiedi, které muze byt také volné dostupné, napi. Salome Meca
a Te§i¢ Code Aster. Propojeni muze byt spojeno s mnohem vétsSimi obtizemi nez
napi. 1 Ansysu. Skupiné rakouskych vypocétait z Ustavu energetiky a termodyna-
miky ve Vidni se ale povedl realizovat vypocet obézného kola Francisovy turbiny
pravé pomoci programi OpenFOAM a Code Aster [12].

Spole¢nost EDF vyviji kromé feSice Code Aster také Code Saturne, zaméfeny
pravé na FeSeni problémi proudéni. Jedna se opét pouze o FeSi¢, proto pro tvorbu
modelu (preprocessing) a vizualizaci vysledku (postprocessing) je pot¥eba dodatec¢né

prostiedi, napf. zminéné Salome.

1.1 Instalace Salome Meca

Jak jiz bylo zminéno, primarné je tento program urcen pro operacni systém

Linux. Uzivatel ma vice moznosti, jak pridani Linuxu do svého pocitace provést.

1. Piima instalace: piimou instalaci se mysli vytvofeni samostatného diskové
oddilu na pevném disku, kam se Linux nainstaluje. Pfi spusténi pocitace mé
uzivatel moznost volby, ktery operac¢ni systém chce spustit, pokud jich je na po-
¢itadi nainstalovanych vice, tzv. GRUB3. Tento zpiisob mé ale nevyhodu v pii-
padeé, Ze uzivatel ¢asto pracuje v programech, které Linux nepodporuji, coz mé

za nasledek ¢asté restartovani pocitace a tim zpomaleni prace.

2. ,Neprima* instalace: je zalozend na vytvoreni virtualniho diskového
souboru v prostiedi VirtualBox od spole¢nosti Oracle (https://www.
virtualbox.org). Na tento diskovy soubor je mozné nainstalovat operaéni
systém a kdykoli ho spustit. Vyhodou pak je moznost mit spusténych néko-
lik operacnich systémi zarovenn a potfebné data si predavat pomoci sdilenych
slozek. Omezenim miuze byt vykon pocitace, protoze kazdému virtualnimu po-

¢itadi je nutno poskytnout ¢ast vykonu procesoru a ¢ast paméti RAM.

Salome Meca je mozné doinstalovat manualné (viz https://www.youtube.com/

watch?v=s0wKyyN7Cv0). Je mozZné si ale stahnout specialni distribuci Linuxu zvanou

3GRand Unified Bootloader.


https://www.virtualbox.org
https://www.virtualbox.org
https://www.youtube.com/watch?v=sOwKyyN7Cv0
https://www.youtube.com/watch?v=sOwKyyN7Cv0

1.2: POCET PLATNYCH CISLIC

CAELinux?, ve které jsou pfedinstalovany rizné programy potiebné v inzenyrské

praxi, véetné Salome Meca.

1.2 Pocet platnych cislic

Pocet desetinnych mist, které se v této praci vyskytuje ve vysledcich, je pre-
hnany. Vysoky pocet desetinych mist ve vysledcich je volen s ohledem na to, abychom
byli schopni postiehnout rozdily mezi analytickym vypoc¢tem a numerickym fesenim,
piipadné mezi softwary navzajem. V praxi tento postup nema opodstatnéni vzhle-
dem k nejistotdm vstupnich parametri jako napf. materidlovych vlastnosti. Vyu-
zivaime pouze model materialu jako napf. linearni izotropni, ktery je homogenni.
Kazdy materidl mé ale néjaké vnitini vady a tedy zcela homogenni neni. Materié-
lové parametry jako E, p a R, jsou experimentalné ziskana data, kterd maji urcitou
variabilitu. Dale jelikoz metoda konec¢nych prvki je numerickd metoda zaloZzena
na variacnim poctu, také vystupni hodnoty jsou zatizeny chybou. Tyto faktory zpi-
sobuji to, ze uvadét vysledky na vyssi pocet desetinnych mist nemé smysl, protoze
numerické chyby a chyby na vstupech zptsobi vétsi odchylku nez zaokrouhleni vy-
sledku. Proto se napt. napéti jako vystup zaokrouhluje na jednotky MPa a deformace

(posuvy) spi§ na desetiny mm.

“Computer Aided Engineering Linux (www.caelinux.com).


www.caelinux.com
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2  Uvod do metody konecnych
prvkt (MKP)

Metoda kone¢nych prvki je zalozena na tzv. diskretizaci problému. Diskretizaci
se rozumi rozdéleni feSeného objektu na urcity pocet prvki o rozmérech konecné
velikosti. Vytvorené prvky mohou byt rovinné nebo prostorové a jejich geometrie je
podstatné jednodussi nez geometrie vySetfovaného objektu.

Vysledkem feSeni pro piipad statické strukturalni analyzy jsou:
1. posuvy: u, v, w [m],
2. pomérné deformace (pfetvoreni): €,, €y, €2, Vays Vyzr Yoz |—)s
3. napéti: o4, 0y, 0, Tuy, Tyz, Tae [Pal.

Diskretizace musi byt provedena tak, Ze jednotlivé prvky jsou navzajem dis-
junktni (prvky se neprotinaji, maji pouze spole¢né uzlové body, hrany nebo plochy).
Zaroven ale vytvorené prvky musi co nejlépe vypliovat pivodni geometrii feSeného
objektu (sjednoceni prvki by se mélo blizit pivodnimu objektu). Velikost prvku
a stupen polynomu bazovych funkci ovliviuji pfesnost aproximace feSeni. S klesajici
velikosti prvku a zvySujicim se stupném polynomi se presnost zvysuje, ale ¢asova
narocnost feseni se zvySuje. S ohledem na tyto fakty se musi zvolit kompromis, se
kterym souvisi zavedeni tzv. povolené chyby feSeni, tj. chyby, o jakou se ligi vypo-
¢tovy model od analytického feseni problému. Tato chyba se pohybuje maximélné
do 5% [14].
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2.1 Rovnice rovnovahy

Rovnice rovnovahy vychazi z podminek statické rovnovahy elementarniho prvku
o velikosti dz x dy x dz. Jelikoz se jedna o prostorovy prvek a silovi soustava je
obecné, existuje 6 podminek statické rovnovahy (3 silové a 3 momentové). Ze silovych

podminek vychézeji Cauchyho rovnice rovnovahy pro elementarni prvek ((2.1a) az
(2.2¢)) [2, 4]
e vnitini:

0o,  OTyy  OTuy
+ + +o

ox oy 0z (2.12)
OTpy  Ooy 0Ty

=0 2.1b
ox * oy 0z oy (2.1D)
01y, 01y, Oo,
82+8y+62+0 (2.1c)

e hranicni:

ppy = Txyax + O—yay + szaz (22b)

Pii vyuziti momentovych podminek statické rovnovahy ziskdvame rovnice (2.3a),

(2.3b) a (2.3c).

Tow = Tux 2.3a

Y Y (

Tyz = T 2.3b
Yy Yy (

Tez = Tzz (23C)

Témto rovnicim se fika téZ véta o sdruzenych smykovych napéti |2, 4]. VySe uvedené
rovnice implikuji, Ze tzv. tenzor napéti (T,) je symetricky podle hlavni diagonély

a jeho tvar je dle rovnice (2.4)

Oz Taxy Tzz
T, = Tye Oy Tyz . (2.4)

Tex Tzy Oz

Ma tedy 6 nezavislych slozek napéti, které ho definuji |2].

10



2.2: GEOMETRICKE ROVNICE

2.2 Geometrické rovnice

Geometrické rovnice udavaji spojitost mezi posuvy a pomérnou deformaci (pre-
tvofenim). Pfetvofeni jsou délkova (e;) a thlova (v;;, ¢ # j). Geometrické rovnice
jsou uvedeny jako vztahy (2.5a) az (2.5f) [4].

ou ou Ov
_Ou e 9.
€ = 5 (2.5a) Vey 3y + I (2.5d)
ov ov  Ow
= — 2.5b = — 4 — .
ow ou Ow
€ pp (2.5¢) 5 5, + e (2.5f)

2.3 Konstitutivni vztahy

Jako konstitutivni vztahy je zde uveden tzv. zobecnény Hooktv zékon,
ktery uvadi do spojitosti pfetvoreni a napéti (rovnice (2.6a) az (2.6f)). Tento za-
kon plati pro tzv. hookovsky® material |2, 4].

Og _M(Uy +UZ>

€e = E (2.6a) Yoy = Tay (2.6d)
oy — Uloy +0, Tuz

g, = 2 (E ) (2.6b) Vyz = % (2.6e)

o, —pu(o, +0y,) _ ez 2.6f

€, = SR (2.6¢) Yoz = 5 (2.6f)
Pro hookovsky material déle plati vztah (2.7)
E

G=—"—, 2.7

2(1 + p) 2.7

ktery uvadi souvislost mezi Youngovym modulem pruznosti v tahu £ a Youngovym

modulem pruznosti ve smyku G pomoci Poissonova poméru p.

®Material izotropni, homogenni a linedrné pruzny.

11



Kap. 2: UVOD DO METODY KONECNYCH PRVKU (MKP)

2.4 Lagrangeliv variacni princip

Metoda kone¢nych prvki je metoda zalozend na tzv. varia¢nich principech,
konkrétné na Lagrangeové, podle kterého téleso pii zatizeni zaujme takovy stav,
ve kterém mé nejmensi potencialni energii. Tato energie se oznacuje II a lze vyjadrit
vztahem (2.8) jako

H%/Q//aTedVJ\(/Q//uTode//qudS) (2.8)

S

(& J/

-~

=W =P

kde W je energie napjatosti akumulovana v télese pii deformaci a P je potencial

vnéjsiho zatizeni [4]. Tato rovnice se da po tpravach napsat ve tvaru

1
1= 5uTKu — Fu. (2.9)

Jelikoz hleddme minimum II, udélame derivaci II z rovnice (2.9) podle u a po-

lozime ji rovnu 0 [4].

oIl
-0
ou
Vysledkem této derivace je rovnice (2.10)
Ku=F, (2.10)

coz je zakladni rovnice MKP a jedné se o soustavu linearnich rovnic, kde K je matice
tuhosti soustavy, u je sloupcova matice nezndmych posuvi a F je sloupcova matice

6 ¢ehoz se docili zameze-

zatizeni. Pro matici K musi platit, Ze je tzv. regularni
nim pohybu télesa jako celku”. Rovnice (2.10) plati pouze pro statickou strukturdlni

analyzu [4].

6det(K) # 0 <= v8echny fadky jsou linedrné nezavislé.
" Anglicky se toto oznacuje jako Rigid Body Motion. Musi byt pfedepséno alespoii tolik defor-
macnich okrajovych podminek, aby téleso bylo ulozeno nepohyblivé.
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2.5: TYypPy PRVKU v MKP

2.5 Typy prvkii v MKP

Prvky v MKP se mohou délit podle rtiznych kritérii.

Zakladni rozdéleni
e prutové-napi. obr. 2.1c,
e télesové:

— Rovinné-napft. obr. 2.1d,

— Prostorové-napi. obr. 2.1a, 2.1b,

e skorepinové.

Rozdéleni podle stupné polynomu bazovych funkci
e Linearni: bazovou funkei je linearni funkce (piimka)-napft. obr. 2.1a.

e Kvadratické: bazovou funkci je kvadratickd funkce (parabola) a prvky maji

prostiedni uzel-napf. obr. 2.1d.

13



Kap. 2:

UVOD DO METODY KONECNYCH PRVKU (MKP)

Wg

Wy

(a) Osmiuzlovy Sestistén (hezaedr)

N

Vi

V7

Ve

Ug

W1

w2

(¢) Nosnikovy prvek

U

Pa2

W

V3

U

(b) Ctyruzlovy ctyisten (tetraedr)

L )

up Us
\Z Vi,
Ug
Vi V2 T V3
' o u U3

U

pe

LA

Us

(d) Osmiuzlovy ctyrihelnik

Obrazek 2.1: Ukdzky proki (pfevzato a upraveno z [4])

2.6 Saint-Venantiv princip

,Nahradime-li silovou soustavu piusobici v okoli bodu A jinou staticky ekviva-

lentni silovou soustavou v okoli bodu A, pak je napjatost télesa pro oba zatézovaci

stavy prakticky stejna s vyjimkou blizkého okoli nahrady.“ [2]
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2.7: FORMULACE MKP

2.7 Formulace MKP

2.7.1 Implicitni algoritmus

Implicitni formulace MKP (,implicit*) je vhodné na simulaci d&ji, kde ¢as neméa
fyzikalni podstatu, tj. statické déje nebo dynamické, které jsou pomalé. U téchto tloh
stabilita feSeni nezavisi na volbé ¢asového kroku, ktery muze byt velice velky (i4-
dové sekundy a vice), tento algoritmus je tedy tzv. nepodminéné stabilni. Nevhodné
zvoleny casovy krok vede k neptesnosti fesSeni, ale nevede k nestabilnimu chovani
vypoctu, to znamena, zZe vypocet zkonverguje nezavisle na velikosti ¢asového kroku.
Pti nestabilnim chovani vétsinou dojde k tomu, ze vypocet spadne po nékolika ¢a-
sovych krocich. Algoritmus je vhodny pro feSeni tiloh s mirngj$imi nelinearitami
jako napt. plasticita [4].

Implicitni algoritmus je zalozen na FeSeni posuvii v ¢ase t,.1 z pohybové rov-
nice ve stejném casovém okamziku. Toto vede ke skutecnosti, ze vypocet lze tézko

paralelizovat na vice vypoctovych center, tzv. clusteri.
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Kap. 2: UVOD DO METODY KONECNYCH PRVKU (MKP)

2.7.2 Explicitni algoritmus

Explicitni formulace MKP (,explicit“) je vhodna na simulace velmi rychlych
déji, kde maji setrvacné ucinky nezanedbatelnych vliv. Lze pouzit také v pii-
padé, kdy vypocet je silné nelinearni (razové zatizeni, borceni tenkosténnych kon-
struket,. .. ). Casovy krok vypocétu At zde ma velky vliv na stabilitu vypoctu (je

tzv. podminéné stabilni), protoZe pro zvoleny ¢asovy krok musi platit
At S Atkritv

kde Aty je kriticky ¢asovy krok, ktery se uréi z rovnice (2.11)

L /
Atkrit - F - L %, (211)
P

kde:
e L [m] je charakteristicky rozmér nejmensiho prvku,
e F [Pa] je Youngav modul pruznosti,
e p [2%] je hustota materialu [4].

Kriticky ¢asovy krok lze interpretovat jako dobu prichodu napétové viny
nejmensim prvkem sité. Délka ¢asového kroku tedy zavisi také na materidlu, ktery
je pouzit pro analyzu. Jestlize je délka kroku zavisla na velikosti nejmensitho prvku,
cilem je vytvofit co nejvice rovnomérnou sit. Jednou z moznosti, jak ¢asovy krok
zvétsit, je dle (2.11) uméle zvysit hustotu materialu pii zachovani velikosti prvku
a F. Tento krok vede ale ke zkresleni vysledki. Pokud ale dovolime ochylku vysledki,
kterd muze znaéné uSetiit vypocetni ¢as, je zadouci ¢asovy krok zvysit [4].

Vyhodou explicitntho algoritmu je to, Ze posuvy v case t,,.1 se ziskavaji z pohy-
bové rovnice psané pro predchozi ¢asovy okamzik t,. Tento zptsob feSeni umoziuje
snadnou paralelizaci vypoc¢tu na vice vypoctovych center.

Piipady aplikaci explicitni formulace jsou ruzné technologické operace (obra-

béni, tvareni), pristiel pancife kulkou, iniciace a $ifeni trhlin v materidlu atd.
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3  Teorie prutovych téles

3.1 Castiglianova veéta

Pomoci Castiglianovy véty miizeme urcovat deformace v misté pisobeni sily
— —
F, ptipadné silové dvojice M. Castiglianova véta vychazi z energie napjatosti W,

tj. energie vyvolané silovym ptisobenim na téleso. Energie lze dle (3.1) vyjadfit jako

[ (N¥x)  MZ(x)  MZ(x)  BTi(x)  B,Tx)  MP(x)
W_/( N )dx, (3.1)

2ES 2EJ, 2L J, 2GS 2GS 2G J,

kde:

e FE [Pa] je Youngtv modul pruznosti v tahu,

e G [Pa] Younguv modul pruznosti ve smyku,

S [m?] je plocha prifezu,

J, [m*] kvadraticky moment k ose y (analogicky .J,),
e J, [m*] polarni kvadraticky moment,

e 3, [—] je prifezova charakteristika (analogicky 5,)

a 7 je stiednice prutu® [2].

N
Posuv ve sméru sily F' je mozno vy-

jadfit rovnict (3.2) jako J/F Mo
oW 2
= — 3.2) I T TT——=C i
U aF ) ( ) §| \\\\\\ i =]
analogicky natoceni ve sméru silové dvo- RN =
jice M rovnici (33) %
ow
) =—. (3.3)
oM Obrazek 3.1: Castiglianova véta

Rovnice (3.2) a (3.3) byly pfevzaty z [2]|. Interpretace rovnic je mozno vidét
na obr. 3.1.

8Jedn4 se o kifivkovy integral, kde integraéni cestou je stiednice prutu.
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KaAp. 3: TEORIE PRUTOVYCH TELES

3.2 Diferencialni rovnice prithybové cary

Pomoci diferencialni rovnice prihy-
natoceny

v P
Y,

/

soufadnice bodu, coz je nesmirnd vyhoda T

bové Cary mizeme urcovat deformace

=

v kterémkoliv misté stfednice dosazenim

AN

oproti Castiglianové véte?. o =3 “j/
Zminéné diferencialni rovnice je dana F
vztahem (3.4)
L_oMylw) W@ gy
p Edy o/ [1+ w?(z)] Obrazek 3.2: Schéma k diferencidlni rov-

nici ohybové éiry (prevzato a upraveno

z [2])

Jedné se o nelinearni diferencialni rovnici
2. fadu, jejiz analytickeé feSeni je velice ob-
tizné. Rovnice (3.4) byla pfevzata z [2].

Jestlize jsou deformace malé'?, miZeme ¥ict, Ze
i+ @ ~1
a rovnice (3.4) prejde do tvaru
w'(z) = ———. (3.5)

Rovnice (3.5) je linearni diferencialni rovnice 2. fadu, jejiz integraci je mozno ziskat

zévislost nato¢eni (w') a prihybu (w) v zavislosti na souiadnici z [2].

9Pomoci Castiglianovy véty je mozno urcovat deformace pouze v mistech piisobeni sily,
popf. momentu. Pokud v daném misté nic nepiisobi, je nutno zavést dopliitkovou silu, popi. moment,

nulové velikosti.
104/ (2) < 0,05rad, viz tab. 3.1 a obr. 3.3 na str. 19.
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3.2: DIFERENCIALN] ROVNICE PRUHYBOVE CARY

e Tabulka 3.1: Hodnoty z grafu 3.3
1.016 B
/ 3 2 2
| | [ e | {0+ uele)
0 1
1.0121 *
0,01 1,0002
i . ] 0,02 1,0006
< 1.008] ] 0,03 1,0014
‘ 0,04 1,0024
1.006 - : 9
’ 0,05 1,0038
1.004 - * 4
0,06 1,0054
1.002 o f 0,07 1,0074
P S U SO SRS S SR S 0,08 1,0096
0 0.01 0.02 003 0.04 005 006 0.07 008 0.09 0.1
w'(z) [rad] 0709 1,0122
Obrazek 3.3: Pribéh jmenovatele v rov. (3.4) 0,1 1,015
Vyhody

e Umoznuje zjistit pruhyb a natoceni v libovolném bodé prutu dosazenim jeho

soufadnic.

e Vhodné pro zjisténi maximélni priuhybu prutu, piipadné maximélniho nato-

¢eni.

e Umoznuje fesit staticky neurcité alohy (doplnénim odpovidajicich okrajovych
podminek).

Nevyhody
e Neumoznuje zahrnout vliv posouvajicich a normélovych sil.
e ReSeni je zatizeno chybou (vyuzivame zjednoduseny tvar rovnice).

e Nutno Fesit soustavu n rovnic od n neznamych (n je pocet okrajovych podmi-

nek, vektor neznamych jsou integraéni konstanty).
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4  Priklad 1

4.1 Zadani

U soucastky dle obr. 4.1 naleznéte velikost maximalniho prihybu. Dale sou-
¢astku zkontrolujte vzhledem k meznimu stavu pruznosti (MSP). Soucastka je vyro-
bena z oceli 11 373 dle CSN'!, piedpokladejte material ve stavu tvarném. Neuvazujte

koncentraci napéti ve vetknuti a vlastni tihu.

/y/l\x F

Obrazek 4.1: Zadani prikladu 1-3D pohled

Rozméry urc¢ime z obr. 4.2a na str. 22. Jak je z obr. 4.1 patrno, soucastka je
opatiena vrubem, jehoZ polohu a rozméry urcuje obr. 4.2b. Materidlové charakteris-

tiky je mozno nalézt v materidlovém listu.

118235JR, dle ISO.
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Kap. 4: PRIKLAD 1

E
B}
()
>

RTINS
pd
o@
|
H
\/\
£
(b)
\/\

(a) Rozmérové schéma (b) Detail vrubu

Obréazek 4.2: Priklad 1

l=15m B =10mm M = 100Nm E =21-10°MPa
c=0,2m H =20mm F=200N w=20,3
d=0,3m R =3mm kg =7 o = 235 MPa

l, =0,8m b=14mm Wax = [ MM

4.2 Rozbor ulohy

Z pohledu na vypsané rozméry je patrné, Ze se jednd o prutové téleso (délka je
mnohem véts$i nez charakteristicky rozmér prufezu). Dale mazeme ¥ict, ze tlohu je
mozné tesit jako rovinnou z divodu charakteru vazeb a zatizeni.

V bodu A je prut vetknut (napt. privaien) do zakladového télesa, ¢im7 se zame-
zilo posuvim a natocenim v oséch x, y, z. Dale je v bodu B oboustranné podepien
a tim se prutu v tomto misté zamezilo posunuti ve sméru osy z.

Prut je zatiZzen na volném konci osamélou silou F ve sméru osy z. Zaroven je
také zatizen osamélou silovou dvojici M ve vzdalenosti = 1m od mista vetknuti,

mitici ve sméru osy .
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4.3: ANALYTICKE RESENI

4.3 Analytické reseni

4.3.1 Kinematicky rozbor

Kinematickym rozborem se rozumi posouzeni pohyblivosti télesa ¢i soustavy té-
les pii daném zatizeni a dané konfiguraci vazeb. Pohyblivost se vyjadiuje tzv. stupni

volnosti. Pocet stupii volnosti vyjadiujeme jako i a pro jedno téleso se dle (4.1)

i=iv— (D &-n). (4.1)

vypocita jako

kde:
e ¢ je pocet nezavislych slozek pohybu vazaného télesa,
e i, je polet stupni volnosti volného télesa (v roviné i, = 3),
e &, je pocet stupiiii volnosti odebranych jednotlivymi vazbami,
e 1 je pocet parametri omezujicich deformaci.
Pro pripad této tlohy miZeme napsat ¢ = 3 — (ﬁ—’_l/—\l/) = 0 = téleso je

=>¢ =
vazano nepohyblivé.
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Kap. 4: PRIKLAD 1

4.3.2 Staticky rozbor

Statickym rozborem se rozumi po-

souzeni statické urcitosti/neurcitosti. SR

Nejprve je nutno téleso/soustavu téles y/l_‘x M F

uplné uvolnit, to znamené vazby nahra- z

dit odpovidajicimi silovymi ucinky. Fa A > 0
Nasleduje sepsani rovnic statické Ma L

rovnovahy. Ve vektorovém tvaru jsou to o F,

rovnice

- Obrézek 4.3: Uplné uvolnéni télesa
S 77
S H-T

Vhodnéjsi je ale skalarni tvar, jak je mozno vidét v (4.2a), (4.2b) a (4.2¢).

> Fo=0: —Fa =0, (4.2a)
> F.=0: —Fa.— Fs+F =0, (4.2b)
> Mya=0: My+ M+ Fp(l—c)— FI=0. (4.2¢)

Nasleduje soupis mnoziny neznamych parametrit NP = {Fa,; Fa,; Ma; Fp}.
Pocet neznamych parametri se oznacuje pismenem p. Pismenem v se oznacuje pocet
pouzitelnych podminek statické rovnovahy. Pro obecnou silovou soustavu v roviné
v = 3 (2 podminky silové a 1 momentova).

Stupen statické neurcitosti se podle (4.3) vyjadiuje jako
S=p—uv. (4.3)

Pro pfipad nasi ilohy je s =4 — 3 = 1 = tloha je 1x staticky neurcita.
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4.3: ANALYTICKE RESENI

4.3.3 VvVvU

N1 ) « NZ > %

- -2 ]
(a) Usek 1 (b) Usek 2

Moy3 J\TZB M j/F

K PR

R, > T

5 X3
—
Fa
(c) Usek 8

Obrazek 4.4: VVU

Useky jsou x1 € (0;¢), my € (0;d) a x3 € (0;1;).

Nl(l‘l) = 0
Tzl(xl) = F
Moyl(xl) = _F:E1

NQ(SEQ) =0
TZQ(QZ'Q) = F — FB
Moyg(l'g) = —F(C + ZL‘Q) + FB.Z'Q

Ng(.ﬁlﬁg) =0
ng(ZE3) = F — FB
Moys(z3) = —F(c+d+ x3) + Fp(d + x3) + M

Fe

(4.4a)
(4.4b)
(4.4c)

(4.6a)
(4.6b)
(4.6¢)
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Kap. 4: PRIKLAD 1

4.3.4 Reseni statické neurcitosti

Pti feseni tloh staticky neurcitych je nutno provést tzv. ¢asteéné uvolnéni. Cas-
tefnym uvolnénim se mysli uvolnéni na hranici statické uréitosti (pfi zaruceni ne-
pohyblivosti), uvolnéné vazby nahradit odpovidajicimi silovymi t¢inky a sepsanim
deformac¢nich podminek v misté uvolnénych vazeb. Obecné muze byt vice moznosti
¢aste¢ného uvolnéni, jako napt. v této tloze. V takovém piipadé je dobré zvolit

moznost nejméné operativné naro¢nou pro reSeni.

w

X
=

p—
™

® @ O = =4
. =0 M,
A n

— . INTIEEENN L -
B

A

AN

(a) Uvolnéni obecné vazby (b) Uvolnéni vazby vetknuti

Obrézek 4.5: Moznosti édstecného uvolnéni

V této tloze si zvolime moznost uvolnéni podpory (obr. 4.5a). Uvolnéni vazby
vetknuti dle obr. 4.5b by vyzadovalo vyjadrit vSechny stykové sily pomoci M A
pies rovnice statické rovnovahy, protoze VVU musi byt jeho funkei pro spravné
feSeni pomoci Castiglianovy véty nebo diferencidlni rovnice pruhybové ¢ary.

My pro feSeni stykové sily F p vyuzijeme diferencidlni rovnice prihybové ¢ary,
protoze pro dalsi feSeni tlohy ji potfebujeme pro zjisténi maximéalniho prithybu.
Musime mit ale na paméti, Ze tento zpiisob feSeni neumoznuje zahrnout vliv posou-
vajici sily TZ na vyslednou deformaci. Ukdzeme ale, jak se bude lisit stykové sila
FB, pokud pro jeji urceni pouzijeme Castiglianovu vétu, ve které zahrneme i vliv

posouvajici sily.
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4.3: ANALYTICKE RESENI

Diferencialni rovnice prithybové cary

Vyuzijeme zjednoduSeny tvar diferencialni rovnice podle rovnice (3.5). Jelikoz
ale mame 3 tseky, kde se méni ohybovy moment M oy (E je po stiednici konstantni
a vrub jako skokovou zménu priifezu zanedbdme'?), musime mit 3 funkce, které

budou spojité a zaroveir budou mit spojitou prvni derivaci.

Moyl (ZEI) _ F[El

7 = — 4.7
wy (xl) EJy EJy ( a)
Myyo(x9)  F(xe+c¢) — Fpx
" oy2\ 42 2 2
- _ = 4.7h
Wy (.732) EJy Ejy ( )
Myys(xs)  Fle+d+axs) — Fg(d+x3) — M
" y3\ 43 3 3
- _ - 4.7
Integraci rovnic (4.7a), (4.7b) a (4.7c) ziskdme natoceni (w').
Fx?
wy(21) = 2Ele + Ch (4.8a)
F <%§ +C$2> — FB%g
wy(xg) = B, + Cs (4.8b)
F <{L‘3 (c—l—d)+‘%§> — Fg <d$3+§> — Maxs
wh(w3) = BT +Cs (4.8¢)
Dalsi integraci rovnic (4.8a), (4.8b) a (4.8¢) ziskavame prihyb (w).
F3
wl(acl) = 6E<]1y + 011’1 + Cg (49&)
x3 2 3
F (FQ + 072) — FpZ
= C! C 4.9b
Wo (332) EJy + G322 + Oy ( )
FlB(crd)+3) - Fp (a2 +38) - py=
P (etd)+ ) —Fpldy +3) - M7
w3($3) = + 051’3 + 06 (49C)

EJ,

12Vrub jako skokova zména prifezu a tim i prafezovych charakteristik je zanedbatelny z hlediska
deformace, ale nikoliv z hlediska napjatosti (dochézi ke koncentraci v misté kofene vrubu a také
vzniké trojosa napjatost).
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Kap. 4: PRIKLAD 1

Nyni musime zavést okrajové podminky zajistujici spojitost, spojitou derivaci

a deforma¢ni podminku (viz rovnice (4.10a) az (4.10f)).

wi(z1 = ¢) = wy(xg = 0) (4.10a)
wi(z1 =¢) =way(xe =0) =0 (4.10Db)
wy(z2 = d) = wy(xs = 0) (4.10¢)
wy (e = d) = ws(z3 = 0) (4.10d)
wy(zz =1)=0 (4.10e)
wi(zs =10;) =0 (4.10f)

Dosazenim okrajovych podminek do rovnic natoceni a prihybu ziskdvame soustavu

7 rovnic o 7 neznamych, kterou miizeme jeji Gpravou prevést na maticovy zapis
Ax =b.

Tento maticovy zapis je jiz snadné feSit v programech jako Octave nebo Matlab.

Vysledna soustav rovnic je

-1 0

0 0 0 0 ¢
—c -1 1 0 0 0 c,
0 0 0 1 0 0 0 c,
0O 0 -1 0 1 0 o C
1
0 0 —d -1 0 1 & C.
i
000 0 0 -1 0 G ($+a o
000 0 0 -h -1 g (Fraf Fy
Py
Fg
0
1 & )
== F(2+0d . (4.11)
d3 d?
Y F(F—FC?
2
Fli(c+d)+2) - M,
F<§(c+d)+% — %
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4.3: ANALYTICKE RESENI

Vektor neznamych je
—0,006 65

0,001 139
—0,003 79
X = 0
0,006 808
0,000 351
136,914

Pti feSenim tlohy pomoci diferenciilni rovnice prithybové ¢ary je Fp = 136,914 N.

Castiglianova veta

Pro feseni statické neurcitosti vyuzijeme Castiglianovu vétu ve tvaru

wp = = / oy O dr + AT 9L dz = 0. (4.12)
0Fp
Y

EJ, 0Fg GS 0Fp ~

v

Princip feSeni je mozno vidét v podkapitole A.1. Dosazenim do vztahu (A.1)
na str. 98 ziskavame, ze Fz = 136,9256 N.
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Kap. 4: PRIKLAD 1

4.3.5 Maximalni prihyb
Diferencialni rovnice prithybové cary

Hled4ni maximalniho prihybu spoc¢iva v hledani lokalnich a globéalnich extrému
funkei w;(x;). Lokalni extrém nastava tehdy, pokud je te¢na k funkci rovnobézna

s osou x, matematicky zapsano
dwi

dxi

Jelikoz prvni derivace prihybu je natoceni, hleddme mista s nulovym natocenim.

= 0. (4.13)

Musi ale platit, Ze stacionarni bod'® musi patfit do defini¢niho oboru funkce w’.
Pokud funkce w nema na daném oboru lokalni extrém, maximalni prihyb na daném

useku je v jednom z krajnich bodi. Maximélni prihyb na celém prutu najdeme jako
Wiax = max{|w;|}, kde i =1...n. (4.14)

Maximalni prihyb prutu je wp., = 1,276 095 mm ve vzdalenosti x &~ 697,8 mm

od mista vetknuti.

Castiglianova veta

Maximalni prithyb lze tesit také pomoci Castiglianovy véty. VyuZzijeme po-
znatku z predchoziho feSeni, Ze maximalni prihyb se nachézi mezi mistem pusobeni
silové dvojice M a vazbou vetknuti. Do tohoto tiseku zavedeme dopliikovou silu Fdop
na nezndmém rameni x (viz. obr. A.1 na str. 98). Cilem je vyjadfit prahyb w jako
funkci soutadnice x. Nasledné hledame maximum této funkce.

Ptedpis vysledné funkce je dan vztahem (A.4) na str. 99. Maximum této funkce
je Wmax = w(x = 0,3022) = 1,277 203. Maximalni prihyb je tedy 1,277 203 mm.

13Bod, kde prvni derivace nabyva nulové hodnoty.
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4.3: ANALYTICKE RESENI

4.3.6 Bezpecnost

Z hlediska zatizeni se jedna o ohyb,

© 0o 71 — — —
kde M, neméni svij smér (M,, = 0),
ale méni svoji velikost (T, # 0)4,
® Ohybovy moment ]—\Zoy zpusobuje na-
péti 0, dané vztahem (4.15a). Kromé
tohoto napéti zptsobuje posouvajici sila
® ?z smykové napéti 7, podle tzv. Zurav-
ského vztahu (4.15b). Napjatost v bodé
lze tedy popsat tenzorem napéti
Obrazek 4.6: Pribeh napéti
o 0 T
T, = 0 0 O
T 0 0
Op =0y = Moyz (4.15a)
']y
Tr = Ty = —gé’j)li (4.15b)

Ohybové napéti ma po vysce linearni pribéh!® a jeho maximum se nachazi
v nejvzdalendj$im misté od neutralni osy (pro piipad obdélniku z = £2). Na neut-
ralni ose, jak jiz nazev vypovida, je toto napéti nulové.

Naopak smykové napéti od posouvajici sily mé prubéh kvadraticky a po vysce
ma extrém. Pro obdélnikovy piicny priftez je

BH?

B(H*
Uy\pl—E(T—Z>

dle vztahu (A.34) na str. 111. Dosazenim téchto vztahu do (4.15b) ziskavame

T, (H?
Tr, = 01 (— —22) : (4.16)

- H3B \ 4

14Tz(:c) — w

5Ohybové napéti nemé, po vysce lokalni extrém.

(viz Schwendlerovy véty).
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Kap. 4: PRIKLAD 1

Z rovnice (4.16) je zfejmé, 7ze extrém se nachazi v z = 01° a jeho hodnota je

3T,
TT, max — = & -
= 25

(4.17)

41,0777 Nm

200N M

X o
63,086 N ® ! |||“I
7, OO -21.9967 Nm

-58,9223 Nm
(a) T2 (b) Moy

Obréazek 4.7: Pribehy VVU-Priklad 1

Z obr. 4.7a je patrno, ze T, j,ax = 200 N. Z toho vyplyva

3 200

max:_'—:1,2MP .
T, 2°10-20 A

Maximalni ohybové napéti je v misté, kde je nejvétsi ohybovy moment.
Z obr. 4.7b vyplyva, Ze ohybovy moment M,, nabyva maxima v okoli silové dvojice
M. Maximélni napéti je tedy

—58,0258 - 10 20
! . =2 = 88,4 MPa.

UMOy,max = 10-203 9
12

Spravné bychom meéli uvést +88,3887 MPa, protoze u ohybanych pruti jsou
jedna vlakna natahovana a druha stlacovana. Pokud prut neni zaroveh naméahan

na tah/tlak, hodnoty jsou stejné a budeme uvadét pouze kladné hodnoty napéti's.

d
6 Extrém: — = — (.

dz

E o M jsou pouze staticky ekvivalentni ndhrady. Ve skutecnosti bude ale zatizeni realizovano

napi. kontaktnim tlakem, takze zmény VVU nebudou skokové.
18Tahové napéti je dalezité pro dalsi druhy meznich stavii, napf. u posuzovani stability trhlin

nebo Unavu.
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4.3: ANALYTICKE RESENI

Ve vrubu ale dochézi ke koncentraci napéti a tak se muze stat, ze napéti v kofeni
vrubu dosdhne maxima i p#i nizsich hodnotach VVU. Proto je nutné vruby nutno

kontrolovat z hlediska napjatosti. Vruby mohou byt:
1. konstrukéni'®: osazeni, drazka pro pero, drazka pro pojistny krouzek, zapich,
2. technologické?’: zapich, drazka zavitu,
3. materialové?®': hranice zrn, mikrotrhliny v matrici (nap¥. po pfedchozim tva-

feni).

kOncentrace Oext
napéti
e J
M< >M M< r%‘ >M

S
[~
~

\
\
\

/

Obrazek 4.8: Koncentrace napéti v koteni vrubu

Extrémni napéti oo v misté vrubu

se urci dle (4.18) jako 2 gasne 7
@ OB S 33338
Text = Q0nom- (4.18) 6 7 7 015
e // /// i
a je soucinitel koncentrace mnapéti —— 5 ‘ / az5
v misté vrubu. Hodnoty soucinitele / I——-lbf ; / // V ///0.3
a byly zjistény experimentilné po- il ‘ o A/ Vi ’ 04
moci fotoelasticimetrie a jejich hodnoty L | U // %// as
je mozné najit v ruznych tabulkach B 3 f/ // 10
nebo grafech, spoleéné s vypoctem no- i %// /Z
minéalniho napéti (nap¥. viz obr. 4.9). \..l./ Mo 2 //"7/5
10
bo_ 14 _ 6 M, %% /
B_2_077 &:19 ﬁn-T 4-——-""":.--4
§:§:1 ’ b"e 04 06 qaé/8w

Obréazek 4.9: Nomogram (pievzato z [2])

9Voleny z divodu funkénosti soucasti.
20Voleny z divodu vyroby soucasti.
21Nezadouci, velice tézko se ovliviuji.
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Kap. 4: PRIKLAD 1

Z hodnoty [, ur¢ime ohybovy moment v misté vrubu ze vztahu (4.6¢) jako
Moy,vrub = Moy3(~r3 = ll — ly) = 28,4628 Nm.

Extrémni napéti je pak dle (4.18)

6 - 28,4628 - 10°
142 - 10

Bezpetnost vii¢i MSP se uréi dle (4.19) jako

Oext = 1,9 - =1,9-87,131 = 165,55 MPa.

he = 2dov _ K (4.19)

O-m ax 0-1’1’1 ax

Dosazenim meze kluzu ok a vypocteného maximéalniho napéti ziskavame, ze

Lo ok 235
K e 165,55

= 1,42.
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4.4: NUMERICKE RESENI

4.4 Numerické reseni

Regen{ tlohy bylo rozdéleno do dvou modeli. Jeden model, tvofen pouze pru-
tovymi prvky (viz obr. 4.10), byl vytvofen pro zjisténi maximalniho prihybu télesa.
Sestaveny model umoziuje i znazornéni pritbéhu VVU po stiednici (SIEF_NOEU),
vypocet stykovych sil (REAC_NODA), pribéh napéti od jednotlivych slozek VVU
(SIPO_NOEU). Pomoci piikazu POST_RELEVE_T se daji dilezité vysledky (reakéni
sily, extrémy apod.) vyextrahovat z vysledkové souboru *.rmed a vypsat do tabulky
do souboru *.resu pomoci ptikazu IMPR_TABLE.

Okrajové podminky podminky se zadavaji v AFF_CHAR_MECA a to:
e deformacni: pomoci piikazu DDL_IMPO,
e silové: pomoci piikazu FORCE_NODALE.

Okrajové podminky je nutno piitfadit pfedem pripravenym skupinam sité.

Obrazek 4.10: Priklad 1-sit (prutovy model)

Pfi¢ény prufez se definuje v AFFE_CARA_ELEM. Code Aster mé v moZnosti vy-
béru pouze obdélnikovy a kruhovy priény prifez, pripadné jejich duté varianty.
Pro jiny prifez je nutno zadat jeho charakteristiky (plocha, statické a kvadratické

momenty atd.).

22V Salome Meca je dle dostupné dokumentace mozné zobrazit pfiény priifez prutu nastave-
nim v modulu Eficas. Zobrazeni pii¢ného pruifezu se v této praci nepovedlo, proto je viditelna
u prutovych prvki pouze stiednicové kfivka. Cervené body v obr. 4.10 jsou jednotlivé uzly sité.
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Kap. 4: PRIKLAD 1

Material se definuje v DEFI_MATERIAU, pro elasticky izotropni material za-
lozka ELAS. Siti a modelu (AFFE_MODELE) se material pfifadi pomoci pitkazu
AFFE_MATERIAU.

Veskeré vstupy (model, okrajové podminky, material, pfipadné pii¢ny praiez)
se prifadi do MECA_STATIQUE, kde se sestavi a vyfesi soustava rovnic Ku = F.
Pomoci tohoto modelu ale neslo spocitat maximalni napéti v kofeni vrubu.

Proto byl vytvofen model druhy, tvofeny kombinaci prutovych prvku a prosto-
rovych prvka (viz obr. 4.11). Prostorové prvky tvoii kus télesa, ve kterém je pro-
kreslen koncentrator napéti. Byly vytvoreny 2 samostatné sité, které byly nasledné

spojeny pomoci LIAISON_SOLIDE v definovanych skupinéch.

(a) Sit s 3D télesem (b) Zjemneéni v okoli vrubu

Obrazek 4.11: Sit submodelu-priklad 1

Deformacni parametry prutovych prvki (posuvy a natoceni) se tak prenesly do 3D
prvkii. Tento krok ale vedl k ovlivnéni napjatosti v blizkém okoli spojeni (viz Saint-
Venantuv princip na str. 14). Za pfedpokladu, ze vliv spoje na deformaci je zanedba-
telny, tento model miize slouzit k posouzeni vlivu vrubu na vysledny prihyb??. Sit
prostorového télesa je tvofena primarné tetraedry (viz obr. 4.11a). Jelikoz v misté
vrubu ocekavame koncentraci napéti, je nutno sit zjemnit. Zaroven vyuzijeme funkci
Partition v modulu Geometry k vytvoreni ¢asti valcového vyfezu. Vysledkem je ma-
povand hexaedrické sit, u které jsme nastavili zmensujici se tloustku prvku smérem

ke kofeni vrubu®* (viz obr. 4.11b).

2Vrub zptisobuje skokovou zménu konstrukéni tuhosti, kterd je uréena prifezovymi charakte-
ristikami S, J, apod.
24V programu Ansys se toto oznacuje jako tzv. BIAS.
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4.4: NUMERICKE RESENI

DEPL DZ 0, -

.0.235974

-0.142310
-0.520593
-0.898877

-1.27716

(a) Deformovany tvar (prutovy model)-DZ [mm] (50x zvétseno)

DEPL DZ 0, -

.0.221480

-0.165920
-0.553320
-0.940720

-1.32812

(b) Deformovang tvar (submodel)-DZ [mm] (50x zvétseno)

(c) Koncentrace napéti ve vrubu-o, [MPal

Obrazek 4.12: Priklad 1-numerické vysledky

37



Kap. 4: PRIKLAD 1

4.5 Zhodnoceni vysledki

Tabulka 4.1: Shrnuti vijsledki prikladu 1

Fp [N] | Wmax [mm] | omax [MPa]
Analytické Difer. rov. prith. ¢ary 136,914 | 1,276 095 165.549
feSeni Castiglianova véta 136,9256 | 1,277203 ’
Salome Prutovy model | 136,9256 | 1,27716 87,437
Numerické Meca Submodel 136,653 1,328 12 153,886
reSeni Ansys Prutovy model | 136,925 | 1,277153 88,384
Workbench Submodel 136,6 1,338 281 158,39

P1i pohledu na tab. 4.1 zjistujeme, zZe vysledky obou programi jsou si blizké
(odchylka do 5 %). Zaroven odchylky numerické metody od analytickych metod PP
jsou rovnéz malé (do 8 %). Je nutno ovSem podotknout, ze na deformaéné-napétovou
charakteristiku souc¢asti budou mit vliv rozmérové tolerance soucasti a zaroven jakost
materialu.

7 vysledki napéti po délce prutu je dile patrné, zZe ve vrubu pii témér tretinové
velikosti ohybového momentu M oy VUCi jeho maximu dosdhlo napéti témér dvoj-
nasobné hodnoty oproti mistu s maximalnim ohybovym momentem. Vliv vyskytu
vrubu je na maximalni prihyb a velikost stykovych sil podstatné mensi nez na na-
pjatost.

Bezpecnost viuci MSP je kx = 1,42.
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5 Priklad 2

5.1 Zadani

U soucastky dle obr. 5.1 zhodnotte bezpe¢nost vzhledem k meznimu stavu pruz-
nosti. Déle urcete bezpecnost, jestlize maximéalni dovoleny prithyb je 20 mm. Sou-
tastka je vyrobena z oceli 11 523 dle CSN?*, predpokladejte material v tvarném

stavu. Vlastni tihu soucasti neuvazujte.

¥

Obrazek 5.1: Zaddni prikladu 2-3D pohled

Rozméry uréime z obr. 5.2a na str. 40. Soucast je opatiena vrubem, jehoz geo-

metrie je na obr. 5.2b. Materidlové charakteristiky ur¢ime z materidlového listu.

258355JR dle 1SO.
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Kap. 5: PRIKLAD 2

F
y/l_‘x a a
: S
Y y_
7 \y
o Y (X:1)
j ’é’
i
i ¢
(a) Rozmérové schéma (b) Detail vrubu
Obrazek 5.2: Priklad 2
a=0,8m d =20 mm R =4mm F=600N
E =21-10°MPa uw=0,3 ox = 355 MPa
deV:2Omm kK:? kDI?

5.2 Rozbor dalohy

Jedna se o uzavieny prutovy ram (zatiZeni i vazby lezi ve stejné roviné jako osy
prutt). Z hlediska vazeb a zatizeni je mozno tlohu fesit jako rovinnou. Ram je vazan
N

dvéma obecnymi vazbami v bodech B a D. Ram je zatizen v bodech A a C silou F'

(sily lezi na spole¢né nositelce).
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5.3 Analytické reseni

5.3.1 Staticky rozbor

F
, SR Z (X:1)

.

/' £ o M R
' 2 o] = < \R NR /]\)<
wp=0) We=0 > \L \ NR {MR >

o e A

=0

Obréazek 5.3: Uplné uvolneéni

Volny?® rovinny uzavieny ram ma stupei statické neuréitosti s = 3. Jeliko#
je ale rdm jesté vazany, existuji dalsi nezndmé parametry od piislusnych vazeb.
Pii pohledu na obr. 5.3 je ziejmé, ze NP = {Ng;Tg; Mg; Fp; Fp}, tedy p=5.

Jedin4 netrivialni?” podminka statické rovnovahy je silova v ose x

Y F,=0: Fg—Fp=0, (5.1)

tedy v = 1.
Stupen statické urcitosti je dle (4.3) na str. 24 s = 5 — 1 = 4 =—tloha je 4x
staticky neurcité.

26Bez vazeb, ale zatizeny tak, aby byl nepohyblivy.
2"Trivialni podminka: 0 = 0.
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Kap. 5: PRIKLAD 2

Vyuziti symetrie

Nl—
L

SR

Ta
Fs
Mc J/Tc
.
I

Obrazek 5.4: Vyuziti osy symetrie o,

S vyuzitim osy symetrie o, muzeme

fict, ze plati

T =0,
MA - MC>
N4 = N¢

Pro uvolnény prut dle obr. 5.5 miuzeme

sepsat silové rovnice SR

F
Eszo:NA—TBzo, (5.3a)

F
E:FZ:O:—NB—i—E:O. (5.3b)

Uloha ma 2 osy symetrie (viz
obr. 5.2a). Vyuzijeme poznatku, ze na ose
symetrie jsou antimetrické?® slozky
VVU nulové. S vyuZitim osy o; se za-
tézujici sila F rozdélila na polovinu.
Diky nulovym antimetrickym slozkdm

na ose symetrie plati, ze
Ty=Tc=0.

Mizeme opét pouzit silovou podminku

SR v ose z ve tvaru

Y F,=0: Na+No—Fp=0. (5.2)

E
7
" SR
M
A Ta b
Ty %?B
Ng

Obrazek 5.5: Vyuziti osy symetrie oo

Body na ose symetrie maji omezeno natoceni 9 kolem osy y;, a posuv u v ose xy,.

Bod B m4 navic zamezen posuv w ve sméru osy z;, diky podpoie?®. Tyto deformacni

parametry splituje vazba pevna (vetknuti).

Diky vyuziti symetrie se snizil vypoctovy stupen statické neurcitosti na 2.

BT My
2921y, 21 -lokalni soufadny systém VVU.
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5.3: ANALYTICKE RESENI

5.3.2 Reseni statické neurcitosti

Budeme fesit tedy %4 prutu, viza-

ného a zatizeného dle obr. 5.6. K feseni

c
>
"
=)
Nl—
v

3,0 SR

vyuzijeme Castiglianovu vétu, ale nyni

Na @ jiz budeme vliv norméalové a posouva-
M jici sily povazovat za nepodstatny (viz
A
@ tab. 4.1). Deformac¢ni podminky jsou
ASIIINENY
oW 0 (5.4a)
Uy = —— = .
A aNA )
Obrazek 5.6: Uloha 2-cdstecné wvolnént 94 = ow -0 (5.4D)
OM 4
vvU
F
Nl('rl) - _NA7 (55&) N2($2) = _Ea (56&)
F
Tzl(xl) = —5, (55b) ng(l‘g) = NA, (56b)
F F
M1 (1) = My — PXat (5.5¢)  Moya(x2) = My — 5@ + Nazo, (5.6¢)
kde 21 € (0;a). kde z5 € (0;a).

Resenim deformacnich podminek (5.4a) a (5.4b) (viz podkapitola A.2) ziska-
vame soustavu 2 rovnic o 2 neznamych, kterou zapiseme ve tvaru Ax = b. Vysledna

soustava rovnic je dle (A.7) na str. 100.

a 1 a
3 2 Na\_( %
R I = ara |- (5.7)
2 A T4
Regenim této soustavy je x = (%;%)T = (180; 144)T, tj. N4 = 180N,
MA:144NII1.
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5.3.3 Bezpecnost

7 hlediska napjatosti se jednd o stejny piipad jako v kapitole 4, tj. vzniki
normalové napéti od ohybového momentu M 0, zde je navic jesté slozka normélového
napéti od norméalové sily N. Navic vznika i smykové napéti od posouvajici sily ?,
které je ale u dlouhych $tihlych prutiu vaéi napéti od M, zanedbatelné (viz 4.3.6).
Dale budeme tedy uvazovat jen NaM » jako slozky VVU, jejich pritbéhy po stiednici

je mozno vidét na obr. 5.7a a 5.7b.

-180 N -96 Nm

. [Ie] O

Obrazek 5.7: Pribéhy VVU-priklad 2

Normaélové napéti o, se vypocita dle vztahu (5.8) jako
N M,

Oy = 0N +On, = 5 + Tz. (5.8)
y

7 obr. 5.7b je patrno, Ze maximum Moy je v misté ptsobeni sily F. Normalova sila

N mé po ¢astech konstantni pribéh. Pro kruh plati, ze

wd?
=
wd*
z]y —_— 6_4.

Maximalni napéti je na povrchu, pak z = ig. Po dosazeni maximalnich hodnot
pifslusnych VVU a prifezovych charakteristik ziskdvame
4 - (—180) n 32144 - 103

maxl = — 183,92 MPa.
Tmax.l = 7 902 7203 A
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©
:
J

08 T/,

Obréazek 5.8: Nomogram 2 (pfevzato z [2])

Hodnota napéti ve vrubu je tedy

32M0y1 (Il = CL)

Druhy nebezpeénym mistem miize
byt okoli vrubu v rohu rdmu. V misté
vrubu opét dochazi ke koncentraci na-
péti, kde maximalni hodnotu napéti lze
vypoditat dle rovnice (4.18) na str. 33.

Hodnota soucinitele tvaru « je

r 4
a=2pro-=— =02
P % = 20
Jelikoz vztah pro nomindlni napéti v no-
mogramu je pro obdélnikovy prifez

a ram ma prufez kruhovy, musime vztah

—9.

Oext = (X Td3

Bezpecnost vici MSP je tedy

OK

ke =

upravit na
32M,
Onom — .
wd3
32+ (=96 - 103)
= —244 46 MPa.
- 20 46 MPa
359 1,45.

Owms 244396
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Bezpe¢nost vici meznimu stavu deformace (MSD) se vypocte jako

Wdov

hp = Jdov (5.9)

Wmax

kde wqoy je maximalni pfipustna deformace télesa.
-
Ze zpusobu zatizeni vyplyva, ze maximéalni prihyb je v misté pisobeni sily F.

Jeho hodnotu zjistime pomoci Castiglianovy jako

ow

Wy = —.
0%

Vypocet maximalntho prihybu je v podkapitole A.2.2 na str. 102 a jeho hodnota je
ur¢ena vztahem (A.8)

Wmax = 12,436 mm.
Dosazenim do rovnice (5.9) ziskdvame bezpec¢nost

20

"o = 15136

1,61.
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5.4 Numerické reseni

Stejné jako v predchozim pripadé vytvorime 2 modely. Zde ale vyuzijeme syme-
trie podle 2 os, takze budeme pocitat pouze /2 rAmu a zavedeme okrajové podminky
odpovidajici symetrii. Zatézujici sila F bude polovi¢ni diky vyuziti symetrie.

Prutovy model bude tvofen 2 pruty kruhového prifezu v roviné xz (viz obr. 5.9)
Na nich opét vykreslime pribéhy VVU po stiednici, pribéh napéti podél st¥ednice
a maximalni prihyb. Opét zjistime sily ve vazbach a vytiskneme je do *.resu.

Postup je analogicky jako v piikladu 1 (viz 4.4).

+

Obréazek 5.9: Priklad 2-sit (prutovy model)
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Kap. 5: PRIKLAD 2

Jelikoz v rohu, kde se pruty stykaji, je potencialni koncentrator napéti, vlozime
lomeni do 90° a zaobleni), vyuZijeme moznosti importu geometrie ze souboru typu
*.step z CAD systému, konkrétné SolidWorks®?. Napojeni provedeme opét po-
moci LIAISON_SOLIDE v dostatecné vzdalenosti, aby nedoslo k ovlivnéni napjatosti

v misté vrubu.

(a) Sit s 3D télesem (b) Detail zjemnéni sité
Obrazek 5.10: Priklad 2-sit (submodel)
Jelikoz geometrie je velice slozité, sit je tvofena ¢isté tetraedry. Aby sit v misté

zaobleni nebyla piilis hruba, vyuzijeme moznosti Local sizing v sitovacim algoritmu

a aplikujeme tuto metodu na plochu tvotici zaobleni (viz obr. 5.10b).

30 Jelikoz geometrie v CAD systému byla vytvofena v roviné xy, model bude umistén cely v této

roviné.
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DEPL DZ 0, -
.0'00900 \

-3.10928

I—6.21855

-9.32782

-12.4371

(a) Deformovany tvar (prutovy model)-DZ [mm] (10x zvétSeno)

DEPL DY 0, - '\
.0.113274 ? /

-3.02122

I—6.15571

I—9. 29021
-12.4247 /

(b) Deformovany tvar (submodel)-DY [mm] (10x zvétseno)

SIXX 0, -

.120. 724

30.0082

I—SO. 7075
I—151 .423

-242.139

(c) Koncentrace napéti-o, [MPal

Obrazek 5.11: Priklad 2-numerické vysledky
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5.5 Zhodnoceni vysledkii

Tabulka 5.1: Shrnuti vijsledki prikladu 2

Ny My Wmax Omax

[N} | Nm] | [mm] | [MPa
Analyticke Castiglianova véta 180 | 144 | 12,436 | —244,39

reSeni

Salome Prutovy model | 179,864 | 144,03 | 12,4371 | —183,381
Numerické Meca Submodel 180,006 | 144,04 | 12,4247 | —242,139
reSeni Ansys Prutovy model | 179,86 | 144,03 | 12,4628 | —184,33
Workbench Submodel 181,34 | 143,29 | 12,3138 | —233,68

Stykové silové ucinky N4 a M, jsou ve srovnani analytického a numerického
feseni pfiblizné stejné. Pti pouziti submodelu se stykové silové acinky mirné zmént,
tato skutec¢nost je zptusobena zménou tuhosti pii detailnim prokresleni zlomu v rdmu
a rozdilnymi typy pouzitych prvki. Maximalni priuhyb je az na drobnou odchylku
taky velice blizky analytickému feSeni. Rozdil v hodnotach maximalniho napéti miize
byt dan numerickou chybou vypoctu. Dale miize byt zpiisoben tim, Ze prut je nama-
han zaroven na tah/tlak a ohyb. Pro naméahani tah/tlak ale nebylo mozno dohledat
nomogram, protoZe soucinitele koncentrace napéti o se mohou pro ohyb a tah/tlak
ligit. Takze tlakova slozka normélového napéti nebyla do o,,.« v analytickém vypoctu

zapocitana.
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6 Priklad 3

6.1 Zadani

Nekorigované ozubené kolo dle obr. 6.1 rotuje kolem své osy otackami n [mlin].
Modul kola je 3mm, pocet zubti kola je 50 a tihel zabéru je 20°3!. Kolo je opatieno
evolventnim drazkovanim 65 x 1,25 dle [6]. Kolo je vyrobeno z cinového bronzu
o mezi kluzu 140 MPa. Urcéete otacky n, pti kterych dojde k prvni makroplastické

deformaci. Dale posudte evolventni drazkovani jako mozny koncentrator napéti.

Obrazek 6.1: Zaddni prikladu 3-3D pohled

3174kladni profil evolventniho ozubeni je definovéan v [5].
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b
— - &
o
S
g
a
o
S}
11 o
)
Obrazek 6.2: Rozmery kola
m = 3mm z =50
b = 20 mm D = 63,875 mm

d,** =m(z+2) = 156 mm
d** = m(z —2,5) = 142,5mm
E =1,1-10°MPa

ok = 140 MPa
1
Nkrit = ? .
min

6.2 Rozbor alohy

d*® = mz = 150 mm
R =0,38m = 1,14 mm
w=0,34

K
p = 8600 —2
m

7 hlediska ulozeni a zatizeni se jedn& o volnou sténu, zatizenou odstiedivou

silou zpiisobenou rotaci tthlovou rychlosti . Uloha je z hlediska uloZeni staticky

urcita.

32Hlavova kruznice.
33Roztetné kruznice.
34Patni kruznice.

52



6.3: ANALYTICKE RESENI

6.3 Analytické reseni

Analytické teseni spociva v TeSeni diferencialni rovnice
d2u+1du w 1= p?
dr2  rdr r2 E
Jeji odvozeni a analytické FeSeni je mozno nalézt v kapitole A.3.1. Dle vztahu (A.17)

P, (6.1)

na str. 105 je posuv u

CQ 1—u2

2,3
= 2 _ . 2
u(r) = Cir + . 3 pwT (6.2)

6.3.1 Vypoctovy model 1

V 1. vypoctovém modelu budeme

uvazovat, ze zuby ani drazkovani nemaji

W
vliv na vyslednou deformaci a napja- \
tost. Sténa pak bude disk o vnitinim !
poloméru R, ktery bude roven poloviné /?2 )%
nejvétsitho rozméru drazkovani, a vnéj- |
$Sim poloméru Ry, ktery bude roven po- - -

loméru hlavové kruznice ozubeného kola \,/
(viz obr. 6.3).

Okrajové podminky pro nalezeni |
konstant Cy a (5, resp. A a B jsou

o-(r=Ry) =0, (6.3a)
o.(r=Ry) =0, (6.3b) Obrazek 6.3: Vipoctovy model 1

kde Ry = %, Ry = %“.
Regen{ je mozno vidét v kapitole A.3.2 na str. 106. Dosazenim konstant A
a B dle (A.21a) a (A.21b) na str. 106 jsou vysledné vztahy pro napéti o, a oy

a pro radialni posuv u

3 RIR:
o.(r) = %paﬂ <Rf + R — ;2 2 _ 7‘2) , (6.4a)
SEH o po , TR (1+3p) ,
= — RI+R — 6.4b
O-t(r> 8 pw < 1 + 2 + 7"2 (3 + [1/) r ) ( )

(6.4c)

u(r) =

A=)B+m o (R+F | BRI 1,
SE 1+p l—pr 3+p '



KAP. 6: PRIKLAD 3

Dale budeme vychazet z reduko- Model: Disk bez zubu
X107 Material: Bronz
vaného napéti podle podminky 7. [ T[]
—0,
dle (6.5) 14 , o
Ored,rpax = 01 — 03. (6.5) 12
Z obr. 6.4 je patrné, ze nejveétsi roz- 1o

dily v napétich jsou na poloméru Rj.

o [Pa]

Na poloméru R; plati, ze

01 = Otmax;

0'2:03:0.

A ;
Dosazenim poloméru R; a tpravou /—\
o

vyrazu (6.4b) ziskavame vztah (6.6)

. 2 - v 2 N N 0 0“01 0.62 0.63 0“04 0.65 0.66 0.67 0.68 0.69 0.1
pro maximalni te¢né napéti na sténé r [m]

Obrazek 6.4: Pribehy napéti-model 1

3+ 1-—
Ot max — O-t(r - Rl) = TMPWQ (R% + R%ﬁ) . (66)

Pro zjisténi kritickych otacek z rovnice (6.6) vyjadiime w. P¥i kritickych otac-

kach dojde k nartstu napéti oy na mez kluzu ox (viz (6.7)).

40'](

(34 ) p (B3 + RIEE)

13+p

Wikrit =

(6.7)

Pti tlohach, kde do vztahit vstupuje hustota p, budeme dosazovat v zakladnich
jednotkach SI (kg, m, s).

4140 - 108 d
Wit = 156 )2 63575\2 1-034] 1761,2 %
(3 + 0734) - 8600 - [ (2.103) + (2-’103‘ ) ’ 3+0:34]
Mezi tithlovou rychlosti w a otackami n plati vztah (6.8)
2mn
= 6.8
=2 (6.5)

rad
s

kde n [ﬁ] jsou otacky a w [ ] je thlova rychlost.

Pak kritické otacky jsou
60wiie 60 -1761,2

1
rit = = = 16818,2 —.
it 27 2.7 min
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6.3.2 Vypoctovy model 2

V druhém vypocétovém modelu bu-
deme uvazovat, ze od zubl vznikne pii-
davné radidlni tahové zatizeni zpuso-
bené odstiedivymi silami (viz obr. 6.5).
Disk bude tak tvofen vnitinim polomé-
rem R;, kterym bude polovina nejvét-
Stho prumeéru drazkovani, a vnéjsim po-
lomérem Ry, tvorenym patni kruznici
ozubeného kola.

Okrajové podminky pro tuto rotu-

jici sténu jsou
o-(r=Ry) =0, (6.9a)
o.(r = Rg) = p, (6.9b)

kde Ry =2, R, = 4.

DR
Tlak p vyjadiime vztahem (6.10)

F F

Obrazek 6.5: Vipoctovy model 2

maz V. pw?rp,z

= , (6.10)

b= E - 27TR2b - 27TR2b 27TRQb

kde:
e V. [m?] je objem zubu,

o p [2%] je hustota,

rad
s

o w [ ] je thlova rychlost,

vy

e 2 [—] je pocet zubu,

e b [m] je sitka ozubeni.

Yveyw

feSeni ale neni pfili§ vhodné, protoze bok zubu je tvoren evolventni kiivkou, navic od

patni kruznice vychazi prechodova ktivka o poloméru R, takze matematicky popis
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takové télesa by byl velice obtizny. Jelikoz ale mame CAD model, ktery lze nasledné
pouZit pro import do fegice MKP, vyuZijeme modelu®® pro numericky vypocet po-
tfebnych charakteristik (viz obr. 6.6b).

Fyzikalni vlastnosti kolo

Konfigurace: ZUB

Sou  radny systém: -- vychozi nastaveni --
Hustota = 7.85e-006 kilogram @ na milimetr krychlovy
Hmotnost = 0.00510747 kilogram a

Objem = 650.63313 milimetry krychlové

PloSny obsah = 588.70227 milimetry ctvere &ni
5 Tezist &: (milimetry )
X =74.088254
" Y=0
! Z=0
(a) 8D model (b) Fyzikdlni vlastnosti

Obrazek 6.6: Zub ozubeného kola

Regenf integrac¢nich konstant je mozno vidét v kapitole A.3.2 na str. 106. Vztahy
jsou nyni mnohem komplikovanéjsi. Dosazenim konstant A a B dle (A.23a) a (A.23Db)
na str. 107 a tlaku p podle rovnice (6.10) dostavame vztahy pro napéti o,., o, a posuv

u

V., zrp, R R?
oAT)==pw2[ 2 (1——;§>-+

orRab (RS — 2)
2 P2
%}(ﬁ+%—%§jﬁﬂ,mu@

Vz zR2 R2
oy(r) = pw? { 2IT= 1 <1 + 7’_21) +

2r Rob (K2 — RY)
SHp (o ,  RiIR3  1+43p,
— | R R — 6.11b
8 < 1+ 2+ TQ 3+Mr ) ( )

2 2 ?
pw V.zrp. Rj Ri(L+p)
pu— 1_ -
u(r) E[%&M%—R%O W ’
BtmA-y2) (B+R REL 1 0\ 6
] 1+ p L—pr 3+p o

35Model byl vytvoten v softwaru SolidWorks. Té&leso zubu z obr. 6.6a vzniklo primikem kola

a prstence, ktery je radialné ohrani¢en patni a hlavovou kruznici a jeho privodice sviraji tthel %.
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6.3: ANALYTICKE RESENI

Model: Ozubene kolo 7 i i hat -
] del: Ozubene k Jako v predchozim ptipadé bu

x 10

.|| deme vychézet z redukovaného napéti
podle podminky plasticity Tmax (viz
(6.5) na str. 54).

Nenulové radiadlni napéti na vnéj-

Sim poloméru Ry neovlivnilo tvar pri-

béhu tecného napéti ;. Na poloméru R,

o [Pa]

jsou opét nejvétsi rozdily v napétich (viz
obr. 6.7). Pro hlavni napéti na poloméru

Ry tedy plati, ze

ok § 01 = Otmax;

| | | | | | | | | — —
0 001 002 003 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 009 01 02 = 03 - 0
7 [m]

Obrazek 6.7: Pribéhy napéti-model 2 Dosazenfm R, a Gpravou vztahu (6.11b)
ziskime vztah (6.12) pro maximalni

tetné napéti po poloméru stény

V. zrr, Ry 3+ u 1—pu
max — =Ry = 2 R2 RQ— . 6.12
e =l = 00 = pf | s - L (g TE )| 09

Mezni hodnotou je opét mez kluzu o . Vyjadienim w z rovnice (6.12) ziskavame

vztah (6.13) pro kritickou thlovou rychlost

oK . (6.13)

Wkrit =
" p| dezrzaba | stu (R polow
wb( R3—R?) 4 2 13+p

140 - 108
Wkrit = ) ; =
3600 OG22 50 Tt . LB, 340,34 142,5 \ 2 63,875\2 1-0,34
) 7r-0,02~(( 142,%)2_(63,87g>2) + 4 ’ (2 . 103) + (2~103) " 370,34
d
— 1789.9 %€
s
60 - 1798,2 1
Nigrip = ————— = 17092,3 —
2.7 min
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6.4 Numerické reseni
Vypoctovy model 1 (disk s otvorem) muizeme modelovat 3 riznymi zpusoby:
1. osova symetrie,
2. rovinnd napjatost,
3. 3D model.

Zde vyuzijeme pouze 3D model. Vysledky a sité pro rovinné modely budou k dispo-

zici v obrazkové ptiloze na DVD.

(a) Disk bez zubt (b) Ozubené kolo bez drdazkovdani

~
.

(¢) Ozubené kolo s drdzkovinim (d) Detail na drazkovini

Obrazek 6.8: Priklad 3-vijpoctové sité
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Protoze geometrie disku na obr. 6.8a je velice jednoducha, mizeme vyuzit s
symetrii podle rovin soufadného systému z, y, z. Diky jednoduché geometrii bylo
mozno vytvorit ¢isté hexaedrickou mapovanou sit. Zatizeni je realizovino pomoci
piikazu ROTATION, jehoz parametry jsou VITESSE, kde se definuje velikost thlové
rychlosti®®, a AXE, kterym se definuje smér vektoru @ pomoci jednotkovych vektort
soufadného systému.

Ozubené kolo bylo importovino pomoci mrtvé geometrie formétu *.step z pro-
gramu SolidWorks. Je mozné opét vyuzit s symetrii. Tento krok ale neni pfilis
vhodny, protoze geometrie je zna¢né komplikovanéjsi, sit by obsahovala velké mnoz-
stvi prvki a vypocet by byl zdlouhavy. Muzeme vyuzit vlastnosti rota¢né symetric-
kych téles, ze body v meridianovych fezech?” ziistanou po deformaci v meridianovych
fezech®®. Udélame tedy vytez s 1 zubem, u kterého déle vyuZijeme rovinu symetrie
xy (viz obr. 6.8b). Vzhledem ke slozitosti geometrie nebylo mozno vytvofit ¢isté
hexaedrickou sit. V dostatecné vzdalenosti od paty zubu jsme vytvofili valcovy fez.
Uvnitf fezu jiz je mozné vytvorit hexaedrickou sit, télo zubu je tvofeno tetraedry
a pyramidami pro napojeni tetraedrii a hexaedri. Pro zavedeni okrajovych podmi-
nek simulujicich vlastnosti merididnového fezu byl pouzit piikaz LIAISON_OBLIQUE,
ktery umoziiuje natoceni globalntho souradného systému kolem jeho 0s®.

Stejny postup opakujeme u geometrie kola, které ma navic drazkovani na vniti-
nim praméru (viz obr. 6.8c a 6.8d)). Nyni je nutno vytvofit 2 valcové fezy, kde
prostfedni ¢ast se opét vytvori z hexaedri a zbytek z tetraedri a pyramid. Okrajové

podminky budou stejné jako v piedchozim ptipadé.

36P¥i pouziti jednotek SI je nutno zadévat thlovou rychlost v 4. Je mozné pomoci zadefino-
vanych parametri na za¢atku programu vypocitat thlovou rychlost z otacek podle vztahu (6.8).

3"Meridianovy fez je fez rovinou, ve které lezi osa rotace télesa.

38Té¢to vlastnosti jsme vyuzili také u disku bez zubi. Merididnové fezy byly tvofeny rovinami

Tz a yz.
39Konkretnd se vyuZije nato¢eni kolem osy z o tihel o = —3¢" = —7,2°. Okrajova podminka je
pak DX = 0.
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Jelikoz vystupy (posuvy, napéti) jsou rotaéné symetrické, bylo nutné vysledky
prevést do valcového systému*’. Toho se docililo zavedenim piikazu MODI_REPERE

s nastavenim CYLINDRIQUE. Ptevod soutadnicovych os je v tab. 6.1.

Tabulka 6.1: Prevodni tabulka soutadngjch systémi-Code _ Aster

Kartézsky SS | Vélcovy SS
(GCS?) (CCS?)
x r
Osa Y z
z t

2Global Coordinates System
bCylindrical Coordinates System

40Defaultné je nastaven kartézsky souradny systém pro zadavani OP a vykreslovani vysledki.
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sIZZ 0, |-

. 1.40011e+08

1.17291e+08

. 9.45708e+07

7.18507e+07

4.91306e+07

(a) oy [Pa]-disk bez zubii, n = 16818,2 -

min

sIZZ 0, -

1.38937e+08

1.03316e+08

6.76954e+07

3.20746e+07

I .54618e+06
e

(b) o¢ [Pa]-kolo bez drdzkovdni, n = 17092,3 -
TRESCA 0, -

3.58157e+08

PE——— ]

2.68698e+08

. 1.79238e+08

3
!
|
!
1

8.97788e+07

319412.

() Ored ey [Pa]-kolo s drdzkovdnim, n = 17092,3 -

Obrézek 6.9: Priklad 3-numerické viysledky
61



KAP. 6: PRIKLAD 3

6.5 Zhodnoceni vysledkii

Tabulka 6.2: Shrnuti vijsledki prikladu 3

nkrit [ﬁ] Ured,Tmaxa [MP&]
Analytické Model 1 16 818,2 140
feseni Model 2 17092,3 140
Model 1 | 16818.2 140,011
Salome
Model 2 | 17092,3 138,94
. Meca
Numerické Model 3 | 17092,3 358,16
FeSeni Model 1 | 16818.,2 140,03
Ansys
Model 2 | 170923 136,16
WorkBench
Model 3 | 17092,3 333,86

“Redukované napéti na vnitinim poloméru R pri nigig

Z tab. 6.2 je patrno, ze zuby nelze z hlediska napjatosti aplné zanedbat. Je-
jich vliv*! miize byt rizny podle hodnoty Poissonova poméru, protoze napéti je
kromé zatizeni a geometrie zavislé také na velikosti Poissonova poméru pu.

Vytvorenim drazkovani na vnitinim poloméru kola doslo k néaristu napéti pii-
blizné 2,5x pii zachovani stejnych otacek, které by zpuisobily vznik napéti na mezi
kluzu u kola bez drazkovani. Tato koncentrace muze zpusobit iniciaci trhlin z povr-

chovych defekti, jejich rust a nakonec nestabilni §ifeni, které muze vést k lomu.

41Vliv maZe byt klasifikovan jako podil otd¢ek vypocitanych na modelu disku bez zubt a na ozu-
beném kole.
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7  Priklad 4

7.1 Zadani

U ocelové desky ulozené dle obr 7.1 naleznéte prvnich 6 vlastnich netlumenych
frekvenci, kterym odpovidaji ohybové mody kolem osy y. Déle zjistéte odezvu pii bu-
zeni desky na volném konci liniovym zatiZenim ¢ (¢) p¥i pasmu budicich frekvenci
Af = (0;80) Hz. Posudte vliv visk6zniho tlumeni na amplitudu kmitani volného
konce pro «, = 0,025 %, B, = 0,023s.

T

i
—

Obrazek 7.1: Zaddni prikladu 4-3D pohled

l l \Hll [ = 1000 mm a = 200 mm

~— BT A t = 10mm
E=21-1°MPa pu=0,3

AN ,l
27

gt z k
; p=T7850 -2
| m
. N
q(t) = qoe™" qo = 500 —
Obrazek 7.2: Priklad /-rozmeérové schéma m
Af =(0;80) Hz
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7.2 Rozbor alohy

7 hlediska ulozeni se jedné o jednostranné vetknutou desku obdélnikového prii-
fezu. Potfebné prufezové charakteristiky do dalsich vypocti jsou plocha S a kvad-
raticky moment k ose y J, (viz (7.1a) a (7.1b)).

S =at (7.1a)
at?
= (7.1b)

7.3 Analytické reseni

7.3.1 Modalni analyza

Analytické FeSeni vychézi z predpokladu, Ze feSené téleso budeme povazovat

za prut. Budeme hledat pouze netlumené vlastni frekvence.

Timoshenko
ak? k |EJg
i — L = _t _— 7.2
/ 2r 2w\l Sp (7.2)
EJ
o2 ==-29 (7.2b)
Sp
Tabulka 7.1: Timoshenko-koeficienty (pievzato z [8])
kil | kel | ksl | k| Ksl | kel
1,875 | 4,604 | 7,855 | 10,996 | 14,137 | 17,279
Den Hartog

a, [EJ an, |[EJg
o= 5\ it = 2x\ St (7.32)

m  Slp Sp
- _ZF_=F .3b
e (7.3b)
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Tabulka 7.2: Den Hartog-koeficienty (prevzato z [9])

aq ‘ (05} ‘ as ‘ Qg ‘ as
3,52 | 22,0 | 61,7 | 121,0 | 200,0

Julis

LB 1 (Bul)” B
_ 1 _ 1 b 7.4
/ o 2 YT o Sp (7.4)
Tabulka 7.3: Julis-koeficienty (prevzato z [7])

Bl | Bl | Bl | Bu
1,875 | 4,604 | 7,855 | 10,996

S vyuzitim pfedchozich vztaht a dosazovinim jednotlivych koeficientii ziskame
tab. 7.4 vlastnich netlumenych frekvenci, kterym odpovidaji mody kmitani ko-
lem osy y, podle jednotlivych autori.

7.3.2 Harmonicka analyza

Pro netlumené kmitani plati, ze pomérny utlum & = 0. V piipadé, kdy se
budici frekvence rovna vlastni frekvenci soustavy, by méla vychylka rist teoreticky
nade vSechny meze (¢ = 00). Toto neni ale realné mozné.

Pti tlumeném kmitani je jiz pomérny ttlum nenulovy a plati pro néj vztah

B

ST Mo

(7.5)

Z rovnice (7.5) [10] je patrné, ze pomérny atlum je ruzny pro razné vlastni frekvence.

Je nutné pii jeho vypoctu vyuzit také koeficienti viskdzniho tlumeni o, a f3,.

Do vztahtu (7.3a) a (7.2a) se Youngtv modul pruznosti F dosazuje v III(T% a gravita¢ni zrychleni
g v 5. Do vztahu (7.4) se E dosazuje klasicky v Pa.
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7.4 Numerické reseni

7.4.1 Modalni analyza

Cilem modalni analyzy je nalezeni vlastnich frekvenci a vlastnich tvaru pii vol-
ném (ne)tlumeném kmitani [4]. Volné kmitani znamen4, Ze na téleso nepusobi zadné

budici zatizeni a toto kmitani lze popsat pohybovou rovnici
Mgq + Bq + Kq =0, (7.6)
kde:
e M [kg] je matice hmotnosti,

e K [I] je matice tuhosti,

e B [%]42 je matice tlumeni, pro Rayleighovo viskozni tlumeni B = a,. M+, K,

e qm], q [%], qa [S%] je zobecnéna soutadnice a jeji ¢asové derivace [10].

Pii vykresleni deformovaného tvaru s ¢iselnou Skilou je nutno mit na paméti,
7e ¢isla nejsou konkrétni posuvy v uzlech, ale pouze tzv. normované*® posuvy, vyja-

dfujici, jak moc se méa téleso v urcitych mistech tendenci deformovat.

42Pro netlumené kmitani je B = 0.
43Bezrozmérné.
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Pro feSeni daného problému vyuzijeme 2 modely. U jednoho modelu bude sit
tvorena prvky typu SHELL* a jako geometrie sta¢i pouze rovinné plocha, obdélnik

o rozmérech (1x0,2) m (viz obr. 7.3). Tloustka skofepiny je pak 0,01 m.

Obrazek 7.3: Skorepinovy model

41V Salome Meca jsou nazvany COQUE 3D (vyzaduji kvadratickou sit). Obdobné jako u pru-
tovych prvkiu se nepovedlo zobrazit tloustku skofepiny, proto je viditelna jen stfednicova plocha.
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Druhy model bude mit sit tvofenou dvacetiuzlovymi prvky typu SOLID a geo-

metrie uz je cely kvadr o rozmérech (1x0,2x0,01) m (viz obr. 7.4).

Obrézek 7.4: Solid model

V Salome Meca je nutno vytvofit z vlastnosti materialu, okrajovych podminek,
pfipadné z priifezovych charakteristik tzv. ASSEMBLAGE', kde se vytvoii matice
hmotnosti M, matice tuhosti K a matice tlumeni B. Vlastni modalni analyza se
provede pomoci piikazu MODE_ITER_SIMULT, kde parametry jsou matice hmotnosti,
tuhosti, popf. tlumeni. Je mozné zvolit i druh metody vypocétu®. Rozsah analyzy je
mozné nastavit pomoci intervalu, na kterém vlastni frekvence pocitdme, nebo piimo
poc¢tem vlastnich frekvenci, ktery ma byt vypocitan.

Pro feSeni problému nas zajimaji pouze ohybové mody kolem osy y, které na-
sledné muzeme zapsat do tab. 7.4. Vypocet byl proveden také v systému Ansys
Classic se stejnymi parametry sité a hodnoty vlastnich frekvenci hledanych moédu

jsou také uvedeny ve zminéné tabulce.

45Sestava.
46Ve vychozim nastaveni je metoda SORENSEN, dale jsou dostupné metody TRI_DIAG, JACOBI a

Qz.
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7.4.2 Harmonicka analyza

Pro vypocet vychylky volného konce pii harmonickém buzeni vyuZzijeme pouze
model s prostorovymi prvky. Na volny konec umistime liniové zatizeni o zadané veli-
kosti*". Rozsah budici frekvence zatizeni zvolime (0;80), p¥icem? interval rozdélime
do 100 krokii, tzv. substepii. Toto lze nastavit v DEFI_LIST_REEL, kde se definuje
pocatek (DEBUT) a konec (JUSQU_A) intervalu a dale pocet déleni (NOMBRE), piipadné
priristek (PAS). Veskeré vstupni parametry (matice, material,. . . ) se vlozi do piikazu
DYNA_LINE_HARM, ktery vypocita amplitudu a fazi kmitani v uzlech pro kazdou frek-
venci definovanou v rozsahu. V Salome Meca miizeme do vypoctu vlozit obé analyzy
zaroven, pricemz do analyzy s tlumenim piidame dalsi parametr souvisejici s matici
tlumeni.

Nésledné je nutno z vysledku analyzy vybrat amplitudy kmitani volného konce
desky. Tento krok se provede pomoci RECU_FONCTION, kde se nastavi, jaké velic¢iny
néas zajimaji (zde posuv v ose z) a skupina uzli, ze které vysledky chceme (vybe-
reme uzel uprostied §itky desky na horni plose). Jelikoz obecné jsou vysledky analyzy
komplexni &isla, potiebujeme tzv. modul*®. Modul se ziské pomoci CALC_FONCTION
s nastavenim PARTIE="MODULE’. Tento postup provedeme pro obé analyzy (netlume-

nou a tlumenou) a vysledky obou analyz vliozime do spole¢ného grafu (viz obr. 7.5).

4TV Ansys Classic zavedeme staticky ekvivalentni zatizeni do krajnich bodi koncového éela
desky. Tento krok by pfi velkych zatizenich mohl zpusobit nezadouci singularitu v téchto uzlech.
482 = me'?, z € C, m-modul komplexniho ¢&isla, ¥-argument.
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POSUV DZ [m]
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Obréazek 7.5: A-f ¥ charakteristika-Salome Meca

49 Amplitudo-frekvenéni.
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V Ansysu bylo nutné vytvorit analyzy zvlast a kazdou vytisknout do samostat-
ného grafu (viz obr. 7.6a a 7.6b).

.125
L1117

.104
.091

.078

VALU .065
.052
.039
.026
.013
0
0 16 32 48 64 80
8 24 40 56 72
FREQ
(a) Netlumené kmitdani

(x10**=2)
1
.9
.8
7
.6
VALU
.4
.3
.2
.1
0

0 16 32 48 64 80
8 24 40 56 72
FREQ

(b) Tlumené kmitdni

Obrazek 7.6: A-f charakteristika-Ansys Classic®

S0VALU v grafech reprezentuje vychylku volného konce ve sméru osy y v m a FREQ budici

frekvenci v Hz.
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Z pohledu na grafy 7.5, 7.6a a 7.6b je zfejmé, Ze vysledky z obou programu

si jsou velice blizké. U tlumené analyzy mize byt na prvni pohled patrny rozdil

v pritbéhu, jenze tento rozdil je jen disledkem riznych métitek os .

Dale je zfejmé, 7Ze k nejvétsim vychylkdm dochézi v prvnim moédu, ktery je

mozno vidét na obr. 7.7.

DEPL DZ 8.46595, -

.1‘000

0.7500

.0.5000

0.2500

-2.503e-05

Obrazek 7.7: Ohybovy mod 1 (f = 8,466 Hz)

U druhého ohybového modu (viz obr. 7.8) je vychylka volného konce desky podle

A-f charakteristiky mensi.
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DEPL DZ 52.9748, -
.1 . 00000

0.566886

.0. 133772

-0.299342

-0.732456

Obrazek 7.8: Ohybovy mad 2 (f = 52,975 Hz)



7.5: ZHODNOCENI VYSLEDKU

7.5 Zhodnoceni vysledkii

Tabulka 7.4: Vlastni frekvence: ohybové mddy, osa y

n=1|n=2 n=3 n=4 n=>5 n==~0

Amalyticke | Timoshenko | 8854 | 52,36 | 146,621 | 287,825 | 474918 | 709,452
e Den Hartog | 8,365 | 53,23 | 146,619 | 287,534 | 475,263 | -
resent Julis 8354 | 52,36 | 146,621 | 287.325 | - .

Salome | Shell | 8,456 | 52,908 | 148.313 | 291,225 | 482,222 | 720,889

Numerické | Meca | Solid | 8,466 | 52,975 | 148,519 | 201,688 | 483,106 | 722,427

Feseni | Ansys | Shell | 8,456 | 52,009 | 148,313 | 291,226 | 482,223 | 720,901

Classic | Solid | 8,465 | 52,071 | 148,505 | 291,651 | 483,027 | 722,28

Z tab. 7.4 vyplyvé4, ze frekvence ohybovych moédu ziskané z analytickych vztahtu

a frekvence ziskané numerickym vypoctem se 1isi maximéalné do 2 %. P¥i buzeni frek-

venénim pasmem (0; 80) Hz systém piesel prvni 2 vlastni ohybové frekvence, coz se

v A-f charakteristice projevilo zvySenim amplitudy kmitani. Bez pfitomnosti tlu-

meni doslo ke vzniku tzv. peaki pravé v okoli vlastnich frekvenci (viz obr. 7.5 a 7.6a).

Po zavedeni viskézniho tlumeni pomoci souciniteli «, a 3, doslo k poklesu vlastni

frekvence, narast amplitudy byl nepatrny a pii vyssich frekveni doSlo k tuplném

zatlumeni systému (viz obr. 7.5 a 7.6b).

Pii vypodtu pomoci skofepinového modelu je moZzno uset¥it priblizné 50 % vy-

pocetniho c¢asu.
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8 Priklad 5

8.1 Zadani

Soucastkou dle obr. 8.1 protékd médium, které zpiisobuje ohfev vnitini stény
na teplotu ¢, = 100°C. Soucastka je vsazena bez viille a presahu mezi 2 nedefor-
movatelna cela. Okolni teplota je t,, = 20 °C. Soucéstka je ochlazovana prirozenou
konvekci o soudiniteli prestupu tepla agyy = 5 % Zjistéte pole teploty v dilu. Sou-
castku také zkontrolujte z hlediska mezniho stavu pruznosti. Soucastka je ocelova,

mez kluzu je 500 MPa. Soucinitel teplotni vodivosti oceli je A = 50 %

Obrazek 8.1: Uloha 5-3D pohled

o o W _ 1
tin = 100°C tous = 20°C aout:5m ar=1,2-10 BE
W
A =50 — E =21-10°MPa uw=0,3 ox = 500 MPa
m

Detailni geometrie soucésti je na obr. 8.2.
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Obréazek 8.2: Priklad 5-vgkres soucdsti (rozmeéry v mm)

10
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&.2: ROZBOR ULOHY

8.2 Rozbor alohy

Jedné se o kombinovanou analyzu. Prvné se provede ustalena® teplotni analyza,
jejiz vysledkem bude rozlozeni teplot po soucastce. Deformace zptisobenda teplotnim
polem®? bude pouzita jako vstup do strukturalni analyzy. Uloha je rota¢né symet-
ricka.

8.3 Zaklady prenosu tepla

Zakladnimi velicinami v pienosu tepla je teplota, hustota tepelného toku a te-
pelny tok. Hustota tepelného toku se vypocita rizné podle zptisobu prenosu tepla.

Vztah mezi hustotou tepelného toku a tepelnym tokem je

Q =45, (8.1)
kde:
e ¢ [%] je hustota tepelného toku,
e ) [W] je tepelny tok,

e S [m?] je teplosménné plocha [13].

8.3.1 Formy prenosu tepla

Existuji razné formy prenosu tepla:
1. vedenim (kondukci),
2. proudénim (kovekei),

3. zarenim (radiaci).

510T __
87_0'

52Deformace se prepocitd z teplot pomoci soucinitele délkové roztaznosti arp.
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Prenos tepla vedenim

Ptenos tepla vedenim se 1idi tzv. Fourierovym zékon, ktery je definovin pomoci

vztahu
¢g=—AgradT, (8.2)

kde:
o )\ [%] je soucinitel tepelné vodivosti,
e T [K] je teplota,

o gradT = <8T or 8T> [5]

9z’ By’ 9z ) Llm

Vysledkem operace gradl' je vektorové pole vyjadiujici smér a velikost nejvétsi
zmény skalarniho pole T'. Ve vztahu (8.2) je znaménko minus, protoZe zaroven musi
plati 2. zakon termodynamiky®®. Soudcinitel tepelné vodivosti A je materidlova cha-
rakteristika, kterd se obecné s teplotou méni (A = f(7")) [13].

Vedeni tepla lze vyjadrit pomoci diferencialni rovnice jako

, (8.3)

dT A (O*T O°T 9°T Q"
— - + =+ +
dr cp \ 022  0y?> 022 Cpp

kde:
°c, [kgiK} je mérna tepelna kapacity za konstantniho tlaku,
® p [ } je hustota,
o ()* [%} je mérny tepelny vykon,
e 7T [s] je Cas.

Jedna se o parcialni diferencialni rovnici druhého fadu [13].

53 Jednou z formulaci 2. zékona termodynamiky je, Ze teplo nemiize samovolné piechazet z chlad-
ngjstho télesa na teplejsi.
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Prenos tepla proudénim

Ptenos tepla proudénim (konvekei) se fidi tzv. Newtonovym ochlazovacim za-

konem, ktery je definovin pomoci vztahu
Gg=a.(Ty,—Tx), (8.4)

kde:

W
m? K

® Q. [ } je soucinitel pfestupu tepla,

e T, [K] je teplota povrchu,

e T [K] je teplota prostfedi v dostatecné vzdalenosti od povrchu [13].

Soucinitel prestupu tepla se da stanovit riznymi zptsoby. Jednou z moznosti je
zjisténi méfenim pomoci tzv. alfametru. Dal$i moznosti je na zakladé podobnostni

teorie, tzv. podobnostnich ¢isel. Priklady podobnostnich ¢isel jsou:
e Reynoldsovo &islo (Re),
e Nusseltovo ¢islo (Nu),
e Prandtlovo ¢islo (Pr) a dalsi.
VSechna tato ¢isla jsou bezrozmérna. Tento zptisob slouzi spi§ jako odhadnuti hod-
noty soucinitele pfenosu tepla pro prvotni navrh a vypocet [13].
Prenos tepla zarenim

Teplo vysila ze svého povrchu kazdé téleso o nenulové teploté (7" # 0K). Hus-
tota tepelného toku vyzafovana télesem o teploté T se vypocitd pomoci Stefan-

Boltzmannova zakona, ktery ma tvar dle vztahu (8.5)

G = eooT", (8.5)
kde:
e ¢ [—] je pomé&rnéa zafivost (pro dokonale ¢erné téleso € = 1),
e 0y je Stefan-Boltzamnnova konstanta, oo = 5,67 - 107° 7,

e T'[K] je teplota.

Vyse uvedené poznatky byly prevzaty z [13].
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8.3.2 Pocatecni podminky

Pocateénimi podminkami se rozumi rozlozeni teplotniho pole v ¢ase 7 = 0. Lze
tedy psat
T(x,y,z,7=0) = f(z,y,2).

Casto se uvadi, Ze T'(7 = 0) = konst.

8.3.3 Okrajové podminky
Okrajovych podminek pro feSeni pfenosu tepla je vice druhi.
1. Dirichletovy:

e Urcuji rozlozZeni teploty na povrchu télesa v case.

o T\, = f(%w, Yu, 2w, T), Casto se uvadi T, = konst.
2. Newtonovy:

e Urcuji rozlozeni hustoty tepelného toku na povrchu télesa v case.

e Gu = f(Tw, Yw, 2w, T), Casto se uvadi ¢,, = konst.
3. Neumannovy:

e Urcuji rozlozeni soucinitele prestupu tepla na povrchu télesa v case.

o o, = f(Tw, Yuw, 2w, T), Casto se uvadi «,, = konst.

Poznatky o okrajovych a pocate¢nich podminkach byly prevzaty z [13].
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8.4 Numerické reseni

Abychom usetiili pocet prvki a vypocetni ¢as, vyuzijeme opét symetrii tlohy
a budeme Fesit pouze /16 té€lesa. Vzhledem k tvaru soucéasti neni mozné pouzit
rovinny model, je nutné pouzit model prostorovy a 3D prvky typu solid. JelikoZz je
tvar télesa docela slozity (Zebrovani, diry), neni mozné vytvofit sit tvofenou hexaedry
bez mnohonasobného déleni pomoci slice/partition. Vzhledem k sloZitosti soucésti
také opét vyuzijeme import z CAD systému SolidWorks. Vytvofime tedy sit tvoren
tetraedry (viz obr. 8.3a), u které provedeme zjemnéni v okoli v8ech radiusovych
prechodu (viz obr. 8.3b).

)

(a) Vypoctovd oblast (b) Detail zjemnéni

Obrazek 8.3: Priklad 5-vypocetni sit
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Na oficidlnich strankiach Code Asteru v instruktdznim dokumentu o ter-
mice (http://code-aster.org/V2/UPLOAD/DOC/Formations/07-thermics.pdf)
je uvedeno, zZe pro termickou analyzu se doporucuje pouzit prvky s linedrni ba-
zovou funkei, pro strukturalni analyzu naopak prvki s kvadratickou bazovou funkei.
Této rady uposlechneme a pro termickou analyzu vytvoiime sit linearnich prvkiu.
V *.comm souboru pomoci piikazu CREA_MAILLAGE vytvorime z linedrni sité sit kva-
dratickou, kterou aplikujeme ve strukturalni analyze. Okrajové podminky se tvoti
v AFF_CHAR_THER. Teplota skupiny uzltu se zavadi pomoci piikazu TEMP_IMPQO. Kon-
vekce se v Code  Asteru zavadi pomoci piikazu ECHANGE, jehoZz parametry jsou sku-
piny, na které konvekce probiha, soucinitel prestupu tepla® (COEF_H) a teplota okoli
(TEMP_EXT). ReSeni ustalené linearni termické analyzy je THER_LINEAIRE.

Vysledky z termické analyzy je nutno nejprve prevést na kvadratickou sit po-
moci PROJ_CHAMP, tim vznikne novy soubor vysledki. Tento vysledkovy soubor se
nahraje do materialového modelu AFFE_MODELE, sekce AFFE_VARC, kde je nutno za-

dat také referenc¢ni teplotu.

3V této tloze byly pouzity opét zdkladni jednotky SI (kg, m, s).
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8.4: NUMERICKE RESENI

TEMP 0, -

.100.000

99.5508
99.1016
98.6524

98.2032

(a) Teplota [°C|

DEPL 0, -

0.000100961

8.57499e-05

7.05388e-05

5.53278e-05

4.01167e-05

(b) Deformovany tvar [m] (200x zvétseno)
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TRESCA 0, -
4.82803e+08

3.62275e+08

2.41748e+08

1.21220e+08

692455.

(C) Uredﬂ—max [Pa']

[

(d) Detail na mazimum napéti®®

Obrazek 8.4: Priklad 5-numerické vijsledky

55ZIuty ¢tverecek v obr. 8.4d ukazuje misto s maximalnim napétim.
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8.5 Zhodnoceni vysledkii

Tabulka 8.1: Shrnuti vijsledki prikladu 5

tmax [OC} tmin [OC] Umaxa [MPa}
Salome Meca 100 98,203 482,803
Ansys Workbench 100 98,204 476,25

“Redukované napéti podle podminky 7y ax

7 pohledu na tab. 8.1 je patrné, ze pti fesSeni termické tlohy je odchylka teplot
vypoctenych Salome Meca se od Ansysu je naprosto zanedbatelnd viéi numerické
chybé. Bohuzel tato tloha nenf analytické feSitelna z divodu slozité geometrie, takze
hodnotu minimalni teploty neni mozno porovnat s piesnou hodnotou. Napéti se
nejvice koncentruje v dolnim prechodu. Vzajemna odchylka hodnot z obou programi
je asi 1,5%.

Je nutno zminit, Ze zpusob vyroby muze ovlivnit soucinitel tvaru v prechodu
zebra a mezikruzi. Témér ostra hrana na sténach zeber by vznikla pii vyrobé svaiova-
nim, kdy soucastka je vyrobena z nékolika dili. Nutno ale poznamenat, Ze pti sva-
fovani vznika v okoli svari tepelné ovlivnéna oblast, kterd muazu zpusobit kiehké
chovani materidlu. Naopak pii vyrobé odlévanim nebo kovanim nikdy nevznikne
na povrchu ostré hrana, u odlévani z diivodu zabihavosti materidlu a u kovani z di-
vodu koncentrace napéti v zapustce pfi jednotlivych tderech. Nenulovy polomér
zaobleni by mohl vést k zvyseni nebo snizeni soucinitele tvaru a v prechodu zebra.

Prestoze mez kluzu materidlu je 500 MPa, volil bych volbu lep$iho materidlu
nebo upravu geometrie, protoze numericky vypocet je zatiZzen chybou a také mez
kluzu jako materidlovy parametr ma svou variabilitu. Navic po ptredchozich tech-
nologickych operacich je v soucastce urcita zbytkova napjatost, ktera nelze zithanim

k snizeni zbytkového napéti zcela odstranit.
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V tvodu préace byla zminéna diilezitost vypoctovych systémil a numerickych
metod v inzenyrské praxi. V tivodu jsou také uvedeny moznosti instalace prostiedi
Salome Meca a Fesice Code  Aster®.

Néasledné byly zminény zakladni principy MKP a Lagrangetv varia¢ni princip
jako jedna z moznosti popisu podstaty deformac¢ni varianty MKP. Posléze byly po-
psany zakladni analytické metody pruznosti a pevnosti, konkrétné prutovych téles
a to Castiglianova véta a diferencialni rovnice prihybové ¢ary.

Néasledovaly 2 ilustrativni lohy s prutovymi télesy, které byly 1x nebo vicekrat
staticky neurcité a zaroven se u nich vyskytoval vrubovy tc¢inek. Bylo zde vyuzito
spojovani prutovych prvkia s prvky objemovymi pravé pro vypocet koncentrace na-
péti v misté vrubtu. Vysledky byly porovnany s analytickym feSenim s vyuzitim
nomogramu pro urc¢eni soucinitele tvaru o a s komer¢nim softwarem Ansys Wor-
kbench. Vysledky se lisily v rozmezi do 10% (viz tab. 4.1 a 5.1), coz muze mit
za nasledek numericka chyba vypoc¢tu a chyba urceni soucinitele tvaru « (jedna se
o experimentéalné ziskana data, ktera byla aproximovana kiivkami).

Dalsi tilohou byla opét strukturalni analyza, nyni ale s rota¢né symetrickym
télesem, konkrétné rotujici sténou. Zde byla posouzena troven modelu pii vypoctu
napjatosti ozubeného kola za volné rotace. Opét byla provedena verifikace s ana-
lytickym feSenim a Ansysem Workbench (viz tab. 6.2). Na zavér byl zjistén vliv
drazkovani otvoru kola na vyslednou napjatost.

Byla provedena také dynamickéi tloha, pii které bylo cilem zjistit vlastni frek-
vence kmitani desky (viz tab. 7.4) a nasledné odezvu na harmonické buzeni liniovym
zatizenim na volném konci (viz obr. 7.5). Srovnani bylo provedeno pomoci softwaru
Ansys Classic (viz obr. 7.6a a 7.6b).

Jako posledni piiklad byla tloha, kterd kombinovala ustalenou teplotni a struk-
turdlni analyzu. Jednalo se o potrubni soucast, kde protékajici médium ohiivalo
vnitini sténu trubky a vné probihala pfirozena konvekce (viz obr. 8.1). Vysledky
byly srovnany pouze s Ansysem Workbench (viz tab. 8.1), protoze z divodu slozi-

tosti geometrie neni tato uloha analyticky FeSitelné.

560bé moznosti byly v ramci této prace vyzkouseny a obé& funguji spolehlivé.
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Nyni v kratkosti zminime vyhody /nevyhody softwaru Salome Meca.

Vyhody
e OpenSource distribuce.
e Neomezeny pocet prvki /uzla®.

e MoZnost spojit rizné typy analyz (strukturalni, dynamicka, teplotni atd.)

v ramci jednoho vypocetniho souboru.

e Pro post-processing je moznost vyuzit program ParaView, ktery ma rozsahlejsi

moznosti nez vestavény modul Post-Pro®®.

Nevyhody

e Horsi sitovaci metody a algoritmy.

Neintuitivni zadavani OP-nutnost tvotit skupiny, na které se OP aplikuji.
e Program se piSe formou piikazu (analogie k prostfedi Ansys APDL (Classic)).

e Slabsi uzivatelska podpora.

Hors$i post-processing:

— Nutnost zadat, které veli¢iny se maji vytisknout do vysledkového sou-

boru.

— Horsi interpretace vysledki (sloZitéjsi tvorba obrazkii®®).

e Omezena podpora OS Windows.

57Studentsks licence Ansysu mé omezeny pocet uzli na 32 000. Pfi analyze kola za volné rotace
doslo dale ke zjisténi, Ze studentska licence je omezena i na sloZitost geometrie (evolventni piimkova

plocha).
38 Tento modul byl od verze 2014.1 zrugen.
5 Vysledkové obrazky v této praci byly tvofeny v modulu Post-Pro a nésledné vytistény pomoci

programu Shutter jako snimek plochy.
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Zda zvolit komer¢ni nebo volné dostupny software, to zalezi na mnoha fakto-
rech. Pokud se uzivateli pocatec¢ni investice do zakoupeni licence komercéniho pro-
gramu vrati, neni divod se jim vyhybat, navic jejich uzivatelska podpora je daleko
rozsahlejsi. Naopak, pokud uzivatel nemé dostatecné prostiedky pro zakoupeni li-
cence nebo se mu investice nevrati, feSenim muze byt volné dostupny software,
napf. zde zminény Code Aster. Jednozna¢né lze konstatovat, ze zminéné vyhody
volné dostupnych softwart kompenzuji jejich nevyhody nebo je dokonce i prevysuji.
Uzivatel musi pouze piekonat pocatecni bariéru a pochopit metodiku tvorby vypo-
¢tovych modeli, protoze jak bylo zminéno, volné dostupné programy nebyvaji tak
intuitivni jako programy komercni, kde se vyvojaii snazi uzivateli praci co nejvice
usnadnit, coz mize byt na druhou stranu kontraproduktivni a vést pak k mnoha
omylim, které mohou mit nékdy katastrofalni nasledky.

Celkové lze Tici, ze ve srovnani s programem Ansys je eSi¢ Code Aster velice
schopny a na inzenyrské arovni je adekvatné presny (odchylka od analytického feSeni

a komer¢niho softwaru Ansys neptesahla 8 %).
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10 Seznam pouzitych zkratek a

symbol (i

Znacka Jednotka Popis

E [Pal Younguv modul pruznosti v tahu

i [—] Poissoniv pomér

G [Pa] Younguv modul pruznosti ve smyku

o; [Pa] Normalové napéti ve sméru osy 4, ¢ = x, y, 2
Tij [Pa] Smykové napéti v roviné ij, i, j =z, y, z (i # j)
0; [%} Objemové zatizeni ve sméru osy ¢, i =, y, 2
& [—] Pomérna délkova deformace, i = x, vy, 2

Vij [—] Pomérna thlova deformace, i, j =z, y, 2z (i # j)
Jy [m?] Kvadraticky moment prifezu ¥ k ose y

Uy, [m3] Staticky moment prifezu Wy k ose y

u [m] Posuv ve sméru osy x

v [m)] Posuv ve sméru osy y

w [m] Posuv ve sméru osy z

M, [Nm] Ohybovy moment, i =y, z

T; [N] Posouvajici sila, i =y, z

N [N] Norméalova sila

M, [Nm] Kroutici moment

n =] Otacky

w [%] Uhlova rychlost

a [—] Soucinitel tvaru

Ored [Pa] Redukované napéti

oK [Pa] Mez kluzu materialu

ki [—] Bezpecnost vaci MSP

Waov [m] Dovoleny prihyb

kp [—] Bezpec¢nost vici MSD

r [m)] Radialni soufadnice

o [Pal Radialni napéti
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MKP
FEM
FVM
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VVU
MSP
MSD
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Tecné (tangencialnf) napéti
Liniové zatizeni

Rozsah budici frekvence
Pomérny utlum

Soucinitel viskozniho tlumeni
Soucinitel viskézniho tlumeni
Matice hmotnosti

Matice tlumeni

Matice buzeni

Zobecnéné soutadnice a jeji casové derivace
Potencialni energie (potencial)
Matice tuhosti

Matice zatizeni

Matice nezndmych deformac¢nich parametrii
Matice soustavy

Vektor neznamych

Vektor pravych stran

Hustota materidlu

Soucinitel tepelné vodivosti
Soucinitel prestupu tepla
Soucinitel délkové roztaznosti

Mérna tepelna kapacita za konstantniho tlaku

Teplota (termodynamicka)
Teplota

Hustota tepelného toku
Tepelny tok

Statickd rovnovaha
Metoda kone¢nych prvku
Finite element method
Finite volume method
Global coordinates system
Cylindrical coordinates system
Vysledné vnitini uc¢inky
Mezni stav pruznosti

Mezni stav deformace



11  Seznam priloh

Soucasti prace je kapitola obsahujici vztahy vyuzivané k analytickym vypoctum
u jednotlivych prikladi, véetné jejich odvozeni (viz kap. A).

Soucasti prace je také DVD, které obsahuje:
e clektronickou verzi této prace ve formatu *.pdf,
e obrazkovou piilohu ve formatu *.pdf,

e skripty z Matlabu pro feSeni soustav rovnic a priitbéhi napéti.
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A  Vztahy k prikladiim

A.1 Priklad 1

A.1.1 Vypocet Fp-Castiglianova veta

OW [ M, OM,, dz BT, IT,
oF; ] EJ, 0Fs GS OFp

Y Y

rz=20

wp =

c d 5
—</ —F:c1~0d:1:1+/ (—F(c—irxg)—i—FB:(:g)xgda:Q—l—/ (—F(c—ird—l—a:g)
EJy\ Jo o Jo 0

~\~

=0

B c d+14
+FB(d+$3)+M)(d+JJ3)d$3>—Fﬁ(/ —Fdel—i‘/ (—F+FB)1d$2>:O
0 0

=0

d+ll 1 d
GS/ _F + Fp)- o (/ (= Flc+ x2) + Fpaa)ay day

J

~~ ~~

=1 =1Is

+/11(_F(c+d+$3)—|—FB(d+$3)+M)(d+x3)dx3) =0

J/

-~

=I3

d+11
b= / (—F + Fp)day = (—F + Fp) [2]§ ™ = (=F + Fp) (d+ 1)
0
2 3

d 3 ox 237"
L= / (= F (w2 + 23) + Fpa3) do, = [—F <c?2 + 32) + FBé]
0

0
d? d d?
— Fle— 4+ 2 )+ Fr—
(02+3)+ B3

l1
]3:/ ( F (cd + cxs 4+ d® + 2dxs + 23) + Fip (d® + 2dws + 23) + M (d + x3) d )
0
272 l,3 3 2
— {—F (cdx3+c53+d2m3+dx§+§3> + Fp <d2x3+d:c§ 2 ) + M (da:3+ 5 )}
? I3 I3 12 i
- _F <cd11 + 051 + %y + di? + §1> + Fp <d211 +dI? + §1> + M (dh + §1>
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Dosazenim [, Iy a I3 zpét, prevodem zndmych veli¢in a tpravami dostavame

konecény vztah (A.1) pro silu Fj ve tvaru

1 2 3 2 3 2
[F<cd—+é+cdl1+c%+d2l—l—dl +l—1 M(dl1+%>}

EJ, 2
1 [d& >
B |5+ it + } [+]

Fp =

+ (A.1)

1 d3 3 6 :
— Pl +dil+ | + =5 |d+1
B 5 3} s
A.1.2 Maximalni prihyb
Maximalni prithyb hledame pomoci Castig-
lianovy véty na neznamém rameni (viz obr. A.1). " :
o v , dop M
Mizeme tedy psat = l
I B
ow BT, 0T, 2|
w = - -
0Fd0p GS 8Fd0p — .
o B
M,, OM, .
=2 —% ) dr. (A.2) Obrazek A.l: ReSeni wmyax po-
EJ 8Fd0p —>
moci Castiglianovy vety, | Faop| =
Jedind VVU, ktera jsou funkci Fiop, jsou
Tz4 =F— FB - Fd0p7 (A3a)
Moy =—F (c+d+x+x4)+ Fp(d+x + x4) + M — Fyopa, (A.3b)

kde x4 € (0;1; — x).
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Dosazenim (A.3a) a (A.3b) a jejich pfislusnych parcidlnich derivaci do (A.2)

ziskdvame

hi—z li—z
[T B~ FB) 1 !
w—/o T.1dx4+EJy i —(F(c—l—d+x+x4)

8 <FG—S Fp) H n

+FB(d+$+Jf4)+M> (—ZL‘4) dZE4:
0

l1—x
+%i)—M$‘2*]l .

1 2 3 2
+—{F((c+d+x)ﬂ+%)—FB((d—Fm)% o
0

EJ, 2 2

Dosazenim mezi ziskavame vysledny vztah (A.4) pro prihyb w

_ B(F—Fp)

2 3

F ((c+d+x)
(h—=  (h —x>3> 2]

(h—2)?  (h—a)

— Fg ((d—i—x) 5 3
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A.2 Priklad 2

A.2.1 Vypocet N,y a M,-Castiglianova veta

oW M,, OM,,
YA N, / B, on, 70 (A-53)
Y
oW M, OM,,
VA= G, / EJ, oM, (A.5b)
Y

1 “ F @ F
= Mi — — ).Od <M _ N ) d —
UA Ejy (\/0‘ ( A 21'1 x1j+/0 A 5 a+ INaxo T 33‘2>

=0
1 x2  Fax? 221 > My Fa Naa
— M2 22 N2 = A _ 22227 ) =0
EJJH 2 2 Ag}o EJy<2 4+3>

1 a F a F
ﬂA:E_Jy(/O <MA—§:E1)-1dx1+/O <MA—§a+NA$2>'1d$2):

1 Fx? F 27
= == ({MA% - —ﬁ] + [MAZ'Q - —axz + NAE] ) =
0

EJ, 2 2 2 2 |,
a 3a a

= —(2M - FZ= 4+ Ny= ) =0

EJy( ATEYT A2>

Upravou vyrazi us a 4 ziskdvame soustavu rovnic

MA NACL Fa

_ A.
5 + 3 T (A.6a)
Naa  3F
oMy + TAG - Ta. (A.6b)

Maticové miizeme sousavu piepsat jako

5 2 Na\ _ [ %
() ()= () o

Predchozi feseni vychézi z predpokladu, ze Ny a M4 jsou vzadjemné nezavislé.
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Nyni budeme pfedpokladat, Ze jsou vzajemné zavislé. Princip feseni spociva
v tom, Ze vyfeSime podminku (A.5b) a tim ziskdvame M, = f(Na). Vyjadienim
My z rovnice (A.6b) ziskdvame

B 3Fa_ Naa

M
A7 7g 1

Dosazenim M, do deformacéni podminky (A.5a) a jejim feSenim ziskame Ny4.

AT EL\ S U8 4 27 )\
“ ([ 3F F N
/ (3—a——a——Aa+NAx2> <—g+$2> dzy | =0
0 8 2 4 4

:—Ea
8
3F2 NA2 Fl’%a F2 NA2 NAngngAx%
{32““+'max“+8a2(f’w“xﬁdﬁaxg 128 T
3 F 3+34+16—-6—-6 F  10N4
N2l =3 —=— 4+ N —a | —= =
A3}0 ¢ ( 16 48 ) ¢ ( 6 48 )
3F
Ny = 2=
4710
SF  3F  3F
My=""g—2"g=2"
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A.2.2 Maximalni prihyb

o ZOW [N ONGTOT. | My 0My, )
ok ) \ESOE  GS oL EJ, o
5 —_—— —— Y—
=11 =12 =I3
1 “ 3 @ F 1 (Fa 3Nja
I = — “Ni-[=2) 4 —— . (=1d - (==
! ES(/O A<5) x1+/0 5! )$2> ES(Q 5)
15} /“—F /“ 3 6 (Fa 3Nja
Iy = — — - (—-1)d Ny-| =) d =— | —
2= s\ ) o (FWdnt [ Na (5 ) dn ) = el 5+
1 “ F 3a
13: E_Jy</0 MA—§ZE1) (g—ﬂfl) de’l
=y
“ F 3
+/0 (MA—§G+NA.I‘2) <5a—a+5x2> dx2>
I
3Maa 3Faz? 23 Fad|"  Maa® Fd?
Iy = Ty — o Maot+55 | = —
5 10 2 2 23], 10 60
2M 4a Fa?2 2Njax2 3Mpz: Fa3x2 3Njya3]*
I5_ — l'2+ —T9 — —_— -_— - —— - —_— =
5 2 5 5 2 5 2 252 5 3],
B MACL2+FG3
10 20
1 6] F 3N4 Fa3 (1 1
max — —a ~a = oa— - | == -— A8
v G(ES+GS)(2 5 )+Ejy(60+20) (4.8)
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A.3 Priklad 3

A.3.1 Vztahy pro rotujici stenu

Pro sestaveni diferencidlni rovnice

radidlntho posuvu u potiebujeme:

1. Rovnici rovnovahy uvolnéného prvku

(viz obr. A.2) v radidlnim sméru

[3]-

do, ‘I
o, — 01+ T = —priw?® (A.9)

) i dE/
2. Geometrické rovnice uvolnéného ,

prvku [3].
Obrazek A.2: Rotujici sténa-uvolnény pr-
g, = j_u (A.10a) wvek (prevzato a upraveno z [3])
r
g =1 (A.10b)
r

3. Konstitutivni vztahy: Hookuv za-

kon pro dvojosou napjatost |3].

o, = Eler +per) (A.11a)
1— p?
E (e, + pey)
g, =0 (A.llc)

Vyuzitim konstitutivnich a geometrickych rovnic a jejich dosazenim do rovnice
statické rovnovahy (A.9) ziskavame diferencialni rovnici

d*uv 1du w 1L—p?
St A12
dr? + rdr r? prvs ( )

ktera je nehomogenni diferencialni rovnici 2. fadu Eulerova typu [3].
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Jeji FeSeni spociva v zavedeni substituci dle (A.13)

r=e, t=1Inr (A.13)

A AV AT : . d%u du : . « . :
a vyjadieni derivaci T a ¢ jako derivace u podle proménné ¢ (viz (A.l4a)

a (A.14b)).
du B du dt 1

dr — dtdr 7 (A-142)
d?u d 1 dul 1 du dt 1 1 U— U

— =—(o-==— 4| = )|=—- 1= = — A.14b
dr2z  dr (UT> drr T ( 7’2> dt dr r uT2 72 ( )

Dosazenim ptislusnych derivaci a tpravou ziskavame nehomogenni obyc¢ejnou dife-

rencidlni rovnici 2. fadu dle (A.15)

1 — 2
Eu pw’r?, (A.15)

U—u=—

Prvné vyfesime homogenni ¢ast rovnice (viz nize).

N —1=0
A = +1
u(t) = Cre’ + Coe™" + u,, (A.16)

Partikularni feSen{ ur¢ime pomoci metody neurcitych koeficienti.

1 — 2
b(t) = — Eu puw?e

Jelikoz A* = 3 neni kofenem charakteristické rovnice, partikularni feseni a jeho

derivace budou ve tvaru

u, = ae®, i, = 3ae®, i, = Jae®.
1—p?
9ae3 — qedt — — 2.3t
ae” — ae T e
1—p?
8a = —
a T
1—p?
= — W
sE "
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Celkové FeSeni diferencialni rovnice (A.15) je

1— p?

_ ¢ -t
U(t) = Cle + 026 3E

pw?edt.

Zpétnym dosazenim substituce (A.13) ziskavame analytické feseni diferenciélni te-

Senf radidlniho posuvu u dle rovnice (A.17)

Cy 1—p® 53
g T (A.17)

S vyuzitim geometrickych a konstitutivnich vztahi muZzeme z rovnice (A.17)

ziskat vztahy pro napéti o,, o; a o, jako

UT(T):A—ﬁ—T wre, (A.18a)
B 143

ou(r) = 2T g Mpwzrz, (A.18Db)

o.(r) =0, (A.18c¢)

pii¢emz vztahy mezi konstantami A a Cp, resp. B a Cy definujeme dle (A.19a),
resp. (A.19b) jako

1 —

Cl = TM/L (A19a)
1

Cy = %B. (A.19b)

Rovnice (A.18a) az (A.19b) byly pfevzaty z [3].
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A.3.2 Urceni integracnich konstant
Vypoctovy model 1

Dosadime okrajové podminky (6.3a) a (6.3b) do vztahu pro radiilni napéti o,
dle vztahu (A.18a).

B 34+u
B

0=A—-— — ?)—'——MprRg (A.20Db)
I

Ziskdvame soustavu 2 rovnic, kde neznamymi jsou konstanty A a B. Rovnice od sebe
odec¢teme a ziskavame vztah pro konstantu B.
1 1 3+ 1
0=B( = — — | - —=pw?(R% - R?
_R3-R}
 R{Rj

3+ u
8

B o B2

Dosazenim do jedné z rovnic ziskdme konstantu A.

Vysledné vztahy pro konstanty A a B jsou (A.21a) a (A.21b)

A= 3+—'upw2(Rf + R3), (A.21a)
B= “T“p&}?f}z;. (A.21D)
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Vypoctovy model 2

Dosadime okrajové podminky (6.9a) a (6.9b) do vztahu pro radidlni napéti o,

dle vztahu (A.18a).

B 3+4+u
B 3

p=A—— — ﬂpaﬂRg (A.22b)
28

Rovnice od sebe opét odecteme a ziskdvame vztah pro konstantu B.

1 1 3+
p:B( )——“pw2<R3—R%>

R R2 8
N—_——
R3-R?
~ RIR3
pR%RS 3+ 500
B = + pw RiR
R} — R? 8 1

Konstantu B dosadime do rovnice (A.22a) a ziskdvame konstantu A.
PR3 ST 99 St 9
0=A- (R%—R%—i_ g R; ——g W R;
pR2 3+ p
A=
R_Rr 3

pw2 (RS + Rf)

Vysledné vztahy pro konstanty A a B jsou (A.23a) a (A.23b)

pR2 3+pu

A= 7 —2R2 +—3 pw® (R3 + RY), (A.23a)
5 — I
RIR: 3+

B= 152 L 2 R2R2. (A.23b)
2 — 4
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Kapr. A: VzTAOY K PRIKLADUM

A.4 Odvozeni priirezové charakteristiky

U2, S
f= // YL dydz
g b?(2)J2

A.4.1 Kruhovy priirez

Obrazek A.3: Kruhovy prifez

y=pcosp
z = psinp
dydz = pdpdyp

Uyw, = //zdydz
1
T—a R 1 T—a
Uyw, :/ /ZO psinppdp dso=§/

sin ¢

(A.24)

. R0
o = arcsin —
R

(A.25a)
(A.25b)
(A.25¢)
. 0 <)p<R
sin

a<p<1T—0«

(A.26)

sing [p*] % dy

sin ¢

1 T—o 23 R?) . 23 .
25/ <R3sinap— : )dgp:?[—cosap]a +§0[(30tg0]a

sin” ¢

w

R3

N

0

= —(—cos(mr—a)— (—cosa)) + 2 (cot(r — a) — cot a))

3 3
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A.4: ODVOZENI PRUREZOVE CHARAKTERISTIKY (3

cos(m — a) = —cosa (A.27a)
cot(m — ) = zi((ﬁ—_g = —cot (A.27b)
T —
2R3 223
Uyy, = o cosa - ?Ocotoz
COS (x = COS (arcsin @> = —— = —/R? -2} (A.28a)
R R* R :
_ pY_VIT®m R
cot av = cot (arcsm R) Y e (A.28b)
e = 2 f 2 g ey
2
Uy, = 5 (R = ) (A.29)

b(z) =2V R? — 22 (A.30)

9.J;
S [T oah® P P 5
:@/0 [RE—QR—sm gp—l——smgpodgo
R6S 2 430
- 1 — sin’ )d
18,2 /O (Lot g5
=cos2 ¢
2m 27 1
2
/ cos” pdp = / 5(1 + Cos(2gp)) =7 (A.31a)
0 0
2w 2 2) 4
/ sin* pdp = / 3 _ cos(Zp) + cos(4) do = 5T (A.31b)
0 0 8 2 8 4
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RSS <7T 137?) B RSS 57

Po=1er\""31) "2

S =nR? (A.32a)
4
o oy

RS7R? 57 16-572R® 10

@:szm_ﬁ

ey = — (A.33)
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A.4: ODVOZENI PRUREZOVE CHARAKTERISTIKY (3

A.4.2 Obdélnikovy priirez

b b
U: ——<y< -
I 2 =Y=73
y - h h
T —5<z<
) 2 2
S Vi
. b b
U, ——<y< =
1 5 = Y= 9
Obrazek A.4: Obdélnikovy prirez 20 <2< h
- T2
b 4 1 [3 A b [ h?
o= [ [ 0= [ =5 (- 4)
2 2
b ( h?
Uy\Ijl = 5 (Z - 22) (A34)
2
s 5| r (% (%2 a 22) )
ﬁ — ﬁ/b /h 72 dz | dy
Y 2 2
b h
g 3 5 h4 h22’2 A
— 2 — — dz | d
4Jy2 /b (/h (16 2 T2 ) Z) Y
2 2
S [z (R RERNPIE:
-2 T — d
4J? /_b 1 * { 6 5]h Y
2 2
_i/g GRS LA G WP N
a2 ) \16 21" 80) Y T 4230
2
S = bh (A.35a)
bh?
Jy=15 (A.35Db)
b>h  h? 144b%h° 144
M= —psaan = 376 =12
4(¥2)730 430070 120
12
=12 (A.36)
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