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Abstrakt

P°edkládaná bakalá°ská práce se zabývá °e²ením úloh z oblasti mechaniky t¥les
ve voln¥ dostupném výpo£tovém prost°edí Salome Meca a MKP °e²i£i Code_Aster.
Na za£átku práce je krátký teoretický úvod do problematiky metody kone£ných
prvk· a základní teorie k pruºnosti a pevnosti. Následuje série úloh, na kterých
°e²i£ a prost°edí vyzkou²íme. Dosaºené výsledky srovnáme s analytickým °e²ením
(pokud existuje), p°ípadn¥ s dostupným komer£ním softwarem Ansys. Jedná se o 3
úlohy strukturální (pruty, rota£n¥ symetrická t¥lesa). Dále úloha dynamická, hledání
vlastních frekvencí a kmitání desky p°i harmonickém buzení. Poslední je ustálená
termická úloha kombinovaná se strukturální. Na záv¥r práce jsou shrnuty výhody
a nevýhody voln¥ dostupných softwar·. Dosaºené výsledky z prost°edí Salome Meca
se od analyticky vypo£tených hodnot vºdy li²ily maximáln¥ do 10 %, coº je v inºe-
nýrské praxi dosta£ující p°esnost.

Summary

Submitted bachelors thesis deals with solution of tasks of body mechanics in
open-source workbench Salome Meca and FEM solver Code_Aster. In the beginning
is short theoretical introduction to �nite element method a basic theory to strength
of materials. Then follows series of tasks, which will test solver and workbench. We
will compare results with analytical solution (if exists), eventually with available
commerical software Ansys. There are 3 static structural tasks (beams, axisymetric
bodies). Next task is from dynamics, searching of natural frequencies and vibration
of plate during harmonic excitation. The last one is steady-state-thermal combined
with static structural. In the conclusion are summarized advantages and disadvan-
tages of open-source softwares. Results of workbench Salome Meca vary from ana-
lytical solution maximal to 10 %, what is in engineering praxis su�cient accuracy.
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1 Úvod

Tato práce je zam¥°ena na °e²ení úloh mechaniky t¥les v prost°edí Salome Meca,
disponující °e²i£em Code_Aster, která je zaloºen na metod¥ kone£ných prvk·, an-
glicky �nite element method. Code_Aster vyuºívá tzv. implicitní formulaci MKP
(viz Implicitní algoritmus na str. 15).

Metoda kone£ných prvk· (MKP) je velice d·leºitou sou£ástí °e²ení problém·
v inºenýrské praxi, nap°. mechaniky, vedení tepla, proud¥ní1 apod. My se zam¥°íme
na °e²ení úloh mechaniky t¥les, konkrétn¥ z oblasti pruºnosti pevnosti a dynamiky.
Ve sv¥t¥ je mnoho spole£ností poskytujících software pro °e²ení úloh touto metodou.
Jedná se v¥t²inou o software komer£ní, mnohdy velmi drahý. Mnohým spole£nos-
tem podnikajících v technické sfé°e se investice do komer£ního programu nevyplatí.
�e²ením pro n¥ by mohl být voln¥ dostupný software Salome Meca, b¥ºící p°eváºn¥
pod opera£ním systémem Linux. Program vyzkou²íme na sérii úloh z oblastí me-
chaniky t¥les a výsledky porovnáme s výsledky analytického °e²ení. Dále provedeme
porovnání s °e²ením v komer£ním softwaru Ansys.

Výhodou komer£ních balík· je ale na druhou stanu moºnost °e²ení komplexních
úloh inºenýrské praxe, které vyºadují r·zné typy analýz. Jako p°íklad m·ºeme uvést
parní turbínu, resp. její lopatky. Lopatky je nutno navrhnout tak, aby byla energie
páry maximáln¥ vyuºita pro tvorbu výkonu na h°ídeli pohán¥jící generátor, coº vyºa-
duje analýzu CFD2. P°i obtékání parou ale dochází k buzení, které m·ºe zp·sobovat
neºádoucí vibrace. Vybuzené vibrace mohou vést ke ztrátám, v nejhor²ím p°ípad¥
k havárii. Cílem je stanovení vlastních frekvencí a vlastních tvar·, coº je mechanická
modální, resp. harmonická analýza.

Ansys disponuje prost°edím pro °e²ení proud¥ní Ansys CFX/Ansys Fluent. Vý-
sledky z CFD analýzy je moºno aplikovat do Ansys Mechanical pro °e²ení mechanické
odezvy jako silové zatíºení a tím ob¥ analýzy propojit. Následn¥ se zdeformovaný
tvar pouºije jako nová geometrie pro analýzu proud¥ní. Tento cyklus se opakuje
do okamºiku konvergence úlohy. Tyto úlohy ale bývají £asto nestabilní a jejich kon-
vergence je obtíºná.

1Proud¥ní tekutin se £ast¥ji °e²í pomocí FVM (�nite volume method), £esky metoda kone£ných
objem·.

2Computational Fluid Dynamics.
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Kap. 1: Úvod

Existují také voln¥ dostupné programy pro °e²ení vý²e zmín¥ných CFD ana-
lýzy, z nichº nejznám¥j²í je výpo£tové prost°edí OpenFOAM. Tento software je ale
zam¥°en pouze na °e²ení problém· proud¥ní tekutin. Mechanickou odezvu je nutno
provést v jiném prost°edí, které m·ºe být také voln¥ dostupné, nap°. Salome Meca
a °e²i£ Code_Aster. Propojení m·ºe být spojeno s mnohem v¥t²ími obtíºemi neº
nap°. u Ansysu. Skupin¥ rakouských výpo£tá°· z Ústavu energetiky a termodyna-
miky ve Vídni se ale povedl realizovat výpo£et ob¥ºného kola Francisovy turbíny
práv¥ pomocí program· OpenFOAM a Code_Aster [12].

Spole£nost EDF vyvíjí krom¥ °e²i£e Code_Aster také Code_Saturne, zam¥°ený
práv¥ na °e²ení problém· proud¥ní. Jedná se op¥t pouze o °e²i£, proto pro tvorbu
modelu (preprocessing) a vizualizaci výsledk· (postprocessing) je pot°eba dodate£né
prost°edí, nap°. zmín¥né Salome.

1.1 Instalace Salome Meca

Jak jiº bylo zmín¥no, primárn¥ je tento program ur£en pro opera£ní systém
Linux. Uºivatel má více moºností, jak p°idání Linuxu do svého po£íta£e provést.

1. P°ímá instalace: p°ímou instalací se myslí vytvo°ení samostatného diskové
oddílu na pevném disku, kam se Linux nainstaluje. P°i spu²t¥ní po£íta£e má
uºivatel moºnost volby, který opera£ní systém chce spustit, pokud jich je na po-
£íta£i nainstalovaných více, tzv. GRUB3. Tento zp·sob má ale nevýhodu v p°í-
pad¥, ºe uºivatel £asto pracuje v programech, které Linux nepodporují, coº má
za následek £asté restartování po£íta£e a tím zpomalení práce.

2. �Nep°ímá� instalace: je zaloºená na vytvo°ení virtuálního diskového
souboru v prost°edí VirtualBox od spole£nosti Oracle (https://www.
virtualbox.org). Na tento diskový soubor je moºné nainstalovat opera£ní
systém a kdykoli ho spustit. Výhodou pak je moºnost mít spu²t¥ných n¥ko-
lik opera£ních systém· zárove¬ a pot°ebná data si p°edávat pomocí sdílených
sloºek. Omezením m·ºe být výkon po£íta£e, protoºe kaºdému virtuálnímu po-
£íta£i je nutno poskytnout £ást výkonu procesoru a £ást pam¥ti RAM.

Salome Meca je moºné doinstalovat manuáln¥ (viz https://www.youtube.com/

watch?v=sOwKyyN7Cv0). Je moºné si ale stáhnout speciální distribuci Linuxu zvanou
3GRand Uni�ed Bootloader.
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1.2: Po£et platných £íslic

CAELinux4, ve které jsou p°edinstalovány r·zné programy pot°ebné v inºenýrské
praxi, v£etn¥ Salome Meca.

1.2 Po£et platných £íslic

Po£et desetinných míst, které se v této práci vyskytuje ve výsledcích, je p°e-
hnaný. Vysoký po£et desetiných míst ve výsledcích je volen s ohledem na to, abychom
byli schopni post°ehnout rozdíly mezi analytickým výpo£tem a numerickým °e²ením,
p°ípadn¥ mezi softwary navzájem. V praxi tento postup nemá opodstatn¥ní vzhle-
dem k nejistotám vstupních parametr· jako nap°. materiálových vlastností. Vyu-
ºíváme pouze model materiálu jako nap°. lineární izotropní, který je homogenní.
Kaºdý materiál má ale n¥jaké vnit°ní vady a tedy zcela homogenní není. Materiá-
lové parametry jako E, µ a Re jsou experimentáln¥ získaná data, která mají ur£itou
variabilitu. Dále jelikoº metoda kone£ných prvk· je numerická metoda zaloºena
na varia£ním po£tu, také výstupní hodnoty jsou zatíºeny chybou. Tyto faktory zp·-
sobují to, ºe uvád¥t výsledky na vy²²í po£et desetinných míst nemá smysl, protoºe
numerické chyby a chyby na vstupech zp·sobí v¥t²í odchylku neº zaokrouhlení vý-
sledku. Proto se nap°. nap¥tí jako výstup zaokrouhluje na jednotky MPa a deformace
(posuvy) spí² na desetiny mm.

4Computer Aided Engineering Linux (www.caelinux.com).
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2 Úvod do metody kone£ných

prvk· (MKP)

Metoda kone£ných prvk· je zaloºena na tzv. diskretizaci problému. Diskretizací
se rozumí rozd¥lení °e²eného objektu na ur£itý po£et prvk· o rozm¥rech kone£né
velikosti. Vytvo°ené prvky mohou být rovinné nebo prostorové a jejich geometrie je
podstatn¥ jednodu²²í neº geometrie vy²et°ovaného objektu.

Výsledkem °e²ení pro p°ípad statické strukturální analýzy jsou:

1. posuvy: u, v, w [m],

2. pom¥rné deformace (p°etvo°ení): εx, εy, εz, γxy, γyz, γxz [−],

3. nap¥tí: σx, σy, σz, τxy, τyz, τxz [Pa].

Diskretizace musí být provedena tak, ºe jednotlivé prvky jsou navzájem dis-
junktní (prvky se neprotínají, mají pouze spole£né uzlové body, hrany nebo plochy).
Zárove¬ ale vytvo°ené prvky musí co nejlépe vypl¬ovat p·vodní geometrii °e²eného
objektu (sjednocení prvk· by se m¥lo blíºit p·vodnímu objektu). Velikost prvku
a stupe¬ polynom· bázových funkcí ovliv¬ují p°esnost aproximace °e²ení. S klesající
velikostí prvku a zvy²ujícím se stupn¥m polynom· se p°esnost zvy²uje, ale £asová
náro£nost °e²ení se zvy²uje. S ohledem na tyto fakty se musí zvolit kompromis, se
kterým souvisí zavedení tzv. povolené chyby °e²ení, tj. chyby, o jakou se li²í výpo-
£tový model od analytického °e²ení problému. Tato chyba se pohybuje maximáln¥
do 5 % [14].
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Kap. 2: Úvod do metody kone£ných prvk· (MKP)

2.1 Rovnice rovnováhy

Rovnice rovnováhy vychází z podmínek statické rovnováhy elementárního prvku
o velikosti dx×dy×dz. Jelikoº se jedná o prostorový prvek a silová soustava je
obecná, existuje 6 podmínek statické rovnováhy (3 silové a 3 momentové). Ze silových
podmínek vycházejí Cauchyho rovnice rovnováhy pro elementární prvek ((2.1a) aº
(2.2c)) [2, 4].

� vnit°ní:

∂σx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+ ox = 0 (2.1a)

∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τzy
∂z

+ oy = 0 (2.1b)

∂τxz
∂z

+
∂τyz
∂y

+
∂σz
∂z

+ oz = 0 (2.1c)

� hrani£ní:

pρx = σxαx + τyxαy + τzxαz (2.2a)

pρy = τxyαx + σyαy + τzyαz (2.2b)

pρz = τxzαx + τyzαy + σzαz (2.2c)

P°i vyuºití momentových podmínek statické rovnováhy získáváme rovnice (2.3a),
(2.3b) a (2.3c).

τxy = τyx (2.3a)

τyz = τzy (2.3b)

τxz = τzx (2.3c)

T¥mto rovnicím se °íká téº v¥ta o sdruºených smykových nap¥tí [2, 4]. Vý²e uvedené
rovnice implikují, ºe tzv. tenzor nap¥tí (Tσ) je symetrický podle hlavní diagonály
a jeho tvar je dle rovnice (2.4)

Tσ =

 σx τxy τxz

τyx σy τyz

τzx τzy σz

 . (2.4)

Má tedy 6 nezávislých sloºek nap¥tí, které ho de�nují [2].
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2.2: Geometrické rovnice

2.2 Geometrické rovnice

Geometrické rovnice udávají spojitost mezi posuvy a pom¥rnou deformací (p°e-
tvo°ením). P°etvo°ení jsou délková (εi) a úhlová (γij, i 6= j). Geometrické rovnice
jsou uvedeny jako vztahy (2.5a) aº (2.5f) [4].

εx =
∂u

∂x
(2.5a)

εy =
∂v

∂y
(2.5b)

εz =
∂w

∂z
(2.5c)

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
(2.5d)

γyz =
∂v

∂z
+
∂w

∂y
(2.5e)

γxz =
∂u

∂z
+
∂w

∂x
(2.5f)

2.3 Konstitutivní vztahy

Jako konstitutivní vztahy je zde uveden tzv. zobecn¥ný Hook·v zákon,
který uvadí do spojitosti p°etvo°ení a nap¥tí (rovnice (2.6a) aº (2.6f)). Tento zá-
kon platí pro tzv. hookovský5 materiál [2, 4].

εx =
σx − µ (σy + σz)

E
(2.6a)

εy =
σy − µ (σx + σz)

E
(2.6b)

εz =
σz − µ (σx + σy)

E
(2.6c)

γxy =
τxy
G

(2.6d)

γyz =
τyz
G

(2.6e)

γxz =
τxz
G

(2.6f)

Pro hookovský materiál dále platí vztah (2.7)

G =
E

2(1 + µ)
, (2.7)

který uvádí souvislost mezi Youngovým modulem pruºnosti v tahu E a Youngovým
modulem pruºnosti ve smyku G pomocí Poissonova pom¥ru µ.

5Materiál izotropní, homogenní a lineárn¥ pruºný.
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Kap. 2: Úvod do metody kone£ných prvk· (MKP)

2.4 Lagrange·v varia£ní princip

Metoda kone£ných prvk· je metoda zaloºená na tzv. varia£ních principech,
konkrétn¥ na Lagrangeov¥, podle kterého t¥leso p°i zatíºení zaujme takový stav,
ve kterém má nejmen²í potenciální energii. Tato energie se ozna£uje Π a lze vyjád°it
vztahem (2.8) jako

Π =
1

2

∫∫∫
Ω

σTε dV

︸ ︷︷ ︸
=W

−
(∫∫∫

Ω

uTo dV +

∫∫
S

uTp dS

)
︸ ︷︷ ︸

=P

, (2.8)

kde W je energie napjatosti akumulovaná v t¥lese p°i deformaci a P je potenciál
vn¥j²ího zatíºení [4]. Tato rovnice se dá po úpravách napsat ve tvaru

Π =
1

2
uTKu− Fu. (2.9)

Jelikoº hledáme minimum Π, ud¥láme derivaci Π z rovnice (2.9) podle u a po-
loºíme ji rovnu 0 [4].

∂Π

∂u
= 0

Výsledkem této derivace je rovnice (2.10)

Ku = F, (2.10)

coº je základní rovnice MKP a jedná se o soustavu lineárních rovnic, kdeK je matice
tuhosti soustavy, u je sloupcová matice neznámých posuv· a F je sloupcová matice
zatíºení. Pro matici K musí platit, ºe je tzv. regulární6, £ehoº se docílí zameze-
ním pohybu t¥lesa jako celku7. Rovnice (2.10) platí pouze pro statickou strukturální
analýzu [4].

6det(K) 6= 0⇐⇒ v²echny °ádky jsou lineárn¥ nezávislé.
7Anglicky se toto ozna£uje jako Rigid Body Motion. Musí být p°edepsáno alespo¬ tolik defor-

ma£ních okrajových podmínek, aby t¥leso bylo uloºeno nepohybliv¥.
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2.5: Typy prvk· v MKP

2.5 Typy prvk· v MKP

Prvky v MKP se mohou d¥lit podle r·zných kritérií.

Základní rozd¥lení

� prutové-nap°. obr. 2.1c,

� t¥lesové:

� Rovinné-nap°. obr. 2.1d,

� Prostorové-nap°. obr. 2.1a, 2.1b,

� sko°epinové.

Rozd¥lení podle stupn¥ polynomu bázových funkcí

� Lineární: bázovou funkcí je lineární funkce (p°ímka)-nap°. obr. 2.1a.

� Kvadratické: bázovou funkcí je kvadratická funkce (parabola) a prvky mají
prost°ední uzel-nap°. obr. 2.1d.

13



Kap. 2: Úvod do metody kone£ných prvk· (MKP)

(a) Osmiuzlový ²estist¥n (hexaedr) (b) �ty°uzlový £ty°st¥n (tetraedr)

(c) Nosníkový prvek (d) Osmiuzlový £ty°úhelník

Obrázek 2.1: Ukázky prvk· (p°evzato a upraveno z [4])

2.6 Saint-Venant·v princip

�Nahradíme-li silovou soustavu p·sobící v okolí bodu A jinou staticky ekviva-
lentní silovou soustavou v okolí bodu A, pak je napjatost t¥lesa pro oba zat¥ºovací
stavy prakticky stejná s výjimkou blízkého okolí náhrady.� [2]
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2.7: Formulace MKP

2.7 Formulace MKP

2.7.1 Implicitní algoritmus

Implicitní formulace MKP (�implicit�) je vhodná na simulaci d¥j·, kde £as nemá
fyzikální podstatu, tj. statické d¥je nebo dynamické, které jsou pomalé. U t¥chto úloh
stabilita °e²ení nezávisí na volb¥ £asového kroku, který m·ºe být velice velký (°á-
dov¥ sekundy a více), tento algoritmus je tedy tzv. nepodmín¥n¥ stabilní. Nevhodn¥
zvolený £asový krok vede k nep°esnosti °e²ení, ale nevede k nestabilnímu chování
výpo£tu, to znamená, ºe výpo£et zkonverguje nezávisle na velikosti £asového kroku.
P°i nestabilním chování v¥t²inou dojde k tomu, ºe výpo£et spadne po n¥kolika £a-
sových krocích. Algoritmus je vhodný pro °e²ení úloh s mírn¥j²ími nelinearitami
jako nap°. plasticita [4].

Implicitní algoritmus je zaloºen na °e²ení posuv· v £ase tn+1 z pohybové rov-
nice ve stejném £asovém okamºiku. Toto vede ke skute£nosti, ºe výpo£et lze t¥ºko
paralelizovat na více výpo£tových center, tzv. cluster·.
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Kap. 2: Úvod do metody kone£ných prvk· (MKP)

2.7.2 Explicitní algoritmus

Explicitní formulace MKP (�explicit�) je vhodná na simulace velmi rychlých
d¥j·, kde mají setrva£né ú£inky nezanedbatelných vliv. Lze pouºít také v p°í-
pad¥, kdy výpo£et je siln¥ nelineární (rázové zatíºení, borcení tenkost¥nných kon-
strukcí,. . . ). �asový krok výpo£tu ∆t zde má velký vliv na stabilitu výpo£tu (je
tzv. podmín¥n¥ stabilní), protoºe pro zvolený £asový krok musí platit

∆t ≤ ∆tkrit,

kde ∆tkrit je kritický £asový krok, který se ur£í z rovnice (2.11)

∆tkrit =
L√
E
ρ

= L

√
ρ

E
, (2.11)

kde:

� L [m] je charakteristický rozm¥r nejmen²ího prvku,

� E [Pa] je Young·v modul pruºnosti,

� ρ
[

kg
m3

]
je hustota materiálu [4].

Kritický £asový krok lze interpretovat jako dobu pr·chodu nap¥´ové vlny
nejmen²ím prvkem sít¥. Délka £asového kroku tedy závisí také na materiálu, který
je pouºit pro analýzu. Jestliºe je délka kroku závislá na velikosti nejmen²ího prvku,
cílem je vytvo°it co nejvíce rovnom¥rnou sí´. Jednou z moºností, jak £asový krok
zv¥t²it, je dle (2.11) um¥le zvý²it hustotu materiálu p°i zachování velikosti prvku
a E. Tento krok vede ale ke zkreslení výsledk·. Pokud ale dovolíme ochylku výsledk·,
která m·ºe zna£n¥ u²et°it výpo£etní £as, je ºádoucí £asový krok zvý²it [4].

Výhodou explicitního algoritmu je to, ºe posuvy v £ase tn+1 se získávají z pohy-
bové rovnice psané pro p°edchozí £asový okamºik tn. Tento zp·sob °e²ení umoº¬uje
snadnou paralelizaci výpo£tu na více výpo£tových center.

P°ípady aplikací explicitní formulace jsou r·zné technologické operace (obrá-
b¥ní, tvá°ení), pr·st°el pancí°e kulkou, iniciace a ²í°ení trhlin v materiálu atd.
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3 Teorie prutových t¥les

3.1 Castiglianova v¥ta

Pomocí Castiglianovy v¥ty m·ºeme ur£ovat deformace v míst¥ p·sobení síly
#»

F , p°ípadn¥ silové dvojice
# »

M . Castiglianova v¥ta vychází z energie napjatosti W ,
tj. energie vyvolané silovým p·sobením na t¥leso. Energie lze dle (3.1) vyjád°it jako

W =

∫
γ

(
N2(x)

2ES
+
M2

oy(x)

2EJy
+
M2

oz(x)

2EJz
+
βzT

2
y (x)

2GS
+
βyT

2
z (x)

2GS
+
M2

k (x)

2GJp

)
dx, (3.1)

kde:

� E [Pa] je Young·v modul pruºnosti v tahu,

� G [Pa] Young·v modul pruºnosti ve smyku,

� S [m2] je plocha pr·°ezu,

� Jy [m4] kvadratický moment k ose y (analogicky Jz),

� Jp [m4] polární kvadratický moment,

� βy [−] je pr·°ezová charakteristika (analogicky βz)

a γ je st°ednice prutu8 [2].

Obrázek 3.1: Castiglianova v¥ta

Posuv ve sm¥ru síly
#»

F je moºno vy-
jád°it rovnicí (3.2) jako

u =
∂W

∂F
, (3.2)

analogicky nato£ení ve sm¥ru silové dvo-
jice

# »

M rovnicí (3.3)

ϑ =
∂W

∂M
. (3.3)

Rovnice (3.2) a (3.3) byly p°evzaty z [2]. Interpretace rovnic je moºno vid¥t
na obr. 3.1.

8Jedná se o k°ivkový integrál, kde integra£ní cestou je st°ednice prutu.
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Kap. 3: Teorie prutových t¥les

3.2 Diferenciální rovnice pr·hybové £áry

Obrázek 3.2: Schéma k diferenciální rov-
nici ohybové £áry (p°evzato a upraveno
z [2])

Pomocí diferenciální rovnice pr·hy-
bové £áry m·ºeme ur£ovat deformace
v kterémkoliv míst¥ st°ednice dosazením
sou°adnice bodu, coº je nesmírná výhoda
oproti Castiglianov¥ v¥t¥9.

Zmín¥ná diferenciální rovnice je dána
vztahem (3.4)

1

ρ
=
Moy(x)

EJy
= − w′′(x)

3

√
[1 + w′2i (x)]

2
. (3.4)

Jedná se o nelineární diferenciální rovnici
2. °ádu, jejíº analytické °e²ení je velice ob-
tíºné. Rovnice (3.4) byla p°evzata z [2].

Jestliºe jsou deformace malé10, m·ºeme °íct, ºe

3

√
[1 + w′2i (x)]

2 ≈ 1

a rovnice (3.4) p°ejde do tvaru

w′′(x) = −Moy(x)

EJy
. (3.5)

Rovnice (3.5) je lineární diferenciální rovnice 2. °ádu, jejíº integrací je moºno získat
závislost nato£ení (w′) a pr·hybu (w) v závislosti na sou°adnici x [2].

9Pomocí Castiglianovy v¥ty je moºno ur£ovat deformace pouze v místech p·sobení síly,
pop°. momentu. Pokud v daném míst¥ nic nep·sobí, je nutno zavést dopl¬kovou sílu, pop°. moment,
nulové velikosti.

10w′(x) < 0,05 rad, viz tab. 3.1 a obr. 3.3 na str. 19.
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3.2: Diferenciální rovnice pr·hybové £áry

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
1

1.002

1.004

1.006

1.008

1.01

1.012

1.014

1.016

1.018

w
′(x) [rad]

3�
(1

+
w

′2
(x

))
2

Obrázek 3.3: Pr·b¥h jmenovatele v rov. (3.4)

Tabulka 3.1: Hodnoty z grafu 3.3

w′i(x) 3

√
[1 + w′2i (x)]

2

0 1

0,01 1,0002

0,02 1,0006

0,03 1,0014

0,04 1,0024

0,05 1,0038

0,06 1,0054

0,07 1,0074

0,08 1,0096

0,09 1,0122

0,1 1,015

Výhody

� Umoº¬uje zjistit pr·hyb a nato£ení v libovolném bod¥ prutu dosazením jeho
sou°adnic.

� Vhodné pro zji²t¥ní maximální pr·hybu prutu, p°ípadn¥ maximálního nato-
£ení.

� Umoº¬uje °e²it staticky neur£ité úlohy (dopln¥ním odpovídajících okrajových
podmínek).

Nevýhody

� Neumoº¬uje zahrnout vliv posouvajících a normálových sil.

� �e²ení je zatíºeno chybou (vyuºíváme zjednodu²ený tvar rovnice).

� Nutno °e²it soustavu n rovnic od n neznámých (n je po£et okrajových podmí-
nek, vektor neznámých jsou integra£ní konstanty).
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4 P°íklad 1

4.1 Zadání

U sou£ástky dle obr. 4.1 nalezn¥te velikost maximálního pr·hybu. Dále sou-
£ástku zkontrolujte vzhledem k meznímu stavu pruºnosti (MSP). Sou£ástka je vyro-
bena z oceli 11 373 dle �SN11, p°edpokládejte materiál ve stavu tvárném. Neuvaºujte
koncentraci nap¥tí ve vetknutí a vlastní tíhu.

Obrázek 4.1: Zadání p°íkladu 1-3D pohled

Rozm¥ry ur£íme z obr. 4.2a na str. 22. Jak je z obr. 4.1 patrno, sou£ástka je
opat°ena vrubem, jehoº polohu a rozm¥ry ur£uje obr. 4.2b. Materiálové charakteris-
tiky je moºno nalézt v materiálovém listu.

11S235JR dle ISO.
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Kap. 4: P°íklad 1

(a) Rozm¥rové schéma (b) Detail vrubu

Obrázek 4.2: P°íklad 1

l = 1,5 m B = 10 mm M = 100 Nm E = 2,1 · 105 MPa

c = 0,2 m H = 20 mm F = 200 N µ = 0,3

d = 0,3 m R = 3 mm kK = ? σK = 235 MPa

lv = 0,8 m b = 14 mm wmax = ? mm

4.2 Rozbor úlohy

Z pohledu na vypsané rozm¥ry je patrné, ºe se jedná o prutové t¥leso (délka je
mnohem v¥t²í neº charakteristický rozm¥r pr·°ezu). Dále m·ºeme °íct, ºe úlohu je
moºné °e²it jako rovinnou z d·vodu charakteru vazeb a zatíºení.

V bodu A je prut vetknut (nap°. p°iva°en) do základového t¥lesa, £ímº se zame-
zilo posuv·m a nato£ením v osách x, y, z. Dále je v bodu B oboustrann¥ podep°en
a tím se prutu v tomto míst¥ zamezilo posunutí ve sm¥ru osy z.

Prut je zatíºen na volném konci osam¥lou silou
#»

F ve sm¥ru osy z. Zárove¬ je
také zatíºen osam¥lou silovou dvojicí

# »

M ve vzdálenosti x = 1 m od místa vetknutí,
mí°ící ve sm¥ru osy y.
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4.3: Analytické °e²ení

4.3 Analytické °e²ení

4.3.1 Kinematický rozbor

Kinematickým rozborem se rozumí posouzení pohyblivosti t¥lesa £i soustavy t¥-
les p°i daném zatíºení a dané kon�guraci vazeb. Pohyblivost se vyjad°uje tzv. stupni
volnosti. Po£et stup¬· volnosti vyjad°ujeme jako i a pro jedno t¥leso se dle (4.1)
vypo£ítá jako

i = iv −
(∑

ξi − η
)
, (4.1)

kde:

� i je po£et nezávislých sloºek pohybu vázaného t¥lesa,

� iv je po£et stup¬· volnosti volného t¥lesa (v rovin¥ iv = 3),

� ξi je po£et stup¬· volnosti odebraných jednotlivými vazbami,

� η je po£et parametr· omezujících deformaci.

Pro p°ípad této úlohy m·ºeme napsat i = 3 − (3 + 1︸ ︷︷ ︸
=
∑
ξ

− 1︸︷︷︸
=η

) = 0 =⇒ t¥leso je

vázáno nepohybliv¥.
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Kap. 4: P°íklad 1

4.3.2 Statický rozbor

Obrázek 4.3: Úplné uvoln¥ní t¥lesa

Statickým rozborem se rozumí po-
souzení statické ur£itosti/neur£itosti.
Nejprve je nutno t¥leso/soustavu t¥les
úpln¥ uvolnit, to znamená vazby nahra-
dit odpovídajícími silovými ú£inky.

Následuje sepsání rovnic statické
rovnováhy. Ve vektorovém tvaru jsou to
rovnice ∑

#»

F =
#»
0 ,∑

# »

M =
#»
0 .

Vhodn¥j²í je ale skalární tvar, jak je moºno vid¥t v (4.2a), (4.2b) a (4.2c).

∑
Fx = 0 : −FAx = 0, (4.2a)∑
Fz = 0 : −FAz − FB + F = 0, (4.2b)∑
MyA = 0 : MA +M + FB(l − c)− Fl = 0. (4.2c)

Následuje soupis mnoºiny neznámých parametr· NP = {FAx;FAy;MA;FB}.
Po£et neznámých parametr· se ozna£uje písmenem µ. Písmenem ν se ozna£uje po£et
pouºitelných podmínek statické rovnováhy. Pro obecnou silovou soustavu v rovin¥
ν = 3 (2 podmínky silové a 1 momentová).

Stupe¬ statické neur£itosti se podle (4.3) vyjad°uje jako

s = µ− ν. (4.3)

Pro p°ípad na²í úlohy je s = 4− 3 = 1 =⇒ úloha je 1× staticky neur£itá.
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4.3: Analytické °e²ení

4.3.3 VVÚ

(a) Úsek 1 (b) Úsek 2

(c) Úsek 3

Obrázek 4.4: VVÚ

Úseky jsou x1 ∈ 〈0; c〉 , x2 ∈ 〈0; d〉 a x3 ∈ 〈0; l1〉.

N1(x1) = 0 (4.4a)

Tz1(x1) = F (4.4b)

Moy1(x1) = −Fx1 (4.4c)

N2(x2) = 0 (4.5a)

Tz2(x2) = F − FB (4.5b)

Moy2(x2) = −F (c+ x2) + FBx2 (4.5c)

N3(x3) = 0 (4.6a)

Tz3(x3) = F − FB (4.6b)

Moy3(x3) = −F (c+ d+ x3) + FB(d+ x3) +M (4.6c)
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Kap. 4: P°íklad 1

4.3.4 �e²ení statické neur£itosti

P°i °e²ení úloh staticky neur£itých je nutno provést tzv. £áste£né uvoln¥ní. �ás-
te£ným uvoln¥ním se myslí uvoln¥ní na hranici statické ur£itosti (p°i zaru£ení ne-
pohyblivosti), uvoln¥né vazby nahradit odpovídajícími silovými ú£inky a sepsáním
deforma£ních podmínek v míst¥ uvoln¥ných vazeb. Obecn¥ m·ºe být více moºností
£áste£ného uvoln¥ní, jako nap°. v této úloze. V takovém p°ípad¥ je dobré zvolit
moºnost nejmén¥ operativn¥ náro£nou pro °e²ení.

(a) Uvoln¥ní obecné vazby (b) Uvoln¥ní vazby vetknutí

Obrázek 4.5: Moºnosti £áste£ného uvoln¥ní

V této úloze si zvolíme moºnost uvoln¥ní podpory (obr. 4.5a). Uvoln¥ní vazby
vetknutí dle obr. 4.5b by vyºadovalo vyjád°it v²echny stykové síly pomocí

# »

MA

p°es rovnice statické rovnováhy, protoºe VVÚ musí být jeho funkcí pro správné
°e²ení pomocí Castiglianovy v¥ty nebo diferenciální rovnice pr·hybové £áry.

My pro °e²ení stykové síly
#»

F B vyuºijeme diferenciální rovnice pr·hybové £áry,
protoºe pro dal²í °e²ení úlohy ji pot°ebujeme pro zji²t¥ní maximálního pr·hybu.
Musíme mít ale na pam¥ti, ºe tento zp·sob °e²ení neumoº¬uje zahrnout vliv posou-
vající síly

#»

T z na výslednou deformaci. Ukáºeme ale, jak se bude li²it styková síla
#»

F B, pokud pro její ur£ení pouºijeme Castiglianovu v¥tu, ve které zahrneme i vliv
posouvající síly.
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4.3: Analytické °e²ení

Diferenciální rovnice pr·hybové £áry

Vyuºijeme zjednodu²ený tvar diferenciální rovnice podle rovnice (3.5). Jelikoº
ale máme 3 úseky, kde se m¥ní ohybový moment

# »

M oy (E je po st°ednici konstantní
a vrub jako skokovou zm¥nu pr·°ezu zanedbáme12), musíme mít 3 funkce, které
budou spojité a zárove¬ budou mít spojitou první derivaci.

w′′1(x1) = −Moy1(x1)

EJy
=
Fx1

EJy
(4.7a)

w′′2(x2) = −Moy2(x2)

EJy
=
F (x2 + c)− FBx2

EJy
(4.7b)

w′′3(x3) = −Moy3(x3)

EJy
=
F (c+ d+ x3)− FB(d+ x3)−M

EJy
(4.7c)

Integrací rovnic (4.7a), (4.7b) a (4.7c) získáme nato£ení (w′).

w′1(x1) =
Fx2

1

2EJy
+ C1 (4.8a)

w′2(x2) =
F
(
x22
2

+ cx2

)
− FB x22

2

EJy
+ C3 (4.8b)

w′3(x3) =
F
(
x3 (c+ d) +

x23
2

)
− FB

(
dx3 +

x23
2

)
−Mx3

EJy
+ C5 (4.8c)

Dal²í integrací rovnic (4.8a), (4.8b) a (4.8c) získáváme pr·hyb (w).

w1(x1) =
Fx3

1

6EJy
+ C1x1 + C2 (4.9a)

w2(x2) =
F
(
x32
6

+ c
x22
2

)
− FB x32

6

EJy
+ C3x2 + C4 (4.9b)

w3(x3) =
F
(
x23
2

(c+ d) +
x33
6

)
− FB

(
d
x23
2

+
x33
6

)
−M x23

2

EJy
+ C5x3 + C6 (4.9c)

12Vrub jako skoková zm¥na pr·°ezu a tím i pr·°ezových charakteristik je zanedbatelný z hlediska
deformace, ale nikoliv z hlediska napjatosti (dochází ke koncentraci v míst¥ ko°ene vrubu a také
vzniká trojosá napjatost).
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Kap. 4: P°íklad 1

Nyní musíme zavést okrajové podmínky zaji²´ující spojitost, spojitou derivaci
a deforma£ní podmínku (viz rovnice (4.10a) aº (4.10f)).

w′1(x1 = c) = w′2(x2 = 0) (4.10a)

w1(x1 = c) = w2(x2 = 0) = 0 (4.10b)

w′2(x2 = d) = w′3(x3 = 0) (4.10c)

w2(x2 = d) = w3(x3 = 0) (4.10d)

w′3(x3 = l1) = 0 (4.10e)

w3(x3 = l1) = 0 (4.10f)

Dosazením okrajových podmínek do rovnic nato£ení a pr·hybu získáváme soustavu
7 rovnic o 7 neznámých, kterou m·ºeme její úpravou p°evést na maticový zápis

Ax = b.

Tento maticový zápis je jiº snadné °e²it v programech jako Octave nebo Matlab.
Výsledná soustav rovnic je

−1 0 1 0 0 0 0

−c −1 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 −1 0 1 0 d2

2
1

EJy

0 0 −d −1 0 1 d3

6
1

EJy

0 0 0 0 −1 0 1
EJy

(
l21
2

+ dl1

)
0 0 0 0 −l1 −1 1

EJy

(
l31
6

+ d
l21
2

)


·



C1

C2

C3

C4

C5

C6

FB



=
1

EJy



F c2

2

F c3

6

0

F
(
d2

2
+ cd

)
F
(
d3

6
+ cd

2

2

)
F
(
l1 (c+ d) +

l21
2

)
−Ml1

F
(
l21
2

(c+ d) +
l31
6

)
−M l21

2


. (4.11)
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4.3: Analytické °e²ení

Vektor neznámých je

x =



−0,006 65

0,001 139

−0,003 79

0

0,006 808

0,000 351

136,914


.

P°i °e²ením úlohy pomocí diferenciální rovnice pr·hybové £áry je FB = 136,914 N.

Castiglianova v¥ta

Pro °e²ení statické neur£itosti vyuºijeme Castiglianovu v¥tu ve tvaru

wB =
∂W

∂FB
=

∫
γ

Moy

EJy

∂Moy

∂FB
dx+

∫
γ

βTz
GS

∂Tz
∂FB

dx = 0. (4.12)

Princip °e²ení je moºno vid¥t v podkapitole A.1. Dosazením do vztahu (A.1)
na str. 98 získáváme, ºe FB = 136,9256 N.
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Kap. 4: P°íklad 1

4.3.5 Maximální pr·hyb

Diferenciální rovnice pr·hybové £áry

Hledání maximálního pr·hybu spo£ívá v hledání lokálních a globálních extrém·
funkcí wi(xi). Lokální extrém nastává tehdy, pokud je te£na k funkci rovnob¥ºná
s osou x, matematicky zapsáno

dwi
dxi

= 0. (4.13)

Jelikoº první derivace pr·hybu je nato£ení, hledáme místa s nulovým nato£ením.
Musí ale platit, ºe stacionární bod13 musí pat°it do de�ni£ního oboru funkce w′.
Pokud funkce w nemá na daném oboru lokální extrém, maximální pr·hyb na daném
úseku je v jednom z krajních bod·. Maximální pr·hyb na celém prutu najdeme jako

wmax = max{|wi|}, kde i = 1 . . . n. (4.14)

Maximální pr·hyb prutu je wmax = 1,276 095 mm ve vzdálenosti x ≈ 697,8 mm

od místa vetknutí.

Castiglianova v¥ta

Maximální pr·hyb lze °e²it také pomocí Castiglianovy v¥ty. Vyuºijeme po-
znatku z p°edchozího °e²ení, ºe maximální pr·hyb se nachází mezi místem p·sobení
silové dvojice

# »

M a vazbou vetknutí. Do tohoto úseku zavedeme dopl¬kovou sílu
#»

F dop

na neznámém rameni x (viz. obr. A.1 na str. 98). Cílem je vyjád°it pr·hyb w jako
funkci sou°adnice x. Následn¥ hledáme maximum této funkce.

P°edpis výsledné funkce je dán vztahem (A.4) na str. 99. Maximum této funkce
je wmax = w(x = 0,3022) = 1,277 203. Maximální pr·hyb je tedy 1,277 203 mm.

13Bod, kde první derivace nabývá nulové hodnoty.
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4.3: Analytické °e²ení

4.3.6 Bezpe£nost

Obrázek 4.6: Pr·b¥h nap¥tí

Z hlediska zatíºení se jedná o ohyb,
kde

# »

M o nem¥ní sv·j sm¥r (
# »

M oz =
#»
0 ),

ale m¥ní svoji velikost (
#»

T z 6=
#»
0 )14.

Ohybový moment
# »

M oy zp·sobuje na-
p¥tí σo dané vztahem (4.15a). Krom¥
tohoto nap¥tí zp·sobuje posouvající síla
#»

T z smykové nap¥tí τTz podle tzv. �urav-
ského vztahu (4.15b). Napjatost v bod¥
lze tedy popsat tenzorem nap¥tí

Tσ =

 σx 0 τxz

0 0 0

τzx 0 0

 .

σo = σx =
Moy

Jy
z (4.15a)

τTz = τxz =
UyΨ1Tz
b(z)Jy

(4.15b)

Ohybové nap¥tí má po vý²ce lineární pr·b¥h15 a jeho maximum se nachází
v nejvzdálen¥j²ím míst¥ od neutrální osy (pro p°ípad obdélníku z = ±h

2
). Na neut-

rální ose, jak jiº název vypovídá, je toto nap¥tí nulové.
Naopak smykové nap¥tí od posouvající síly má pr·b¥h kvadratický a po vý²ce

má extrém. Pro obdélníkový p°í£ný pr·°ez je

Jy =
BH3

12
,

b(z) = B,

UyΨ1 =
B

2

(
H2

4
− z2

)
dle vztahu (A.34) na str. 111. Dosazením t¥chto vztahu do (4.15b) získáváme

τTz =
6Tz
H3B

(
H2

4
− z2

)
. (4.16)

14Tz(x) =
dMoy(x)

dx
(viz Schwendlerovy v¥ty).

15Ohybové nap¥tí nemá po vý²ce lokální extrém.
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Kap. 4: P°íklad 1

Z rovnice (4.16) je z°ejmé, ºe extrém se nachází v z = 016 a jeho hodnota je

τTz ,max =
3

2

Tz
S
. (4.17)

(a) Tz (b) Moy

Obrázek 4.7: Pr·b¥hy VVÚ-P°íklad 1

Z obr. 4.7a je patrno, ºe Tz,max = 200 N. Z toho vyplývá

τTz ,max =
3

2
· 200

10 · 20
= 1,2 MPa.

Maximální ohybové nap¥tí je v míst¥, kde je nejv¥t²í ohybový moment.
Z obr. 4.7b vyplývá, ºe ohybový moment Moy nabývá maxima v okolí silové dvojice
# »

M17. Maximální nap¥tí je tedy

σMoy ,max =
−58,9258 · 103

10·203

12

· 20

2
= 88,4 MPa.

Správn¥ bychom m¥li uvést ±88,3887 MPa, protoºe u ohýbaných prut· jsou
jedna vlákna natahována a druhá stla£ována. Pokud prut není zárove¬ namáhán
na tah/tlak, hodnoty jsou stejné a budeme uvád¥t pouze kladné hodnoty nap¥tí18.

16Extrém:
dτTz

dz
= 0.

17
#»

F a
# »

M jsou pouze staticky ekvivalentní náhrady. Ve skute£nosti bude ale zatíºení realizováno
nap°. kontaktním tlakem, takºe zm¥ny VVÚ nebudou skokové.

18Tahové nap¥tí je d·leºité pro dal²í druhy mezních stav·, nap°. u posuzování stability trhlin
nebo únavu.

32



4.3: Analytické °e²ení

Ve vrubu ale dochází ke koncentraci nap¥tí a tak se m·ºe stát, ºe nap¥tí v ko°eni
vrubu dosáhne maxima i p°i niº²ích hodnotách VVÚ. Proto je nutné vruby nutno
kontrolovat z hlediska napjatosti. Vruby mohou být:

1. konstruk£ní19: osazení, dráºka pro pero, dráºka pro pojistný krouºek, zápich,

2. technologické20: zápich, dráºka závitu,

3. materiálové21: hranice zrn, mikrotrhliny v matrici (nap°. po p°edchozím tvá-
°ení).

Obrázek 4.8: Koncentrace nap¥tí v ko°eni vrubu

Obrázek 4.9: Nomogram (p°evzato z [2])

Extrémní nap¥tí σext v míst¥ vrubu
se ur£í dle (4.18) jako

σext = ασnom. (4.18)

α je sou£initel koncentrace nap¥tí
v míst¥ vrubu. Hodnoty sou£initele
α byly zji²t¥ny experimentáln¥ po-
mocí fotoelasticimetrie a jejich hodnoty
je moºné najít v r·zných tabulkách
nebo grafech, spole£n¥ s výpo£tem no-
minálního nap¥tí (nap°. viz obr. 4.9).

b
B

= 14
20

= 0,7
r
t

= 3
3

= 1

}
α = 1,9

19Voleny z d·vodu funk£nosti sou£ásti.
20Voleny z d·vodu výroby sou£ásti.
21Neºádoucí, velice t¥ºko se ovliv¬ují.
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Kap. 4: P°íklad 1

Z hodnoty lv ur£íme ohybový moment v míst¥ vrubu ze vztahu (4.6c) jako

Moy,vrub = Moy3(x3 = l1 − lv) = 28,4628 Nm.

Extrémní nap¥tí je pak dle (4.18)

σext = 1,9 · 6 · 28,4628 · 103

142 · 10
= 1,9 · 87,131 = 165,55 MPa.

Bezpe£nost v·£i MSP se ur£í dle (4.19) jako

kK =
σdov

σmax

=
σK
σmax

. (4.19)

Dosazením meze kluzu σK a vypo£teného maximálního nap¥tí získáváme, ºe

kK =
σK
σmax

=
235

165,55
= 1,42.
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4.4 Numerické °e²ení

�e²ení úlohy bylo rozd¥leno do dvou model·. Jeden model, tvo°en pouze pru-
tovými prvky (viz obr. 4.10), byl vytvo°en pro zji²t¥ní maximálního pr·hybu t¥lesa.
Sestavený model umoº¬uje i znázorn¥ní pr·b¥hu VVÚ po st°ednici (SIEF_NOEU),
výpo£et stykových sil (REAC_NODA), pr·b¥h nap¥tí od jednotlivých sloºek VVÚ
(SIPO_NOEU). Pomocí p°íkazu POST_RELEVE_T se dají d·leºité výsledky (reak£ní
síly, extrémy apod.) vyextrahovat z výsledkové souboru *.rmed a vypsat do tabulky
do souboru *.resu pomocí p°íkazu IMPR_TABLE.

Okrajové podmínky podmínky se zadávají v AFF_CHAR_MECA a to:

� deforma£ní: pomocí p°íkazu DDL_IMPO,

� silové: pomocí p°íkazu FORCE_NODALE.

Okrajové podmínky je nutno p°i°adit p°edem p°ipraveným skupinám sít¥.

Obrázek 4.10: P°íklad 1-sí´ (prutový model) 22

P°í£ný pr·°ez se de�nuje v AFFE_CARA_ELEM. Code_Aster má v moºnosti vý-
b¥ru pouze obdélníkový a kruhový p°í£ný pr·°ez, p°ípadn¥ jejich duté varianty.
Pro jiný pr·°ez je nutno zadat jeho charakteristiky (plocha, statické a kvadratické
momenty atd.).

22V Salome Meca je dle dostupné dokumentace moºné zobrazit p°í£ný pr·°ez prutu nastave-
ním v modulu E�cas. Zobrazení p°í£ného pr·°ezu se v této práci nepovedlo, proto je viditelná
u prutových prvk· pouze st°ednicová k°ivka. �ervené body v obr. 4.10 jsou jednotlivé uzly sít¥.
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Kap. 4: P°íklad 1

Materiál se de�nuje v DEFI_MATERIAU, pro elastický izotropní materiál zá-
loºka ELAS. Síti a modelu (AFFE_MODELE) se materiál p°i°adí pomocí p°íkazu
AFFE_MATERIAU.

Ve²keré vstupy (model, okrajové podmínky, materiál, p°ípadn¥ p°í£ný pr·°ez)
se p°i°adí do MECA_STATIQUE, kde se sestaví a vy°e²í soustava rovnic Ku = F.
Pomocí tohoto modelu ale ne²lo spo£ítat maximální nap¥tí v ko°eni vrubu.

Proto byl vytvo°en model druhý, tvo°ený kombinací prutových prvk· a prosto-
rových prvk· (viz obr. 4.11). Prostorové prvky tvo°í kus t¥lesa, ve kterém je pro-
kreslen koncentrátor nap¥tí. Byly vytvo°eny 2 samostatné sít¥, které byly následn¥
spojeny pomocí LIAISON_SOLIDE v de�novaných skupinách.

(a) Sí´ s 3D t¥lesem (b) Zjemn¥ní v okolí vrubu

Obrázek 4.11: Sí´ submodelu-p°íklad 1

Deforma£ní parametry prutových prvk· (posuvy a nato£ení) se tak p°enesly do 3D
prvk·. Tento krok ale vedl k ovlivn¥ní napjatosti v blízkém okolí spojení (viz Saint-
Venant·v princip na str. 14). Za p°edpokladu, ºe vliv spoje na deformaci je zanedba-
telný, tento model m·ºe slouºit k posouzení vlivu vrubu na výsledný pr·hyb23. Sí´
prostorového t¥lesa je tvo°ena primárn¥ tetraedry (viz obr. 4.11a). Jelikoº v míst¥
vrubu o£ekáváme koncentraci nap¥tí, je nutno sí´ zjemnit. Zárove¬ vyuºijeme funkci
Partition v modulu Geometry k vytvo°ení £ásti válcového vý°ezu. Výsledkem je ma-
povaná hexaedrická sí´, u které jsme nastavili zmen²ující se tlou²´ku prvku sm¥rem
ke ko°eni vrubu24 (viz obr. 4.11b).

23Vrub zp·sobuje skokovou zm¥nu konstruk£ní tuhosti, která je ur£ena pr·°ezovými charakte-
ristikami S, Jy apod.

24V programu Ansys se toto ozna£uje jako tzv. BIAS.
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(a) Deformovaný tvar (prutový model)-DZ [mm] (50× zv¥t²eno)

(b) Deformovaný tvar (submodel)-DZ [mm] (50× zv¥t²eno)

(c) Koncentrace nap¥tí ve vrubu-σx [MPa]

Obrázek 4.12: P°íklad 1-numerické výsledky
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4.5 Zhodnocení výsledk·

Tabulka 4.1: Shrnutí výsledk· p°íkladu 1

FB [N] wmax [mm] σmax [MPa]

Analytické
°e²ení

Difer. rov. pr·h. £áry 136,914 1,276 095
165,549

Castiglianova v¥ta 136,9256 1,277 203

Numerické
°e²ení

Salome
Meca

Prutový model 136,9256 1,277 16 87,437

Submodel 136,653 1,328 12 153,886

Ansys
Workbench

Prutový model 136,925 1,277 153 88,384

Submodel 136,6 1,338 281 158,39

P°i pohledu na tab. 4.1 zji²´ujeme, ºe výsledky obou program· jsou si blízké
(odchylka do 5 %). Zárove¬ odchylky numerické metody od analytických metod PP
jsou rovn¥º malé (do 8 %). Je nutno ov²em podotknout, ºe na deforma£n¥-nap¥´ovou
charakteristiku sou£ásti budou mít vliv rozm¥rové tolerance sou£ásti a zárove¬ jakost
materiálu.

Z výsledk· nap¥tí po délce prutu je dále patrné, ºe ve vrubu p°i tém¥° t°etinové
velikosti ohybového momentu

# »

M oy v·£i jeho maximu dosáhlo nap¥tí tém¥° dvoj-
násobné hodnoty oproti místu s maximálním ohybovým momentem. Vliv výskytu
vrubu je na maximální pr·hyb a velikost stykových sil podstatn¥ men²í neº na na-
pjatost.

Bezpe£nost v·£i MSP je kK = 1,42.
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5 P°íklad 2

5.1 Zadání

U sou£ástky dle obr. 5.1 zhodno´te bezpe£nost vzhledem k meznímu stavu pruº-
nosti. Dále ur£ete bezpe£nost, jestliºe maximální dovolený pr·hyb je 20 mm. Sou-
£ástka je vyrobena z oceli 11 523 dle �SN25, p°edpokládejte materiál v tvárném
stavu. Vlastní tíhu sou£ásti neuvaºujte.

Obrázek 5.1: Zadání p°íkladu 2-3D pohled

Rozm¥ry ur£íme z obr. 5.2a na str. 40. Sou£ást je opat°ena vrubem, jehoº geo-
metrie je na obr. 5.2b. Materiálové charakteristiky ur£íme z materiálového listu.

25S355JR dle ISO.
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Kap. 5: P°íklad 2

(a) Rozm¥rové schéma (b) Detail vrubu

Obrázek 5.2: P°íklad 2

a = 0,8 m d = 20 mm R = 4 mm F = 600 N

E = 2,1 · 105 MPa µ = 0,3 σK = 355 MPa

wdov = 20 mm kK = ? kD = ?

5.2 Rozbor úlohy

Jedná se o uzav°ený prutový rám (zatíºení i vazby leºí ve stejné rovin¥ jako osy
prut·). Z hlediska vazeb a zatíºení je moºno úlohu °e²it jako rovinnou. Rám je vázán
dv¥ma obecnými vazbami v bodech B a D. Rám je zatíºen v bodech A a C silou

#»

F

(síly leºí na spole£né nositelce).
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5.3: Analytické °e²ení

5.3 Analytické °e²ení

5.3.1 Statický rozbor

Obrázek 5.3: Úplné uvoln¥ní

Volný26 rovinný uzav°ený rám má stupe¬ statické neur£itosti s = 3. Jelikoº
je ale rám je²t¥ vázaný, existují dal²í neznámé parametry od p°íslu²ných vazeb.
P°i pohledu na obr. 5.3 je z°ejmé, ºe NP = {NR;TR;MR;FB;FD}, tedy µ = 5.

Jediná netriviální27 podmínka statické rovnováhy je silová v ose x∑
Fx = 0 : FB − FD = 0, (5.1)

tedy ν = 1.
Stupe¬ statické ur£itosti je dle (4.3) na str. 24 s = 5 − 1 = 4 =⇒úloha je 4×

staticky neur£itá.

26Bez vazeb, ale zatíºený tak, aby byl nepohyblivý.
27Triviální podmínka: 0 = 0.
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Kap. 5: P°íklad 2

Vyuºití symetrie

Obrázek 5.4: Vyuºití osy symetrie o1

Úloha má 2 osy symetrie (viz
obr. 5.2a). Vyuºijeme poznatku, ºe na ose
symetrie jsou antimetrické28 sloºky
VVÚ nulové. S vyuºitím osy o1 se za-
t¥ºující síla

#»

F rozd¥lila na polovinu.
Díky nulovým antimetrickým sloºkám
na ose symetrie platí, ºe

TA = TC = 0.

M·ºeme op¥t pouºít silovou podmínku
SR v ose x ve tvaru∑

Fx = 0 : NA +NC−FB = 0. (5.2)

Obrázek 5.5: Vyuºití osy symetrie o2

S vyuºitím osy symetrie o2 m·ºeme
°íct, ºe platí

TB = 0,

MA = MC ,

NA = NC .

Pro uvoln¥ný prut dle obr. 5.5 m·ºeme
sepsat silové rovnice SR∑

Fx = 0 : NA −
FB
2

= 0, (5.3a)∑
Fz = 0 : −NB +

F

2
= 0. (5.3b)

Body na ose symetrie mají omezeno nato£ení ϑ kolem osy yL a posuv u v ose xL.
Bod B má navíc zamezen posuv w ve sm¥ru osy zL díky podpo°e29. Tyto deforma£ní
parametry spl¬uje vazba pevná (vetknutí).

Díky vyuºití symetrie se sníºil výpo£tový stupe¬ statické neur£itosti na 2.

28
#»

T z,
# »

Mk.
29xLyLzL-lokální sou°adný systém VVÚ.
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5.3: Analytické °e²ení

5.3.2 �e²ení statické neur£itosti

Obrázek 5.6: Úloha 2-£áste£né uvoln¥ní

Budeme °e²it tedy 1⁄4 prutu, váza-
ného a zatíºeného dle obr. 5.6. K °e²ení
vyuºijeme Castiglianovu v¥tu, ale nyní
jiº budeme vliv normálové a posouva-
jící síly povaºovat za nepodstatný (viz
tab. 4.1). Deforma£ní podmínky jsou

uA =
∂W

∂NA

= 0, (5.4a)

ϑA =
∂W

∂MA

= 0. (5.4b)

VVÚ

N1(x1) = −NA, (5.5a)

Tz1(x1) = −F
2
, (5.5b)

Moy1(x1) = MA −
F

2
x1, (5.5c)

kde x1 ∈ 〈0; a〉.

N2(x2) = −F
2
, (5.6a)

Tz2(x2) = NA, (5.6b)

Moy2(x2) = MA −
F

2
a+NAx2, (5.6c)

kde x2 ∈ 〈0; a〉.

�e²ením deforma£ních podmínek (5.4a) a (5.4b) (viz podkapitola A.2) získá-
váme soustavu 2 rovnic o 2 neznámých, kterou zapí²eme ve tvaruAx = b. Výsledná
soustava rovnic je dle (A.7) na str. 100.(

a
3

1
2

a
2

2

)
·

(
NA

MA

)
=

(
Fa
4

3Fa
4

)
. (5.7)

�e²ením této soustavy je x =
(

3F
10

; 3Fa
10

)T
= (180; 144)T , tj. NA = 180 N,

MA = 144 Nm.

43



Kap. 5: P°íklad 2

5.3.3 Bezpe£nost

Z hlediska napjatosti se jedná o stejný p°ípad jako v kapitole 4, tj. vzniká
normálové nap¥tí od ohybového momentu

# »

M o, zde je navíc je²t¥ sloºka normálového
nap¥tí od normálové síly

#»

N . Navíc vzniká i smykové nap¥tí od posouvající síly
#»

T ,
které je ale u dlouhých ²tíhlých prut· v·£i nap¥tí od

# »

M o zanedbatelné (viz 4.3.6).
Dále budeme tedy uvaºovat jen

#»

N a
# »

M o jako sloºky VVÚ, jejich pr·b¥hy po st°ednici
je moºno vid¥t na obr. 5.7a a 5.7b.

(a) N (b) Moy

Obrázek 5.7: Pr·b¥hy VVÚ-p°íklad 2

Normálové nap¥tí σx se vypo£ítá dle vztahu (5.8) jako

σx = σN + σMoy =
N

S
+
Moy

Jy
z. (5.8)

Z obr. 5.7b je patrno, ºe maximum
# »

M oy je v míst¥ p·sobení síly
#»

F . Normálová síla
#»

N má po £ástech konstantní pr·b¥h. Pro kruh platí, ºe

S =
πd2

4
,

Jy =
πd4

64
.

Maximální nap¥tí je na povrchu, pak z = ±d
2
. Po dosazení maximálních hodnot

p°íslu²ných VVÚ a pr·°ezových charakteristik získáváme

σmax,1 =
4 · (−180)

π · 202
± 32 · 144 · 103

π · 203
= −183,92 MPa.
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5.3: Analytické °e²ení

Obrázek 5.8: Nomogram 2 (p°evzato z [2])

Druhý nebezpe£ným místem m·ºe
být okolí vrubu v rohu rámu. V míst¥
vrubu op¥t dochází ke koncentraci na-
p¥tí, kde maximální hodnotu nap¥tí lze
vypo£ítat dle rovnice (4.18) na str. 33.
Hodnota sou£initele tvaru α je

α = 2 pro
r

h
=

4

20
= 0,2.

Jelikoº vztah pro nominální nap¥tí v no-
mogramu je pro obdélníkový pr·°ez
a rám má pr·°ez kruhový, musíme vztah
upravit na

σnom =
32Mo

πd3
.

Hodnota nap¥tí ve vrubu je tedy

σext = α
32Moy1(x1 = a)

πd3
= 2 · 32 · (−96 · 103)

π · 203
= −244,46 MPa.

Bezpe£nost v·£i MSP je tedy

kK =
σK
σmax

=
355

244,396
= 1,45.
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Kap. 5: P°íklad 2

Bezpe£nost v·£i meznímu stavu deformace (MSD) se vypo£te jako

kD =
wdov

wmax

, (5.9)

kde wdov je maximální p°ípustná deformace t¥lesa.
Ze zp·sobu zatíºení vyplývá, ºe maximální pr·hyb je v míst¥ p·sobení síly

#»

F .
Jeho hodnotu zjistíme pomocí Castiglianovy jako

wA =
∂W

∂ F
2

.

Výpo£et maximálního pr·hybu je v podkapitole A.2.2 na str. 102 a jeho hodnota je
ur£ena vztahem (A.8)

wmax = 12,436 mm.

Dosazením do rovnice (5.9) získáváme bezpe£nost

kD =
20

12,436
= 1,61.
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5.4: Numerické °e²ení

5.4 Numerické °e²ení

Stejn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ vytvo°íme 2 modely. Zde ale vyuºijeme syme-
trie podle 2 os, takºe budeme po£ítat pouze 1/4 rámu a zavedeme okrajové podmínky
odpovídající symetrii. Zat¥ºující síla

#»

F bude polovi£ní díky vyuºití symetrie.
Prutový model bude tvo°en 2 pruty kruhového pr·°ezu v rovin¥ xz (viz obr. 5.9)

Na nich op¥t vykreslíme pr·b¥hy VVÚ po st°ednici, pr·b¥h nap¥tí podél st°ednice
a maximální pr·hyb. Op¥t zjistíme síly ve vazbách a vytiskneme je do *.resu.
Postup je analogický jako v p°íkladu 1 (viz 4.4).

Obrázek 5.9: P°íklad 2-sí´ (prutový model)
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Kap. 5: P°íklad 2

Jelikoº v rohu, kde se pruty stýkají, je potenciální koncentrátor nap¥tí, vloºíme
zde 3D t¥leso (viz obr. 5.10a). Jelikoº geometrie je sloºit¥j²í (kruhový pr·°ez, za-
lomení do 90° a zaoblení), vyuºijeme moºnosti importu geometrie ze souboru typu
*.step z CAD systému, konkrétn¥ SolidWorks30. Napojení provedeme op¥t po-
mocí LIAISON_SOLIDE v dostate£né vzdálenosti, aby nedo²lo k ovlivn¥ní napjatosti
v míst¥ vrubu.

(a) Sí´ s 3D t¥lesem (b) Detail zjemn¥ní sít¥

Obrázek 5.10: P°íklad 2-sí´ (submodel)

Jelikoº geometrie je velice sloºitá, sí´ je tvo°ena £ist¥ tetraedry. Aby sí´ v míst¥
zaoblení nebyla p°íli² hrubá, vyuºijeme moºnosti Local sizing v sí´ovacím algoritmu
a aplikujeme tuto metodu na plochu tvo°ící zaoblení (viz obr. 5.10b).

30Jelikoº geometrie v CAD systému byla vytvo°ena v rovin¥ xy, model bude umíst¥n celý v této
rovin¥.
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5.4: Numerické °e²ení

(a) Deformovaný tvar (prutový model)-DZ [mm] (10× zv¥t²eno)

(b) Deformovaný tvar (submodel)-DY [mm] (10× zv¥t²eno)

(c) Koncentrace nap¥tí-σx [MPa]

Obrázek 5.11: P°íklad 2-numerické výsledky
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Kap. 5: P°íklad 2

5.5 Zhodnocení výsledk·

Tabulka 5.1: Shrnutí výsledk· p°íkladu 2

NA

[N]

MA

[Nm]

wmax

[mm]

σmax

[MPa]

Analytické
°e²ení

Castiglianova v¥ta 180 144 12,436 −244,39

Numerické
°e²ení

Salome
Meca

Prutový model 179,864 144,03 12,4371 −183,381

Submodel 180,006 144,04 12,4247 −242,139

Ansys
Workbench

Prutový model 179,86 144,03 12,4628 −184,33

Submodel 181,34 143,29 12,3138 −233,68

Stykové silové ú£inky NA a MA jsou ve srovnání analytického a numerického
°e²ení p°ibliºn¥ stejné. P°i pouºití submodelu se stykové silové ú£inky mírn¥ zm¥ní,
tato skute£nost je zp·sobena zm¥nou tuhosti p°i detailním prokreslení zlomu v rámu
a rozdílnými typy pouºitých prvk·. Maximální pr·hyb je aº na drobnou odchylku
taky velice blízký analytickému °e²ení. Rozdíl v hodnotách maximálního nap¥tí m·ºe
být dán numerickou chybou výpo£tu. Dále m·ºe být zp·soben tím, ºe prut je namá-
hán zárove¬ na tah/tlak a ohyb. Pro namáhání tah/tlak ale nebylo moºno dohledat
nomogram, protoºe sou£initele koncentrace nap¥tí α se mohou pro ohyb a tah/tlak
li²it. Takºe tlaková sloºka normálového nap¥tí nebyla do σmax v analytickém výpo£tu
zapo£ítána.
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6 P°íklad 3

6.1 Zadání

Nekorigované ozubené kolo dle obr. 6.1 rotuje kolem své osy otá£kami n
[

1
min

]
.

Modul kola je 3 mm, po£et zub· kola je 50 a úhel záb¥ru je 20°31. Kolo je opat°eno
evolventním dráºkováním 65 × 1,25 dle [6]. Kolo je vyrobeno z cínového bronzu
o mezi kluzu 140 MPa. Ur£ete otá£ky n, p°i kterých dojde k první makroplastické
deformaci. Dále posu¤te evolventní dráºkování jako moºný koncentrátor nap¥tí.

Obrázek 6.1: Zadání p°íkladu 3-3D pohled

31Základní pro�l evolventního ozubení je de�nován v [5].
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Kap. 6: P°íklad 3

Obrázek 6.2: Rozm¥ry kola

m = 3 mm z = 50

b = 20 mm D = 63,875 mm

da
32 = m(z + 2) = 156 mm d33 = mz = 150 mm

df
34 = m(z − 2,5) = 142,5 mm R = 0,38m = 1,14 mm

E = 1,1 · 105 MPa µ = 0,34

σK = 140 MPa ρ = 8600
kg

m3

nkrit = ?
1

min

6.2 Rozbor úlohy

Z hlediska uloºení a zatíºení se jedná o volnou st¥nu, zatíºenou odst°edivou
silou zp·sobenou rotací úhlovou rychlostí #»ω . Úloha je z hlediska uloºení staticky
ur£itá.

32Hlavová kruºnice.
33Rozte£ná kruºnice.
34Patní kruºnice.
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6.3: Analytické °e²ení

6.3 Analytické °e²ení

Analytické °e²ení spo£ívá v °e²ení diferenciální rovnice

d2u

dr2
+

1

r

du

dr
− u

r2
= −1− µ2

E
ρω2r. (6.1)

Její odvození a analytické °e²ení je moºno nalézt v kapitole A.3.1. Dle vztahu (A.17)
na str. 105 je posuv u

u(r) = C1r +
C2

r
− 1− µ2

8E
ρω2r3. (6.2)

6.3.1 Výpo£tový model 1

Obrázek 6.3: Výpo£tový model 1

V 1. výpo£tovém modelu budeme
uvaºovat, ºe zuby ani dráºkování nemají
vliv na výslednou deformaci a napja-
tost. St¥na pak bude disk o vnit°ním
polom¥ru R1, který bude roven polovin¥
nejv¥t²ího rozm¥ru dráºkování, a vn¥j-
²ím polom¥ru R2, který bude roven po-
lom¥ru hlavové kruºnice ozubeného kola
(viz obr. 6.3).

Okrajové podmínky pro nalezení
konstant C1 a C2, resp. A a B jsou

σr(r = R1) = 0, (6.3a)

σr(r = R2) = 0, (6.3b)

kde R1 = D
2
, R2 = da

2
.

�e²ení je moºno vid¥t v kapitole A.3.2 na str. 106. Dosazením konstant A
a B dle (A.21a) a (A.21b) na str. 106 jsou výsledné vztahy pro nap¥tí σr a σt

a pro radiální posuv u

σr(r) =
3 + µ

8
ρω2

(
R2

1 +R2
2 −

R2
1R

2
2

r2
− r2

)
, (6.4a)

σt(r) =
3 + µ

8
ρω2

(
R2

1 +R2
2 +

R2
1R

2
2

r2
− (1 + 3µ)

(3 + µ)
r2

)
, (6.4b)

u(r) =
(1− µ2)(3 + µ)

8E
ρω2

(
R2

1 +R2
2

1 + µ
r +

R2
1R

2
2

1− µ
1

r
− 1

3 + µ
r3

)
. (6.4c)
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Obrázek 6.4: Pr·b¥hy nap¥tí-model 1

Dále budeme vycházet z reduko-
vaného nap¥tí podle podmínky τmax

dle (6.5)

σred,τmax = σ1 − σ3. (6.5)

Z obr. 6.4 je patrné, ºe nejv¥t²í roz-
díly v nap¥tích jsou na polom¥ru R1.
Na polom¥ru R1 platí, ºe

σ1 = σt,max,

σ2 = σ3 = 0.

Dosazením polom¥ru R1 a úpravou
výrazu (6.4b) získáváme vztah (6.6)
pro maximální te£né nap¥tí na st¥n¥

σt,max = σt(r = R1) =
3 + µ

4
ρω2

(
R2

2 +R2
1

1− µ
3 + µ

)
. (6.6)

Pro zji²t¥ní kritických otá£ek z rovnice (6.6) vyjád°íme ω. P°i kritických otá£-
kách dojde k nár·stu nap¥tí σt na mez kluzu σK (viz (6.7)).

ωkrit =

√√√√ 4σK

(3 + µ) ρ
(
R2

2 +R2
1

1−µ
3+µ

) (6.7)

P°i úlohách, kde do vztah· vstupuje hustota ρ, budeme dosazovat v základních
jednotkách SI (kg, m, s).

ωkrit =

√√√√ 4 · 140 · 106

(3 + 0,34) · 8600 ·
[ (

156
2 · 103

)2
+
(

63,875
2 · 103

)2 · 1−0,34
3+0,34

] = 1761,2
rad

s

Mezi úhlovou rychlostí ω a otá£kami n platí vztah (6.8)

ω =
2πn

60
, (6.8)

kde n
[

1
min

]
jsou otá£ky a ω

[
rad
s

]
je úhlová rychlost.

Pak kritické otá£ky jsou

nkrit =
60ωkrit

2π
=

60 · 1761,2

2 · π
= 16 818,2

1

min
.

54



6.3: Analytické °e²ení

6.3.2 Výpo£tový model 2

Obrázek 6.5: Výpo£tový model 2

V druhém výpo£tovém modelu bu-
deme uvaºovat, ºe od zub· vznikne p°í-
davné radiální tahové zatíºení zp·so-
bené odst°edivými silami (viz obr. 6.5).
Disk bude tak tvo°en vnit°ním polom¥-
rem R1, kterým bude polovina nejv¥t-
²ího pr·m¥ru dráºkování, a vn¥j²ím po-
lom¥rem R2, tvo°eným patní kruºnicí
ozubeného kola.

Okrajové podmínky pro tuto rotu-
jící st¥nu jsou

σr(r = R1) = 0, (6.9a)

σr(r = R2) = p, (6.9b)

kde R1 = D
2
, R2 =

df
2
.

Tlak p vyjád°íme vztahem (6.10)

p =
F

b
=

F

2πR2b
=

maz

2πR2b
=
Vzρω

2rTzz

2πR2b
, (6.10)

kde:

� Vz [m3] je objem zubu,

� ρ
[

kg
m3

]
je hustota,

� ω
[

rad
s

]
je úhlová rychlost,

� rTz [m] je radiální vzdálenost t¥ºi²t¥ zubu od osy otá£ení,

� z [−] je po£et zub·,

� b [m] je ²í°ka ozubení.

Objem Vz a polohu t¥ºi²t¥ zubu rTz bychom mohli získat analyticky integrací. Toto
°e²ení ale není p°íli² vhodné, protoºe bok zubu je tvo°en evolventní k°ivkou, navíc od
patní kruºnice vychází p°echodová k°ivka o polom¥ru R, takºe matematický popis
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takové t¥lesa by byl velice obtíºný. Jelikoº ale máme CAD model, který lze následn¥
pouºít pro import do °e²i£e MKP, vyuºijeme modelu35 pro numerický výpo£et po-
t°ebných charakteristik (viz obr. 6.6b).

(a) 3D model

Fyzikální vlastnosti kolo
     Konfigurace: ZUB
     Sou řadný systém: -- výchozí nastavení --

Hustota = 7.85e-006 kilogram ů na  milimetr krychlový

Hmotnost = 0.00510747 kilogram ů

Objem = 650.63313 milimetry krychlové

Plošný obsah = 588.70227  milimetry čtvere ční

Těžišt ě: ( milimetry )
X = 74.088254
Y = 0
Z = 0

Hlavní osy setrva čnosti a hlavní momenty setrva čnosti: ( kilogram ů *  milimetry čtvere ční )
Vybrané z t ěžišt ě.

 Ix = ( 0,  0,  1)   Px = 0.02988881
 Iy = ( 1,  0,  0)   Py = 0.18226027
 Iz = ( 0,  1,  0)   Pz = 0.18812654

Momenty setrva čnosti: ( kilogram ů *  milimetry čtvere ční )
Pochází z t ěžišt ě a je zarovnaný s výstupním sou řadným systémem.

Lxx = 0.18226027 Lxy = 0 Lxz = 0
Lyx = 0 Lyy = 0.18812654 Lyz = 0
Lzx = 0 Lzy = 0 Lzz = 0.02988881

Momenty setrva čnosti: ( kilogram ů *  milimetry čtvere ční )
Získány z výstupního sou řadného systému.

Ixx = 0.18226027 Ixy = 0 Ixz = 0
Iyx = 0 Iyy = 28.223384 Iyz = 0
Izx = 0 Izy = 0 Izz = 28.065146

(b) Fyzikální vlastnosti

Obrázek 6.6: Zub ozubeného kola

�e²ení integra£ních konstant je moºno vid¥t v kapitole A.3.2 na str. 106. Vztahy
jsou nyní mnohem komplikovan¥j²í. Dosazením konstant A a B dle (A.23a) a (A.23b)
na str. 107 a tlaku p podle rovnice (6.10) dostáváme vztahy pro nap¥tí σr, σt a posuv
u

σr(r) = ρω2

[
VzzrTzR

2
2

2πR2b (R2
2 −R2

1)

(
1− R2

1

r2

)
+

3 + µ

8

(
R2

1 +R2
2 −

R2
1R

2
2

r2
− r2

)]
, (6.11a)

σt(r) = ρω2

[
VzzrTzR

2
2

2πR2b (R2
2 −R2

1)

(
1 +

R2
1

r2

)
+

3 + µ

8

(
R2

1 +R2
2 +

R2
1R

2
2

r2
− 1 + 3µ

3 + µ
r2

)]
, (6.11b)

u(r) =
ρω2

E

[
VzzrTzR

2
2

2πR2b (R2
2 −R2

1)

(
(1− µ) r +

R2
1 (1 + µ)

r

)
+

(3 + µ) (1− µ2)

8

(
R2

2 +R2
1

1 + µ
r +

R2
1R

2
2

1− µ
1

r
− 1

3 + µ
r3

)]
. (6.11c)

35Model byl vytvo°en v softwaru SolidWorks. T¥leso zubu z obr. 6.6a vzniklo pr·nikem kola
a prstence, který je radiáln¥ ohrani£en patní a hlavovou kruºnicí a jeho pr·vodi£e svírají úhel 360°

z .
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Obrázek 6.7: Pr·b¥hy nap¥tí-model 2

Jako v p°edchozím p°ípad¥ bu-
deme vycházet z redukovaného nap¥tí
podle podmínky plasticity τmax (viz
(6.5) na str. 54).

Nenulové radiální nap¥tí na vn¥j-
²ím polom¥ru R2 neovlivnilo tvar pr·-
b¥hu te£ného nap¥tí σt. Na polom¥ru R1

jsou op¥t nejv¥t²í rozdíly v nap¥tích (viz
obr. 6.7). Pro hlavní nap¥tí na polom¥ru
R1 tedy platí, ºe

σ1 = σt,max,

σ2 = σ3 = 0.

Dosazením R1 a úpravou vztahu (6.11b)
získáme vztah (6.12) pro maximální
te£né nap¥tí po polom¥ru st¥ny

σt,max = σt(r = R1) = ρω2

[
VzzrTzR2

πb (R2
2 −R2

1)
+

3 + µ

4

(
R2

2 +R2
1

1− µ
3 + µ

)]
. (6.12)

Mezní hodnotou je op¥t mez kluzu σK . Vyjád°ením ω z rovnice (6.12) získáváme
vztah (6.13) pro kritickou úhlovou rychlost

ωkrit =

√√√√ σK

ρ
[
VzzrTzR2

πb(R2
2−R2

1)
+ 3+µ

4

(
R2

2 +R2
1

1−µ
3+µ

) ] . (6.13)

ωkrit =

√√√√√ 140 · 106

8600 ·
[

650,633

109
·50· 74,088

103
· 142,5

2 · 103

π·0,02·
(
( 142,5

2 · 103
)
2
−( 63,875

2 · 103
)
2
) + 3+0,34

4
·
((

142,5
2 · 103

)2
+
(

63,875
2 · 103

)2 · 1−0,34
3+0,34

)] =

= 1789,9
rad

s

nkrit =
60 · 1798,2

2 · π
= 17 092,3

1

min
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6.4 Numerické °e²ení

Výpo£tový model 1 (disk s otvorem) m·ºeme modelovat 3 r·znými zp·soby:

1. osová symetrie,

2. rovinná napjatost,

3. 3D model.

Zde vyuºijeme pouze 3D model. Výsledky a sít¥ pro rovinné modely budou k dispo-
zici v obrázkové p°íloze na DVD.

(a) Disk bez zub· (b) Ozubené kolo bez dráºkování

(c) Ozubené kolo s dráºkováním (d) Detail na dráºkování

Obrázek 6.8: P°íklad 3-výpo£tové sít¥
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6.4: Numerické °e²ení

Protoºe geometrie disku na obr. 6.8a je velice jednoduchá, m·ºeme vyuºít 1⁄8
symetrii podle rovin sou°adného systému x, y, z. Díky jednoduché geometrii bylo
moºno vytvo°it £ist¥ hexaedrickou mapovanou sí´. Zatíºení je realizováno pomocí
p°íkazu ROTATION, jehoº parametry jsou VITESSE, kde se de�nuje velikost úhlové
rychlosti36, a AXE, kterým se de�nuje sm¥r vektoru #»ω pomocí jednotkových vektor·
sou°adného systému.

Ozubené kolo bylo importováno pomocí mrtvé geometrie formátu *.step z pro-
gramu SolidWorks. Je moºné op¥t vyuºít 1⁄8 symetrii. Tento krok ale není p°íli²
vhodný, protoºe geometrie je zna£n¥ komplikovan¥j²í, sí´ by obsahovala velké mnoº-
ství prvk· a výpo£et by byl zdlouhavý. M·ºeme vyuºít vlastnosti rota£n¥ symetric-
kých t¥les, ºe body v meridiánových °ezech37 z·stanou po deformaci v meridiánových
°ezech38. Ud¥láme tedy vý°ez s 1 zubem, u kterého dále vyuºijeme rovinu symetrie
xy (viz obr. 6.8b). Vzhledem ke sloºitosti geometrie nebylo moºno vytvo°it £ist¥
hexaedrickou sí´. V dostate£né vzdálenosti od paty zubu jsme vytvo°ili válcový °ez.
Uvnit° °ezu jiº je moºné vytvo°it hexaedrickou sí´, t¥lo zubu je tvo°eno tetraedry
a pyramidami pro napojení tetraedr· a hexaedr·. Pro zavedení okrajových podmí-
nek simulujících vlastnosti meridiánového °ezu byl pouºit p°íkaz LIAISON_OBLIQUE,
který umoº¬uje nato£ení globálního sou°adného systému kolem jeho os39.

Stejný postup opakujeme u geometrie kola, které má navíc dráºkování na vnit°-
ním pr·m¥ru (viz obr. 6.8c a 6.8d)). Nyní je nutno vytvo°it 2 válcové °ezy, kde
prost°ední £ást se op¥t vytvo°í z hexaedr· a zbytek z tetraedr· a pyramid. Okrajové
podmínky budou stejné jako v p°edchozím p°ípad¥.

36P°i pouºití jednotek SI je nutno zadávat úhlovou rychlost v rad
s . Je moºné pomocí zade�no-

vaných parametr· na za£átku programu vypo£ítat úhlovou rychlost z otá£ek podle vztahu (6.8).
37Meridiánový °ez je °ez rovinou, ve které leºí osa rotace t¥lesa.
38Této vlastnosti jsme vyuºili také u disku bez zub·. Meridiánové °ezy byly tvo°eny rovinami

xz a yz.
39Konkretn¥ se vyuºije nato£ení kolem osy z o úhel α = − 360°

z = −7,2°. Okrajová podmínka je
pak DX = 0.
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Kap. 6: P°íklad 3

Jelikoº výstupy (posuvy, nap¥tí) jsou rota£n¥ symetrické, bylo nutné výsledky
p°evést do válcového systému40. Toho se docílilo zavedením p°íkazu MODI_REPERE

s nastavením CYLINDRIQUE. P°evod sou°adnicových os je v tab. 6.1.

Tabulka 6.1: P°evodní tabulka sou°adných systém·-Code_Aster

Kartézský SS
(GCSa)

Válcový SS
(CCSb)

Osa
x r

y z

z t

aGlobal Coordinates System
bCylindrical Coordinates System

40Defaultn¥ je nastaven kartézský sou°adný systém pro zadávání OP a vykreslování výsledk·.
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6.4: Numerické °e²ení

(a) σt [Pa]-disk bez zub·, n = 16 818,2 1
min

(b) σt [Pa]-kolo bez dráºkování, n = 17 092,3 1
min

(c) σred,τmax [Pa]-kolo s dráºkováním, n = 17 092,3 1
min

Obrázek 6.9: P°íklad 3-numerické výsledky
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6.5 Zhodnocení výsledk·

Tabulka 6.2: Shrnutí výsledk· p°íkladu 3

nkrit

[
1

min

]
σred,τmax

a [MPa]

Analytické
°e²ení

Model 1 16 818,2 140
Model 2 17 092,3 140

Numerické
°e²ení

Salome
Meca

Model 1 16 818,2 140,011

Model 2 17 092,3 138,94

Model 3 17 092,3 358,16

Ansys
WorkBench

Model 1 16 818,2 140,03

Model 2 17 092,3 136,16

Model 3 17 092,3 333,86

aRedukované nap¥tí na vnit°ním polom¥ru R1 p°i nkrit

Z tab. 6.2 je patrno, ºe zuby nelze z hlediska napjatosti úpln¥ zanedbat. Je-
jich vliv41 m·ºe být r·zný podle hodnoty Poissonova pom¥ru, protoºe nap¥tí je
krom¥ zatíºení a geometrie závislé také na velikosti Poissonova pom¥ru µ.

Vytvo°ením dráºkování na vnit°ním polom¥ru kola do²lo k nár·stu nap¥tí p°i-
bliºn¥ 2,5× p°i zachování stejných otá£ek, které by zp·sobily vznik nap¥tí na mezi
kluzu u kola bez dráºkování. Tato koncentrace m·ºe zp·sobit iniciaci trhlin z povr-
chových defekt·, jejich r·st a nakonec nestabilní ²í°ení, které m·ºe vést k lomu.

41Vliv m·ºe být klasi�kován jako podíl otá£ek vypo£ítaných na modelu disku bez zub· a na ozu-
beném kole.
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7 P°íklad 4

7.1 Zadání

U ocelové desky uloºené dle obr 7.1 nalezn¥te prvních 6 vlastních netlumených
frekvencí, kterým odpovídají ohybové módy kolem osy y. Dále zjist¥te odezvu p°i bu-
zení desky na volném konci liniovým zatíºením #»q (t) p°i pásmu budících frekvencí
∆f = 〈0; 80〉 Hz. Posu¤te vliv viskózního tlumení na amplitudu kmitání volného
konce pro αr = 0,025 1

s
, βr = 0,023 s.

Obrázek 7.1: Zadání p°íkladu 4-3D pohled

Obrázek 7.2: P°íklad 4-rozm¥rové schéma

l = 1000 mm a = 200 mm

t = 10 mm

E = 2,1 · 105 MPa µ = 0,3

ρ = 7850
kg

m3

q(t) = q0eiωt q0 = 500
N

m

∆f = 〈0; 80〉 Hz
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Kap. 7: P°íklad 4

7.2 Rozbor úlohy

Z hlediska uloºení se jedná o jednostrann¥ vetknutou desku obdélníkového pr·-
°ezu. Pot°ebné pr·°ezové charakteristiky do dal²ích výpo£t· jsou plocha S a kvad-
ratický moment k ose y Jy (viz (7.1a) a (7.1b)).

S = at (7.1a)

Jy =
at3

12
(7.1b)

7.3 Analytické °e²ení

7.3.1 Modální analýza

Analytické °e²ení vychází z p°edpokladu, ºe °e²ené t¥leso budeme povaºovat
za prut. Budeme hledat pouze netlumené vlastní frekvence.

Timoshenko

fi =
ak2

i

2π
=
k2
i

2π

√
EJg

Sρ
(7.2a)

a2 =
EJg

Sρ
(7.2b)

Tabulka 7.1: Timoshenko-koe�cienty (p°evzato z [8])

k1l k2l k3l k4l k5l k6l

1,875 4,694 7,855 10,996 14,137 17,279

Den Hartog

fn =
an
2π

√
EJ

µ1l4
=
an
2π

√
EJg

Sρl4
(7.3a)

µ1 =
m

gl
=
Slρ

gl
=
Sρ

g
(7.3b)
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Tabulka 7.2: Den Hartog-koe�cienty (p°evzato z [9])

a1 a2 a3 a4 a5

3,52 22,0 61,7 121,0 200,0

Juli²

fn =
1

2π

(βnl)
2

l2
c0j =

1

2π

(βnl)
2

l2

√
EJ

Sρ
(7.4)

Tabulka 7.3: Juli²-koe�cienty (p°evzato z [7])

β1l β2l β3l β4l

1,875 4,694 7,855 10,996

S vyuºitím p°edchozích vztah· a dosazováním jednotlivých koe�cient· získáme
tab. 7.4 vlastních netlumených frekvencí, kterým odpovídají módy kmitání ko-
lem osy y, podle jednotlivých autor·.

7.3.2 Harmonická analýza

Pro netlumené kmitání platí, ºe pom¥rný útlum ξ = 0. V p°ípad¥, kdy se
budící frekvence rovná vlastní frekvenci soustavy, by m¥la výchylka r·st teoreticky
nade v²echny meze (q =∞). Toto není ale reáln¥ moºné.

P°i tlumeném kmitání je jiº pom¥rný útlum nenulový a platí pro n¥j vztah

ξ =
B

MΩ
. (7.5)

Z rovnice (7.5) [10] je patrné, ºe pom¥rný útlum je r·zný pro r·zné vlastní frekvence.
Je nutné p°i jeho výpo£t· vyuºít také koe�cient· viskózního tlumení αr a βr.

Do vztah· (7.3a) a (7.2a) se Young·v modul pruºnosti E dosazuje v kg

m2 a gravita£ní zrychlení
g v m

s2
. Do vztahu (7.4) se E dosazuje klasicky v Pa.
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7.4 Numerické °e²ení

7.4.1 Modální analýza

Cílem modální analýzy je nalezení vlastních frekvencí a vlastních tvar· p°i vol-
ném (ne)tlumeném kmitání [4]. Volné kmitání znamená, ºe na t¥leso nep·sobí ºádné
budící zatíºení a toto kmitání lze popsat pohybovou rovnicí

Mq̈ + Bq̇ + Kq = 0, (7.6)

kde:

� M [kg] je matice hmotnosti,

� K
[

N
m

]
je matice tuhosti,

� B
[

N s
m

]
42 je matice tlumení, pro Rayleighovo viskózní tlumeníB = αrM+βrK,

� q [m], q̇
[

m
s

]
, q̈
[

m
s2

]
je zobecn¥ná sou°adnice a její £asové derivace [10].

P°i vykreslení deformovaného tvaru s £íselnou ²kálou je nutno mít na pam¥ti,
ºe £ísla nejsou konkrétní posuvy v uzlech, ale pouze tzv. normované43 posuvy, vyja-
d°ující, jak moc se má t¥leso v ur£itých místech tendenci deformovat.

42Pro netlumené kmitání je B = 0.
43Bezrozm¥rné.
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Pro °e²ení daného problému vyuºijeme 2 modely. U jednoho modelu bude sí´
tvo°ena prvky typu SHELL44 a jako geometrie sta£í pouze rovinná plocha, obdélník
o rozm¥rech (1×0,2) m (viz obr. 7.3). Tlou²´ka sko°epiny je pak 0,01 m.

Obrázek 7.3: Sko°epinový model

44V Salome Meca jsou nazvány COQUE_3D (vyºadují kvadratickou sí´). Obdobn¥ jako u pru-
tových prvk· se nepovedlo zobrazit tlou²´ku sko°epiny, proto je viditelná jen st°ednicová plocha.

67



Kap. 7: P°íklad 4

Druhý model bude mít sí´ tvo°enou dvacetiuzlovými prvky typu SOLID a geo-
metrie uº je celý kvádr o rozm¥rech (1×0,2×0,01) m (viz obr. 7.4).

Obrázek 7.4: Solid model

V Salome Meca je nutno vytvo°it z vlastností materiálu, okrajových podmínek,
p°ípadn¥ z pr·°ezových charakteristik tzv. ASSEMBLAGE45, kde se vytvo°í matice
hmotnosti M, matice tuhosti K a matice tlumení B. Vlastní modální analýza se
provede pomocí p°íkazu MODE_ITER_SIMULT, kde parametry jsou matice hmotnosti,
tuhosti, pop°. tlumení. Je moºné zvolit i druh metody výpo£tu46. Rozsah analýzy je
moºné nastavit pomocí intervalu, na kterém vlastní frekvence po£ítáme, nebo p°ímo
po£tem vlastních frekvencí, který má být vypo£ítán.

Pro °e²ení problému nás zajímají pouze ohybové módy kolem osy y, které ná-
sledn¥ m·ºeme zapsat do tab. 7.4. Výpo£et byl proveden také v systému Ansys
Classic se stejnými parametry sít¥ a hodnoty vlastních frekvencí hledaných mód·
jsou také uvedeny ve zmín¥né tabulce.

45Sestava.
46Ve výchozím nastavení je metoda SORENSEN, dále jsou dostupné metody TRI_DIAG, JACOBI a

QZ.
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7.4.2 Harmonická analýza

Pro výpo£et výchylky volného konce p°i harmonickém buzení vyuºijeme pouze
model s prostorovými prvky. Na volný konec umístíme liniové zatíºení o zadané veli-
kosti47. Rozsah budící frekvence zatíºení zvolíme 〈0; 80〉, p°i£emº interval rozd¥líme
do 100 krok·, tzv. substep·. Toto lze nastavit v DEFI_LIST_REEL, kde se de�nuje
po£átek (DEBUT) a konec (JUSQU_A) intervalu a dále po£et d¥lení (NOMBRE), p°ípadn¥
p°ír·stek (PAS). Ve²keré vstupní parametry (matice, materiál,. . . ) se vloºí do p°íkazu
DYNA_LINE_HARM, který vypo£ítá amplitudu a fázi kmitání v uzlech pro kaºdou frek-
venci de�novanou v rozsahu. V Salome Meca m·ºeme do výpo£tu vloºit ob¥ analýzy
zárove¬, p°i£emº do analýzy s tlumením p°idáme dal²í parametr související s maticí
tlumení.

Následn¥ je nutno z výsledk· analýzy vybrat amplitudy kmitání volného konce
desky. Tento krok se provede pomocí RECU_FONCTION, kde se nastaví, jaké veli£iny
nás zajímají (zde posuv v ose z) a skupina uzl·, ze které výsledky chceme (vybe-
reme uzel uprost°ed ²í°ky desky na horní plo²e). Jelikoº obecn¥ jsou výsledky analýzy
komplexní £ísla, pot°ebujeme tzv. modul48. Modul se získá pomocí CALC_FONCTION
s nastavením PARTIE='MODULE'. Tento postup provedeme pro ob¥ analýzy (netlume-
nou a tlumenou) a výsledky obou analýz vloºíme do spole£ného grafu (viz obr. 7.5).

47V Ansys Classic zavedeme staticky ekvivalentní zatíºení do krajních bod· koncového £ela
desky. Tento krok by p°i velkých zatíºeních mohl zp·sobit neºádoucí singularitu v t¥chto uzlech.

48z = meiϕ, z ∈ C, m-modul komplexního £ísla, ϕ-argument.
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49Amplitudo-frekven£ní.
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7.4: Numerické °e²ení

V Ansysu bylo nutné vytvo°it analýzy zvlá²´ a kaºdou vytisknout do samostat-
ného grafu (viz obr. 7.6a a 7.6b).
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Obrázek 7.6: A-f charakteristika-Ansys Classic 50

50VALU v grafech reprezentuje výchylku volného konce ve sm¥ru osy y v m a FREQ budící
frekvenci v Hz.
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Z pohledu na grafy 7.5, 7.6a a 7.6b je z°ejmé, ºe výsledky z obou program·
si jsou velice blízké. U tlumené analýzy m·ºe být na první pohled patrný rozdíl
v pr·b¥hu, jenºe tento rozdíl je jen d·sledkem r·zných m¥°ítek os y.

Dále je z°ejmé, ºe k nejv¥t²ím výchylkám dochází v prvním módu, který je
moºno vid¥t na obr. 7.7.

Obrázek 7.7: Ohybový mód 1 (f = 8,466 Hz)

U druhého ohybového módu (viz obr. 7.8) je výchylka volného konce desky podle
A-f charakteristiky men²í.

Obrázek 7.8: Ohybový mód 2 (f = 52,975 Hz)
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7.5 Zhodnocení výsledk·

Tabulka 7.4: Vlastní frekvence: ohybové módy, osa y

fn [Hz]

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6

Analytické
°e²ení

Timoshenko 8,354 52,36 146,621 287,325 474,918 709,482

Den Hartog 8,365 53,23 146,619 287,534 475,263 -
Juli² 8,354 52,36 146,621 287,325 - -

Numerické
°e²ení

Salome
Meca

Shell 8,456 52,908 148,313 291,225 482,222 720,889

Solid 8,466 52,975 148,519 291,688 483,106 722,427

Ansys
Classic

Shell 8,456 52,909 148,313 291,226 482,223 720,901

Solid 8,465 52,971 148,505 291,651 483,027 722,28

Z tab. 7.4 vyplývá, ºe frekvence ohybových mód· získané z analytických vztah·
a frekvence získané numerickým výpo£tem se li²í maximáln¥ do 2 %. P°i buzení frek-
ven£ním pásmem 〈0; 80〉 Hz systém p°e²el první 2 vlastní ohybové frekvence, coº se
v A-f charakteristice projevilo zvý²ením amplitudy kmitání. Bez p°ítomnosti tlu-
mení do²lo ke vzniku tzv. peak· práv¥ v okolí vlastních frekvencí (viz obr. 7.5 a 7.6a).
Po zavedení viskózního tlumení pomocí sou£initel· αr a βr do²lo k poklesu vlastní
frekvence, nár·st amplitudy byl nepatrný a p°i vy²²ích frekvení do²lo k úplném
zatlumení systému (viz obr. 7.5 a 7.6b).

P°i výpo£tu pomocí sko°epinového modelu je moºno u²et°it p°ibliºn¥ 50 % vý-
po£etního £asu.
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8 P°íklad 5

8.1 Zadání

Sou£ástkou dle obr. 8.1 protéká médium, které zp·sobuje oh°ev vnit°ní st¥ny
na teplotu tin = 100 ◦C. Sou£ástka je vsazena bez v·le a p°esahu mezi 2 nedefor-
movatelná £ela. Okolní teplota je tout = 20 ◦C. Sou£ástka je ochlazována p°irozenou
konvekcí o sou£initeli p°estupu tepla αout = 5 W

m2 K
. Zjist¥te pole teploty v dílu. Sou-

£ástku také zkontrolujte z hlediska mezního stavu pruºnosti. Sou£ástka je ocelová,
mez kluzu je 500 MPa. Sou£initel teplotní vodivosti oceli je λ = 50 W

m K
.

Obrázek 8.1: Úloha 5-3D pohled

tin = 100 ◦C tout = 20 ◦C αout = 5
W

m2 K
αT = 1,2 · 10−5 1

K

λ = 50
W

m K
E = 2,1 · 105 MPa µ = 0,3 σK = 500 MPa

Detailní geometrie sou£ásti je na obr. 8.2.
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8.2: Rozbor úlohy

8.2 Rozbor úlohy

Jedná se o kombinovanou analýzu. Prvn¥ se provede ustálená51 teplotní analýza,
jejíº výsledkem bude rozloºení teplot po sou£ástce. Deformace zp·sobená teplotním
polem52 bude pouºita jako vstup do strukturální analýzy. Úloha je rota£n¥ symet-
rická.

8.3 Základy p°enosu tepla

Základními veli£inami v p°enosu tepla je teplota, hustota tepelného toku a te-
pelný tok. Hustota tepelného toku se vypo£ítá r·zn¥ podle zp·sobu p°enosu tepla.
Vztah mezi hustotou tepelného toku a tepelným tokem je

Q̇ = q̇S, (8.1)

kde:

� q̇
[

W
m2

]
je hustota tepelného toku,

� Q̇ [W] je tepelný tok,

� S [m2] je teplosm¥nná plocha [13].

8.3.1 Formy p°enosu tepla

Existují r·zné formy p°enosu tepla:

1. vedením (kondukcí),

2. proud¥ním (kovekcí),

3. zá°ením (radiací).

51 ∂T
∂τ = 0.

52Deformace se p°epo£ítá z teplot pomocí sou£initele délkové roztaºnosti αT .
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P°enos tepla vedením

P°enos tepla vedením se °ídí tzv. Fourierovým zákon, který je de�nován pomocí
vztahu

q̇ = −λ gradT, (8.2)

kde:

� λ
[

W
m K

]
je sou£initel tepelné vodivosti,

� T [K] je teplota,

� gradT =
(
∂T
∂x
, ∂T
∂y
, ∂T
∂z

) [
K
m

]
.

Výsledkem operace gradT je vektorové pole vyjad°ující sm¥r a velikost nejv¥t²í
zm¥ny skalárního pole T . Ve vztahu (8.2) je znaménko mínus, protoºe zárove¬ musí
platí 2. zákon termodynamiky53. Sou£initel tepelné vodivosti λ je materiálová cha-
rakteristika, která se obecn¥ s teplotou m¥ní (λ = f(T )) [13].

Vedení tepla lze vyjád°it pomocí diferenciální rovnice jako

dT

dτ
=

λ

cpρ

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2

)
+
Q∗

cpρ
, (8.3)

kde:

� cp

[
J

kg K

]
je m¥rná tepelná kapacity za konstantního tlaku,

� ρ
[

kg
m3

]
je hustota,

� Q∗
[

W
m3

]
je m¥rný tepelný výkon,

� τ [s] je £as.

Jedná se o parciální diferenciální rovnici druhého °ádu [13].

53Jednou z formulací 2. zákona termodynamiky je, ºe teplo nem·ºe samovoln¥ p°echázet z chlad-
n¥j²ího t¥lesa na teplej²í.
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P°enos tepla proud¥ním

P°enos tepla proud¥ním (konvekcí) se °ídí tzv. Newtonovým ochlazovacím zá-
konem, který je de�nován pomocí vztahu

q̇ = αc (Tw − T∞) , (8.4)

kde:

� αc
[

W
m2 K

]
je sou£initel p°estupu tepla,

� Tw [K] je teplota povrchu,

� T∞ [K] je teplota prost°edí v dostate£né vzdálenosti od povrchu [13].

Sou£initel p°estupu tepla se dá stanovit r·znými zp·soby. Jednou z moºností je
zji²t¥ní m¥°ením pomocí tzv. alfametru. Dal²í moºností je na základ¥ podobnostní
teorie, tzv. podobnostních £ísel. P°íklady podobnostních £ísel jsou:

� Reynoldsovo £íslo (Re),

� Nusseltovo £íslo (Nu),

� Prandtlovo £íslo (Pr) a dal²í.

V²echna tato £ísla jsou bezrozm¥rná. Tento zp·sob slouºí spí² jako odhadnutí hod-
noty sou£initele p°enosu tepla pro prvotní návrh a výpo£et [13].

P°enos tepla zá°ením

Teplo vysílá ze svého povrchu kaºdé t¥leso o nenulové teplot¥ (T 6= 0 K). Hus-
tota tepelného toku vyza°ována t¥lesem o teplot¥ T se vypo£ítá pomocí Stefan-
Boltzmannova zákona, který má tvar dle vztahu (8.5)

q̇ = εσ0T
4, (8.5)

kde:

� ε [−] je pom¥rná zá°ivost (pro dokonale £erné t¥leso ε = 1),

� σ0 je Stefan-Boltzamnnova konstanta, σ0 = 5,67 · 10−8 W
m2 K4 ,

� T [K] je teplota.

Vý²e uvedené poznatky byly p°evzaty z [13].
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8.3.2 Po£áte£ní podmínky

Po£áte£ními podmínkami se rozumí rozloºení teplotního pole v £ase τ = 0. Lze
tedy psát

T (x, y, z, τ = 0) = f(x, y, z).

�asto se uvádí, ºe T (τ = 0) = konst.

8.3.3 Okrajové podmínky

Okrajových podmínek pro °e²ení p°enosu tepla je více druh·.

1. Dirichletovy:

� Ur£ují rozloºení teploty na povrchu t¥lesa v £ase.

� Tw = f(xw, yw, zw, τ), £asto se uvádí Tw = konst.

2. Newtonovy:

� Ur£ují rozloºení hustoty tepelného toku na povrchu t¥lesa v £ase.

� q̇w = f(xw, yw, zw, τ), £asto se uvádí q̇w = konst.

3. Neumannovy:

� Ur£ují rozloºení sou£initele p°estupu tepla na povrchu t¥lesa v £ase.

� αw = f(xw, yw, zw, τ), £asto se uvádí αw = konst.

Poznatky o okrajových a po£áte£ních podmínkách byly p°evzaty z [13].
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8.4 Numerické °e²ení

Abychom u²et°ili po£et prvk· a výpo£etní £as, vyuºijeme op¥t symetrii úlohy
a budeme °e²it pouze 1/16 t¥lesa. Vzhledem k tvaru sou£ásti není moºné pouºít
rovinný model, je nutné pouºít model prostorový a 3D prvky typu solid. Jelikoº je
tvar t¥lesa docela sloºitý (ºebrování, díry), není moºné vytvo°it sí´ tvo°enou hexaedry
bez mnohonásobného d¥lení pomocí slice/partition. Vzhledem k sloºitosti sou£ásti
také op¥t vyuºijeme import z CAD systému SolidWorks. Vytvo°íme tedy sí´ tvo°en
tetraedry (viz obr. 8.3a), u které provedeme zjemn¥ní v okolí v²ech rádiusových
p°echod· (viz obr. 8.3b).

(a) Výpo£tová oblast (b) Detail zjemn¥ní

Obrázek 8.3: P°íklad 5-výpo£etní sí´
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Na o�ciálních stránkách Code_Asteru v instruktáºním dokumentu o ter-
mice (http://code-aster.org/V2/UPLOAD/DOC/Formations/07-thermics.pdf)
je uvedeno, ºe pro termickou analýzu se doporu£uje pouºít prvky s lineární bá-
zovou funkcí, pro strukturální analýzu naopak prvk· s kvadratickou bázovou funkcí.
Této rady uposlechneme a pro termickou analýzu vytvo°íme sí´ lineárních prvk·.
V *.comm souboru pomocí p°íkazu CREA_MAILLAGE vytvo°íme z lineární sít¥ sí´ kva-
dratickou, kterou aplikujeme ve strukturální analýze. Okrajové podmínky se tvo°í
v AFF_CHAR_THER. Teplota skupiny uzl· se zavádí pomocí p°íkazu TEMP_IMPO. Kon-
vekce se v Code_Asteru zavádí pomocí p°íkazu ECHANGE, jehoº parametry jsou sku-
piny, na které konvekce probíhá, sou£initel p°estupu tepla54 (COEF_H) a teplota okolí
(TEMP_EXT). �e²ení ustálené lineární termické analýzy je THER_LINEAIRE.

Výsledky z termické analýzy je nutno nejprve p°evést na kvadratickou sí´ po-
mocí PROJ_CHAMP, tím vznikne nový soubor výsledk·. Tento výsledkový soubor se
nahraje do materiálového modelu AFFE_MODELE, sekce AFFE_VARC, kde je nutno za-
dat také referen£ní teplotu.

54V této úloze byly pouºity op¥t základní jednotky SI (kg, m, s).
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8.4: Numerické °e²ení

(a) Teplota [◦C]

(b) Deformovaný tvar [m] (200× zv¥t²eno)
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(c) σred,τmax [Pa]

(d) Detail na maximum nap¥tí 55

Obrázek 8.4: P°íklad 5-numerické výsledky

55�lutý £tvere£ek v obr. 8.4d ukazuje místo s maximálním nap¥tím.
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8.5 Zhodnocení výsledk·

Tabulka 8.1: Shrnutí výsledk· p°íkladu 5

tmax [◦C] tmin [◦C] σmax
a [MPa]

Salome Meca 100 98,203 482,803

Ansys Workbench 100 98,204 476,25

aRedukované nap¥tí podle podmínky τmax

Z pohledu na tab. 8.1 je patrné, ºe p°i °e²ení termické úlohy je odchylka teplot
vypo£tených Salome Meca se od Ansysu je naprosto zanedbatelná v·£i numerické
chyb¥. Bohuºel tato úloha není analytická °e²itelná z d·vodu sloºité geometrie, takºe
hodnotu minimální teploty není moºno porovnat s p°esnou hodnotou. Nap¥tí se
nejvíce koncentruje v dolním p°echodu. Vzájemná odchylka hodnot z obou program·
je asi 1,5 %.

Je nutno zmínit, ºe zp·sob výroby m·ºe ovlivnit sou£initel tvaru v p°echodu
ºebra a mezikruºí. Tém¥° ostrá hrana na st¥nách ºeber by vznikla p°i výrob¥ sva°ová-
ním, kdy sou£ástka je vyrobena z n¥kolika díl·. Nutno ale poznamenat, ºe p°i sva-
°ování vzniká v okolí svar· tepeln¥ ovlivn¥ná oblast, která m·ºu zp·sobit k°ehké
chování materiálu. Naopak p°i výrob¥ odléváním nebo kováním nikdy nevznikne
na povrchu ostrá hrana, u odlévání z d·vodu zabíhavosti materiálu a u kování z d·-
vodu koncentrace nap¥tí v zápustce p°i jednotlivých úderech. Nenulový polom¥r
zaoblení by mohl vést k zvý²ení nebo sníºení sou£initele tvaru α v p°echodu ºebra.

P°estoºe mez kluzu materiálu je 500 MPa, volil bych volbu lep²ího materiálu
nebo úpravu geometrie, protoºe numerický výpo£et je zatíºen chybou a také mez
kluzu jako materiálový parametr má svou variabilitu. Navíc po p°edchozích tech-
nologických operacích je v sou£ástce ur£itá zbytková napjatost, která nelze ºíháním
k sníºení zbytkového nap¥tí zcela odstranit.
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9 Záv¥r

V úvodu práce byla zmín¥na d·leºitost výpo£tových systém· a numerických
metod v inºenýrské praxi. V úvodu jsou také uvedeny moºnosti instalace prost°edí
Salome Meca a °e²i£e Code_Aster56.

Následn¥ byly zmín¥ny základní principy MKP a Lagrange·v varia£ní princip
jako jedna z moºností popisu podstaty deforma£ní varianty MKP. Posléze byly po-
psaný základní analytické metody pruºnosti a pevnosti, konkrétn¥ prutových t¥les
a to Castiglianova v¥ta a diferenciální rovnice pr·hybové £áry.

Následovaly 2 ilustrativní úlohy s prutovými t¥lesy, které byly 1× nebo vícekrát
staticky neur£ité a zárove¬ se u nich vyskytoval vrubový ú£inek. Bylo zde vyuºito
spojovaní prutových prvk· s prvky objemovými práv¥ pro výpo£et koncentrace na-
p¥tí v míst¥ vrub·. Výsledky byly porovnány s analytickým °e²ením s vyuºitím
nomogram· pro ur£ení sou£initele tvaru α a s komer£ním softwarem Ansys Wor-
kbench. Výsledky se li²ily v rozmezí do 10% (viz tab. 4.1 a 5.1), coº m·ºe mít
za následek numerická chyba výpo£tu a chyba ur£ení sou£initele tvaru α (jedná se
o experimentáln¥ získaná data, která byla aproximována k°ivkami).

Dal²í úlohou byla op¥t strukturální analýza, nyní ale s rota£n¥ symetrickým
t¥lesem, konkrétn¥ rotující st¥nou. Zde byla posouzena úrove¬ modelu p°i výpo£tu
napjatosti ozubeného kola za volné rotace. Op¥t byla provedena veri�kace s ana-
lytickým °e²ením a Ansysem Workbench (viz tab. 6.2). Na záv¥r byl zji²t¥n vliv
dráºkování otvoru kola na výslednou napjatost.

Byla provedena také dynamická úloha, p°i které bylo cílem zjistit vlastní frek-
vence kmitání desky (viz tab. 7.4) a následn¥ odezvu na harmonické buzení liniovým
zatíºením na volném konci (viz obr. 7.5). Srovnání bylo provedeno pomocí softwaru
Ansys Classic (viz obr. 7.6a a 7.6b).

Jako poslední p°íklad byla úloha, která kombinovala ustálenou teplotní a struk-
turální analýzu. Jednalo se o potrubní sou£ást, kde protékající médium oh°ívalo
vnit°ní st¥nu trubky a vn¥ probíhala p°irozená konvekce (viz obr. 8.1). Výsledky
byly srovnány pouze s Ansysem Workbench (viz tab. 8.1), protoºe z d·vodu sloºi-
tosti geometrie není tato úloha analyticky °e²itelná.

56Ob¥ moºnosti byly v rámci této práce vyzkou²eny a ob¥ fungují spolehliv¥.
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Nyní v krátkosti zmíníme výhody/nevýhody softwaru Salome Meca.

Výhody

� OpenSource distribuce.

� Neomezený po£et prvk·/uzl·57.

� Moºnost spojit r·zné typy analýz (strukturální, dynamická, teplotní atd.)
v rámci jednoho výpo£etního souboru.

� Pro post-processing je moºnost vyuºít program ParaView, který má rozsáhlej²í
moºnosti neº vestav¥ný modul Post-Pro58.

Nevýhody

� Hor²í sí´ovací metody a algoritmy.

� Neintuitivní zadávání OP-nutnost tvo°it skupiny, na které se OP aplikují.

� Program se pí²e formou p°íkaz· (analogie k prost°edí Ansys APDL (Classic)).

� Slab²í uºivatelská podpora.

� Hor²í post-processing:

� Nutnost zadat, které veli£iny se mají vytisknout do výsledkového sou-
boru.

� Hor²í interpretace výsledk· (sloºit¥j²í tvorba obrázk·59).

� Omezená podpora OS Windows.

57Studentská licence Ansysu má omezený po£et uzl· na 32 000. P°i analýze kola za volné rotace
do²lo dále ke zji²t¥ní, ºe studentská licence je omezena i na sloºitost geometrie (evolventní p°ímková
plocha).

58Tento modul byl od verze 2014.1 zru²en.
59Výsledkové obrázky v této práci byly tvo°eny v modulu Post-Pro a následn¥ vyti²t¥ny pomocí

programu Shutter jako snímek plochy.
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Zda zvolit komer£ní nebo voln¥ dostupný software, to záleºí na mnoha fakto-
rech. Pokud se uºivateli po£áte£ní investice do zakoupení licence komer£ního pro-
gramu vrátí, není d·vod se jim vyhýbat, navíc jejich uºivatelská podpora je daleko
rozsáhlej²í. Naopak, pokud uºivatel nemá dostate£né prost°edky pro zakoupení li-
cence nebo se mu investice nevrátí, °e²ením m·ºe být voln¥ dostupný software,
nap°. zde zmín¥ný Code_Aster. Jednozna£n¥ lze konstatovat, ºe zmín¥né výhody
voln¥ dostupných softwar· kompenzují jejich nevýhody nebo je dokonce i p°evy²ují.
Uºivatel musí pouze p°ekonat po£áte£ní bariéru a pochopit metodiku tvorby výpo-
£tových model·, protoºe jak bylo zmín¥no, voln¥ dostupné programy nebývají tak
intuitivní jako programy komer£ní, kde se vývojá°i snaºí uºivateli práci co nejvíce
usnadnit, coº m·ºe být na druhou stranu kontraproduktivní a vést pak k mnoha
omyl·m, které mohou mít n¥kdy katastrofální následky.

Celkov¥ lze °íci, ºe ve srovnání s programem Ansys je °e²i£ Code_Aster velice
schopný a na inºenýrské úrovni je adekvátn¥ p°esný (odchylka od analytického °e²ení
a komer£ního softwaru Ansys nep°esáhla 8 %).
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10 Seznam pouºitých zkratek a

symbol·

Zna£ka Jednotka Popis

E [Pa] Young·v modul pruºnosti v tahu
µ [−] Poisson·v pom¥r
G [Pa] Young·v modul pruºnosti ve smyku
σi [Pa] Normálové nap¥tí ve sm¥ru osy i, i = x, y, z

τij [Pa] Smykové nap¥tí v rovin¥ ij, i, j = x, y, z (i 6= j)

oi
[

N
m3

]
Objemové zatíºení ve sm¥ru osy i, i = x, y, z

εi [−] Pom¥rná délková deformace, i = x, y, z

γij [−] Pom¥rná úhlová deformace, i, j = x, y, z (i 6= j)

Jy [m4] Kvadratický moment pr·°ezu Ψ k ose y
UyΨ1 [m3] Statický moment pr·°ezu Ψ1 k ose y
u [m] Posuv ve sm¥ru osy x
v [m] Posuv ve sm¥ru osy y
w [m] Posuv ve sm¥ru osy z
Moi [Nm] Ohybový moment, i = y, z

Ti [N] Posouvající síla, i = y, z

N [N] Normálová síla
Mk [Nm] Kroutící moment
n

[
1

min

]
Otá£ky

ω
[

rad
s

]
Úhlová rychlost

α [−] Sou£initel tvaru
σred [Pa] Redukované nap¥tí
σK [Pa] Mez kluzu materiálu
kK [−] Bezpe£nost v·£i MSP
wdov [m] Dovolený pr·hyb
kD [−] Bezpe£nost v·£i MSD
r [m] Radiální sou°adnice
σr [Pa] Radiální nap¥tí
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Kap. 10: Seznam pouºitých zkratek a symbol·

σt [Pa] Te£né (tangenciální) nap¥tí
q

[
N
m

]
Liniové zatíºení

∆f [Hz] Rozsah budící frekvence
ξ [−] Pom¥rný útlum
αr

[
1
s

]
Sou£initel viskózního tlumení

βr [s] Sou£initel viskózního tlumení
M [kg] Matice hmotnosti
B

[
N s
m

]
Matice tlumení

Q [N] Matice buzení
q, q̇, q̈ [m] ,

[
m
s

]
,
[

m
s2

]
Zobecn¥ná sou°adnice a její £asové derivace

Π [J] Potenciální energie (potenciál)
K

[
N
m

]
Matice tuhosti

F [N] Matice zatíºení
u [m] Matice neznámých deforma£ních parametr·
A Matice soustavy
x Vektor neznámých
b Vektor pravých stran
ρ

[
kg
m3

]
Hustota materiálu

λ
[

W
m K

]
Sou£initel tepelné vodivosti

αc
[

W
m2 K

]
Sou£initel p°estupu tepla

αT
[

1
K

]
Sou£initel délkové roztaºnosti

cp

[
J

kg K

]
M¥rná tepelná kapacita za konstantního tlaku

T [K] Teplota (termodynamická)
t [◦C] Teplota
q̇

[
W
m2

]
Hustota tepelného toku

Q̇ [W] Tepelný tok
SR Statická rovnováha
MKP Metoda kone£ných prvk·
FEM Finite element method
FVM Finite volume method
GCS Global coordinates system
CCS Cylindrical coordinates system
VVÚ Výsledné vnit°ní ú£inky
MSP Mezní stav pruºnosti
MSD Mezní stav deformace
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11 Seznam p°íloh

Sou£ástí práce je kapitola obsahující vztahy vyuºívané k analytickým výpo£t·m
u jednotlivých p°íklad·, v£etn¥ jejich odvození (viz kap. A).

Sou£ástí práce je také DVD, které obsahuje:

� elektronickou verzi této práce ve formátu *.pdf,

� obrázkovou p°ílohu ve formátu *.pdf,

� skripty z Matlabu pro °e²ení soustav rovnic a pr·b¥h· nap¥tí.
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Kap. 11: Seznam p°íloh
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A Vztahy k p°íklad·m

A.1 P°íklad 1

A.1.1 Výpo£et FB-Castiglianova v¥ta

wB =
∂W

∂FB
=

∫
γ

Moy

EJy

∂Moy

∂FB
dx+

∫
γ

βTz
GS

∂Tz
∂FB

dx = 0

1

EJy

(∫ c

0

−Fx1 · 0 dx1︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ d

0

(
− F (c+ x2) + FBx2

)
x2 dx2 +

∫ l1

0

(
− F (c+ d+ x3)

+ FB(d+ x3) +M
)(
d+ x3

)
dx3

)
+

β

GS

(∫ c

0

−F · 0 dx1︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ d+l1

0

(−F + FB) · 1 dx2

)
= 0

β

GS

∫ d+l1

0

(−F + FB) · 1 dx2︸ ︷︷ ︸
=I1

+
1

EJy

(∫ d

0

(
− F (c+ x2) + FBx2

)
x2 dx2︸ ︷︷ ︸

=I2

+

∫ l1

0

(
− F (c+ d+ x3) + FB(d+ x3) +M

)(
d+ x3

)
dx3︸ ︷︷ ︸

=I3

)
= 0

I1 =

∫ d+l1

0

(−F + FB) dx2 = (−F + FB) [x2]d+l1
0 = (−F + FB) (d+ l1)

I2 =

∫ d

0

(
− F

(
cx2 + x2

2

)
+ FBx

2
2

)
dx2 =

[
−F

(
c
x2

2

2
+
x3

2

3

)
+ FB

x3
2

3

]d
0

= −F
(
c
d2

2
+
d3

3

)
+ FB

d3

3

I3 =

∫ l1

0

(
− F

(
cd+ cx3 + d2 + 2dx3 + x2

3

)
+ FB

(
d2 + 2dx3 + x2

3

)
+M (d+ x3) dx3

)
=

[
−F

(
cdx3 + c

x2
3

2
+ d2x3 + dx2

3 +
x3

3

3

)
+ FB

(
d2x3 + dx2

3 +
x3

3

3

)
+M

(
dx3 +

x2
3

2

)]l1
0

= −F
(
cdl1 + c

l21
2

+ d2l1 + dl21 +
l31
3

)
+ FB

(
d2l1 + dl21 +

l31
3

)
+M

(
dl1 +

l21
2

)
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Kap. A: Vztahy k p°íklad·m

Dosazením I1, I2 a I3 zp¥t, p°evodem známých veli£in a úpravami dostáváme
kone£ný vztah (A.1) pro sílu FB ve tvaru

FB =

1

EJy

[
F

(
c
d2

2
+
d3

3
+ cdl1 + c

l21
2

+ d2l1 + d
l21
2

+
l31
3

)
−M

(
dl1 +

l21
2

)]
1

EJy

[
d3

3
+ d2l1 + dl21 +

l31
3

]
+

β

GS

[
d+ l1

]

+

βF

GS

[
d+ l1

]
1

EJy

[
d3

3
+ d2l1 + dl21 +

l31
3

]
+

β

GS

[
d+ l1

] . (A.1)

A.1.2 Maximální pr·hyb

Obrázek A.1: �e²ení wmax po-
mocí Castiglianovy v¥ty,

∣∣∣ #»

F dop

∣∣∣ =

0

Maximální pr·hyb hledáme pomocí Castig-
lianovy v¥ty na neznámém rameni (viz obr. A.1).
M·ºeme tedy psát

w =
∂W

∂Fdop

=

∫
γ

(
βTz
GS

∂Tz
∂Fdop

+

Moy

EJy

∂Moy

∂Fdop

)
dx. (A.2)

Jediná VVÚ, která jsou funkcí Fdop, jsou

Tz4 = F − FB − Fdop, (A.3a)

Moy4 = −F (c+ d+ x+ x4) + FB (d+ x+ x4) +M − Fdopx4, (A.3b)

kde x4 ∈ 〈0; l1 − x〉.
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A.1: P°íklad 1

Dosazením (A.3a) a (A.3b) a jejich p°íslu²ných parciálních derivací do (A.2)
získáváme

w =

∫ l1−x

0

β(F − FB)

GS
· 1 dx4 +

1

EJy

∫ l1−x

0

−
(
F (c+ d+ x+ x4)

+ FB (d+ x+ x4) +M
)

(−x4) dx4 =
β (F − FB)

GS

[
x4

]l1−x
0

+
1

EJy

[
F

(
(c+ d+ x)

x2
4

2
+
x3

4

3

)
− FB

(
(d+ x)

x2
4

2
+
x3

4

3

)
−Mx2

4

2

]l1−x
0

.

Dosazením mezí získáváme výsledný vztah (A.4) pro pr·hyb w

w =
β (F − FB)

GS
(l1 − x) +

1

EJy

[
F

(
(c+ d+ x)

(l1 − x)2

2
+

(l1 − x)3

3

)

− FB

(
(d+ x)

(l1 − x)2

2
+

(l1 − x)3

3

)
−M (l1 − x)2

2

]
. (A.4)
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Kap. A: Vztahy k p°íklad·m

A.2 P°íklad 2

A.2.1 Výpo£et NA a MA-Castiglianova v¥ta

uA =
∂W

∂NA

=

∫
γ

Moy

EJy

∂Moy

∂NA

dx = 0 (A.5a)

ϑA =
∂W

∂MA

=

∫
γ

Moy

EJy

∂Moy

∂MA

dx = 0 (A.5b)

uA =
1

EJy

(∫ a

0

(
MA −

F

2
x1

)
· 0 dx1︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ a

0

(
MA −

F

2
a+NAx2

)
· x2 dx2

)
=

=
1

EJy

[
MA

x2
2

2
− Fa

2

x2
2

2
+NA

x3
2

3

]a
0

=
a2

EJy

(
MA

2
− Fa

4
+
NAa

3

)
= 0

ϑA =
1

EJy

(∫ a

0

(
MA −

F

2
x1

)
· 1 dx1 +

∫ a

0

(
MA −

F

2
a+NAx2

)
· 1 dx2

)
=

=
1

EJy

([
MAx1 −

F

2

x2
1

2

]a
0

+

[
MAx2 −

Fa

2
x2 +NA

x2
2

2

]a
0

)
=

=
a

EJy

(
2MA − F

3a

4
+NA

a

2

)
= 0

Úpravou výraz· uA a ϑA získáváme soustavu rovnic

MA

2
+
NAa

3
=
Fa

4
, (A.6a)

2MA +
NAa

2
=

3Fa

4
. (A.6b)

Maticov¥ m·ºeme sousavu p°epsat jako(
a
3

1
2

a
2

2

)
·

(
NA

MA

)
=

(
Fa
4

3Fa
4

)
. (A.7)

P°edchozí °e²ení vychází z p°edpokladu, ºe NA a MA jsou vzájemn¥ nezávislé.
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A.2: P°íklad 2

Nyní budeme p°edpokládat, ºe jsou vzájemn¥ závislé. Princip °e²ení spo£ívá
v tom, ºe vy°e²íme podmínku (A.5b) a tím získáváme MA = f(NA). Vyjád°ením
MA z rovnice (A.6b) získáváme

MA =
3Fa

8
− NAa

4
.

Dosazením MA do deforma£ní podmínky (A.5a) a jejím °e²ením získáme NA.

uA =
1

EJy

(∫ a

0

(
3F

8
a− NA

4
a− F

2
x1

)(
−a

4

)
dx1+

∫ a

0

(
3F

8
a− F

2
a︸ ︷︷ ︸

=−F
8
a

−NA

4
a+NAx2

)(
−a

4
+ x2

)
dx2

)
= 0

[
−3F

32
a2x1 +

NA

16
a2x1 +

F

8
a
x2

1

2

]a
0

+

[
F

32
a2x2+

NA

16
a2x2−

NA

4
a
x2

2

2
−F

8
a
x2

2

2
−NA

4
a
x2

2

2
+

NA
x3

2

3

]a
0

= a3

(
− F

16
+NA

3 + 3 + 16− 6− 6

48

)
= a3

(
− F

16
+

10NA

48

)
= 0

NA =
3F

10

MA =
3F

8
a− 3F

40
a =

3F

10
a

101



Kap. A: Vztahy k p°íklad·m

A.2.2 Maximální pr·hyb

wmax =
∂W

∂ F
2

=

∫
γ

(
N

ES

∂N

∂ F
2︸ ︷︷ ︸

=I1

+
βTz
GS

∂Tz

∂ F
2︸ ︷︷ ︸

=I2

+
Moy

EJy

∂Moy

∂ F
2︸ ︷︷ ︸

=I3

)
dx

I1 =
1

ES

(∫ a

0

−NA ·
(
−3

5

)
dx1 +

∫ a

0

−F
2
· (−1) dx2

)
=

1

ES

(
Fa

2
+

3NAa

5

)

I2 =
β

GS

(∫ a

0

−F
2
· (−1) dx1 +

∫ a

0

NA ·
(

3

5

)
dx2

)
=

β

GS

(
Fa

2
+

3NAa

5

)

I3 =
1

EJy

(∫ a

0

(
MA −

F

2
x1

)(
3a

5
− x1

)
dx1︸ ︷︷ ︸

=I4

+

∫ a

0

(
MA −

F

2
a+NAx2

)(
3

5
a− a+

3

5
x2

)
dx2︸ ︷︷ ︸

=I5

)

I4 =

[
3MAa

5
x1 −

3Fa

10

x2
1

2
−MA

x2
1

2
+
F

2

x3
1

3

]a
0

=
MAa

2

10
+
Fa3

60

I5 =

[
−2MAa

5
x2 +

Fa2

2

2

5
x2 −

2NAa

5

x2
2

2
+

3MA

5

x2
2

2
− Fa

2

3

5

x2
2

2
+

3NA

5

x3
2

3

]a
0

=

= −MAa
2

10
+
Fa3

20

wmax = a

(
1

ES
+

β

GS

)(
F

2
+

3NA

5

)
+
Fa3

EJy

(
1

60
+

1

20

)
(A.8)
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A.3: P°íklad 3

A.3 P°íklad 3

A.3.1 Vztahy pro rotující st¥nu

Obrázek A.2: Rotující st¥na-uvoln¥ný pr-
vek (p°evzato a upraveno z [3])

Pro sestavení diferenciální rovnice
radiálního posuvu u pot°ebujeme:

1. Rovnici rovnováhy uvoln¥ného prvku
(viz obr. A.2) v radiálním sm¥ru
[3].

σr − σt + r
dσr
dr

= −ρr2ω2 (A.9)

2. Geometrické rovnice uvoln¥ného
prvku [3].

εr =
du

dr
(A.10a)

εt =
u

r
(A.10b)

3. Konstitutivní vztahy: Hook·v zá-
kon pro dvojosou napjatost [3].

σr =
E (εr + µεt)

1− µ2
(A.11a)

σt =
E (εt + µεr)

1− µ2
(A.11b)

σz = 0 (A.11c)

Vyuºitím konstitutivních a geometrických rovnic a jejich dosazením do rovnice
statické rovnováhy (A.9) získáváme diferenciální rovnici

d2u

dr2
+

1

r

du

dr
− u

r2
= −1− µ2

E
ρrω2, (A.12)

která je nehomogenní diferenciální rovnicí 2. °ádu Eulerova typu [3].
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Její °e²ení spo£ívá v zavedení substituci dle (A.13)

r = et, t = ln r (A.13)

a vyjád°ení derivací d2u
dr2

a du
dr

jako derivace u podle prom¥nné t (viz (A.14a)
a (A.14b)).

du

dr
=

du

dt

dt

dr
= u̇

1

r
(A.14a)

d2u

dr2
=

d

dr

(
u̇

1

r

)
=

du̇

dr

1

r
+ u̇

(
− 1

r2

)
=

du̇

dt

dt

dr

1

r
− u̇ 1

r2
=
ü− u̇
r2

(A.14b)

Dosazením p°íslu²ných derivací a úpravou získáváme nehomogenní oby£ejnou dife-
renciální rovnici 2. °ádu dle (A.15)

ü− u = −1− µ2

E
ρω2r3. (A.15)

Prvn¥ vy°e²íme homogenní £ást rovnice (viz níºe).

λ2 − 1 = 0

λ1,2 = ±1

u(t) = C1et + C2e−t + up (A.16)

Partikulární °e²ení ur£íme pomocí metody neur£itých koe�cient·.

b(t) = −1− µ2

E
ρω2e3t

Jelikoº λ∗ = 3 není ko°enem charakteristické rovnice, partikulární °e²ení a jeho
derivace budou ve tvaru

up = ae3t, u̇p = 3ae3t, üp = 9ae3t.

9ae3t − ae3t = −1− µ2

E
ρω2e3t

8a = −1− µ2

E
ρω2

a = −1− µ2

8E
ρω2
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Celkové °e²ení diferenciální rovnice (A.15) je

u(t) = C1et + C2e−t − 1− µ2

8E
ρω2e3t.

Zp¥tným dosazením substituce (A.13) získáváme analytické °e²ení diferenciální °e-
²ení radiálního posuvu u dle rovnice (A.17)

u(r) = C1r +
C2

r
− 1− µ2

8E
ρω2r3. (A.17)

S vyuºitím geometrických a konstitutivních vztah· m·ºeme z rovnice (A.17)
získat vztahy pro nap¥tí σr, σt a σz jako

σr(r) = A− B

r2
− 3 + µ

8
ρω2r2, (A.18a)

σt(r) = A+
B

r2
− 1 + 3µ

8
ρω2r2, (A.18b)

σz(r) = 0, (A.18c)

p°i£emº vztahy mezi konstantami A a C1, resp. B a C2 de�nujeme dle (A.19a),
resp. (A.19b) jako

C1 =
1− µ
E

A, (A.19a)

C2 =
1 + µ

E
B. (A.19b)

Rovnice (A.18a) aº (A.19b) byly p°evzaty z [3].
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A.3.2 Ur£ení integra£ních konstant

Výpo£tový model 1

Dosadíme okrajové podmínky (6.3a) a (6.3b) do vztahu pro radiální nap¥tí σr
dle vztahu (A.18a).

0 = A− B

R2
1

− 3 + µ

8
ρω2R2

1 (A.20a)

0 = A− B

R2
2

− 3 + µ

8
ρω2R2

2 (A.20b)

Získáváme soustavu 2 rovnic, kde neznámými jsou konstanty A a B. Rovnice od sebe
ode£teme a získáváme vztah pro konstantu B.

0 = B

(
1

R2
1

− 1

R2
2︸ ︷︷ ︸

=
R2
2−R2

1
R2
1R

2
2

)
− 3 + µ

8
ρω2(R2

2 −R2
1)

B =
3 + µ

8
ρω2R2

1R
2
2

Dosazením do jedné z rovnic získáme konstantu A.

0 = A− 3 + µ

8
ρω2R2

1 −
3 + µ

8
ρω2R2

2

A =
3 + µ

8
ρω2(R2

1 +R2
2)

Výsledné vztahy pro konstanty A a B jsou (A.21a) a (A.21b)

A =
3 + µ

8
ρω2(R2

1 +R2
2), (A.21a)

B =
3 + µ

8
ρω2R2

1R
2
2. (A.21b)
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Výpo£tový model 2

Dosadíme okrajové podmínky (6.9a) a (6.9b) do vztahu pro radiální nap¥tí σr
dle vztahu (A.18a).

0 = A− B

R2
1

− 3 + µ

8
ρω2R2

1 (A.22a)

p = A− B

R2
2

− 3 + µ

8
ρω2R2

2 (A.22b)

Rovnice od sebe op¥t ode£teme a získáváme vztah pro konstantu B.

p = B

(
1

R2
1

− 1

R2
2︸ ︷︷ ︸

=
R2
2−R2

1
R2
1R

2
2

)
− 3 + µ

8
ρω2(R2

2 −R2
1)

B =
pR2

1R
2
2

R2
2 −R2

1

+
3 + µ

8
ρω2R2

1R
2
2

Konstantu B dosadíme do rovnice (A.22a) a získáváme konstantu A.

0 = A−
(

pR2
2

R2
2 −R2

1

+
3 + µ

8
ρω2R2

2

)
− 3 + µ

8
ρω2R2

1

A =
pR2

2

R2
2 −R2

1

+
3 + µ

8
ρω2

(
R2

2 +R2
1

)
Výsledné vztahy pro konstanty A a B jsou (A.23a) a (A.23b)

A =
pR2

2

R2
2 −R2

1

+
3 + µ

8
ρω2

(
R2

2 +R2
1

)
, (A.23a)

B =
pR2

1R
2
2

R2
2 −R2

1

+
3 + µ

8
ρω2R2

1R
2
2. (A.23b)
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A.4 Odvození pr·°ezové charakteristiky β

β =

∫∫
Ψ

U2
yΨ1

S

b2(z)J2
y

dydz (A.24)

A.4.1 Kruhový pr·°ez

Obrázek A.3: Kruhový pr·°ez

Ψ : y2 + z2 = R2

Ψ1 : y2 + z2 = R2

z = z0

α = arcsin
z0

R

y = ρ cosϕ (A.25a)

z = ρ sinϕ (A.25b)

dydz = ρ dρdϕ (A.25c)

Ψ∗ : 0 ≤ ρ ≤ R

0 ≤ ϕ ≤ 2π

Ψ∗1 :
z0

sinϕ
≤ ρ ≤ R

α ≤ ϕ ≤ π − α

UyΨ1 =

∫∫
Ψ1

z dydz (A.26)

UyΨ1 =

∫ π−α

α

(∫ R

z0
sinϕ

ρ sinϕρ dρ

)
dϕ =

1

3

∫ π−α

α

sinϕ
[
ρ3
]R

z0
sinϕ

dϕ

=
1

3

∫ π−α

α

(
R3 sinϕ− z3

0

sin2 ϕ

)
dϕ =

R3

3
[− cosϕ]π−αα +

z3
0

3
[cotϕ]π−αα

=
R3

3

(
− cos(π − α)− (− cosα)

)
+
z3

0

3

(
cot(π − α)− cotα)

)
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cos(π − α) = − cosα (A.27a)

cot(π − α) =
cos(π − α)

sin(π − α)
= − cotα (A.27b)

UyΨ1 =
2R3

3
cosα− 2z3

0

3
cotα

cosα = cos
(

arcsin
z0

R

)
=

√
1− z2

0

R2
=

1

R

√
R2 − z2

0 (A.28a)

cotα = cot
(

arcsin
z0

R

)
=

√
1− z20

R2

z0
R

=
R

z0

√
1− z2

0

R2
(A.28b)

UyΨ1 =
2R2

3

√
R2 − z2

0 −
2z2

0

3

√
R2 − z2

0 =
2

3

(
R2 − z2

0

)3/2
UyΨ1 =

2

3

(
R2 − z2

)3/2 (A.29)

b(z) = 2
√
R2 − z2 (A.30)

β =
S

J2
y

∫ 2π

0


∫ R

0

(
2
3

(
R2 − (ρ sinϕ)2)3/2)2

(
2
√
R2 − (ρ sinϕ)2

)2 ρ dρ

 dϕ

=
S

9J2
y

∫ 2π

0

(∫ R

0

(
R4 − 2R2ρ2 sin2 ϕ+ ρ4 sin4

)
ρ dρ

)
dϕ

=
S

9J2
y

∫ 2π

0

[
R4ρ

2

2
− 2R2ρ

4

4
sin2 ϕ+

ρ6

6
sin4 ϕ

]R
0

dϕ

=
R6S

18J2
y

∫ 2π

0

(
1− sin2 ϕ︸ ︷︷ ︸

=cos2 ϕ

+
sin4 ϕ

3

)
dϕ

∫ 2π

0

cos2 ϕ dϕ =

∫ 2π

0

1

2

(
1 + cos(2ϕ)

)
= π (A.31a)∫ 2π

0

sin4 ϕ dϕ =

∫ 2π

0

(
3

8
− cos(2ϕ)

2
+

cos(4ϕ)

8

)
dϕ =

3π

4
(A.31b)
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β =
R6S

18J2
y

(
π +

1

3

3π

4

)
=
R6S

18J2
y

5π

4

S = πR2 (A.32a)

Jy =
πR4

4
(A.32b)

β =
R6πR2

18
(
πR4

4

)2

5π

4
=

16 · 5π2R8

18 · 4π2R8
=

10

9

β =
10

9
(A.33)
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A.4.2 Obdélníkový pr·°ez

Obrázek A.4: Obdélníkový pr·°ez

Ψ : − b
2
≤ y ≤ b

2

−h
2
≤ z ≤ h

2

Ψ1 : − b
2
≤ y ≤ b

2

z0 ≤ z ≤ h

2

UyΨ1 =

∫ b
2

− b
2

(∫ h
2

z0

z dz

)
dy =

1

2

∫ b
2

− b
2

[
z2
]h

2

z0
dy =

b

2

(
h2

4
− z2

0

)

UyΨ1 =
b

2

(
h2

4
− z2

)
(A.34)

β =
S

J2
y

∫ b
2

− b
2


∫ h

2

−h
2

(
b
2

(
h2

4
− z2

))2

b2
dz

 dy

=
S

4J2
y

∫ b
2

− b
2

(∫ h
2

−h
2

(
h4

16
− h2z2

2
+ z4

)
dz

)
dy

=
S

4J2
y

∫ b
2

− b
2

(
h5

16
+

[
−h

2z3

6
+
z5

5

]h
2

−h
2

)
dy

=
S

4J2
y

∫ b
2

− b
2

(
h5

16
− h5

24
+
h5

80

)
dy =

bS

4J2
y

h5

30

S = bh (A.35a)

Jy =
bh3

12
(A.35b)

β =
b2h

4
(
bh3

12

)2

h5

30
=

144b2h6

4 · 30b2h6
=

144

120
= 1,2

β = 1,2 (A.36)
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