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MATEMATICKÉ KYVADLO A FUNKCIONÁLNA ANALÝZA

DANIEL ČAPUTA

Abstrakt. Tento článok sa zaoberá existenciou (a pŕıpadnou jednoznačnost’ou) pe-

riodických riešeńı nelineárneho modelu matematického kyvadla so spojitou, nepár-

nou a periodickou pravou stranou. V článku je naznačené odvodenie diferenciálnej
rovnice výchylky kyvadla a prevedenie pŕıslušného okrajového problému na ekvi-

valentnú integrálnu rovnicu. Jej zovšeobecneńım je integrálna rovnica tzv. Ham-

mersteinovho typu. Na túto rovnicu sú aplikované vety o pevnom bode, ktorých
dôsledkom je existencia, resp. jednoznačnost’ jej riešenia. Tieto výsledky sú potom

aplikované na model matematického kyvadla a je hlbšie diskutovaná podmienka pre

jednoznačnost’ riešenia.

1. Úvod

Matematické kyvadlo je jedným z najjednoduchš́ıch modelov nelineárneho os-
cilátora, napriek tomu ale môže jeho analýza viest’ k netriviálnym problémom.
Jedným z nich je otázka existencie (a jednoznačnosti) periodických riešeńı ne-
lineárneho modelu s pravou stranou.

Štruktúra článku je nasledovná. V d’al’̌sej sekcii naznač́ıme odvodenie pohybovej
rovnice matematického kyvadla, pribĺıžime vybrané úseky z histórie problematiky
a poṕı̌seme možnú linearizáciu rovnice a problémy, ktoré prináša. V sekcii 3 sa bu-
deme zaoberat’ naš́ım problémom – dokázat’ existenciu (a pŕıpadne jednoznačnost’)
nepárneho, periodického riešenia nelinárnej diferenciálnej rovnice matematického
kyvadla. Túto úlohu vieme previest’ na okrajový problém, ktorý preṕı̌seme na ek-
vivalentnú integrálnu rovnicu. Tú zovšeobecńıme na integrálnu rovnicu tzv. Ham-
mersteinovho typu a na túto rovnicu budeme aplikovat’ Schauderovu (resp. Bana-
chovu) vetu o pevnom bode. Posledná čast’ tejto sekcie je venovaná podmienke pre
jednoznačnost’ riešenia v priestore Lp, kde sú odvodené nové výsledky.

2. Matematické kyvadlo

Uvažujme hmotný bod o hmotnosti m zavesený na konci rovného, tenkého lana

d́lžky l, ktorého druhý koniec je pevne ukotvený. Počas pohybu si lano zachováva
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tvar – nedeformuje sa a jeho vlastnú hmot-
nost’ zanedbávame. Hmotný bod sa nachádza v
homogénnom gravitačnom poli s gravitačným
zrýchleńım g, odporové sily prostredia a trenie
neuvažujeme.

Po vychýleńı z rovnovážnej polohy pôsobia
na hmotný bod dve sily. Ťahová sila od lana
T pôsob́ı vždy v radiálnom smere, na po-
hybe sa nepodiel’a. Sila spôsobená gravitačným
zrýchleńım Fg = mg sa rozdeĺı na radiálnu a
axiálnu zložku. Radiálna zložka Fg,r je v rov-
nováhe s t’ahovou silou od lana, axiálna zložka
Fg,a = −mg sinu, kde u je uhol medzi kyvad-
lom a vertikálou, sa snaž́ı vrátit’ hmotný bod do rovnovážnej polohy. Za týchto
predpokladov vieme odvodit’ pohybovú rovnicu hmotného bodu

u′′ + α2 sinu = 0,

kde u je uhol medzi hmotným bodom a vertikálou a α =
√
g/l; č́ıslo α sa vetšinou

nazýva vlastná frekvencia kyvadla. Ak na hmotný bod pôsob́ı aj externá sila f(x),
pohybová rovnica vyzerá nasledovne

u′′ + α2 sinu = f(x). (1)

Napriek vel’mi jednoduchým predpokladom sme dospeli k nelineárnej diferenciálnej
rovnici druhého rádu, ktorú prakticky nevieme analyticky riešit’.

2.1. História

V tejto časti pribĺıžime vybrané úseky histórie problematiky súvisiace s naš́ım
problémom, viac informácii sa dá nájst’ napŕıklad v [3]. Jednou z najdôležiteǰśıch
prác týkajúcou sa rovnicami nútených kmitov kyvadla, bol článok nemeckého ma-
tematika Hamela publikovaný v časopise Mathematische Annalen v roku 1922.
Hamel v tomto článku nadviazal na Duffingovu monografiu z roku 1918, ktorá sa
zaoberala približným určeńım periodických riešeńı rovnice (tzv. Duffingovej rov-
nice)

u′′ + au− cu3 = b sinx,

kde sa využili prvé dva členy Taylorovho rozvoja sinu. Hamel vo svojom článku
ako prvý dokázal existenciu 2π-periodického riešenia rovnice

u′′ + a sinu = b sinx (2)

pomocou variačného počtu. Jeho dôkaz založený na variačnom prinćıpe sa dá
rozš́ırit’ na všeobecneǰsiu pravú stranu, kde b sinx je nahradená l’ubovol’nou spo-
jitou, 2π-periodickou funkciou so strednou hodnotou nula. Hamel sa d’alej zaobe-
ral existenciou nepárnych riešeńı rovnice (2), kde s využit́ım nepárneho a pe-
riodického charakteru úlohy prevedie okrajový problém, pozostávajúci z (2) a
u(0) = u(π) = 0, na ekvivalentnú nelineárnu integrálnu rovnicu a pomocou metódy
postupných aproximácíı dokáže jednoznačnost’ riešenia za predpokladu a < 1.
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Článok Birkhoffa a Kellogga o pevných bodoch publikovaný v tom istom roku ob-
sahuje aplikáciu, ktorá by implikovala existenciu riešenia pre každé a. Touto čast’ou
článku inšpiruje Hammersteina k jeho výskumu nelineárnych integrálnych rovńıc.
Hamel v tomto článku použil viaceré zo základných metód nelineárnej analýzy,
pričom niektoré z nich sám vymyslel, č́ım d’alej rozvinul záujem o túto discipĺınu.

Po Hamelovi sa problematike periodických riešeńı rovnice (2) venovali via-
ceŕı matematici. Záujem o rovnicu nútených kmitov kyvadla znovu vzbudil Fuč́ık
v roku 1970, ked’ skúmal periodické riešenia rovnice

−u′′ + sinu = f(x),

a napriek tomu, že dosiahol len čiastočné výsledky, jeho práca motivovala Castra,
Dancera a Willema, ktoŕı využili pri analýze nútených kmitov variačný počet, a
po viac ako šest’desiatich rokoch po Hamelovom prvom periodickom riešeńı bolo
dokázané druhé periodické riešenie. Poznamenajme ešte, že na začiatku devät’-
desiatych rokov sa stala rovnica nútených kmitov (dvojitého) kyvadla jedným zo
symbolov pre teóriu chaosu.

2.2. Linearizácia

Nakol’ko limu→0 sinu/u = 1, pre malé výchylky u vieme približne aproximovat’

sinus jeho argumentom. Použit́ım tohto odhadu v rovnici (1) dostaneme lineárnu
diferenciálnu rovnicu v tvare

u′′ + α2u = f(x), (3)

ktorú vieme analyticky vyriešit’. Ak je budiaca sila f(x) periodická, s uhlovou frek-
venciou ω, tak má táto rovnica periodické riešenie s rovnakou uhlovou frekvenciou
pre každé ω, také že vlastná frekvencia kyvadla nie je ich prirodzeným násobkom.
Z fyzikálneho pohl’adu to znamená, že ak na kyvadlo pôsob́ı oscilačná sila, tak
pri istých počiatočných podmienkach kyvadlo začne kmitat’ v súlade s touto silou.
Problém nastáva najmä, ak má vonkaǰsia sila rovnakú uhlovú frekvenciu ako je
vlastná frekvencia kyvadla. V tomto pŕıpade neexistuje periodické riešenie rovnice
(3) a všetky riešenia sú neobmedzené, hovoŕıme o rezonancii.

Jednou z možnost́ı, ako mat’ lineárny model nevykazujúci tento jav, je nezaned-
banie trećıch a odporových śıl. Pohybová rovnica takéhoto systému môže vyzerat’

nasledovne

u′′ + cu′ + α2u = f(x), (4)

kde tlmiaci člen má podobu výrazu s prvou deriváciou a c je konštanta. Ak v rov-
nici zahrnieme tieto sily, tak rezonancia nenastane a rovnica (4) má vždy peri-
odické riešenie. Z fyzikálneho hl’adiska to môžeme vysvetlit’ tak, že konečná sila
nemôže vyprodukovat’ nekonečnú odozvu, pri pŕıtomnosti trećıch śıl je amplitúda
pohybu obmedzená. Tento fakt naznačuje, že pre periodickú vonkaǰsiu silu bude
vždy existovat’ periodická odozva, rezonancia nenastane.

Prirodzená otázka je, či nelinearita v našom modeli dokáže rovnako, ako trecie
sily, zamedzit’ rezonancii, a teda, či má rovnica (1) vždy periodické riešenie, čo
intuit́ıvne očakávame.
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3. Analýza rovnice matematického kyvadla

Predpokladajme, že funkcia f(x) – sila pôsobiaca na kyvadlo, je spojitá, nepárna a
periodická funkcia s uhlovou frekvenciou ω a zauj́ıma nás, či má za týchto predpo-
kladov rovnica (1) periodické riešenie. Zjednodušme problém preškálovańım času
tak, aby vonkaǰsia sila mala periódu 2. Zavedeńım substitúcie t = ωx/π nadobudne
rovnica (1) tvar

d2u

dt2
+
α2π2

ω2
sinu = f(t)

π2

ω2
.

Označme

β =
απ

ω
a F (t) = f(t)

π2

ω2
. (5)

Rovnica potom vyzerá nasledovne

u′′ + β2 sinu = F (t), (6)

kde u′′ = d2u
dt2 . Budeme redukovat’ problém nájdenia periodického riešenia (6) na

problém nájdenia riešenia dvojbodovej okrajovej úlohy na [0, 1]. Predpokladajme,
že vieme nájst’ funkciu u : [0, 1] → R tak, že u(0) = u(1) = 0 a u(t) je riešeńım
rovnice (6) (v zmysle, že u je spojitá funkcia so spojitými deriváciami prvého a

druhého rádu a u sṕlňa rovnicu (6) pre všetky t ∈ [0, 1]). Potom, vzhl’adom na
nepárny a periodický charakter úlohy vieme túto funkciu rozš́ırit’ najprv na interval
[−1, 1], kde polož́ıme u(t) = −u(−t) pre t ∈ [−1, 0] a potom periodicky na celú
reálnu osu. Takto obdržaná funkcia u je 2-periodickým riešeńım rovnice na R a je
nepárna.

Riešime okrajový problém

u′′ + β2 sinu = F (t),

u(0) = u(1) = 0
(7)

na [0, 1]. Prehl’adový obrázok načrtáva, ako budeme postupovat’. Využit́ım peri-
odického a nepárneho charakteru úlohy a preškálovania času sme dokázali preṕısat’

diferenciálnu rovnicu (1) na okrajový problém (7), ktorý vieme previest’ na ekviva-
lentnú integrálnu rovnicu (8), vid’ nasledujúca sekcia. Túto rovnicu zovšeobecńıme
na Hammersteinovu integrálnu rovnicu (12), pre ktorú pomocou Schauderovej vety
o pevnom bode dokážeme existenciu riešenia a pomocou Banachovej vety o pev-
nom bode odvod́ıme podmienku, za ktorej bude existovat’ jej jednoznačné riešenie.
Tieto poznatky potom aplikujeme na našu konkrétnu rovnicu.

Diferenciálna
rovnica (1)
[periodické

riešenie]

Okrajový
problém

(7)

Integrálna
rovnica
(8)

(12)
Hammersteinova r.

Banach

Schauder
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3.1. Prevedenie okrajovej úlohy na integrálnu rovnicu

Teraz ukážeme, že vieme okrajový problém (7) preṕısat’ do ekvivalentnej integrálnej
rovnice

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s, u(s)) ds, (8)

v priestore C[0, 1], kde

G(t, s) =

{
t(s− 1) pre 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

(t− 1)s pre 0 ≤ s < t ≤ 1
a h(s, t) = F (s)− β2 sin t.

Veta 3.1. Funkcia u(t) je riešeńım okrajového problému (7) práve vtedy, ak je
spojitým riešeńım integrálnej rovnice (8).

Dôkaz. Dokážme najprv smer
”
⇐“. Naṕı̌sme integrálnu rovnicu (8) v tvare

u(t) =

∫ t

0

(t− 1)sh(s, u(s)) ds+

∫ 1

t

t(s− 1)h(s, u(s)) ds

= (t− 1)

∫ t

0

sh(s, u(s)) ds+ t

∫ 1

t

(s− 1)h(s, u(s)) ds

(9)

pre t ∈ [0, 1]. Dosadeńım do tohto vyjadrenia integrálnej rovnice l’ahko oveŕıme
okrajové podmienky. Toto vyjadrenie dvakrát zderivujeme podl’a premennej t (kde
integrály derivujeme ako funkciu hornej resp. dolnej medze) a postupne dostávame

u′(t) =

∫ 1

0

sh(s, u(s)) ds−
∫ 1

t

h(s, u(s)) ds,

u′′(t) = h(t)

pre t ∈ [0, 1], č́ım sme dokázali smer
”
⇐“.

Ukážme, že plat́ı aj implikácia
”
⇒“. Výjdeme z rovnice

u′′(t) = h(t, u(t)) (10)

pre t ∈ [0, 1]. Túto rovnicu dvakrát zintegrujeme od 0 do t a využit́ım okrajových
podmienok, Fubiniovej vety a úpravou postupne źıskame

u(t) =

∫ t

0

(t− 1)sh(s, u(s)) ds+

∫ 1

t

t(s− 1)h(s, u(s)) ds, (11)

a teda

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s, u(s)) ds1

pre t ∈ [0, 1]. �

Poznamenajme, že na dôkaz tohto tvrdenia nám stačili len základné výsledky
z diferenciálneho a integrálneho počtu.

Ak chceme dokázat’ iba existenciu riešenia nášho okrajového problému (7) po-
mocou integrálnej rovnice (8), stač́ı nám iba smer

”
⇐“, avšak pre dôkaz jedno-

značnosti pomocou jednoznačné riešitel’nosti integrálnej rovnice potrebujeme aj

1Funkcia G(t, s) je tzv. Greenova funkcia pŕıslušného problému.



84 D.ČAPUTA

smer
”
⇒“. Ak by platila len implikácia

”
⇐“, tak všeobecne nevieme vylúčit’ exis-

tenciu riešenia u∗ okrajového problému takého, že u∗ nesṕlňa integrálnu rovnicu.

3.2. Aplikácia Schauderovej vety

Uvažujme nelineárnu integrálnu rovnicu (tzv. Hammersteinovu rovnicu) v tvare

u(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy, (12)

kde K, f sú dané funkcie a u je neznáma funkcia. Riešeńım rovnice (12) máme na

mysli spojitú funkciu, ktorá sṕlňa túto rovnicu pre každé x ∈ [a, b]. Ak dosad́ıme
K(x, y) = G(x, y) a f(x, u(x)) = h(x, u(x)) = F (x) − β2 sinu(x), tak vid́ıme, že

rovnica (8) je špeciálnym pŕıpadom rovnice (12). Ukážeme, že rovnica (12) sṕlňa
za určitých predpokladov podmienky Schauderovej vety o pevnom bode, č́ım do-
kážeme existenciu riešenia tejto rovnice.

Veta 3.2. Predpokladajme, že

• K(x, y) je spojitá funkcia pre a ≤ x, y ≤ b,
• f(y, z) je spojitá a ohraničená funkcia pre a ≤ y ≤ b a pre všetky z ∈ R.

Potom má rovnica (12) spojité riešenie.

Dôkaz. Pracujme v Banachovom priestore (C [a, b] , ‖ · ‖C). Definujme množinu

S = {u ∈ C [a, b] ; ‖u‖C ≤ D} ,

kde hodnotu konštanty D urč́ıme neskôr. Ďalej definujme operátor F : S → C [a, b]
predpisom

(Fu)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy.

Z predpokladu vety je funkcia K spojitá na kompaktnom intervale [a, b] × [a, b],
z čoho vyplýva, že je ohraničená, tj. |K(x, y)| ≤ A pre nejaké A a všetky x, y ∈
[a, b]×[a, b]. Podobne, funkcia f je podl’a predpokladu ohraničená, a teda existuje B
také, že |f(y, z)| ≤ B pre všetky y, z ∈ [a, b]×R. Hodnotu konštanty D definujeme
ako

D = AB(b− a).

Chceme aplikovat’ Schauderovu vetu na operátor F . Potrebujeme overit’, že
množina S je neprázdná, ohraničená, uzavrená a konvexná a operátor F je spojitý
a zobrazuje S do seba (F (S) ⊆ S) tak, že F (S) je relat́ıvne kompaktná množina.

Relat́ıvnu kompaktnost’ F (S) vieme dokázat’ pomocou Arzeláovej-Ascoliho vety,
kde sa pri dôkaze rovnomocnej spojitosti funkcíı z F (S) využije fakt, že spojitá
funkcia na kompaktnom intervale je rovnomerne spojitá. Tento fakt využijeme
aj pri dôkaze spojitosti operátoru F , alternat́ıvne ju môžeme dokázat’ pomocou
Lebesgueovej vety o dominantnej konvergencii.

Všetky predpoklady Schauderovej vety o pevnom bode sú splnené, a teda F má
pevný bod v S, ktorý je zrejme riešeńım integrálnej rovnice (12). �

Vrát’me sa k integrálnej rovnici (8).
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Veta 3.3. Integrálna rovnica (8) má spojité riešenie.

Dôkaz. Plynie z predchádzajúcej vety a úvahy zo začiatku sekcie 3.2. �

Kombináciou úvahy zo začiatku tretej kapitoly, vety 3.1 a vety 3.3 dostávame
nasledujúci výsledok.

Veta 3.4. Nech je sila f pôsobiaca na kyvadlo spojitá, nepárna a periodická.
Potom má rovnica výchylky matematického kyvadla (1) spojité, nepárne a peri-
odické riešenie s rovnakou periódou ako f .

3.3. Aplikácia Banachovej vety

Opät’ uvažujme nelineárnu integrálnu rovnicu (12) (Hammersteinovu rovnicu).
V predchádzajúcej časti sme ukázali existenciu riešenia tejto rovnice za pomerne
všeobecných podmienok. Teraz nás bude zauj́ımat’, za akých podmienok môžeme
aplikovat’ Banachovu vetu, a teda zaručit’ jednoznačnost’ riešenia.

Veta 3.5. Nech platia predpoklady vety 3.2 a nech existuje spojitá funkcia
N(x, y) taká, že

|K(x, y) [f(y, z1)− f(y, z2)]| ≤ N(x, y) |z1 − z2|

pre x, y ∈ [a, b] a z1, z2 ∈ R a maxx∈[a,b]
∫ b

a
|N(x, y)| dy = M , kde M < 1. Potom

má rovnica (12) jediné spojité riešenie.

Dôkaz. Pracujeme v Banachovom priestore (C [a, b] , ‖·‖C). Definujme operátor
F : C [a, b] → C [a, b] predpisom

(Fu)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy.

Pre u ∈ C [a, b] je integrand spojitá funkcia na [a, b]× [a, b], a teda plat́ı, že Fu je
spojité na [a, b], z čoho vyplýva, že F zobrazuje priestor C [a, b] do seba. Kontrakti-
vita operátoru sa ukáže pomocou odhadu

∣∣∫ f(x) dx
∣∣ ≤ ∫ f(x) dx a využit́ım pred-

pokladu vety. Predpoklady Banachovej vety sú splnené, z čoho plynie, že operátor
F má práve jeden pevný bod, ktorý je zrejme jediným riešeńım rovnice (12). �

Vrát’me sa k integrálnej rovnici (8). Pomocou vety 3.5 ukážeme, za akých podmie-
nok má táto rovnica jediné spojité riešenie.

Veta 3.6. Predpokladajme, že α < (2
√

2/π)ω, kde ω je uhlová frekvencia sily
pôsobiacej na kyvadlo a α je vlastná frekvencia kyvadla. Potom má rovnica (8)
jediné spojité riešenie.

Dôkaz. Pre konštantu β definovanú v (5) využit́ım predpokladu vety dostávame

β =
απ

ω
<

2
√

2πω

πω
= 2
√

2.

Položme N(t, s) = β2 |G(t, s)|. Potom

|G(t, s) [h(s, z1)− h(s, z2)]| = β2 |G(t, s) [sin(z1)− sin(z2)]|
≤ β2 |G(t, s) |z1 − z2|| = N(t, s) |z1 − z2| .
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Na intervale [0, 1]× [0, 1] plat́ı G(t, s) ≤ 0, a teda |G(t, s)| = −G(t, s). Plat́ı

max
t∈[0,1]

∫ 1

0

|N(t, s)| ds = β2 max
t∈[0,1]

∫ 1

0

−G(t, s) ds

= β2 max
t∈[0,1]

∫ t

0

(1− t)sds+

∫ 1

t

t(1− s) ds

= β2 max
t∈[0,1]

(
−t2

2
+
t

2

)
=
β2

8
<

1

8
(2
√

2)2 = 1,

a teda predpoklady vety 3.5 sú splnené, č́ım je zaručené jednoznačná riešitel’nost’

integrálnej rovnice (8). �

Znova uvažujme integrálnu rovnicu (12). Podmienku jednoznačnosti vieme vylepšit’

prácou v L2 [a, b].

Veta 3.7. Nech platia predpoklady vety 3.22 a nech existuje meratel’ná funkcia
N(x, y) taká, že

|K(x, y) [f(y, z1)− f(y, z2)]| ≤ N(x, y) |z1 − z2|

pre všetky z1, z2 ∈ R a x, y ∈ [a, b],
∫ b

a
N2(x, y) dx < ∞ pre všetky y ∈ [a, b] a√∫ b

a

(∫ b

a
N2(x, y) dx

)
dy = M , kde M < 1. Potom má rovnica (8) jediné spojité

riešenie.

Dôkaz. Pracujeme v Banachovom priestore L2 [a, b] s normou

‖u‖2 =

√∫ b

a

|u(x)|2 dx.

Definujme operátor F : L2 [a, b]→ L2 [a, b] predpisom

(Fu)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy.

Pomocou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti, predpokladov a rôznych odhadov sa
ukáže, že F je kontrakcia a Fu ∈ L2 [a, b] pre u ∈ L2 [a, b]. Predpoklady Ba-
nachovej vety sú splnené, z čoho plynie, že operátor F má práve jeden pevný bod,
ktorý je zrejme jediným riešeńım rovnice (12) v L2 [a, b].

Všeobecne nám tento výsledok nemuśı implikovat’ existenciu a jednoznačnost’

spojitého riešenia, avšak uvažujme nasledujúcu myšlienku. Nech u×, u∗ sú rôzne
spojité riešenia (12). Poznamenajme, že existenciu aspoň jedného spojitého riešenia
zaručuje veta 3.2 (ktorá nepotrebuje žiadne dodatočné predpoklady). Ak sú u×, u∗

dve rôzne spojité funkcie, tak sa ĺı̌sia na množine nenulovej miery, a teda sú rôzne
aj v L2 zmysle. Spojitá funkcia na kompaktnom intervale je určite integrovatel’ná
s kvadrátom, z čoho plynie, že u×, u∗ ∈ L2 [a, b], odkial’ vd’aka jednoznačnosti
v L2 [a, b] dostávame, že u× = u∗, čo je spor. �

2Na dôkaz stačia aj slabšie predpoklady – menovite K, f ∈ L2 [a, b], avšak v zmysle našej

úlohy ponechávame tvrdšie predpoklady.
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Aplikujme vetu 3.7 na integrálnu rovnicu (8).

Veta 3.8. Predpokladajme, že α < ( 4
√

90/π)ω, kde ω je uhlová frekvencia sily
pôsobiacej na kyvadlo a α je vlastná frekvencia kyvadla. Potom má rovnica (8)
jediné spojité riešenie.

Dôkaz. Pre konštantu β definovanú v (5) využit́ım predpokladu vety dostávame

β =
απ

ω
<
π

ω

4
√

90ω

π
=

4
√

90.

Opät’ položme N(t, s) = β2 |G(t, s)|. Potom∫ b

a

(∫ b

a

N2(t, s) ds

)
dt =

∫ 1

0

(∫ 1

0

β4G2(t, s) ds

)
dt

= β4

∫ 1

0

(∫ t

0

(t− 1)2s2 ds+

∫ 1

t

t2(s− 1)2 ds

)
dt

= β4

∫ 1

0

(
t4

3
− 2t3

3
+
t2

3

)
dt =

β4

90
= M2,

kde

M =
β2

√
90

<

(
4
√

90
)2

√
90

= 1.

Rovnica (8) sṕlňa podmienky vety 3.7, a teda existuje jej jediné spojité riešenie.
�

Poznámka 3.9. (i) Približným vyč́ısleńım podmienky pre jednoznačnost’ rie-

šenia v priestore C [a, b] źıskame α < (2
√

2/π)ω
.
= 0,9003ω. Ak urob́ıme to isté

pre podmienku v priestore L2 [a, b], dostaneme α < ( 4
√

90/π)ω
.
= 0,9804ω. Prácou

v L2 [a, b] sme si skutočne polepšili, pretože nám umožňuje brat’ za budiacu silu
funkcie aj s nižšou periódou, a teda celkovo viac funkcíı.

(ii) Ukázali sme, že náš okrajový problém bude mat’ jednoznačné riešenie, ak
bude, zhruba povedané, frekvencia budiacej sily väčšia ako vlastná frekvencia ky-
vadla.

(iii) Jednoznačnost’ riešenia integrálnej rovnice (8) sme mohli dokázat’ jedno-
duchš́ım spôsobom, ktorý je obdobný dôkazu vety 3.2 a je založený na ohraniče-
nosti funkcie G. Poskytuje však horšiu podmienku pre jednoznačnost’ riešenia (8).
Definujme operátor F : C [0, 1]→ C [0, 1] predpisom

(Fu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)
[
F (s)− β2 sin(u(s))

]
ds.

Plat́ı

‖Fu1 − Fu2‖C ≤ max
t∈[0,1]

∫ 1

0

β2 |G(t, s) [sin(u2(s))− sin(u1(s))]| ds

≤ β2

4

∫ 1

0

‖u2 − u1‖C ds =
β2

4
‖u1 − u2‖C ,
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kde sme využili fakt, že |sinx− sin y| ≤ |x− y| a max {|G(t, s)| , t, s ∈ [a, b]} = 1/4.
Ak chceme, aby bola splnená podmienka kontraktivity, potrebujeme, aby

β2

4
=
α2π2

4ω2
< 1, tj. α <

2

π
ω
.
= 0,6366ω,

a vid́ıme, že podmienka źıskaná jednoduchš́ım spôsobom je skutočne výrazne horšia
v porovnańı s tými źıskanými vo vyššie uvedených pŕıstupoch.

3.4. Podmienka pre jednoznačnost’ riešenia v priestore Lp

Ako sme už poznamenali, prácou v L2 [a, b] sme si oproti práci v C [a, b] polepšili.
Prirodzená otázka je, či sa dá podmienka d’alej vylepšit’ prácou v Lp [a, b] s vhodne
zvoleným p. Ukážeme, že sa to dá. V tejto časti budú odvedené nové výsledky.

Uvažujme rovnicu (12). Pracujme v priestore Lp [a, b] s normou

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(x)|p dx

)1/p

.

Nech platia predpoklady vety 3.2. Ďalej predpokladajme, že existuje meratel’ná
funkcia N(x, y) taká, že

|K(x, y) [f(y, z1)− f(y, z2)]| ≤ N(x, y) |z1 − z2|

pre všetky z1, z2 ∈ R a x, y ∈ [a, b],
∫ b

a
Nq(x, y) dy < ∞ pre všetky y ∈ [a, b]

a
∫ b

a

(∫ b

a
Nq(x, y) dy

)p/q
dx < ∞, kde 1 < p, q < ∞ sú č́ısla zviazané vzt’ahom

1

p
+

1

q
= 1.

Definujme operátor F : Lp [a, b]→ Lp [a, b] predpisom

(Fu)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy.

Overme, že Fu ∈ Lp [a, b]. Nech u ∈ Lp [a, b]. Potom

|(Fu)(x)| ≤ |(Fu)(x)− (F0)(x)|+ |(F0)(x)|

≤
∫ b

a

N(x, y) |u(y)| dy +

∫ b

a

K(x, y)f(y, 0) dy,

kde 0 chápeme ako nulovú funkciu. Oba členy na pravej strane nerovnosti pat-
ria do Lp [a, b]. Druhý, pretože ide o spojitú funkciu na kompaktnom intervale
a integrovatel’nost’ prvého plynie z Hölderovej nerovnosti a predpokladov, a teda
Fu ∈ Lp [a, b]. Nájdime podmienku pre kontraktivitu operátoru. Využit́ım pred-
pokladu a Hölderovej nerovnosti dostávame

|(Fu1)(x)− (Fu2)(x)| ≤
∫ b

a

|K(x, y) [f(y, u1(y))− f(y, u2(y))]| dy

≤
∫ b

a

N(x, y) |u1(y)− u2(y)| dy ≤ ‖u1 − u2‖p

(∫ b

a

Nq(x, y) dy

)1/q

.
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Plat́ı

‖Fu1 − Fu2‖p ≤

∥∥∥∥∥∥‖u1 − u2‖p
(∫ b

a

Nq(x, y) dy

)1/q
∥∥∥∥∥∥
p

= ‖u1 − u2‖p Ip,

kde

Ip =

∫ b

a

(∫ b

a

Nq(x, y) dy

)p/q

dx

1/p

.

Prejdime k nášmu problému, kde podobne ako v dôkaze vety 3.6 (resp. vety 3.8)
vieme zvolit’ tvar funkcie N(x, y) = β2 |G(x, y)|. Potom∫ b

a

Nq(x, y) dy =

∫ 1

0

β2q |G(x, y)|q dy

= β2q

(∫ x

0

(1− x)
q
yq dy +

∫ 1

x

(1− y)qxq dy

)
= β2q(1− x)qxq

1

q + 1
,

kde sme využili, že |G(x, y)| = −G(x, y) a

|G(x, y)|q =

{
xq(1− y)q pre 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

(1− x)qyq pre 0 ≤ y < x ≤ 1
.

Z podmienky
1

p
+

1

q
= 1 plynie q =

p

p− 1
. Potom

Ip =

∫ b

a

(∫ b

a

Nq(x, y) dy

)p/q

dx

1/p

=

(∫ 1

0

(
β2q (1− x)qxq

q + 1

)p/q

dx

)1/p

= β2

∫ 1

0

(1− x)pxp(
p

p−1 + 1
)p−1 dx


1/p

= β2

(
p

p− 1
+ 1

)(1−p)/p(∫ 1

0

(1− x)pxp dx

)1/p

.

Binomický integrál, ktorý sa objavil na pravej strane, sa dá vyjadrit’ v tvare∫ 1

0

(1− x)pxp dx = B(p+ 1, p+ 1),
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kde B je beta funkcia. Potom

Ip = β2

(
p

p− 1
+ 1

)(1−p)/p
p
√

B (p+ 1, p+ 1).

Ak chceme, aby bol operátor kontrakt́ıvny, potrebujeme Ip < 1. Odtial’ s využit́ım
defińıcie β v (5) dostávame predpis pre správanie sa podmienky pre jednoznačnost’

riešenia integrálnej rovnice (8) pre všeobecné p

α <
1

π

(
p

p− 1
+ 1

)(p−1)/2p
−2p
√

B (p+ 1, p+ 1)ω, (13)

kde ω je uhlová frekvencia sily pôsobiacej na kyvadlo a α je vlastná frekvencia
kyvadla. Označme

k(p) =
1

π

(
p

p− 1
+ 1

)(p−1)/2p
−2p
√

B (p+ 1, p+ 1).

Potom

α < k(p)ω.

Je zrejmé, že hl’adáme také p, aby bolo k(p) čo najväčšie. Hl’adat’ extrém analyticky
je pŕılǐs náročné, nájdeme ho numericky s grafickou interpretáciou. Graf funkcie
k(p) je na obrázku 1, kde je naznačená aj hodnota konštanty pre prácu v priestore
C [0, 1] a na obrázku 2. Prácou v priestore Lp [0, 1] sa podarilo zväčšit’ hodnotu
km takú, že α < km ω

.
= 0,9852ω, ktorú nadobudne k(p) zhruba pre p

.
= 2,6,

č́ım sme d’alej vylepšili podmienku pre jednoznačnost’ riešenia rovnice (8). Fakt,
že toto riešenie je spojité by sa ukázalo rovnakým spôsobom ako tým na konci
dôkazu vety 3.7.

Ďalej nás zauj́ıma správanie sa podmienky pre jednoznačnost pre p → ∞,
najmä, či plat́ı, že podmienka v (Lp [a, b] , ‖ · ‖p) bude pre p → ∞ rovnaká, ako
v (C [a, b] , ‖ · ‖C), čo intuit́ıvne očakávame. Ak p → ∞, pre beta funkciu plat́ı
podl’a Stirlingovho vzorca

B(p+ 1, p+ 1) ∼
√

2π(p+ 1)p+1/2(p+ 1)p+1/2

(2p+ 2)2p+3/2
=

√
2π

22p+1(2p+ 2)

kde f(x) ∼ g(x) je symbol pre asymptotickú ekvivalenciu funkcíı f a g, tj. plat́ı

limx→∞
f(x)
g(x) = 1. Užit́ım predchádzajúcich relácíı a L’Hospitalovho pravidla dos-

távame

lim
p→∞

Ip = lim
p→∞

β2

(
p

p− 1
+ 1

)(1−p)/p
p
√

B (p+ 1 + p+ 1)

= β2 lim
p→∞

(
p

p− 1
+ 1

)(1−p)/p

lim
p→∞

( √
2π

22p+1(2p+ 2)

)1/p

= β2 1

2

1

4
=
β2

8
.
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Obr. 1. Graf závislosti k(p) na p.
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Obr. 2. Graf závislosti k(p) na p – pribĺıženie.

Ak chceme, aby bola podmienka kontraktivity splnená, potrebujeme limp→∞Ip <
1, čiže

α2π2

ω2

1

8
=
β2

8
< 1,
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odkial’ dostávame

α <
2
√

2

π
ω,

č́ım sme źıskali rovnakú podmienku pre jednoznačnost’ riešenia ako v priestore
(C [a, b], ‖ · ‖C).

4. Záver

V článku sme sa zaoberali existenciou a jednoznačnost’ou periodických riešeńı ne-
lineárneho modelu matematického kyvadla so spojitou, nepárnou a periodickou
pravou stranou. Ukázali sme, že s pomocou pomerne základných výsledkov fun-
kcionálnej analýzy (a diferenciálneho a integrálneho počtu) dokážeme źıskat’ ne-
triviálne výsledky.

Detailné dôkazy a rôzne alternat́ıvne možnosti pri dokazovańı sa dajú nájst’

v práci [1].
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