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MATEMATICKE KYVADLO A FUNKCIONALNA ANALYZA

DANIEL CAPUTA

ABSTRAKT. Tento &lanok sa zaoberd existenciou (a pripadnou jednoznaénostou) pe-
riodickych rieseni nelinedrneho modelu matematického kyvadla so spojitou, nepér-
nou a periodickou pravou stranou. V ¢lanku je naznacené odvodenie diferencidlnej
rovnice vychylky kyvadla a prevedenie prislusného okrajového problému na ekvi-
valentni integrdlnu rovnicu. Jej zovSeobecnenim je integralna rovnica tzv. Ham-
mersteinovho typu. Na tdto rovnicu sd aplikované vety o pevnom bode, ktorych
désledkom je existencia, resp. jednozna¢nost jej rieSenia. Tieto vysledky st potom
aplikované na model matematického kyvadla a je hlbsie diskutovand podmienka pre
jednoznagnost riesenia.

1. Uvob

Matematické kyvadlo je jednym z najjednoduch§ich modelov nelinedrneho os-
cildtora, napriek tomu ale moze jeho analyza viest k netrividlnym problémom.
Jednym z nich je otdzka existencie (a jednozna¢nosti) periodickych rieseni ne-
linedrneho modelu s pravou stranou.

Struktira ¢lanku je nasledovna. V dalsej sekcii naznaéime odvodenie pohybovej
rovnice matematického kyvadla, priblizime vybrané tiseky z histérie problematiky
a popiSeme moznu linearizaciu rovnice a problémy, ktoré prinasa. V sekcii 3 sa bu-
deme zaoberat nasim problémom — dokdzaf existenciu (a pripadne jednoznaé¢nost)
neparneho, periodického riesenia nelinarnej diferencidlnej rovnice matematického
kyvadla. Ttto tilohu vieme previest na okrajovy problém, ktory prepiseme na ek-
vivalentni integralnu rovnicu. T zovSeobecnime na integralnu rovnicu tzv. Ham-
mersteinovho typu a na ttito rovnicu budeme aplikovat Schauderovu (resp. Bana-
chovu) vetu o pevnom bode. Poslednd ¢ast tejto sekcie je venovand podmienke pre
jednoznaénost riegenia v priestore LP, kde sti odvodené nové vysledky.

2. MATEMATICKE KYVADLO

Uvazujme hmotny bod o hmotnosti m zaveseny na konci rovného, tenkého lana
dlzky I, ktorého druhy koniec je pevne ukotveny. Pocas pohybu si lano zachovava
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tvar — nedeformuje sa a jeho vlastnd hmot-
nost zanedbdvame. Hmotny bod sa nachiddza v
homogénnom gravitacnom poli s gravita¢nym
zrychlenim g, odporové sily prostredia a trenie
neuvazujeme.

Po vychyleni z rovnovéaznej polohy poésobia
na hmotny bod dve sily. Tahové sila od lana
T posobi vzdy v radidlnom smere, na po-
hybe sa nepodiela. Sila sposobend gravitaénym
zrychlenim F, = mg sa rozdeli na radidlnu a
axialnu zlozku. Radidlna zlozka Fj , je v rov-
novdhe s fahovou silou od lana, axidlna zlozka 1
Fy . = —mgsinu, kde u je uhol medzi kyvad- Fg -
lom a vertikdlou, sa snazf vratif hmotny bod do rovnovéinej polohy. Za tjchto
predpokladov vieme odvodif pohybovi rovnicu hmotného bodu

' 4+ a’sinu =0,

kde u je uhol medzi hmotnym bodom a vertikdlou a « = /g/[; ¢islo « sa vetsinou
nazyva vlastng frekvencia kyvadla. Ak na hmotny bod posobi aj externd sila f(x),
pohybova rovnica vyzera nasledovne

u” + o sinu = f(x). (1)

Napriek velmi jednoduchym predpokladom sme dospeli k nelinedrnej diferencidlne;j
rovnici druhého rédu, ktord prakticky nevieme analyticky riesit.

2.1. Histéria

V tejto casti priblizime vybrané tseky histérie problematiky sivisiace s na$im
problémom, viac informdcii sa d4 ndjst napriklad v [3]. Jednou z najdoleZitejsich
prac tykajiicou sa rovnicami ntitenych kmitov kyvadla, bol ¢lanok nemeckého ma-
tematika Hamela publikovany v ¢asopise Mathematische Annalen v roku 1922.
Hamel v tomto ¢lanku nadviazal na Duffingovu monografiu z roku 1918, ktora sa
zaoberala pribliznym uréenim periodickych rieSeni rovnice (tzv. Duffingovej rov-
nice)
v 4 au — cu® = bsinx,

kde sa vyuzili prvé dva ¢leny Taylorovho rozvoja sinu. Hamel vo svojom ¢lanku
ako prvy dokazal existenciu 2m-periodického rieSenia rovnice

v’ +asinu =bsinz (2)

pomocou variaéného poctu. Jeho dokaz zalozeny na variacnom principe sa da
rozsirit na vSeobecnej§iu pravi stranu, kde bsinz je nahradens lubovolnou spo-
jitou, 2m-periodickou funkciou so strednou hodnotou nula. Hamel sa dalej zaobe-
ral existenciou neparnych rieSen{ rovnice (2), kde s vyuzitim neparneho a pe-
riodického charakteru tlohy prevedie okrajovy problém, pozostavajici z (2) a
u(0) = u(mr) = 0, na ekvivalentnii nelinedrnu integralnu rovnicu a pomocou metédy
postupnych aproximacii dokéZe jednozna¢nost rieSenia za predpokladu a < 1.
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Clanok Birkhoffa a Kellogga o pevnych bodoch publikovany v tom istom roku ob-
sahuje aplikéciu, ktora by implikovala existenciu rieSenia pre kazdé a. Touto astou
¢lanku inspiruje Hammersteina k jeho vyskumu nelinedrnych integralnych rovnic.
Hamel v tomto ¢lanku pouzil viaceré zo zakladnych metdd nelinedrnej analyzy,
pricom niektoré z nich sdm vymyslel, ¢im d'alej rozvinul zdujem o tiito disciplinu.

Po Hamelovi sa problematike periodickych riesen{ rovnice (2) venovali via-
ceri matematici. Zaujem o rovnicu nutenych kmitov kyvadla znovu vzbudil Fuéik
v roku 1970, ked sktimal periodické riesenia rovnice

—u" +sinu = f(z),

a napriek tomu, ze dosiahol len ¢iastocné vysledky, jeho priaca motivovala Castra,
Dancera a Willema, ktori vyuzili pri analyze nitenych kmitov variaény pocet, a
po viac ako $estdesiatich rokoch po Hamelovom prvom periodickom rieseni bolo
dokdzané druhé periodické riesenie. Poznamenajme este, Ze na zaciatku devit-
desiatych rokov sa stala rovnica nitenych kmitov (dvojitého) kyvadla jednym zo
symbolov pre teériu chaosu.

2.2. Linearizacia

Nakolko lim, ,qsinu/u = 1, pre malé vychylky u vieme priblizne aproximovat
sinus jeho argumentom. Pouzitim tohto odhadu v rovnici (1) dostaneme linedrnu
diferencidlnu rovnicu v tvare

u’ + o*u = f(x), (3)

ktort vieme analyticky vyriesit. Ak je budiaca sila f(x) periodicks, s uhlovou frek-
venciou w, tak ma tato rovnica periodické rieSenie s rovnakou uhlovou frekvenciou
pre kazdé w, také ze vlastna frekvencia kyvadla nie je ich prirodzenym nédsobkom.
7 fyzikalneho pohladu to znamend, Ze ak na kyvadlo posobi oscila¢ni sila, tak
pri istych poéiatoénych podmienkach kyvadlo zaéne kmitat v silade s touto silou.
Problém nastdva najmé, ak ma vonkajsia sila rovnakd uhlova frekvenciu ako je
vlastna frekvencia kyvadla. V tomto pripade neexistuje periodické rieSenie rovnice
(3) a v8etky rieSenia si neobmedzené, hovorime o rezonancii.

Jednou z moznosti, ako mat linedrny model nevykazujici tento jav, je nezaned-
banie trecich a odporovych sil. Pohybové rovnica takéhoto systému moze vyzerat
nasledovne

u + cu' 4+ ou = f(z), (4)

kde tlmiaci ¢len mé podobu vyrazu s prvou derivaciou a c¢ je konstanta. Ak v rov-
nici zahrnieme tieto sily, tak rezonancia nenastane a rovnica (4) mé vzdy peri-
odické riesenie. Z fyzikdlneho hladiska to mézeme vysvetlif tak, Ze koneénd sila
nemoze vyprodukovat nekoneént odozvu, pri pritomnosti trecich sil je amplitida
pohybu obmedzend. Tento fakt naznacuje, ze pre periodickd vonkajsiu silu bude
vzdy existovat periodickd odozva, rezonancia nenastane.

Prirodzena otazka je, ¢i nelinearita v naSom modeli dokaze rovnako, ako trecie
sily, zamedzit rezonancii, a teda, ¢i ma rovnica (1) vzdy periodické riesenie, ¢o
intuitivne ocakavame.
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3. ANALYZA ROVNICE MATEMATICKEHO KYVADLA

Predpokladajme, ze funkcia f(x) — sila posobiaca na kyvadlo, je spojitd, neparna a
periodicka funkcia s uhlovou frekvenciou w a zaujima nés, ¢i ma za tychto predpo-
kladov rovnica (1) periodické riesenie. Zjednodusme problém preskélovanim casu
tak, aby vonkajsia sila mala periédu 2. Zavedenim substitticie t = wz /7 nadobudne
rovnica (1) tvar

d2u n o?r? £(1) w2
— + ——sinu = —.
de? w? w?
Ozna¢me
2
am ™
=— a F(t)=f(t)—-. b
5= a Py = /005 (5)
Rovnica potom vyzerd nasledovne
u” + B%sinu = F(t), (6)

kde u” = %. Budeme redukovat problém najdenia periodického rieSenia (6) na
problém néjdenia rieSenia dvojbodovej okrajovej tilohy na [0, 1]. Predpokladajme,
ze vieme ndjst funkciu u : [0,1] — R tak, ze u(0) = u(1) = 0 a u(t) je rieSenim
rovnice (6) (v zmysle, Ze u je spojitd funkcia so spojitymi derivdciami prvého a
druhého rédu a u spiiia rovnicu (6) pre vietky ¢ € [0,1]). Potom, vzhladom na
neparny a periodicky charakter tlohy vieme tiito funkciu rozsirif najprv na interval
[—1,1], kde polozime u(t) = —u(—t) pre t € [—1,0] a potom periodicky na celi
realnu osu. Takto obdrzand funkcia u je 2-periodickym rieSenim rovnice na R a je
neparna.
Riesime okrajovy problém

u” + B*sinu = F(t),

u(0) =u(l) =0 @

na [0,1]. Prehladovy obrdzok nacrtdva, ako budeme postupovat. Vyuzitim peri-
odického a neparneho charakteru tilohy a preskalovania ¢asu sme dokézali prepisat
diferencialnu rovnicu (1) na okrajovy problém (7), ktory vieme previest na ekviva-
lentni integralnu rovnicu (8), vid nasledujiica sekcia. Tiito rovnicu zovieobecnime
na Hammersteinovu integrélnu rovnicu (12), pre ktori pomocou Schauderovej vety
o pevnom bode dokadzeme existenciu rieSenia a pomocou Banachovej vety o pev-
nom bode odvodime podmienku, za ktorej bude existovat jej jednoznaéné riesenie.
Tieto poznatky potom aplikujeme na nasu konkrétnu rovnicu.

D ifer'enciélh Okrajovy Integrdlna \(—'"_]é;i;lgc_h_ ™
rovn_wa.(l), problém rovnica A -/
[periodické (7) (8) e,

rieSenie] (12) &( Schauder:l

Hammersteinova r /
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3.1. Prevedenie okrajovej tlohy na integralnu rovnicu

Teraz ukdZeme, Ze vieme okrajovy problém (7) prepisaf do ekvivalentnej integralnej
rovnice

u(t) = /O G(t, $)h(s, u(s)) s, (8)
v priestore C0, 1], kde

-1 <t<s<1
G(t,s):{t(s ) pre0<t<s<l,

h(s,t) = F(s) — f*sint.
(t—1)s pre0<s<t<l (5,8) = F(s) — 5" sin

Veta 3.1. Funkcia u(t) je riesenim okrajového problému (7) prdve vtedy, ak je
spojitym riesenim integrdlnej rovnice (8).

Doékaz. Dokézme najprv smer ,<*“. NapiSme integralnu rovnicu (8) v tvare

t 1
u(t) = / (t — 1)sh(s,u(s))ds Jr/ t(s — 1)h(s,u(s))ds
0 t
¢ 1 9)
_ (t—l)/ sh(s,u(s))ds+t/ (s — 1)h(s, u(s)) ds
0 t
pre t € [0,1]. Dosadenim do tohto vyjadrenia integrélnej rovnice lahko overime

okrajové podmienky. Toto vyjadrenie dvakrat zderivujeme podla premennej ¢ (kde
integraly derivujeme ako funkciu hornej resp. dolnej medze) a postupne dostavame

u’(t):/o sh(s,u(s))ds—/t h(s,u(s))ds,
u’(t) = h(t)

pre t € [0,1], ¢cim sme dokdzali smer <.
Ukézme, ze plati aj implikacia ,=*“. Vyjdeme z rovnice

u(t) = h(t, u(t)) (10)

pre t € [0,1]. TWito rovnicu dvakrat zintegrujeme od 0 do t a vyuzitim okrajovych
podmienok, Fubiniovej vety a tipravou postupne ziskame

u(t) = /0 (t — 1)sh(s,u(s))ds —l—/t t(s — 1)h(s,u(s))ds, (11)
a teda )
u(t) = /0 G(t,s)h(s,u(s))ds’
pre t € [0,1]. O

Poznamenajme, ze na dokaz tohto tvrdenia nam stacili len zakladné vysledky
z diferencidlneho a integralneho poctu.

Ak chceme dokézaf iba existenciu rie§enia nasho okrajového problému (7) po-
mocou integralnej rovnice (8), sta¢i ndm iba smer < avSak pre dékaz jedno-
znaénosti pomocou jednoznaéné rieSitelnosti integralnej rovnice potrebujeme aj

Funkeia G(t, s) je tzv. Greenova funkcia prislusného problému.
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smer ,=“. Ak by platila len implikicia ,,<=“, tak vieobecne nevieme vyliéit exis-
tenciu riesenia u* okrajového problému takého, ze u* nesplia integralnu rovnicu.

3.2. Aplikacia Schauderovej vety

Uvazujme nelinedrnu integralnu rovnicu (tzv. Hammersteinovu rovnicu) v tvare

b
u(z) = / K(x.9) (4, uly)) dy, (12)

kde K, f st dané funkcie a v je nezndma funkcia. RieSenim rovnice (12) mame na
mysli spojitd funkciu, ktora spiﬁa tito rovnicu pre kazdé = € [a,b]. Ak dosadime
K(x,y) = G(z,y) a f(z,u(x)) = h(z,u(z)) = F(x) — 82 sinu(xr), tak vidime, ze
rovnica (8) je §pecidlnym pripadom rovnice (12). Ukdzeme, Ze rovnica (12) spliia
za urcitych predpokladov podmienky Schauderovej vety o pevnom bode, ¢im do-
kazeme existenciu rieSenia tejto rovnice.

Veta 3.2. Predpokladajme, Ze
o K(x,y) je spojitd funkcia pre a < x,y <b,
o f(y,2) je spojitd a ohranicend funkcia pre a <y <b a pre vietky z € R.

Potom md rovnica (12) spojité riesenie.
Dékaz. Pracujme v Banachovom priestore (C'[a,b],] - ||¢). Definujme mnozinu
S ={ue Cla,b];|ullc <D},

kde hodnotu konstanty D urcime neskor. Dalej definujme operator F : S — C'[a, b]
predpisom

b
(Fu)(z) = / K(2,y)f (g u(y)) dy.

Z predpokladu vety je funkcia K spojitd na kompaktnom intervale [a,b] X [a, b],
z ¢oho vyplyva, ze je ohranicend, tj. |K(x,y)| < A pre nejaké A a vsetky z,y €
[a, b] X [a, b]. Podobne, funkcia f je podla predpokladu ohrani¢ens, a teda existuje B
také, ze | f(y, z)| < B pre vietky y, z € [a, b] x R. Hodnotu konstanty D definujeme
ako

D = AB(b—a).

Chceme aplikovat Schauderovu vetu na operator F. Potrebujeme overit, Ze
mnozina S je neprazdnd, ohrani¢end, uzavrend a konvexnd a operdtor F' je spojity
a zobrazuje S do seba (F(S) C S) tak, ze F(S) je relativne kompaktnd mnozina.

Relativnu kompaktnost F'(S) vieme dokézat pomocou Arzeldovej-Ascoliho vety,
kde sa pri dokaze rovnomocnej spojitosti funkcii z F(S) vyuzije fakt, Ze spojitd
funkcia na kompaktnom intervale je rovnomerne spojitda. Tento fakt vyuzijeme
aj pri dokaze spojitosti operdtoru F, alternativne ju moézeme dokézat pomocou
Lebesgueovej vety o dominantnej konvergencii.

Vsetky predpoklady Schauderovej vety o pevnom bode st splnené, a teda F' mé
pevny bod v S, ktory je zrejme rieSenim integralnej rovnice (12). O

Vrafme sa k integréalnej rovnici (8).
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Veta 3.3. Integrdlna rovnica (8) md spojité riesenie.
Dékaz. Plynie z predchadzajicej vety a uvahy zo zacCiatku sekcie 3.2. O

Kombinaciou uvahy zo zaciatku tretej kapitoly, vety 3.1 a vety 3.3 dostavame
nasledujuci vysledok.

Veta 3.4. Nech je sila f posobiaca na kyvadlo spojitd, nepdrna a periodickd.
Potom md rovnica vychylky matematického kyvadla (1) spojité, nepdrne a peri-
odické riesenie s rovnakou periddou ako f.

3.3. Aplikacia Banachovej vety

Opét uvazujme nelinedrnu integralnu rovnicu (12) (Hammersteinovu rovnicu).
V predchadzajticej casti sme ukazali existenciu rieSenia tejto rovnice za pomerne
vieobecnych podmienok. Teraz nas bude zaujimat, za akych podmienok mézeme
aplikovat Banachovu vetu, a teda zaruéit jednoznacnost riesenia.

Veta 3.5. Nech platia predpoklady vety 3.2 a nech existuje spojitd funkcia
N(z,y) takd, Ze

K (2, y) [f(y,21) = [y, 22)]] < N(z,y) |21 — 22
pre x,y € [a,b] a 21,22 € R a max,¢[q,p) f; |N(z,y)| dy = M, kde M < 1. Potom
md rovnica (12) jediné spojité riesenie.

Dékaz. Pracujeme v Banachovom priestore (C'[a,b], |- ||¢). Definujme operétor
F:Cla,b] — Ca,b] predpisom

b
(Fu)(x) = / K(.9)f (v, uly)) dy.

Pre u € C'[a,b] je integrand spojitd funkcia na [a, b] X [a, b], a teda plati, ze Fu je
spojité na [a, b], z ¢oho vyplyva, ze F zobrazuje priestor C [a, b] do seba. Kontrakti-
vita operétoru sa ukdze pomocou odhadu | [ f(z) dx’ < [ f(z)dz a vyuzitim pred-
pokladu vety. Predpoklady Banachovej vety s splnené, z ¢oho plynie, ze operator
F m4 prave jeden pevny bod, ktory je zrejme jedinym rieSenim rovnice (12). O
Vratme sa k integrdlnej rovnici (8). Pomocou vety 3.5 ukdZeme, za akych podmie-
nok ma tato rovnica jediné spojité riesenie.

Veta 3.6. Predpokladajme, Ze a < (2\/§/W)w, kde w je uhlovd frekvencia sily
posobiacej na kyvadlo a « je viastnd frekvencia kyvadla. Potom md rovnica (8)
jediné spojité riesenie.

Dokaz. Pre konstantu 8 definovani v (5) vyuzitim predpokladu vety dostdvame

2v/2
poom By
w W

Polozme N(t,s) = 3% |G(t, s)|. Potom
G(t, ) [A(s, 21) — (s, 22)]| = B2 |G(t, 5) [sin(z1) — sin(z2)]]
< ﬁz |G(t75) |Z1 - Z2|| = N(t,S) ‘Zl — 29| .
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Na intervale [0, 1] x [0, 1] plati G(¢,s) < 0, a teda |G(t, s)| = —G(t, s). Plati

1
max/ IN(t,s)| ds = B* max/ —G(t,s)ds

t€0,1] t€[0,1]

¢ 1
= max —t)sd —s)d
B° ma /0(1 t)s s—i—/75 t(1—s)ds

t€[0,1]
—t2 t 52
2
= m _— — 2
p te[(?%]( 2 + 2) 8 ( \f)

a teda predpoklady vety 3.5 sd splnené, éim je zarucéené jednoznaénd riesitelnost
integrélnej rovnice (8). O

Znova uvazujme integralnu rovnicu (12). Podmienku jednoznaénosti vieme vylepsit
pracou v L? [a, b].

Veta 3.7. Nech platia predpoklady vety 3.2° a nech existuje meratelnd funkcia
N(z,y) takd, Ze

K (2,9) [f(y,21) = f(y, 22)]l < N(z,y) |21 — 22

pre vSetky z1,22 € R a x,y € [a,b], f; N2(z,y)dx < oo pre vietky y € [a,b] a

\/fab <fab N2(z,y) d:zc) dy = M, kde M < 1. Potom md rovnica (8) jediné spojité
riesenie.

Dékaz. Pracujeme v Banachovom priestore L? [a, b] s normou

b
fully = [ Ju(@)P da.

Definujme operator F : L? [a,b] — L? [a, b] predpisom

b
@:/memW@My

Pomocou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti, predpokladov a roznych odhadov sa
ukaze, ze F je kontrakcia a Fu € L%[a,b] pre u € L*][a,b]. Predpoklady Ba-
nachovej vety su splnené, z ¢oho plynie, ze operator F' ma prave jeden pevny bod,
ktory je zrejme jedinym rieSenim rovnice (12) v L? [a, b].

Vseobecne nam tento vysledok nemusi implikovat existenciu a jednoznaénost
spojitého rieSenia, avSak uvazujme nasledujicu myslienku. Nech u*,u* sd rozne
spojité riesenia (12). Poznamenajme, ze existenciu aspon jedného spojitého riesenia
zarucuje veta 3.2 (ktord nepotrebuje ziadne dodatoéné predpoklady). Ak st v, u*
dve rozne spojité funkcie, tak sa lisia na mnozine nenulovej miery, a teda st rozne
aj v L? zmysle. Spojit4 funkcia na kompaktnom intervale je urcite integrovatelna
s kvadratom, z ¢oho plynie, ze u*,u* € L?[a,b], odkial vdaka jednoznacénosti
v L? [a,b] dostavame, Ze u* = u*, ¢o je spor. O

°Na dokaz stacia aj slabsie predpoklady — menovite K, f € L2 [a,b], aviak v zmysle nadej
ulohy ponechdvame tvrdsie predpoklady.
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Aplikujme vetu 3.7 na integralnu rovnicu (8).

Veta 3.8. Predpokladajme, Ze a < (v/90/m)w, kde w je uhlovd frekvencia sily
posobiacej na kyvadlo a « je viastnd frekvencia kyvadla. Potom md rovnica (8)
Jediné spojité riesenie.

Dékaz. Pre konstantu f definovani v (5) vyuzitim predpokladu vety dostdvame

7 v90w
T

w

= v/90.

aT
p=""<
w

Opit polozme N(t,s) = B?|G(t, s)|. Potom

/ab </abN2(t,s)ds> dt:/o1 (/01ﬁ4G2(t,s)ds) dt
:54/01 (/Ot(t—1)2s2ds+/tlt2(s—1)2ds> dt

1 4 3 2 4

s 4

=ﬁ4/ <3—3 +3)dt:5 — M2,
0

kde
2

g _ (V90)
M="_ <«
v90 v90
Rovnica (8) spliia podmienky vety 3.7, a teda existuje jej jediné spojité riesenie.
O

Pozndmka 3.9. (i) Pribliznym vyéfslenim podmienky pre jednoznacnost rie-
Senia v priestore C' [a,b] ziskame o < (2v/2/7)w = 0,9003w. Ak urobime to isté
pre podmienku v priestore L? [a, b], dostaneme o < (v/90/7)w = 0,9804 w. Pricou
v L?[a,b] sme si skuto¢ne polepdili, pretoze ndm umoziiuje brat za budiacu silu
funkcie aj s nizSou periédou, a teda celkovo viac funkcii.

(ii) Uk4zali sme, Ze nas okrajovy problém bude mat jednozna¢né riegenie, ak
bude, zhruba povedané, frekvencia budiacej sily véicsia ako vlastnd frekvencia ky-
vadla.

(iii) Jednoznacnost rieSenia integralnej rovnice (8) sme mohli dokdzaf jedno-
duchsim sposobom, ktory je obdobny dokazu vety 3.2 a je zalozeny na ohranice-
nosti funkcie G. Poskytuje viak horsiu podmienku pre jednoznacnost riesenia (8).
Definujme operator F : C'[0,1] — C'[0, 1] predpisom

(Fu)(t) = /O Git,5) [F(s) — B2 sin(u(s))] ds.
Plati

te[0,1

|[Fui — Fus| o < maux]/0 B%|G(t, s) [sin(ua(s)) — sin(ui(s))]| ds

Bt B2
=T ; lug — 1l d8=j||ul—u2||c7
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kde sme vyuzili fakt, ze [sinz — siny| < |x — y| amax {|G(¢,s)|,t,s € [a,b]} = 1/4.
Ak chceme, aby bola splnend podmienka kontraktivity, potrebujeme, aby
B2 a2n?
4 dw?
a vidime, ze podmienka ziskana jednoduchsim spésobom je skutoéne vyrazne horsia
v porovnani s tymi ziskanymi vo vyssie uvedenych pristupoch.

2
<Ltfa < —w = 06366,

3.4. Podmienka pre jednoznaénost rieSenia v priestore L?

Ako sme uz poznamenali, pracou v L? [a, b] sme si oproti praci v C [a, b] polepsili.

Prirodzend otdzka je, ¢i sa dd podmienka dalej vylepsit pracou v LP [a, b] s vhodne

zvolenym p. Ukéazeme, zZe sa to da. V tejto casti budi odvedené nové vysledky.
Uvazujme rovnicu (12). Pracujme v priestore L? [a, b] s normou

b 1/p
||f||p=</ f(w)l”dx> .

Nech platia predpoklady vety 3.2. Dalej predpokladajme, Ze existuje meratelnd
funkcia N (z,y) takd, ze

1K (2,9) [f(y,21) — f(y,22)]| < N(2,y) |21 — 2o
pre vietky z1,29 € R a x,y € [a,b], f;Nq(x,y) dy < oo pre vsetky y € [a,D]

b ( b r/a L : Lo
a [, (fa Ni(z,y) dy) dz < o0, kde 1 < p,q < oo st ¢&isla zviazané vztahom
1 1
Sio—1
p q
Definujme operator F' : LP [a,b] — L? [a, b] predpisom

b
(Fu)(e) = [ K(e.)f s uw) d
Overme, ze Fu € LP [a,b]. Nech u € L? [a, b]. Potom
(Fu) ()] < |(Fu) () — (FO)()| + |(FO)(x)|
b b
< / N ) luly)| dy + / K (2, f (5, 0) dy,

kde 0 chiapeme ako nulovi funkciu. Oba ¢leny na pravej strane nerovnosti pat-
ria do LP [a,b]. Druhy, pretoze ide o spojitd funkciu na kompaktnom intervale
a integrovatelnost prvého plynie z Hélderovej nerovnosti a predpokladov, a teda
Fu € L? [a,b]. Ndjdime podmienku pre kontraktivitu operdtoru. Vyuzitim pred-
pokladu a Holderovej nerovnosti dostavame

b
|(Fuy)(x) — (Fug)(z)| S/ (K (2, y) [f (y, ua(y) — f(y, ua(y))]] dy

b b a
< [ Ve ) - dy < o - wl, ( / Nq<x,y>dy> .



MATEMATICKE KYVADLO A FUNKCIONALNA ANALYZA 89
Plati
b 1/‘1
[Fur — Fusl|, < ||[lur — uzl|, (/ N(z,y) dy) = [Jur — uzl|, Ip,
a

p

kde
1/p

b b p/q
I, = /(/ Nq(:c,y)dy> dx

Prejdime k ndsmu problému, kde podobne ako v dokaze vety 3.6 (resp. vety 3.8)
vieme zvolif tvar funkcie N(z,y) = 8? |G(z,y)|. Potom

b 1
/‘Amcay>dy:1£ 821Gz, )" dy

— 5% (/0 1 —x)qudy+/:(1 —y)qx‘Idy)

= B1(1 — a)fa

q+1’
kde sme vyuzili, ze |G(z,y)| = —G(x,y) a

Gl y)|? = z9(1 —y)4 preOSxSySl'
’ (1—-2)1y? pre0<y<az<1

1 1
Z podmienky — + — = 1 plynie ¢ = . Potom
P g p—1

b b p/q
I, = / </ Nq(ac,y)dy> dz
1 p/a Yp
B 9 (1 — x)924
_</0 (Bq g+1 ) dx)

1/p

e ey
= 52 /O (ﬁ jl)ﬁ_l dzx

» (1-p)/p 1 1/p
= /32 <1 + 1) (/ (1 —z)Pz? da:) .
p— 0

Binomicky integral, ktory sa objavil na pravej strane, sa d4 vyjadrif v tvare

1/p

1
/ (1—z)P2?dx=B(p+1,p+1),
0
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kde B je beta funkcia. Potom

(1-p)/p
Ip:ﬁ2(1+1) VB(p+1,p+1).
Ak cheeme, aby bol operator kontraktivny, potrebujeme I, < 1. Odtial' s vyuzitim
definicie 8 v (5) dostdvame predpis pre spravanie sa podmienky pre jednozna¢nost
rieSenia integralnej rovnice (8) pre vSeobecné p

L/ (b-1)/2p
a<<p+1> X/Bp+1l,p+1)w, (13)
T

kde w je uhlova frekvencia sily posobiacej na kyvadlo a « je vlastna frekvencia
kyvadla. Oznaéme

v (=1)/2p
k(p)zw<1+1) “/Bp+1lp+1).

Potom
a < k(p)w

Je zrejmé, ze hladdme také p, aby bolo k(p) ¢o najvicsie. Hladat extrém analyticky
je prilis narocné, najdeme ho numericky s grafickou interpretaciou. Graf funkcie
k(p) je na obrézku 1, kde je naznacend aj hodnota konstanty pre précu v priestore
C'0,1] a na obrdzku 2. Prdcou v priestore L? [0,1] sa podarilo zvicsit hodnotu
km takd, ze a < kynw = 0,9852w, ktort nadobudne k(p) zhruba pre p = 2,6,
¢im sme dalej vylepsili podmienku pre jednoznacnost rieSenia rovnice (8). Fakt,
Ze toto rieSenie je spojité by sa ukédzalo rovnakym spdsobom ako tym na konci
dokazu vety 3.7.

Dalej néds zaujima spravanie sa podmienky pre jednoznacnost pre p — oo,

najmé, ¢i plati, ze podmienka v (L? [a,b], | -||,) bude pre p — oo rovnaka, ako
v (Cla,b],] - |le), ¢o intuitivne ocakdvame. Ak p — oo, pre beta funkciu plati
podla Stirlingovho vzorca
V27 (p + 1)PHY2(p 4 1)PFL/2 V2r
Blp+1,p+1) ~ (p+1) 2(2932) S
(2p + 2)2p+3/ 22p+1(2p + 2)

kde f(x) ~ g(x) je symbol pre asymptoticki ekvivalenciu funkcii f a g, tj. plati
lim, o0 % = 1. Uzitim predchédzajicich relécii a L’Hospitalovho pravidla dos-
tavame

D (I-p)/p
lim I, = lim 52(M+1> UB(p+1+p+1)

p—r00 p—00 —
(1-p)/p p
V2
= lim (2 +1 lim VT
p—oo \p—1 p—oo \ 22P+1(2p + 2)
52 1 1 6:

8
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k(p)
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Obr. 1. Graf zdvislosti k(p) na p.
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Obr. 2. Graf zdvislosti k(p) na p — pribliZenie.

Ak chceme, aby bola podmienka kontraktivity splnend, potrebujeme lim,_, I, <
1, ¢ize

a?n? 1
w? 8

2
=<1,
8
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odkial dostdvame

a < —uw,

2v/2
v

&m sme ziskali rovnakd podmienku pre jednoznaénost rieSenia ako v priestore
(Cla, 0], |- lle)-

4. ZAVER

V élanku sme sa zaoberali existenciou a jednoznaénostou periodickych rieseni ne-
linedrneho modelu matematického kyvadla so spojitou, neparnou a periodickou
pravou stranou. Uk&ézali sme, Zze s pomocou pomerne zdkladnych vysledkov fun-
kciondlnej analyzy (a diferencidlneho a integralneho poc¢tu) dokézeme ziskat ne-
trivialne vysledky.

Detailné dokazy a rozne alternativne moznosti pri dokazovani sa daji néjst
v préci [1].
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