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Abstrakt

Prace se zabyvéa Lieovou teorii z hlediska kinematiky a robotiky. V tvodni ¢asti je vy-
budovan pojem variety jako zakladni pojem konfigura¢niho prostoru. Na konfiguracnim
prostoru je potom zavedena struktura, tj. Lieova grupa. K reprezentaci rychlosti je déle
zaveden tecny prostor s vektorovym polem a na ném struktura Lieovy algebry. Tyto
dvé struktury jsou propojeny exponencidlnim zobrazenim. Zavér prace se vénuje fibro-
vanému prostoru, zejména hlavnimu bandlu a hlavni konexi. V celé préaci se objevuji
mnohé priklady, které dané pojmy ilustruji.

Summary

This diploma thesis deals with the kinematic and robotic implications of Lie theory. In the
introductory section, a manifold is defined as a basic element of configuration space. The
main body of the thesis deals with the definition of a structure in the configuration space
- Lie group. Tangent space with vector field including a structure of Lie algebra is defined
to represent velocity. These two structures are connected using exponential mapping. The
conclusion of the thesis focuses on fibre space, especially considering principal bundle
and principal connection. Throughout the thesis, numerous examples are presented to
illustrate the terms used.

Klicova slova
Varieta, konfiguraéni prostor, tuhé téleso, Lieova grupa, teény prostor, vektorové pole,
Lieova algebra, exponencialni zobrazeni, fibrovany prostor, hlavni bandl, hlavni konexe.

Keywords
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d
Uvod

Teorie Lieovych grup v sobé je mocnym nastrojem v mnoha oblastech moderni ma-
tematiky a fyziky. Spojuji v sobé ruzné matematické koncepty, konkrétné pojem grupy
a hladké variety. Ve fyzice nachazi uplatnéni napiiklad v mechanice, teorii pole nebo
casticové fyzice. Neni proto prekvapenim, ze je skute¢né mnoho monografii, které se jimi
zabyvaji. V oblasti matematiky se ¢asto jednd o formélné korektni vyklad, ktery ovsem
neni moc pristupny a v oblasti fyziky se zase vytraci korektnost. Nehledé na to, ze pro-
blematika neni jen Siroka, ale také velmi hluboka a pokud je soucasti vysokoskolského
studia, tak postgradualniho. Tato préce se zabyva aplikaci Lieovy teorie v kinematice a
robotice. Cilem je predklddat teorii korektné, ale ptistupné a vse ilustrovat na piikladech.

V prvni kapitole za¢neme motivaci v mechanice, ¢imz si zavedeme konfigura¢ni pro-
stor. Poté si ukazeme, ze vhodny zpusob, jak ho reprezentovat, je hladka varieta. Poté
se vratime opét ke konfiguraénim prostorum, ukazeme si zdkladni typy a také, jakym
zpusobem je muzeme skladat.

Ve druhé kapitole si ukazeme, jak vhodnym zpusobem popisovat tuhé téleso. Z predchozi
kapitoly budeme védét, ze ho mame ,,umistit“ na varietu, ale abychom mohli pracovat
s jeho pozici, musime na ni zavést néjakou strukturu — Lieovu grupu. Ukazeme si také
néjaké konkrétni priklady Lieovych grup a jejich fyzikalni vyznam.

Ve tieti kapitole se zamérime na reprezentaci rychlosti tuhého télesa. K tomu nam
poslouzi teény prostor variety a vektorové pole.

Ctvrtd kapitola celd rozebird jeden modelovy pifklad — jednokolku. Jedn se vlastné o
zjednoduseny model auta. Poslouzi nam k zavedeni novych pojmu, zejména pak Lieovy
algebry a Lieovy zavorky. Rozebereme na ném také vyznam neholonomnich omezeni a
vysveétlime si, jak tato omezeni muzeme , obejit .

Pata kapitola propojuje dosud zavedené pojmy a ukazuje, jaky ma vyznam tecny
prostor v neutralnim prvku Lieovy grupy, totiz ze indukuje strukturu Lieovy algebry,
kterou danou grupu muzeme reprezentovat. Reprezentace umoznuje exponencialni zobra-
zeni, které ma funkci jakéhosi generatoru. V dalsi ¢ésti kapitoly si konkrétné ukazeme,
jak pracovat s rychlostmi tuhého télesa — k tomu nam poslouzi liftované akce. V zaveéru
kapitoly si ukazeme souvislost s geodetikami.

Sesté kapitola se vénuje modeliim jednoduchych robotil, resp. jejich kinematickému
popisu. Zatimco ve ¢tvrté kapitole se rozebirala neholonomni vazba, zde se zaméiime na

V zavérecné kapitole se opét vratime ke konfigura¢nimu prostoru a predstavime si kom-
plexnéjsi pristup, jak ho muzeme popsat. K tomu nam poslouzi pojem hlavniho bandlu.
Podobné jako jsme si v paté kapitole ukézali, jak reprezentovat Lieovu grupu, ukazeme
si jak reprezentovat hlavni (trividlni) bandl. Poté si zavedeme pojem hlavni konexe a jeji
vyznam. Na konci kapitoly si motivujeme vyznam teorie fibrovaného prostoru.
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1. KONFIGURACE

1 Konfigurace

V této kapitole si ukazeme, jak matematicky popsat mechanicky systém. Poslouzi nam
k tomu pojem variety. Cerpano je zejména ze zdroju [5], [6] [7], [9], [12] a [18].

1.1 Konfigura¢ni prostor

Mechanicky systém je jakakoli soustava c¢astic nebo téles, které se rozhodneme popisovat.
Pohyb takového systému, napt. vzdélenosti, ihly nebo plochy, popisujeme parametry,
kterym ffkdme zobecnéné soufadnice. Oznacujeme je ¢ = (q1, qa, ... ). Casové zmény zo-
becnénych soutadnic, v = ¢, nazyvame zobecnéné rychlosti. Jedna se naptiklad o radidlni
rychlost, thlovou rychlost, plosnou rychlost ¢i x-ovou slozku rychlosti. Téleso nebo nékteré
jeho ¢asti se nemusi pohybovat zcela libovolné. Pak tikame, Zze v systému jsou wvazby.
Prikladem je téleso na naklonéné roviné, dvé télesa spojena tyci nebo kyvadlo. Pocet
nezavislych parametru, kterymi lze zcela popsat pohyb systému nazyvame stupen wvol-
nosti a znacime jej f. Naptiklad v tfirozmérném prostoru pro volny hmotny bod plati
f =3, pro N volnych bodu f = 3N. Hmotny bod na naklonéné roviné ma stupen volnosti
f = 2, dva hmotné body spojené tyci f = 5, rovinné kyvadlo f = 1 a prostorové kyvadlo
f =2, viz Obr. 1.1. Pro systém N hmotnych bodu s R vazbami v tfirozmérném prostoru
plati f = 3N—R. Zobecnéné soutadnice volime vzdy jako mnozinu nezavislych parametru,
které zcela popisuji systém — je jich prave f, a tak ¢ = (q1,...,qy).

(a) Téleso na naklonéné roviné. (b) Dvé télesa spojend ty¢i. (c) Kyvadlo.

Obrazek 1.1: Razné vazby mechanického systému. [11]

Prostor o dimenzi f, do kterého zobrazujeme hodnoty zobecnénych soufadnic, nazyvame
konfiguracnim prostorem, zna¢ime Q. Bodu konfigura¢niho prostoru ¢ = (q1,...,qs)
ifkdme konfigurace. Casovy vyvoj konfigurace systému q(t) nazyvame trajektorie. Stav
systému je v daném case t( zcela urcen konfiguraci ¢ = (qq,...,qr) a zobecnénymi rych-
lostmi (neboli tendenci) v = (vy,...,vy).

Konfiguraéni prostory mnoha systému jsou tzv. variety. Zhruba feceno varieta je topo-
logicky prostor, ktery lokdlné vypada jako euklidovsky prostor R™, pricemz preryvy mezi
témito lokalnimi obrazy jsou dostatetné hladké. Uvedme nejprve definici topologického
prostoru a nékolika zakladnich pojmu.

1.2 Topologicky prostor

Definice 1.1. Necht X je neprazdnd mnozina a 7 je systém podmnozin potenéni mnoziny
P(X) spliujici vlastnosti
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1.2. TOPOLOGICKY PROSTOR

(i) prazdnd mnozina i mnozina X lezi v 7,
(ii) prunik koneéné mnoha podmnozin z 7 lezi opét v 7,
(iii) sjednoceni libovolné mnoha (i nekoneéné mnoha) podmnozin z 7 lezi opét v 7.

Potom se 7 nazyva topologie na X, dvojici (X, 1) fikdme topologicky prostor a prvek z T
nazyvame otevrenou mnozinou.

Definice 1.2. Necht (X, 7) je topologicky prostor a z € X . Libovolnou otevienou mnozinu,
tedy podmnozinu z 7, kterd obsahuje z, nazveme okolim bodu x. Znacime H,.

Poznamka 1.3. VSimnéme si, ze jsme definovali okoli bodu, aniz bychom na nasem pro-
storu méli pojem vzdalenosti (metriky). Okoli ndm umozni pracovat se zobrazenimi mezi
prostory.

Definice 1.4. Necht (X, 7) je topologicky prostor. Systém 3 < 7 spliujici vlastnost
(VAer) 3y p)(A=uy)
nazveme bdzi topologického prostoru (X, 7).

Poznamka 1.5. Baze urcuje topologicky prostor jednoznaéné, ale topologicky prostor muze
mit vice bazi.

Definice 1.6. Rekneme, ze topologicky prostor (X, 1) je Hausdorffuv, jestlize k libovolné
dvojici ruznych bodu z,y € X existuji okoli H, a H,, kterd jsou disjunktni.

Pozndmka 1.7. V definici Hausdorffova prostoru figuruje jeden z tzv. axiomu oddélitelnosti.
Existuji topologické prostory, které nejsou Hausdorffovy. Piikladem je topologicky prostor
(X, 1), ktery obsahuje alespon dva prvky, tedy |X| = 2, pricemz 7 = {J, X} . Pro kazdé
x € X totiz plati, ze H, = X, tudiz neexistuji okoli ruzna, natoz disjunktni.

Definice 1.8. Necht (X, 7,) a (Y,7,) jsou topologické prostory, f je zobrazeni z X do
Y a necht x € X. Rekneme, Ze zobrazeni f je spojité v bodé x, jestlize ke kazdému okoli
Hy () existuje okoli H, takové, ze f(H,) je podmnozinou Hy,). Rekneme, Ze zobrazeni f
je spojité, jestlize je spojité v kazdém bodu x € X.

Pozndmka 1.9. Spojitost neni vlastnost jen zobrazeni samotného, ale zavisi i na prislusnych
topologiich, protoze obé okoli jsou otevienymi mnozinami ve své ptislusné topologii.

Definice 1.10. Zobrazeni f z (X,7,) do (Y,7,) nazyvdme homeomorfismus, jestlize f
je bijekce X na Y a zobrazeni f i f~! jsou spojitd. Mnoziny X,Y, mezi kterymi je
homeomorfismus nazyvame homeomorfni (nebo téz topologicky ekvivalentn).

Priklady homeomorfnich mnozin ukazuje Obr. 1.2. Kruznice je homeomorfni se ¢tvercem.
Povrch paraboloidu je homeomorfni s rovinou. Dalsi piikladem je torus, ktery je topo-
logicky ekvivalentni s hrnkem. Ve vsech piipadech se totiz jedna o spojité transformace
jako je ,natahovani“ a ,ohybani®.
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1. KONFIGURACE

(b) Paraboloid a rovina. [9]

(a) Ctverec a kruznice. N A

(c) Hrnek a torus.

N
v/

Obrazek 1.2: Priklady topologicky ekvivalentnich objektu.

Na druhou stranu mnoziny jsou topologicky ruzné, jestlize transformace spojité nejsou,
jako je ,fezani“ ¢i ,lepeni. Naptiklad torus neni topologicky ekvivalentni s rovinou, jelikoz
at budeme torus jakkoli natahovat a deformovat, vidy bude mit v sobé diru. Podobné
ani v roviné otvor povolenymi transformacemi neziskame. Kruh zase neni homeomorfni
s pifmkou, protoze kruh je kompaktni mnozina (uzaviend a ohranicend), zatimco piimka
kompaktni neni. Oba piiklady jsou na Obr. 1.3.

(a) Primka a ctverec. (b) Rovina a povrch anuloidu.

-

v/

Obrazek 1.3: Piiklady objektu, které nejsou topologicky ekvivalentni.

Definice 1.11. Necht U,V < R" jsou oteviené mnoziny. Bijektivni zobrazeni f : U — V
nazyvame difeomorfismus tridy C", jestlize f i inverzni zobrazeni f=!: V — U jsou tiidy
C"yr=1.

Poznamka 1.12. Funkce tiidy C" (nebo téz r-kréat diferencovatelné) maji spojité parcialni
derivace az do faddu r véetné ve vsech bodech, ve kterych jsou definované. Funkce tiidy C°
jsou funkce spojité a funkce tiidy C*, které maji spojité parcidlni derivace vSech tadu,
nazyvame hladké.

Pozndmka 1.13. Homeomorfismus je v podstaté difeomorfismus tiidy C°. Tento pifpad
jsme vsak z definice vyloucili. Difeomorfismus je ptisnéjsi nez homeomorfismus.
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1.3. VARIETA

2 ¢ v
Obrézek 1.4: Ctverec nenf difeomorfni s kruznici, ale é¢tverec se zaoblenymi rohy jiz ano.

Nyni jiz muzeme pristoupit k definici variety. Nejprve definujeme varietu topologickou
a potom varietu diferencovatelnou.

1.3 Varieta

Definice 1.14. Topologickd varieta dimenze n je Hausdorffuv prostor (M, 7) se spocetnou
bézi, ktery je lokalné homeomorfni s R", tedy ke kazdému x € M existuje jeho okoli U,
V < R" a homeomorfismus ¢ : U — V. Zobrazeni ¢ nazyvame souradnicové a dvojici
(U, p) tikdme lokdlni mapa (struéné jen mapa). Soutadnice bodu ¢(a),a € U, nazyvame
souradnicemi bodu a v mapé .

Poznamka 1.15. Topologicka varieta vypada lokalné jako Euklidovsky prostor, jak ilu-
struje Obr. 1.5. Plocha M vypad4 velmi zblizka jako rovina R2.

Y

Obrézek 1.5: Dvourozmérna topologickd varieta M.

Definice 1.16. Uvazujme dvé ruzné mapy (U,¢) a (V,9) a bod x € U n V. Slozené
zobrazeni ¥(p~!) : U = R® — V < R” nazyvame prechodové. Jedna se ziejmé o homeo-
morfismus.

Definice 1.17. Diferencovatelnd varieta tridy C" je topologicka varieta M spliujici

(1) existuji soubory map souradnic, které pokryvaji celé M. Takovy soubor nazyvame
atlasem,

16



1. KONFIGURACE

(ii) kazdé prechodové zobrazeni v daném atlase je funkei tiidy C".

Pozndmka 1.18. Podminka (ii) vyjadiuje, ze prechodové zobrazeni pro vSechny mapy
atlasu a vSechny jejich preryvy musi byt dostatecné hladké. Situaci znazornuje Obr. 1.6
Diferencovatelnou varietu tridy C'° nazyvame hladkou.

Y

Obrazek 1.6: Dvourozmérnd diferencovatelna varieta M.

1.4 Priklady konfigurac¢nich prostoru

Vratme se zpét ke konfiguraénim prostortim. Ne vSechny konfigura¢éni prostory jsou vari-
ety. My se vSak budeme zabyvat pouze témi, které varietami jsou, a to hladkymi. Konfi-
guracni prostory mnoha systému lze sestrojit ze tii zdkladnich objektu: primky, kruhu a
sféry. Samotnd pfimka, zna¢ime R!, protoZe je geometrickou interpretaci mnoziny realnych
¢isel, slouzi jako konfiguracni prostor jednoduchych jednorozmérnych systému, viz Obr.
1.7. Muze se jednat o systémy z fyzikalni podstaty linedrni, jako je prizmaticky kloub
(neumoznuje otacivy pohyb, ale posun ve sméru jedné z os), nebo o nelinedrni — napf.
pohyb koralku navleceného na ohnutém dratu. Stézejni je, ze konfiguraci systému plné
popisuje jedno realné ¢islo. V pripadé prizmatického kloubu se jedna o jeho vychylku, v
pripadé kordlku o jeho vzdalenost podél dratu od referenéniho bodu.

9 3
1
— | | 0
-2 -1 0 1 2 —1
-2
R1 Prizmaticky kloub Korélek na drate

Obrézek 1.7: Pifmka R! a pifklady systémi, které reprezentuje.
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1.4. PRIKLADY KONFIGURACNICH PROSTORU

Druhym zdkladnim konfiguraénim objektem je kruznice S', viz Obr. 1.8. KruZznice
reprezentuje cyklické pohyby rota¢nich systému, jejichz hodnoty, které se lisi o periodu 27
jsou ekvivalentni. Prikladem takové konfigurace je kolo, nebo rota¢ni kloub bez omezeni.
Stézejnim spoleénym prvkem téchto systému je cyklicnost, ne rota¢ni povaha pohybu.
Pokud by kloub nebyl schopen plné rotace, jeho konfigura¢nim prostorem by bylo R!, ne
St. Ve stejném duchu pohyb po uzaviené drize reprezentuje S* i v ptipadé, Ze drdha neni
kruhova.

0.75
uﬂ'/z

Rotacni vazba Kolo Draha

Obrazek 1.8: Kruznice S a piiklady systému, které reprezentuje. Parametrizace byva
obvykle 0 az 27 radiantu, nebo 0 az 1 obéhu.

Kombinaci ptimky a kruznice ziskavame konfigurac¢ni prostory slozitéjsich systému.
Nejjednodussim z nich je rovina R?, kterou ziskdme kartézskym (pfimym) sou¢inem dvou
piimek: R? = R! x R!, viz Obr. 1.9. Vidime, Ze reprezentuje systémy, které jsme schopni
plné popsat dvéma redlnymi parametry. Jedna se napi. o robota pohybujiciho se v roviné
nebo na jiném dvourozmérném povrchu, o dva kordlky na zahnutém dratu, nebo o sérii
dvou prizmatickych kloubt.

2
1
0 =
. 210 12
_9 Dvojity prizmaticky kloub
-2 -1 0 1 2
R2 Dva korédlky na dréate

Obrazek 1.9: Rovina R? a pifklady systémii, které reprezentuje.

Kartézskym souc¢inem pifmky a kruZnice dostaneme vélec R! x St. Tento prostor mize
reprezentovat pohyb po povrchu doslovného valce, nebo tieba kombinaci prizmatického
kloubu s rota¢nim. Pro zjednoduseni se vélec ¢asto zobrazuje ,rozvinuty “ do roviny, jak je
to znézornéno Obr. 1.10, kde symbol ,,>*“ ukazuje, které hrany jsou spojené dohromady.
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1. KONFIGURACE

Rl

1
0 gl

Kombinace rotacniho a

1 1 Rozvinuty valec
RE xS prizmatického kloubu Y

Obrazek 1.10: Valec R! x S!, pifklad systému, ktery reprezentuje, a jeho rovinnd repre-
zentace.

Soucinem dvou kruznic ziskdme torus (neboli anuloid) T? = S* x S*. Torus reprezen-
tuje systémy se dvéma nezavislymi cyklickymi parametry, jako je napt. dvojice rotacnich
kloubt (bez omezeni). Podobné jako v ptipadé valce i zde je zvykem torus ,,rozvinout“ do
roviny, jak je vidét na Obr. 1.11. Hrany, které jsou ve skutec¢nosti spojené jsou oznaceny
stejnym symbolem ,,>“ resp. ,>>*.

Sl

)

-
\ / 1 S

Systém obsahujict
dve rotacni vazby

Rozvinuty torus

S! x St

Obrazek 1.11: Torus T? = S! x S!, pifklad systému, ktery reprezentuje, a jeho rovinna
reprezentace.

Tim se dostdvame ke tieti zakladni konfiguraci — sféie S?. Podobné jako u anuloidu se
jedné o rozsiteni kruznice do vyssi dimenze, nicméné namisto mnoziny kruznic okolo jiné
kruznice, sféra je mnozina bodu, kterd je od spoleé¢ného bodu (sttedu) stejné vzdalena.
Odtud pak plynou zasadni rozdily mezi obéma prostory. Jedna se zejména o fakt, ze
jakoukoli smyc¢ku na sféfe jsme schopni hladce zdeformovat v jinou smycku nebo ji zuzit do
bodu. Naproti tomu v pfipadé anuloidu existuji dvé ruzné smycky, které nejde zdeformovat
do sebe navzajem, pricemz ne vsechny smycky lze zuzovat do bodu, viz Obr. 1.12. Druhym
velkym rozdilem je, ze torus je mozné obecné hladce parametrizovat, zatimco sféra mé
singularni body, kterym odpovidaji pély na Obr. 1.12. Existuje totiz vice paru hodnot
(zemépisné) délky a sitky, které jednotlivé pdly urcuji.
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1.4. PRIKLADY KONFIGURACNICH PROSTORU

Obrazek 1.12: Torus T? mé dvé nezavislé, ,nepfechodné* smycky, coz je rozdil oproti sféfe
S?, kde jsme schopni smycku zdeformovat v jinou, nebo ji ztizit do bodu. [27]

Konfiguraéni prostory systému s vice nez dvéma stupni volnosti muzeme konstruovat

analogicky. Vétsinou jsou postacujici tfi zakladni objekty, které jsme uvedli. Nékdy je
tfeba uvazovat i jiné struktury (napt. hypersféry).
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2. LIEOVY GRUPY

2 Lieovy grupy

V mnoha pripadech je na konfiguracnich prostorech uzitecné provadeét algebraické
operace jako se sc¢itani a odéitani. Cheeme napiiklad znat absolutni konfiguraci objektu,
jehoz pozice je urcend pouze relativné vzhledem k objektu jinému, tedy potfebujeme jejich
ysoucet“. Nebo je nasim cilem urcit relativni konfiguraci dvou objektu, jejichz pozici
zname absolutné, a chceme urcit jejich ,rozdil“. Nutnost provedeni takovychto operaci
vyzaduje interpretaci konfiguraci nejen jako bodu v konfigura¢nim prostoru, ale také jako
transformaci, které muzeme pouzit v ostatnich konfiguracich. Této dudlni interpretaci
odpovida matematicky aparat Lieoviych grup. Nejprve uvedeme zakladni definice a pak
vée budeme ilustrovat na pifkladech. Cerpano je predevsim ze zdroju [2], [3], [4], [18] a
[19].

Definice 2.1. Lieova grupa je hladka varieta G, ktera tvoii grupu s operaci nasobeni

i:G x G — G, které je hladké.
Poznamka 2.2. Budeme uzivat nasledujiciho znaceni:

nasobeni p: G x G — G, p(z,y) =x -y,
levd translace A, : G — G, A\y(x) =a-x
prava translace p, : G — G, p.(x) =z - a,
inverze v : G — G, v(z) =x7!,

neutralni prvek e € G.

Pozndmka 2.3. V literatute se nékdy v definici pozaduje i hladkost inverzniho zobrazeni
v. Tato vlastnost ale plyne jiz z hladkosti ndsobeni.

Definice 2.4. Necht G je Lieova grupa na varieté M. Necht ddle g,h € G a x € M
jsou libovolna. Levd akce grupy G na M je hladké zobrazeni ¢ : G x M — M, kde
U(g,x) = Ly4(z), plati-li

(i) fg © Eh = fgh,

(i) le(x) = x.
Hladké zobrazeni r : M x G — M, kde r(x,g) = r9(z), nazveme pravd akce G na M,
plati-li

(i) r9orh = rhs,
(ii) r¢(z) = x.

Také tikdme, ze grupa G pusobi na M zleva (resp. zprava).

Pozndmka 2.5. Levou a pravou akci ma vyznam uvazovat v pripadé, ze prislusna operace
neni komutativni. Obecné muzeme levou akei ¢,(z) chépat jako posunuti prvku z o g,
zatimco v piipadé pravé akce rf(z) se jedna o nalezeni prvku g relativné vzhledem k z.

Definice 2.6. Necht H, K jsou Lieovy grupy a necht zobrazeni £/ : H x K — K je levé
akce H na K takova, ze ¢, : K — K je grupovy homomorfismus. Na K x H zavedeme
nasobeni

(k, ), ) == (kCy(K), ).
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2.1. PRIKLADY LIEOVYCH GRUP

Tato operace definuje Lieovu grupu G = K x, H, kterou nazyvame poloprimgm soucinem
H a K vzhledem k ¢, (strucné jen G = K x H). Podobné i pravd akce H na K, kde
r: K x H - K takovd, ze " : K — K je grupovy homomorfismus, urcuje polopifmy
sou¢in G = K x, H vzhledem k r, (struéné G = K x H). Nésobeni na H x K je dédno
vztahem

(h, k) (R, k) == (hh, 7" (k)k).

Pozndmka 2.7. Vsimnéme si rozdilu mezi piimym (kartézskym) soucinem a polopiimym
soucinem. U kartézského soucinu pusobi prvky jednotlivych grup jen mezi sebou navzajem,
tj. pro G = K x H plati (k, h)(k*, h*) := (kk*, hh*). U polopfimého sou¢inu naproti tomu
pusobi prvky jedné grupy i na prvky té druhé.

2.1 Priklady Lieovych grup

V pripadé nasich zdkladnich objektu jsou nejbéznéjsimi grupovymi operacemi s¢itani na
pifmce, které tvoif Lieovu grupu (R, +), a moduldrn{ s¢itani na kruznici formujici grupu
(S', + mod k), kde k je délka cyklu v parametrizaci kruznice. Vlastnosti grupy korespon-
duji s intuitivnim chédpanim toho, jak by s¢itani na téchto prostorech mélo fungovat. Kon-
figurace reprezentuje translaci podél daného prostoru a je prirozené, ze kombinaci dvou
takovych konfiguraci dostaneme sumu jejich posunuti. Kartézskym soucinem pfimky a
kruznice vytvoiime strukturu, s klasickym a modularnim séitanim, které jsou operuji
nezavisle na sobé podél ,svého* stupné volnosti. Dulezitym piikladem jsou maticové

grupy.

Definice 2.8. Obecnd linedrni grupa nad télesem realnych ¢isel, znaé¢ime GL(n;R), je
grupa tvorena vsemi regularnimi maticemi n-tého tfadu s redlnymi prvky. Operaci je
nasobeni matic.

Definice 2.9. Uzavienou podgrupu G z GL(n; C) nazveme maticovou Lieovou grupou.

V této praci se zaméfime zejména na dvé maticové Lieovy grupy — ortogonalni a
euklidovskou. Uved'me nejprve prvni jmenovanou.

Definice 2.10. Ortogondlni grupa je podgrupou obecné linearni grupy GL(n;R), a to
takovou, jejiz prvky jsou ortogondlni. Znacime ji O(n).

Pozndmka 2.11. Redlna matice A, n-tého tadu, je ortogonalni, jestlize jeji sloupcové (resp.
radkové) vektory jsou ortonormélni, tj. plati

DA Aw = Sk,
=1
neboli
ATA=1,
kde I jednotkova matice.
Definice 2.12. Specidlni ortogondlni grupa SO(n) je podgrupou O(n), ktera se skladé z

matic o hodnoté determinantu jedna.
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2. LIEOVY GRUPY

Pozndmka 2.13. Prvky SO(n) jsou z geometrického hlediska rotace — jednd se o tzv.
primé shodnosti, zatimco prvky O(n) predstavuji kombinaci rotace a zrcadleni. Pokud
je determinant matice roven minus jedna, hovorime o neprimych shodnostech. Takové
shodnosti netvoti grupu, protoze slozenim dvou nepiimych shodnosti ziskame ptimou
shodnost.

V nékterych piipadech je moznost vybirat z vice grupovych struktur. Naptiklad kruznice
(S, + mod k) je tizce spojena s Lieovou grupou SO(2). Ve dvourozmérném pifpadé ma
matice tvar

cosf) —sinf
(Siné’ cos 6 ) €80(2),
kde @ je hel otoceni. Tyto matice jsou hladké, cyklické, jedineéné vzhledem k 6, a tedy z
podstaty odpovidaji bodim na kruznici S', (tyto prostory jsou difeomorfni). Akce téchto
Lieovych grup jsou také kompatibilni: soucin dvou prvkiu z SO(2) je ekvivalentni mo-
duldrnimu souctu odpovidajicich prvku S'. To znamen4, ze S' a SO(2) jsou izomorfni,
coz obecné pro grupy, které maji stejnou strukturu variety, neplati.

Podobné jako muzeme kruznici pomoci kartézského soucinu zobecnovat do vyssich di-
menz{ jako torus nebo sféru, Ize délat kartézsky soucin grup typu (S, + mod k). Vysledkem
pak jsou toroidni Lieovy grupy. Rozsifenim SO(2) ziskdme rotace napii¢ vyssimi dimen-
zemi. Nicméné pifmd spojitost mezi S~ a SO(n) neni. Napifklad S? neumoziiuje struk-
turu Lieovy grupy vubec a SO(3) odpovidd mnoziné orientovanych poloh na sfére.

2.2 Konfigurace tuhého télesa

Tuhé téleso je idealizovany objekt, ktery se pusobenim vnéjsich sil nedeformuje. Matema-
ticky lze popsat jako mnozina bodu, které mezi sebou maji fixni vzdalenost a ktera je rela-
tivné orientovana. Vhodnéjsim popisem je, kdyz uré¢ime pohyblivou vztazny repér, tuhym
télesem chapeme mnozinu bodu, jejichZz pozice je fixni vhledem k danému télesovému
repéru, viz Obr. 2.1. Vyhoda druhého pristupu je ziejma. Konfigurace télesové soustavy
(pozice a orientace) plné uréuje umisténi viech bodu télesa a oba konfiguraéni prostory
jsou tedy ekvivalentni (télesa a jeho télesové soustavy).

PN
%

Obrazek 2.1: Tuhé téleso muzeme definovat jako mnozinu bodu, jejichz vzajemna
vzdélenost je pevnd (vlevo) nebo vhodnéji jako mmnozinu bodu, které maji pevnou
vzdélenost vzhledem k pohyblivé télesové soustavé (vpravo).
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2.2. KONFIGURACE TUHEHO TELESA

Pti modelovani tuhého télesa muzeme zvolit ruznou télesovou soustavu, podle toho,
jakym zpusobem systém parametrizujeme. Télesovou soustavu muzeme napiiklad umistit
do stiedu télesa, na jeho kraj, ¢i mimo samotné téleso. Jakmile zvolime télesovou soustavu,
nastava volba vhodného konfiguracniho prostoru a Lieovy grupy, ktera by konfiguraci
nejvhodnéji popsala.

Uvazujme téleso pohybujici se v roviné. Télesovy repér je uréeny dvéma souradnicemi
a jedinou orientacni slozkou. Bylo by pfirozené vzit tyto parametry naprosto nezavisle
a uvazovat konfigura¢ni grupu (R? x S', +). Ukdzeme si ale, Ze je mnohem vyhodnéjsi v
takovém piipadé volit dvourozmérnou specialni Euklidovskou grupu SE(2). SE(2) totiz
lépe vystihuje relativni pohyb tuhého télesa, protoze vyuziva symetrii. Grupa SE(n) také
lépe zobeciiuje pohyb ve vyssich dimenzich. Pojd'me si ji zavést.

Definice 2.14. Euklidovskd grupa E(n) je grupa vsech transformaci v R"™, které se daji
vyjadrit jako slozeni posunuti a ortogonélni linearni transformace (kombinace rotace a
zrcadleni). Prvky E(n) muzeme zapsat jako dvojici {x, R}, kde x € R" a R € O(n) a
definujeme operaci

{z,R}y = Ry + x.

Jelikoz plati
{1, Rif{zo, Rty = Ri(Roy + 12) + 71 = Ry Roy + (21 + Rixp),
operace nasobeni pro E(n) je nésledujici:
{x1, Ri1}{xe, R} = {x1 + Ryx2, R1Ry}. (2.1)

Inverznim prvkem E(n) je {z, R} ™' = {~R 'z, R~'} a prvkem neutralnim {0, 7}, kde I
je jednotkova matice radu n.

Pozndmka 2.15. Grupa E(n) neni podgrupou GL(n;R), jelikoz posunuti neni linedrni
zobrazeni. Nicméné je E(n) izomorfni s uzavienou podgrupou GL(n + 1;R), kterd se

sklada z matic typu
R p
0 1)’

kde p = (p1,...,pn)T € R™ 0 je nulovy vektor a R € O(n).

Definice 2.16. Specidlni euklidovskd grupa SE(n) je podgrupou E(n), ktera se skldda z
,tuhych®“ transformaci v R™, tzn. sem patii posunuti a otoceni, ale ne zrcadleni.

Prvek grupy g € SE(2) mé parametry (x,y,6) je obvykle reprezentovan matici typu

cosf) —sinf =x
g=(x,y,0) = |sinf cosf vy
0 0 1

Matice obsahuje prvek grupy SO(2), ktery reprezentuje orientaci a ddle prvek R?, ktery
udava pozici. Specidlni euklidovskd grupa lze zavést jako polopiimy soucin SE(n) =
(R™, +) x,SO(n), kde prvky rotace pusobi na sebe navzajem, véetné translac¢nich, zatimco
translacni cleny pusobi jen na sebe. Ukazme si to:

E(n) = (R", +) x, SO(n).
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2. LIEOVY GRUPY
Pro x1, 29 € R™ a Ry, Ry € SO(n) plati
(ZE17 Rl)(ZEQ, Rg) = (lL‘l + £R1 (xg), Rle) = (ZEl + Rll’g, Rle), (22)

protoze leva akce lgo(,) : R" — R" je definovana jako {g(r) = Rx pro libovolné x € R" a
R € SO(n). Vidime, ze vztahy (2.1) a (2.2) si odpovidaji.
Prvky SE(2) maji v rovinnych systémech ¢tyfi nejbéznéjsi interpretace:

e pozice a orientace tuhych téles,
e pozice a orientace soustav souradnic,

e akce, pii kterych tuhé téleso nebo soustava soufadnic zméni polohu relativné vuci
pevné dané soustavé souradnic,

e akce, pri kterych najdeme vyjadieni bodu z jedné soustavy souradnic v jiné soustave
soutadnic.

Prvni s druhym piipadem jsou spolu tzce spojené. Tteti a ¢tvrta interpretace souvisi s
tim, ze SE(2) neni jen prostor, ale Lieova grupa, ¢imz z kazdé konfigurace déld soucasné
akci. Také zduraznuji rys, ktery aditivni grupy nemaji — jelikoz grupa neni abelovska,
mame zde dvé ruzné akce. Ukazme si to konkrétné.

Necht g, h € SE(2), kde g = (z,y,0),h = (u,v,3). Spocitdme levou akci prvku h na
prvek g :

cosfB —sinf w\ fcosf —sinf =x
Ih(g) = hg = (u,v,5) o (x,y,0) = | sinfg cosf v ||sinf cosf vy
0 0 1 0 0 1

cos(f + ) —sin(@ +p) x+wucosf —vsinb

= | sin(@+ 5) cos(d +pP) y+usind+vcosh
0 0 1

= (xcosf —ysinf +u,zsinf +ycosf +v,0 + ). (2.3)

Pii dpravé jsme uzili souctovych vzorcu geometrickych funkei. Fyzikalné tato akce od-
povidd tomu, Ze vezmeme tuhé téleso o soutadnicich ¢ = (z,y,0) a h jako akci, kterd
pusobi na g. Nejprve akce oto¢i téleso okolo pocatku o tihel 5 a poté ho posune o (u,v).
Situaci ilustruje Obr. 2.2. V pripadé, ze poloha g je urcena relativné k h, zjistime tak
navic jeho absolutni polohu vhledem k pocatku.

25



2.2. KONFIGURACE TUHEHO TELESA

y/\

g T

Obrézek 2.2: Interpretace levé akce [;(g) grupy SE(2) jako zména pozice, ktera se sklada
z otoCeni a posunuti. [18]

Nyni uréime pravou akci. Vypocet je analogicky:
r(g) = gh = (,,0) o (u,v,8) = (x + ucos —vsind,y +usinf + vcosh, + B).

Prava akce odpovida relativnimu pohybu télesa z pozice g o hodnoty h, nebo ekvivalentné
nalezeni svétové pozice télesa v bodé h relativné ke g, jak ukazuje Obr. 2.3.

Obrézek 2.3: Pravé akce r"(g) grupy SE(2) najde soufadnice télesového repéru v pozici
h relativné ke g. [1§]

Pokud h = ¢!, vysledkem levé i pravé akce je I = (0,0,0), coz je neutrdlni prvek
grupy SE(2), ktery popisuje pocéatek konfiguracniho prostoru.

Vratme se nyni k porovndni grup (R? x S!,+) a SE(2). Na prvn{ pohled se zd4
a zvlast ménime orientaci, nez délat oboji dohromady pomoci maticového nésobeni.
Vyhoda SE(2) nicméné tkvi v tom, jakym zpusobem akce grupy odpovidaji relativni
pozici. Ukazme si to na piikladu, ktery ilustruje Obr. 2.4. Tuhé téleso je zobrazeno nej-
prve v pocatku soutadnic, coz popisuje neutrdlni prvek obou grup e = (0,0,0), a poté
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2. LIEOVY GRUPY

posunuto o g = (1,1,5) doe+g =eog = g. U obou grup dostaneme stejny vysledek. To

viak neplati o dalsim posunuti o g. V pifpadé grupy (R?xS!, +) plati h = g+g = (2,2, 7),
zatimco u grupy SE(2) vyjde h = gog = (0,2, ).
YA

SE(2) R? x St

< g

A

=Y

D>

Obréazek 2.4: Porovnan{ grupy (R? x S!, +) a SE(2).

V pifpadé grupy (R? x S!, +) dochézi ze svétového hlediska ke stejnému pohybu z e
do g jako z g do h. Lokalné se vsak jednd o diametralné odlisné situace. Z e do g jdeme
dopfedu a doleva, zatimco z g do h jdeme dopiedu a doprava. Grupa SE(2) bere v potaz
relativni pozici télesa a posune jej stejnym zpusobem jako v prvnim pripadé, tedy i z g
do h jdeme opét doptedu a doleva. Tento lokalni zpusob pojeti pohybu je hlavni vyhodou
grupy SE(2).
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3 Vektorové pole

V minulé kapitole jsme definovali na varietach grupy, které reprezentuji konfiguraci
robota v prostoru, resp. jeho zobecnéné souradnice. V dalsich kapitolach si ukazeme, jak
reprezentovat rychlost robota, resp. jeho zobecnénou rychlost. Poslouzi ndm k tomu teény
prostor variety a vektorové pole, kterd nyni zavedeme. Vychazime ze zdroju [3], [5], [9],
[12] a [17].

3.1 Tec¢ny prostor

Definice 3.1. Drdha na varieté M je hladké zobrazeni f : [ — M, pticemz I < R" je
otevieny interval.

Pozndmka 3.2. Vsimnéme si, ze drdha je samotné zobrazeni a ne jeho obor hodnot. V
literature se také muzeme setkat s oznacenim kiivka nebo hladky pohyb.

Definice 3.3. Necht M je hladkd varieta dimenze m a I < R je otevieny interval.

Uvazujme néjaké lokdlnf soutadnice 2’ na M a soutadnd vyjédreni (v(t)) resp. (d'(t))

drah v resp. 0. Rekneme, ze drahy ~,0 : I — M maji styk 7ddu r v bodé ty € I, jestlize
d*(7")(to) _ d*(8")(to)

= proi=0,....,m, s=0,1,..., 7

dts dts

Piseme potom ~ ~,. 4.

Poznamka 3.4. Relace ~, je ziejmé ekvivalence. Specidlné pro r = 0 plati v(to) = d(to),
a jedna se o drahy prochézejici danym bodem. V piipadé » = 1 se drahy v daném bodé
dotykaji.

Definice 3.5. Necht M, N jsou hladké variety, I < R a 0 € I je otevieny interval.
Rekneme, 7e dvé zobrazeni f,g : M — N urcuji tyz rjet v bodé & € M, jestlize pro
kazdou dréhu v : I — M, kde v(0) = x, maji drédhy fo~,go~y : I — N styk r-tého
fadu v bodé nula. Potom piSeme 5’ f = j'g nebo j" f(z) = j"g(z). Bod = nazyvame zdroj
(nebo poédtek) jetu a hodnotu f(x) cilem (nebo koncem) jetu.

Pozndamka 3.6. Opét se jednd o relaci ekvivalence. Mnozinu vSech r-jetu zobrazeni M —
N znaéime J"(M,N), pripadné JZ(M,N), J" (M, N),, Jo(M,N), chceme-li zduraznit
jejich zdroj, cil, nebo oboji. Konkrétné 1-jety v bodé x, tj.

Definice 3.7. Necht M je hladk4 varieta. Mnozinu te¢nych vektoru véech drah prochézejicich
bodem z € M nazveme tec¢nym prostorem T, M k varieté M v bodé z, pricemz plati

T M = J (R, M),,
tj. jednd se o tfidu 1-jetu se zdrojem v nule a cilem x € M.

Pozndmka 3.8. Tecny prostor T, M tvori vektorovy prostor, ktery ma stejnou dimenzi
jako varieta M. Situaci ilustruje Obr. 3.1.
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3. VEKTOROVE POLE

1M

Obrazek 3.1: Te¢ny prostor v bodé z variety M.

Definice 3.9. Tecny bandl T M je sjednoceni tecnych prostoru T, M v kazdém bodé x
variety M, tj.
TM:= | | TuM.
zeM
Jednd se o varietu dimenze 2n.

Definice 3.10. Hladké zobrazeni f : M — T, M, které kazdému bodu hladké variety
r € M pritazuje tecny vektor v daném bodé f(x) € T, M, nazveme vektorovym polem.
Mnozinu vSech (hladkych) vektorovych poli definovanych na varieté M budeme znagcit

V(M).

3.2 Kotecény prostor

Definice 3.11. Kazdému vektorovému prostoru V' muzeme pritadit dudlni prostor V*,
tedy prostor linearnich funkciondlu L : V — R. Tento prostor je také prostorem vek-
torovym, pricemz ma stejnou dimenzi n jako prostor V. Ma-li vektorovy prostor bazi
{e1,..., e}, muzeme prvky v € V reprezentovat jako linedrni kombinaci v = zye; + -+ - +
Tpen = (1 -+ x,)T(e1 -+ e,), respektive jako sloupcovy vektor v = (z1 -+ x,)T. Bdzi
ma i dudlni prostor V*, a to {Ei[v],..., E,[v]}, pficemz E\[v] = xy,..., E,[v] = z,.
Kazdy linearni funkciondl poté muzeme zapsat jako linearni kombinaci

— (21 - 2 Ll(er - e)]
= (Ba[v] - Ealo])" (Lled] -+ Llea]),

a vidime, Ze jej muzeme reprezentovat jako radkovy vektor L[v] = (a3 - - «), kde
a; = Lley],...,a, = L|e,] . Prvky dudlniho prostoru V* nazyvame kovektory.

Definice 3.12. Necht T, M je tecny prostor k hladké varieté M v bodé z. Dudlni prostor
k tomuto vektorovému prostoru nazveme kotecnym prostorem. Budeme jej znacit T, M.
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3.3. LIEOVA DERIVACE

Definice 3.13. Kotecny bandl T*M je sjednoceni kotecnych prostoru 7 M v kazdém
bodé x variety M, tj.
T*M:= | ] TiMm.
zeM

Opét se jedna o varietu dimenze 2n. Kazdy bod této variety T* M prestavuje konkrétni
funkcional L € T* M v konkrétnim bodé z € M.

Definice 3.14. Necht M je hladka varieta a T* M je jeji koteény prostor v bodé x € M.
Zobrazeni w : M — T*M, které bodu x € M prifazuje kovektor w(zx), coz je funkcional
nad te¢nym prostorem 1, M, nazveme kovektorovym polem. Mnozinu vsech kovektorovych
poli na M oznacime V*(M).

3.3 Lieova derivace

Definice 3.15. Necht M je hladkd varieta. Hladké zobrazeni a : M — R nazveme
skaldarové pole. Mnozinu vsech skaldrovych poli na varieté M oznacime S(M).

Pozndmka 3.16. Piikladem muze byt teplota v kazdém bodé mistnosti v jednom konkrétnim
case.

Definice 3.17. Necht h(z) € S(X) a f(z) € V(X). Lieovu derivaci (smérovou derivaci)
skaldrniho pole h(x) podél vektorového pole f(z) definujeme jako skaldrni soucin

fl(xl,xg,...,xn)
oh 0h oh 2(21,Z2,...,Zp
Lphta) = (V) ) = (1 L SR R
folx1, oy o 2y)
=§—Zf1(fv) " %fz(x) - %fn<x>.

Pozndmka 3.18. Vsimnéme si, ze Lfh(z) € S(X), tedy Lgh(z) : X — R. Timto
zpusobem potom lze definovat kovektorové pole

o) = (Sh0) ) o ).

Lieovu derivaci skalarniho pole ve sméru vektorového pole pak muzeme interpretovat jako
aplikaci linedarniho funkcionalu na vsechny te¢né vektory z vektorového pole:

dh[f](z) = (V' h(z), f(2)) € S(X).
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4. JEDNOKOLKA

4 Jednokolka

V této kapitole si na jednoduchém piikladu zavedeme mnohé dulezité pojmy. Stézejni
pro nas do dalsich kapitol bude Lieova zavorka a s ni spojend Lieova algebra. Cerpano je
ze zdroju [2], [9], [20], [24]

L ~
(q1.q) =B

Obrazek 4.1: Jednokolka. [20]

Jednokolka je kolo, které se pohybuje doptedu v horizontalné polozené roviné a je
schopno se na misté otacet (viz Obr. 4.1). Konfigurace jednokolky je ¢ = [q1, ¢2, g3]7, kterd
popisuje bodu dotyku kola s rovinou (g1, ¢2) a thel natoceni kola vzhledem k vodorovné
ose této roviny.

Systém je kinematicky a danou varietu tedy tvoii pfimo konfigura¢ni prostor M =
Q = R3 s dimenzi n = 3, piicemz x = [x1, 72, 23]7 = ¢. Problém uvazujeme lokalné a
muzeme tak zanedbat globalni strukturu prostoru R? x S1. (Ale budeme muset v poslednim
¢lenu uvazovat aritmetiku mod2x.) Také plati T,, M = T,,Q, coz oznacuje prostor vSech
moznych rychlosti v bodé zy = qp.

Teény vektor jednokolky je ddn piedpisem = [, 22, 23]T = [qi1, ¢o, ¢3]*. Jak jsme
jiz uvedli, jednokolka muze provadét dva pohyby, kazdému odpovida jedno vektorové pole.
Pro pohyb doptedu jednotkovou rychlosti ho miZeme zapsat jako g;(x) = [cos x3, sin x3, 0]
a pro otacen{ v kladném sméru jednotkovou rychlosti jako go(x) = [0,0,1]7. Ortonormaln{

baze tecného prostoru je {(5—2,0,0), (0, %,0), (0,0, %) . Pole pak muzeme zapsat ve

tvaru g;(x) = (cos $3)a—21 + (sin $3)a—21, respektive go(z) = %.

X3 A

[N
[N

1
§§ 1)
e A

Obrazek 4.2: Vektorové pole gi(z) = [cosxs,sinzs,0]T (pro konstantni hodnotu x3), a
ga(x) =[0,0,1]T. [20]
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Definice 4.1. Nechf je G mnozina vektorovych poli a necht span(G) je linedrni obal
vektorovych poli z G. V kazdém bodé z € M tato vektorova pole tvoii linearni podpro-
stor teéného prostoru T, M. Rikdme, ze mnozina vektorovych poli G vytvail distribuci
D < T M, ktera je hladkym pfifazenim linedrniho podprostoru 7, M pro kazdé x € M.
Distribuci nazyvame requldrni, jestlize dimenze linearniho podprostoru je stejna v kazdém
bodé x. Pokud je dimenze m, fekneme, ze se jedna o m-rozmérnou distribuci.

Uvazujme dvourozmérnou reguldrni distribuci pro jednokolku D = span({gi, ¢2}) =
u191() + Uzga(T);
uy, us € R. To je jedna z moznych forem distribuce — uskutec¢nitelné pohyby jsou tvoreny
linearni kombinaci vektorovych poli. Jina forma distribuce spo¢iva v tom, ze ze vSech
uskutecnitelnych pohybu eliminujeme ty, které kvili vazebnym podminkam, nejsou mozné.
Tvar takové distribuce je

D(z) ={z e T,M; w(z)x =0}, w(x)=—sinzs,cosxs,0],

kde D(x) je linedrni podprostor teéného prostoru T, M, ktery je urceny distribuci D.
Réadkovy vektor w(zx) je kovektor, ktery lezi v kotecném prostoru T*M = R". Orto-
normélni bazi kovektorového pole je {(dx; ,0,0,...,0),(0,dz3,0,...,0),...,(0,0,...,0,dx,)}.
Vazby pak muzeme psét ve tvaru w(z) = —sinzg dry + cos zz dz, .

Definice 4.2. Rikdme, ze mnozina kovektorovych poli {wi(z),...,wk(x)} definuje ko-
distribuct Q < T*M, kde T* M je koteény bandl. Jestlize kovektorova pole w;(z), i =
1,...,k odpovidaji vazebnym podminkdm w;(z)z = 0, nazyvame Q wvazebnd kodistri-
buce. Rekneme, ze takova kodistribuce Q anihiluje ditribuci D uskuteénitelnych pohybi
a obraceneé.

Specialnim pripadem jsou vazebné podminky pro rychlost tvaru

flq,q) =0,

které neni mozné integrovat takovym zpusobem, abychom dostali jiné ekvivalentni konfi-
guracni vazby. Takové vazby nazyvame neholonomns.

Necht je G mnozina vektorovych poli a necht je D distribuce urcend jejich linedrnim
obalem span(G). Chtéli bychom urcit dosazitelnou mnozinu variety M pomoci vekto-
rovych poli z D. To je globalné obecné slozité, nicméné s vyuzitim Lieovych zavorek
muzeme zjistit leccos lokdlné. Aplikaci Lieovy zavorky na dvé vektorova pole z D zjistime,
zda infinitesimalni pohyb ve sméru téchto dvou poli muze lokalné tvorit pohyb v jiném
smeéru, nez které jsou v D. Piikladem je podélné parkovani auta, resp. v nasem pripadé
jednokolky. Pf¥imy pohyb do boku neni kvuli vazebnym podminkam mozny, nicméné i
tak se mu muzeme priblizit fadou pohybu dopredu, dozadu a oto¢enimi. Dusledkem je, ze
lokalné dosazitelnd mnozina M neni dvourozmérnd (jako distribuce D), ale t¥irozmeérna.
Rychlostni vazebna podminka zamezujici pohybu do boku tedy neomezuje dosazitelné
konfigurace.

Vektorova pole muzeme chapat jako pravé strany diferencialnich rovnic

= f(z). (4.1)
Lieovu derivaci skaldrniho pole h(x) podél vektorového pole f(z) jsme definovali jako

Leh(x) = (V7h(a), f(2) = 2 f(z).
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4. JEDNOKOLKA

V souvislosti s vektorovym polem oznaéime ¢/ jako tok vektorového pole f, ktery repre-
zentuje Fedeni diferencidlni rovnice (4.1). Konkrétné ¢f () je stav systému v ¢ase ¢, ktery
zacinal v bodé x v ¢ase 0. Pro tok ¢{ : M — M tedy plati

d
791 (@) = [(#l(2), weM.

Kiivku {¢! (z); t € R} nazyvame integrdlni kiwkou vektorového pole g, které obsahuje bod
x. Integralni k¥ivka popisuje mnozinu dosazitelnych bodu variety M z x podél vektorového
pole dopiedu i dozadu v ¢ase, viz Obr. 4.3. Tuto notaci zobecniuje pojem integralni variety
mnoziny vektorovych poli G, kterou rozebereme pozdéji.

. -

Obrazek 4.3: Integralni kiivka vektorového pole. [20)]

Rikéme, 7e vektorové pole je upiné, jestlize je jeho tok definovany pro kazdé t. Dle
Picardovy véty o existenci a jednoznacnosti poc¢ateéni tlohy je pro kazdé konkrétni ¢ tok
Qﬁ{ lokalné difeomorfni na varieté M. Mnozina téchto zobrazeni s operaci skladani

¢l (z) 0 ¢l(z) = ¢ (8] (2)) = ¢],.(x),

pro vsechna t,s tvori grupu. Neutralnim prvkem je ¢(’; () = x a prvkem inverznim je

Méjme dveé vektorova pole g1, go € G. Zobrazeni ¢f' o ¢92 znadi slozeni toku g po dobu
s vtefin s tokem g1 po ¢ vterin. Slozené zobrazeni v opacném poradi ¢p%2o¢?" je obecné jiné.
Ukazme si to. Uvazujme tok, ktery za¢ind v bodé zo = x(0) tak, Ze nejprve pujdeme po
kratky cas € ve sméru ¢; a dale pro stejny ¢as ve sméru gs, nasledné —g; a nakonec —go.
Situaci ilustruje Obr. 4.4a. Resen{ vzniklé diferencidlni rovnice pro malé ¢ « 1 muzeme
ziskat pomoci Taylorovy rady. Zacneme tokem podél pole g;:

z(e) = ¢2(x(0))
= z(0) + £2(0) + %a%m) +0("),

pro jednotlivé derivace dle rovnice (4.1) plati

2(0) = 91(x(0)) = g1(xo),

. og1 . 0
#(0) = Z2(0) = T (o),

dosadime je zpét:

1,0
= 2o+ 891(I0) + 5&2%@(%) + 0(83).
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Clen O(e*) znaci zbytek Taylorovy fady, tedy vyraz fadu e*. Nyni ptijdeme podél pole g,
a dostaneme se do ¢asu 2e:

x(2¢) = ¢2(x(e))
= z(e) +ex(e) + %82"5(5) +0(e),

¢len x(e) mame z predchoziho vypoctu. Vyéislime prislusné derivace:

i(e) = g2(x(2)) = g2 [0 + g1(20) + O(e?) | = ga(wo) + 6%91(%0) +0(e%),

#(6) = 2i(e) = L p(a(e)) = Loa oo + 02)],

a vSe dosadime do rovnice:

1.0 P
= 20 + g1 (o) + 252%91( o) + O3 + e [gz(:ro) + 5%91(530) + 0(52)]

5
+ 5 (aﬁgz(xo + 0(5))] ,

po tpravé a sjednoceni ¢lenti fddu € do jednoho ziskdvame:

1,00 P )
= 2 + £ [g1(0) + ga(o)] + 527 l%glm) i 2%91@0) + 592(%)] +O().

Ve stejném duchu pokracujeme déle podél pole —g;, ¢imz se dostavame do casu 3e:

z(3e) = ¢- " (x(2¢))
= 2(2¢) + ei(2¢) + %62&}(26) +0(e),

Vypocitame potiebné derivace

©(2) = —gi1(z = —g1 [z0 + €g1(w0) + £ga(w0) + O(%)]
= —g1(o) [%91 zo) + —92(950)] +0(e%),
#(02) = ~ i (2) = Dy, [a(0) + 0(e)],

a spolu s hodnotou x(2¢) nasledné dosadime do rovnice:

o 092 092

=20+ €[g1(x0) + g2(x0)] + 56 la—gl(xo) + Qaigl(azo) + %gg(xo)]

e l—gl(m e l%gl(%) . %gmo)] ; 0(g2>] . l%glx( )+ 0(5)]

g

lQa—gl(xo) 2%, (a0) + aaig2<xo)] L O,

1
=g+ 692(1’0) + =€ a

2
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4. JEDNOKOLKA

Nakonec podél —gs:
z(de) = ¢.%(x(3¢)) = ¢-% 0 7% 0 ¢F* 0 ¢Z! (m),

odectou se analogické cleny jako v predeslém casovém kroku a ziskame findlni priblizné
feseni:
092

0
=1z + &2 ﬁ_xgl(xo) — %‘92(1’0) +0(%).

Viimnéme si, Ze se zde nevyskytuji cleny zavisejici na . Zbytek O(g3) je pro mald
e potlacen ¢leny fadu 2. Tento ¢len reprezentuje piiblizny pohyb po étverci uréeném
vektorovymi poli g1, gs. Vysledek je motivaci definice Lieovy zavorky dvou vektorovych

poli jako - ]
[7,6)) = 2 ()~ Ly(a)

Vysledku operace budeme tikat Lieuv soucin. Lieova zavorka [ f, g] uréuje nové vektorové
pole, které, pokud jiz neni obsazeno v span(G), reprezentuje novy smér pohybu, kterého
je mozné priblizné dosdhnout. Pohyb timto smérem je pomalejsi nez piimo ve sméru
vektorovych poli f, g, jelikoz je fadu €2 oproti e, piicemz ¢ « 1. Intuitivné je to ziejmé i z
prikladu jednokolky ¢i pfimo auta, kde paralelni parkovani, tedy ptiblizny pohyb do boku,
jeho Lieovu zavorku s jinym vektorovym polem. Lieuv soucin stupné k je vyraz, kde se
puvodni vektorova pole vyskytuji celkové k-krat. Napiiklad [[[f, ], f], g] je Lieuv soucin
¢tvrtého stupné. Jestlize [f, g] = 0, zddny novy pohyb nevznikl, (poc¢ateéni bod pohybu
je shodny s koncovym), a fikdme, ze tato dvé vektorova pole jsou komutativni.

Vratme se opét k jednokolce. Pro pohyb dopiedu mdme vektorové pole gy(z) =
[cos w3, sin w3, 0]7 a pro otoceni pole go(x) = [0,0,1]7. Nyni spoéitdme Lieovu zavorku
téchto poli

[ ] _ 99 g
g1, 92 oz g1 oz g2

_ (%92 092 O92)\ (09 J91 lg1
8x1 ﬁxg 05(73 9 8:1;1 &xg 05(]3 2

g
0 00 COS X3 0 0 —sinzs 0 sin x3
=0 0 O sinxs |— |0 0 coszs 0)= | —coszs
000 0 0 0 0 1 0

Provedenou operaci jsme skutecné dostali novy mozny pohyb do boku, ktery kvuli va-
zebnym podminkam neni uskutecnitelny piimo.
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(a) Pohyb piiblizné odpovidd pohybu do boku. Ne vsak
presné kvuli ¢lenum s vys$sim fddem e.
[

(b) Pohled na jednokolku shora.

X2

€2y e2[g, 2] !
. \
v ———=

X2

€41

Y|

Obréazek 4.4: Pohyb jednokolky urceny Lieovou zavorkou dvou vektorovych poli zac¢inajici
v pocatku. [20]

Definice 4.3. Lieova algebra mnoziny vektorovych poli G, znacime g, je linearni obal
vsech Lieovych soucinu vSech stupnu vektorovych poli z G. K urceni Lieovy algebry de-
finujeme G; = G, a fadu G411 = G; U {[9;,9x]; YV g; € G1, gk € G;} . Lieova algebra je pak
dand distribuci span(G.,).

Pozndmka 4.4. Operace Lieova zavorka [-, -] ma tyto vlastnosti:

(i) zobrazeni [-, -] je antisymetrické, tedy [g1, 2] = —[g2, 91]
(ii) plati tzv. Jacobiho indentita [g1, (g2, g3]] + (92, [93, 91]] + g3, [91,92]] = O

Piiklad 4.5. Rada pro G = {g1, g2} mé dle definice tvar

G = {91, 92}

Gy = G1u{gs = [g1, 92]}

Gz = G2 v {gs = [91, 93], 95 = [92, 93]}

Ga = Gz {96 = [91,94], 97 = [91, 5], 98 = [92, 94], 90 = [92, 95]}

Definice 4.6. Prislusna fada Dy, = span(Gy, ), De = span(Ge), ... se nazyva filtrace dis-
tribuce D,. Filtraci fikdme requldrni, jestlize jsou vsechny distribuce filtrace regularni.
Pokud je filtrace reguldrni, dimenze distribuce, bud kazdym krokem roste, nebo se kon-
strukce zastavi. Ztejmé plati dim(D;) < n = dim(M) pro vSechna i. Jestlize je tedy
filtrace regularni, existuje konecnd hodnota k takova, ze Dy = Dy, = --- = Dy. Tato
distribuce je involutivni uzdvérem, znaéime D, distribuce D. Distribuci D nazyvame invo-
lutivng, jestlize D = D. Pokud filtrace nenf reguldrni, nejsme schopni obecné predem urcit
stupen k, pro ktery D, = D. Jestlize takovy stupei existuje, ifkdme, ze Lieova algebra je
nilpotentni stupné k.
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4. JEDNOKOLKA

Definice 4.7. Integralni varieta distribuce D, ktera obsahuje xy, je mnozina variet M,
kterych je mozno dosdhnout z bodu zy vektorovymi poli z D. D(x) je teény prostor
integralni variety v bodé x.

Pozndmka 4.8. Podle Frobeniovy véty se m-rozmérna regularni distribuce D integruje na
m-rozmeérnou integralni varietu pravée tehdy, kdyz je D involutivni.

Definice 4.9. Jestlize integralni varietou distribuce D neni cely prostor M, potom
fikame, ze D tvoii foliaci variety M. Jednotlivé rizné integralni variety nazyvame listy
foliace.

Priklad 4.10. Uvazujme napiiklad otocny pohyb jednokolky, konkrétné jednorozmérnou
distribuci vytvoienou vektorovym polem go(z) = [0, 0, 1]7. Distribuce je jednorozmérna,
regularni, involutivni a integralni variety jsou piimky v z3. Jestlize se jednokolka drzi
pouze tohoto vektorového pole, se vztahuje stale ke stejnému listu foliace.

Pozndmka 4.11. Existence integrélnich variet na mensim prostoru nez je cely stavovy
prostor M indikuje, ze pohybové vazby skutecné omezuji dosazitelny stavovy prostor.

Nyni zpét k jednokolce. Jiz mame tii vektorova pole g; = [cosxs,sinxs,0]7, g =
[0,0,1]7 a g3 = [g1,92] = [sinzs, — cosx3,0]7. Dimenze distribuce urcené vektorovymi
poli {g1, g2, g3} je rovna tiem v kazdém bodé x € M. Jednd se tedy o regularni distri-
buci. Urcité je také involutivni, jelikoz dimenze samotné variety M je také tti. Linearni
nezavislost vektorovych poli ovéiime vypoctem determinantu matice:

cosrz 0 sinaxs
det(g1,92,93) = |sinzs 0 —coswzs| = sin?(x3) + cos?(x3) = 1.
0 1 0

Determinant je nenulovy a tedy vektorova pole jsou linedrné nezavisla. Jelikoz je distribuce
regularni i involutivni mé tiirozmérnou integralni varietu, kterd odpovida celému prostoru
variety M. Distribuce D je involutivnim uzavérem distribuce D;. Filtrace je regulérni.

Piiklad 4.12. Mé&jme vektorova pole hy(x) = [x1 cos x3, 2o sin z3, 0] a hy(x) = [0,0, 1]*
definovand na R3. Vektorové pole hy samo o sobé uréuje reguldrni jednorozmérnou invo-
lutivni distribuci. To vSak neplati v pripadé vektorového pole hy. Distribuce tohoto pole
neni regularni, jelikoz dimenze prostoru napi. pro x; = x5 = 0 je nulové, tedy odlisné,
nez pro jiné hodnoty 1, z9. Lieova zavorka pro tato vektorova pole je

0 00 T1 COS X3 — COS T3 0 —x1 sin s 0 1 8in T3
hs = [h1,he] = [0 0 0 Tosinxs |— 0 SIN Ty T COST3 0]=| —z2coszs
0 0O 0 0 0 0 1 0

Pro determinant plati

ricosxys 0 xysinzg
det(hy, ho, h3) = |zasinazg 0 —xycosas| = 1wy sin®(x3) + 2129 cos®(13) = 2175.
0 1 0

Vektorova pole jsou tedy nezdvisld. To znamend, ze pro x1, x5 # 0 je distribuce span(hy, hs, h3)
tiirozmérnd, neni vsak regularni, jelikoz jeji dimenze se pro ruzné body lisi. Konkrétné
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je jednorozmérna pro body [0, 0, z3]7, dvourozmérna pro [z1,0,z3], kde x; # 0 a pro
[0, x9, z3], kde o # 0, a tiirozmérna ve vsech ostatnich bodech. Foliace je ukazana na
Obr. 4.5. Stavovy prostor je rozdéleny na devét listl, jednim je primka, které odpovida
osa x3, dale ¢tyti poloroviny a konecné ¢tyfti tiirozmérné kvadranty.

Obrazek 4.5: Foliace stavového prostoru distribuce span(hy, hg, hs). [20]
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5. EXPONENCIALNI ZOBRAZENI A LIFTOVANE AKCE

5 Exponencialni zobrazeni a
liftované akce

Teény prostor jsme definovali na varieté bez ohledu na to, zda ma, ¢i nema strukturu
Lieovy grupy. Pokud tomu tak ovSem je, ma mezi tecnymi prostory zvlastni zastoupeni
prostor T.G, tedy prostor v neutralnim bodé grupy. Ukazeme si, ze plati g = T.G, tedy
ze prostor T.G urcuje prislusnou Lieovu algebru. K tomu nam poslouzi pojem levo-inva-
riatniho pole. Budeme vychdazet ze zdroju [2], [3], [18], [19] a [23].

5.1 Lieova algebra Lieovy grupy

Definice 5.1. Necht M;, M, jsou n-rozmérné variety tiidy C”. Rekneme, ze zobrazen{
f+ My — My je difeomorfismus tridy C°,s < r, jestlize f je bijektivni tiidy C* a
soucasné i inverzni zobrazeni f~!: My — M, je tiidy C*.

Definice 5.2. Necht je G redlnd Lieova grupa. Vektorové pole £ na G nazyvame levo-
-invariatni, jestlize \*¢ = & pro vSechna a € G, pricemz vektorové pole A\i¢ = T(A,-1) o
€0 Ay, kde levé translace A, je difeomorfismus. Jelikoz plati A} [£,n] = [AXE, Akn], prostor
VL(G) vsech levo-invariatnich poli na G je uzavieny na Lieovu zévorku. Je tudiz Lieovou
podalgebrou algebry V(G).

Pozndmka 5.3. Kazdé levo-invariatni vektorové pole ¢ je jednoznacné uréené vztahem
&(e) e TG, jelikoz £(a) = To(Aa)E(e), kde e € G je neutralni prvek. Lieova algebra Vi,(G)
levo-invariantnich poli je linedrné izomorfni s T.G. Lieova zavorka na Vi(G) indukuje
na T.G strukturu Lieovy algebry. Budeme ji standardné znacit g. Izomorfismus Lieovy
algebry s prostorem levo-invariatnich poli je dédn zobrazenim L : g — Vi (G), X — Ly,
kde Lx(a) = T A\ X. Tedy [X,Y] = [Lx, Ly](e).

Piiklad 5.4. Lieova algebra ortogonalni grupy O(n) se skldda ze vSech redlnych anti-
symetrickych matic, znaéime ji o(n). Lieova algebra specidlni ortogonalni grupy SO(n)
je stejnd jako grupy O(n), znacime ji so(n). Konkrétné napiiklad ve tfeti dimenzi pro
w = (wq,wsq,ws3) dostavame

so(n) = {w e R¥>?*: 0" = -4},
kde
0 —W3 Wa
w = w3 0 —W1
—W9 w1 0

Priklad 5.5. Lieova algebra euklidovské grupy E(n), zna¢ime e(n), jsou matice typu

(b 5)

kde p je n-prvkovy sloupcovy vektor a r je antisymetrickd matice radu n, tj. r € o(n).
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5.2. EXPONENCIALNI ZOBRAZENI

Lieovy algebry maji velky vyznam, jelikoz maji strukturu vektorového pole, tedy je
jednodussi je analyzovat nez Lieovy grupy. Navic maji funkci jakychsi generatoru, kterymi
muzeme prislusné Lieovy grupy zrekonstruovat. Timto generatorem je exponencidlni zob-
razeni.

5.2 Exponencialni zobrazeni

Definice 5.6. Necht G je Lieova grupa a g je jeji Licova algebra. Pak pro { e gate R
definujeme exponencialni zobrazeni jako

exp:g— G
§ — exp(t).

V pripadé, ze je jednd o maticovou Lieovu grupu, potom plati
1
exp(t) = exp A = nz_;) EA :

Piiklad 5.7. Uvazujme rotace v tiirozmérném prostoru kolem osy z, potom w = (1,0, 0).
Polozme

0
-0 |,
0

A=0w=

o O O
> O O

spocitame piislusné mocniny a dosadime do vztahu
| 1 1
exp A = AT =T+ A+ AP+ A
P nz_lo nl 2 T3]

¢imz dostéavame

expA= |0 1—-3602+ 10" —0+36°—26°--[=[0 cosf —sind |,
0 sinf cosé
0 01631165 . 11024 L6t

coz je presné matice z grupy SO(3) pro rotace kolem osy x.

Ve druhé kapitole jsme definovali grupové akce, které pusobi na prvcich konfigura¢niho
prostoru. Nyni zavedeme tzv. liftované akce, které maji podobnou funkci, ale v te¢ném
prostoru.

5.3 Liftované akce

Jednotlivé tecné prostory, které tvori tecny bandl, jsou na sobé nezavislé. Obecné zde tedy
neexistuje vhodny nastroj pro porovnavani ¢i séitani vektoru, které se nachazeji v ruznych
prostorech. V pripadé Lieovych grup vSsak mezi konfigurace mame definované transformace
a témto transformacim muzeme pritadit tzv. liftované akce. Jednd se o zobrazeni v riznych
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5. EXPONENCIALNI ZOBRAZENI A LIFTOVANE AKCE

tecnych prostorech mezi vzajemneé si odpovidajicimi vektory, ktery umoznuje tyto vektory
porovnavat. Konkrétné k levé akci ¢, kterou aplikujeme na konfiguraci g, je pritazena leva
liftovana akce T,¢;,. Tato akce pfifazuje vektorum z tec¢ného prostoru 7,G odpovidajici
vektory z tecného prostoru 734G, coz je prostor, ktery je asociovany po provedeni levé
akce:

ngh . ng —_— Thgg
g +— (hyg)

Prava liftovand akce T,r" je definovand analogicky. Obecné plati, ze leva liftovand akce
zachovava lokalni rychlost systému. Jinymi slovy, pokud jsou rychlosti ve dvou konfigu-
racich spojené levou liftovanou akci, potom je jejich pohyb v obou konfiguracich z jejich
vlastni perspektivy ekvivalentni. Naproti tomu pravé liftované akce zachovavaji vztah
rychlostnich transformaci. Tedy dva body se pohybuji odpovidajicimi rychlostmi, které
se lisi o konstantni grupovou akci. Tyto interpretace vyplyvaji z povahy levych a pravych
akci, které jsme rozebirali vyse — leva akce posouva prvek grupy, zatimco prava pracuje s
prvky, jejichz poloha je definovana vzajemné.
Liftované akce jsou definované jako derivace asociované akce:

a(fhg)
TV, =
ggh ag
o(r'g)
Tyr" =
gT ag

5.4 Rychlosti tuhého télesa

Jak jsme jiz rozebirali, tim, ze rovinné tuhé téleso popisujeme strukturou SE(2), ddvame
konfigura¢nimu prostoru lokalni smysl, tedy ze akce jsou definované vzhledem télesovému
repéru na zacatku kazdé akce, a ne ke svétové soustavé souradnic. Podobné se lokalita
objevuje i u te¢nych prostoru grupy SE(2).

Leva liftovana akce zachovava télesovou rychlost systému. Znamena to, ze téleso, jehoz
rychlost ve dvou ruznych konfiguracich je spojena T,¢;,, se pohybuje se stejnou podélnou,
lateraln{ a rotacni rychlosti v obou konfiguracich. Pravd liftovand akce T,r" zachovava
prostorovou rychlost, coz usnadnuje vypocty rychlosti ruznych bodu, které jsou pevné
dané vzhledem ke spole¢nému tuhému télesu.

Telesova rychlost & systému je jeho rychlost vyjadiena v okamzité lokalni soustavé
soufadnic, jak zachycuje Obr. 5.1a. Télesova rychlost hraje vyznamnou roli v kinematické
i dynamické analyze, kde s jeji pomoci ¢asto popisujeme sily a vazby.
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5.4. RYCHLOSTI TUHEHO TELESA
y A

v &
¢\

&

s

=

T ~
gz
(a) Télesova rychlost. (b) Svétova rychlost.
YA . YA
9
gy """" : [ ,v
v ~ "‘ 5 °
N/ q .
D N ey T
£
go X

(c) Alternatlvnl interpretace télesové rych- (d) Prostorové rychlost.

losti.
Obréazek 5.1: Srovnani télesové, svétové a prostorové rychlosti robota v roviné, ktery je
reprezentovan trojihelnikem. [18]

Télesovou rychlost tuhého télesa otoceného o tihel # muzeme vypocitat ze svétové
rychlosti, tim Ze ji o stejnou hodnotu oto¢ime zpét, tedy o —6:

& cos@ sinf 0 Jz
E=1&|=|—sinf costd 0||gy]|- (5.1)
59 0 0 1 Js

Podobné muzeme svétovou rychlost urcit z télesové:

cosf sinf 0\ ' cosf —sinf 0
g=| —sinf cosf O &= |sinf cosf 0]-&. (5.2)
0 0 1 0 0 1

Nyni spoc¢itame levou liftovanou akci 7,4y, kde g = (z,y,0),h = (u,v, ) a levé akce,
jak jsme vime z vztahu (2.3), je £5(g) = (xcosf —ysinf +u,xsin f +ycos f +v,0 + 5):
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5. EXPONENCIALNI ZOBRAZENI A LIFTOVANE AKCE

d(lng)
7,0, =219
gth ag
O(x cos B—ysin f+u)  d(xcosB—ysinf+u)  O(xcos B—ysin f+u)
0 0 00
_ | d(zsin 5+Zcos B+v)  d(zsin B+gcos B+v)  d(xzsin f+y cos B+v)
- ox oy 00
0(60+p) 0(0+p) 0(6+0)
ox Jy 00
cosff —sinfg 0
=|sinf cosp 0]. (5.3)
0 0 1

Vsimneéme si, ze velké podobnosti s maticemi ze vztahu (5.1), (5.2). Vyplyvé odsud,
ze akce Tyl zachovava télesové rychlosti. Jinymi slovy, u kazdé levé akce €9, kterd otoci
télesovy repér o uhel [, doprovodna leva liftovand akce T, otoci vektor rychlosti o
stejnou hodnotu, ¢imz zistane vyjadieni repéru nezménéno. Jestlize polozime h = g~ ! a
urcime Tyl -1 (tedy do (5.3) dosadime 8 = —6 ), muzeme télesovou rychlost vyjadiit jako

£ =TylyrgeT.G,

coz znamena, ze télesovou rychlost muzeme zaménitelné reprezentovat jako standardné
nebo jako vektor v tetném prostoru neutralniho prvku dané grupy (viz Obr. 5.1¢). Potom
pro svétovou rychlost plati

g= (ngg*)ilg = Teggé- (5-4)

Jiz jsme zmifiovali, Ze prava akce rg na SE(2) najde repér v pozici h vzhledem ke
g. Jeho rychlost, kterou nazyvame prostorovou £°, je casto vyhodné hledat jako funkci
zévislou na ¢. Klasicky vypocet je jako vektorovy souéin rotaéni rychlosti ¢ a zmény
pozice [, (viz Obr. 5.1d). Nicméné pfi jejim vypoétu muzeme také vyuzit pravou liftovanou
akei:

dg

O(z+ucosf—vsinf) I(x+ucosf—vsinh) I(z+ucosf—vsinb)

ox oy 00
_ | d(y+usinf+vcosh) O(y+usinf+vcosf)  O(y+usinf+uvcosh)
- ox oy 00
0(6+P) 0(0+5) 0(0+8)
ox oy 00
1 0 —(usiné +vcosb)
=10 1 wcosf—vsinf |. (5.5)
0 0 1

Potom (analogicky jako u levé liftované akce) 1ze prostorové rychlost vyjadrit jako
£ =Tyd g

A podobné pro svétovou rychlost dostavame

g = (T,r9 )7les = Turoes. (5.6)
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5.5. ADJUNGOVANE OPERATORY
5.5 Adjungované operatory

V aplikacich je casto tieba prevadét télesovou rychlost repéru na jeho prostorovou rychlost
nebo naopak. Tato operace odpovida paru levé a pravé liftované akce, ktery nazyvame
adjungovand akce Adg:

1

£ = (Tgrgi J(Tely)€ = Ady €.

Zobrazeni z prostorové rychlosti na télesovou nazyvame inverzni adjungovand akce Ad;1 =
Adg—li
§ = (Tyly—)(Tr?)€* = Ad, " €.

Obeé rovnice vychazeji ze vztahu (5.4) a (5.6).

5.6 Geodetiky

Chceme-li rozsitit nase uvahy o vzajemné si odpovidajicich rychlostech mezi ruznymi
konfiguracemi, je vhodné popsat trajektorie, ve kterych se systém napii¢ konfiguracnim
prostorem pohybuje s konstantni rychlosti. Takovym trajektoriim fikame geodetiky. Jedna
se o zobecnéni ,,rovné cary“ do neeklidovského prostoru. Na Lieovych grupéch rozlisujeme
dvé kategorie geodetik. Jedny jsou definované vzhledem ke struktufe variety a predstavuji
na nich nejkratsi spojnice. Druhym typem jsou geodetiky definované vzhledem ke gru-
povym akcim, tedy kfivky s konstantni grupovou rychlosti.

Nejjednodussimi geodetikami na varietach jsou pohyby s konstantni rychlosti na piimce
R! nebo podél kruznice S'. Ve dvourozmérném prostoru se jednd o pifmé ¢ary, které re-
spektuji charakter dané variety. Jak ukazuje Obr. 5.2, v roviné se jedna o piimky, na vélci
o smycky, spirdly, ¢i ptimky. Na anuloidu se geodetiky vyskytuji jako smycky a spirdly a
konec¢né na sfére ve formé kruznic. Formalni definice téchto kiivek se opird o metrickou
strukturu variety. Intuitivné geodetiku chapeme jako krivku, kterd jde z pocateéniho bodu
danym smérem ,,rovné*, pricemz zustava na varieté a spojuje tak body, kterymi prochazi
nejkratsi moznou vzdélenosti.

Obrazek 5.2: Priklady geodetik na ruznych varietach: v roviné, na valci, anuloidu a sfére.
[18]
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5. EXPONENCIALNI ZOBRAZENI A LIFTOVANE AKCE

Geodetiky definované vzhledem k akci Lieovy grupy jsou trajektorie s konstantni gru-
povou rychlosti. Tyto trajektorie odpovidaji tokum levo-invariantnich a pravo-invari-
antnich vektorovych poli, které po radé definujeme jako:

Xl(Q) = Telggv

Xi(g) = Ter?€®,

kde télesova a prostorova rychlost zastavaji funkci generugjicich wvektori danych poli,
Vsechny vektory v téchto polich jsou ekvivalentni vzhledem k dané liftované akci, tudiz
tok podél téchto poli ma konstantni grupovou rychlost.

U aditivnich grup, kde liftovanymi akcemi jsou identickd zobrazeni, jsou geodetiky
toky podél konstantnich vektorovych poli. Nasledkem toho, grupové geodetiky pro s¢itani
v roviné (R?, +), na vélci (R x S, +) a na anuloidu (T?, +) odpovidaji tém z Obr. 5.2, po
kterych se je pohyb konan konstantni rychlosti. Geodetiky na multiplikativnich grupach
maji formu jinou.

Vratme se nyni opét k porovnani grup SE(2) a (R? x S, +). Jiz vime, Ze rozdil mezi
témito grupami tkvi v tom, jakym zpusobem se posloupnost grupovych akci retézi. Na
(R? x S, +) se akce pridavaji linedrné a urcuji tak zmény ve svétovych souradnicich,
zatimco na SE(2) jsou akce urcené relativné k vysledku predchozi akce a tedy dochazi ke
zménam lokalné. Stejny rozdil mezi obéma grupami je i mezi jejich geodetikami.

(R? x S, +) je aditivni grupa a jeji liftované akce jsou trivialni — stejné rychlosti jsou
rovny ve vSech konfiguracich. Geodetiky jsou potom ,rovné“ ¢ary prochdazejici varietou
R? x S, které, pokud je varieta vtknuta ve vyssi dimenzi, mohou tvofit smycky & spirdly.
Na druhou stranu levé a pravé geodetiky na SE(2) tvoii spirdly piimo uvniti variety
R? x S.

Na Obr. 5.3 vidime porovndni dvou konkrétnich geodetik z (R? x S, +) a SE(2). Pohyb
zacind v poc¢dtku s rychlosti ¢ = (1,1,1). V piipadé (R? x S, +) se systém pohybuje
po pifmce konstantni rychlosti g = T.l,€, zatimco rotuje (podobné jako po ledu klouza
roztoceny puk). Na druhou u SE(2) systém, ktery se pohybuje s rychlosti ¢ = T.[,€
zachovava konstantni télesovou rychlost, a tak spolu se zménou své orientace zaktivuje
svou drahu.

Y A R2 % St Y SE(Z)

A S

Obrazek 5.3: Srovnani geodetik na (R? x S, +) a SE(2).

S J
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6 Holonomni omezeni

Na priikladu jednokolky jsme si ukazali neholonomni vazbu. Zjistili jsme, Ze nutné
nemusi omezit dosazitelny prostor. Nyni se budeme zabyvat vazbami holonomnimi. Opét
budeme vse ilustrovat na piikladech. Pouzity jsou zdroje [10], [11] a [18].

Holonomni omezeni ubiraji stupné volnosti systému, jinymi slovy snizuji dimenzi kon-
figuracniho prostoru. Formalné je holonomni omezeni definované jako vazebnd funkce f
na konfiguraé¢nim prostoru Q. Mnozinu bodu Qy < @ spliujicich vazebnou podminku,
tedy pro které plati f(qo,t) = 0 pro viechna gy € Qp, kde t je proménnd v ¢ase, nazyvame
dosazitelnd varieta omezeného systému. Tuto varietu pak muzeme pouzit jako novy kon-
figuracni prostor.

Uvazujme ¢lanek na rotacni vazbé jako vidime na Obr. 6.1 vlevo. Konfiguraénim pro-
storem je kruznice S' s jedinou zobecnénou soufadnici . Systém nicméné mizeme po-
psat také jako tuhé téleso s danou polohou a orientaci g € SE(2) vzhledem k vazbé,
jak je ukadzano na stejném obrazku vpravo. Vazbu muzeme pospat dvéma holonomnimi
podminkami: x = 0, y = 0, ¢imz redukujeme pocet parametru na jeden:

cose —sina 0
g=|sina cosa 0]eSE(2)
0 0 1

cosa —sino
sin  Ccos«

)esom)

EaeSl.

_____ o o

v S S S S S S S S S

Obrazek 6.1: Ruzny piistup popisu jednoduchého ¢lanku na rotacni vazbé.

Tento pristup je uziteény zejména kvuli své systematicnosti, univerzalnosti pouziti a
jednodussi praci se slozitéjsimi objekty. Relativni pozice druhého konce ¢lanku A vzhledem
ke g je

10 1
hy=[0 1 0
001

Svétovou pozici je soucin

cosa —sina lcosa
h =ghy= | sina cosa Isina |. (6.1)
0 0 1
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6. HOLONOMNI OMEZENI

Tuto pozici mizeme interpretovat jako levou akci l,h,, kterd posouva repér s pozici hy 0
g nebo jako pravou akci r7g, kdy uréime umisténi h, v jiné soustavé soutradnic.

Nyni pridame dalsi ¢lanek, jehoz konce oznac¢ime gs, ho, jak ilustruje Obr. 6.2. 1T v
tomto pripadé ndm rotacni vazba eliminuje stupné volnosti na jeden, (celkové budeme
tedy mit dva ze Sesti). Relativni pozice obou koncu jsou

cosag —sinay 0

9oh, = | sinay  cosay 0,
0 0 1
a

1 0 I
hag, =10 1 0

00 1

91,
hs "_\
g2 ha
g1
e
S /S S S S S S
Obrazek 6.2: Systém dvou ¢lanku spojeny rotaéni vazbou.
Svétové pozice koncu urcime jednoduse jako
cos(ay + ) —sin(ag + ag) 1y cosay
go = (gthgl)gQ,hl = hlg?,}u = SiH(Oél + 042) COS(Oél + 062) ll SiIl aq |,
0 0 1
a
cos(ag + ) —sin(ag + ag) 1y cosay + Iy cos(ag + a)
hg = thQ’gQ = sin(a1 + 062) COS(Oél + 042) ll sin o1 + l2 Sil’l(Oél + Oéz)

0 0 1

Nahradme nyni klasicky kloub mezi ¢ldnky kloubem prizmatickym, jehoz vychylku
oznac¢ime 9, jak je na Obr. 6.3. Vazebné podminky potom maji tvar y = 0, 8 = 0, coz
opét zredukuje pocet parametru nasledovneé:

1 0 6
Gon, = |10 1 0]eSE(2)
0 01

- (f) <

=§e R
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Obrazek 6.3: Systém dvou ¢lanku spojenych prizmatickym kloubem. [18]
Svetové pozice pak vychézeji

cosa —sina (I} + ) cos
g = higop, = | sina  cosa (I} +0)sina |,
0 0 1

cosaw —sina (I +6 + ly) cosa
hy = gahag, = | sina  cosa  (I; + 0+ ly)sinw
0 0 1

Stejnym postupem muzeme konstruovat komplikovanéjsi systémy. S pridavanim dalsich
¢lanku sice bude vzrustat slozitost matic, nicméné s tim s snadno poradi pocitac. Dulezité
je, ze konfigurace kazdého clanku muze byt reprezentovana jako posloupnost relativnich
pozic predchozich ¢lanku.
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7 Konfiguraéni prostor jako hlavni
bandl

V predeslych kapitolach jsme mluvili o varietach jako o konfiguracnich prostorech.
Nyni tuto problematiku vice rozvedeme. Uvazujeme-li tuhé téleso, tedy téleso s neménnym
tvarem, je jeho konfigurace plné ur¢ena polohou a orientaci. Nicméné v ptripadé robotu
spojeny vazbami. Potom jsou nutné dodatecné promeénné, které popisuji tvar robota.
Konfigura¢éni prostor se pak sklada z proménnych popisujicich jednak polohu o orientaci
(u téch obvykle mdme grupovou strukturu), ale také tvar. K tomu nam poslouzi apardt
fibrovaného prostoru a hlavniho bandlu. Zavér kapitoly se vénuje hlavni konexi. Vychazime
ze zdroju [3], [8], [13], [19] a [25].

7.1 Fibrovany prostor

Definice 7.1. Nechf M, N jsou variety. Zobrazeni f : M — N nazyvame submerzi
v bodé z € M, jestlize hodnost zobrazeni f v bodé z (tj. hodnost Jacobiho matice
tohoto zobrazeni v daném bodé) je rovna dimenzi variety N. Rekneme, ze zobrazeni f je
submerze, jestlize je submerzi v kazdém bodé x € M.

Definice 7.2. Fibrovany prostor (bandl) (€,p, M,S) je prostor, ktery se skladd z variet
E, M,S a z hladkého zobrazeni p : £ — M. Dale musi ke kazdému bodu = € M existovat
oteviené okoli U takové, ze existuje difeomorfismus ¢ : E|U — U x S splnujici

pri oy = p,

kde jsme symbolem £|U oznacili vzor okoli U, tedy E|U = p~(U), a kde pry znaéi projekci
na prvni slozku kartézského souc¢inu U x S.

E\U 2 ~U x S

p pri
U

Varietu £ nazyvame totdalnim prostorem, M bdzovym prostorem, S typickym vldknem
a p je surjektivni submerze, které fikame projekce. Dvojici (U,v) nazyvame fibrovand
mapa nebo lokdlni trivilizace £.

Definice 7.3. Soubor fibrovanych map (U,, 1, ) takovych, ze okoli (U,) oteviené pokryvaji
varietu M se nazyva atlas fibrovaného prostoru. Pro takovy atlas plati (¢, 0t5) "z, s) =
(x,%ap(x,s)), kde zobrazeni 1,5 : (U, nUs) x S — S je hladké, pticemz 15(x, ) je dife-
omorfismus na S pro vSechna z € Uypg = U, n Ug. Zobrazeni 1,3 nazyvame prechodovou
funkci prostoru. Piechodové funkce spliuji tzv. podminku kocyklu: .p(x) o g, (x) pro
x € Uspy @ oo = Ids pro x € U,. Diky platnosti této podminky se souboru prechodovych
funkel (va5) tika kocykl prechodovich funkct.
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Priklad 7.4. Nejjednodussim piikladem fibrovaného prostoru je trividlni bandl. Jedna
se o kartézsky soucin dvou variet, kde pro totalni prostor plati £ = M x S. Konkrétné
necht je napiiklad bdze M = S! a vldkno S = R!. Potom £& = S! x R! a projekce je
p: St x R — S Situaci znazoriiuje Obr. 7.1.

_______________
- - " -

Obréazek 7.1: Trividln{ fibrovany bandl (S! x R, p, St RY).

7.2 Hlavni bandl

Definice 7.5. Necht G je Lieova grupa a necht (£, p, M, S) je fibrovany prostor. Struktura
G-bandlu na fibrovaném prostoru se z skladéa ze dvou ¢asti:

(i) z levé akce Lieovy grupy na typickém vldknu ¢ : G x S — S,

(ii) z atlasu fibrovaného prostoru (U,, 1, ), jehoz pfechodové funkce (1¢,43) ptisobi na
S pres G—akci. To znamena, ze existuji takova zobrazeni, kterd splnuji podminku
kocyklu @as(2)ppy(x) = @ay(z) pro v € Uypy & waa(z) = €, a pro kterd plati
Vap(T,8) = E(@aﬂ(w)vs) = Yap(T).5.

Fibrovany prostor se srukturou G-bandlu nazyvame G-bandl. Atlasu fibrovaného prostoru
z podminky (i) fikdme G-atlas. Soubor zobrazeni (¢.p) nazyvame ve stejném duchu
kocykl prechodovych funkci, ale tentokrat pro G-bandl. Rikame, ze G je strukturni grupa
bandlu.

Definice 7.6. Hlavni (fibrovany) bandl (P,p, M, G) je G-bandl s Lieovou grupou G jako
typickym vldknem, kde leva akce na G je leva translace.

Podle definice 7.5 méme atlas (U,, ¢, : P|U, — G) takovy, ze pro kocykl prechodnych
funkci (¢ap : Usp — G) plati gpawgl(x, a) = (z,ap(z).a). Tento atlas nazyvame atlas
hlavniho bandlu.

Kazdy hlavni bandl ma jedine¢nou pravou akci r : P x G — P, které tikdme hlavni
pravd akce. Je dand vztahem o, (r(¢5 (7, a),9)) = (z,ag).
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Priklad 7.7. Necht je M varieta dimenze n. Linedrn{ repér K, v bodé ¢ € M je béze

{k1, ..., kn} tecného prostoru T, M. Ozna¢me L(M) jako mnozinu vSech linearnich repéri
K, ve vsech bodech ¢ variety M. Déle definujme zobrazeni
p: L(M)—> M
Kq = dq,

které linedrnimu repéru K, prifazuje bod ¢. D4 se ukazat, ze (L(M),p, M, GL(n;R))
tvori hlavni fibrovany bandl. Prava akce obecné linedarni grupy transformuje repér K, =
{k1,... kn} v jiny repér L, = K,A = {l;,...,l,}, kde A e GL(n;R), ktery je definovany
opét v bodé g bazového prostoru M. Jinymi slovy ,,posunutim“ po typickém vldkneé, které
predstavuje a umoznuje GL(n;R), dostavdme pouze jiné vyjadieni stejného bodu.

polohu a orientaci, nybrz i jejich tvar. Konfiguracni prostor potom obvykle znac¢ime
Q = G X Ma

kde G je jako Lieova grupa typickym vlaknem, které uddavéa polohu a orientaci, a M je
bazovym prostorem specifikujicim tvar robota. Jedna se tedy o strukturu hlavniho bandlu,
a to dokonce o trivialni hlavni bandly, protoze Q@ = G x M plati globalné. Uvedme si
priklad.

Priklad 7.8. Méjme dvé tuhd télesa v roviné, ktera jsou spojena rota¢ni vazbou a tedy
se mohou vzhledem k sobé otacet, jak ukazuje Obr. 7.2. Pozici robota urcuji souradnice
(x,y,0) a thel mezi obéma télesy tihel . Konfiguraéni prostor je hlavni trividlni bandl

Q = SE(2) x S'.
)

Obrazek 7.2: Dvé tuha télesa v roviné spojena rotacni vazbou.

Projekce asociovand s fibrovanym prostorem indukuje liftovanou projekci na te¢ném
bandlu variety
p:Q->M = Tp:TQ —>TM.
Liftovana projekce nam umoznuje rozlozit te¢ny prostor na dva podprostory.

Definice 7.9. Necht Q je fibrovany prostor s projekei p : Q — M. Vertikdlnd prostor V,
v bodé g € Q definujeme jako jadro liftované projekce, tedy

V, = ker(Tp).
Horizontalni prostor H, definujeme jako doplnék vertikalniho prostoru, tedy aby platilo

T,0=V,® H,.
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Jiz vime, ze Lieova algebra prostiednictvim exponencidlniho zobrazeni reprezentuje
celou Lieovu grupu. Nyni tuto reprezentaci rozsitime na hlavni fibrované bandly.

Definice 7.10. Mé&jme trividlni hlavni fibrovany bandl Q = G x M a levou akci £,q :
Q — Q. Generdtor Lieovy grupy na Q definujeme jako

§o:9—TQ
d
g = E (éexptEQ)t:() :

Tvrzeni 7.11. Generdtor Lieovy grupy muzeme pro dany hlavni fibrovany bandl Q =
G x M zapsat jako

§olga = (Tergé,ﬁv).
Dikaz. Vétu dokazeme pouzitim Def. 7.10:

d
fgggl' = & (gexpt§<£g'x))t=0

d

= 5 (Comies)rg
d

= E (grg exptE'r)t=0

= (Ter¥¢(expté), ),

= (Terggv ZL’)

]

Priklad 7.12. Necht g = (z,y,0) € SE(2) a & = (&1, &, &) € se(2). Vyuzijeme vypoctend
liftované zobrazeni z diivejsi kapitoly (5.5), a s pouzitim Tvr. 7.11 spoc¢teme generator
grupy SE(2) :

1 0 —zsina—1ycosa 1 0 —y
Tor9 = Tyr? =10 1 zcosa—ysina =101 =z
P=e\o 0 1 owetary N0 O 1
Odtud potom
10 —y &1 &1 — y&s
{sep)(g) =T’ =10 1 S |= &+
00 1 &3 &3

Nyni muzeme prejit k definici dalstho pojmu.

7.3 Hlavni konexe

Definice 7.13. Necht Q = G x M je trividlni hlavni fibrovany bandl s projekci p : Q —
M, potom zobrazeni ® : T'Q — g nazveme hlavni koneze, jestlize spliuje nésledujici

podminky:
(i) ®(€alq)) =& VEeg qeQ,
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(i) ®(T,lyq) = Ad, ®(§) Yge Q,4eT,Q g€ G.

Poznamka 7.14. Prvni podminka tika, ze hlavni konexe ® zobrazuje vektor z teéného
prostoru, ktery vznikl generatorem Lieovy grupy, zpét na prvek Lieovy algebry, ktery jej
vytvoril. Druha podminka udava, ze jestlize jsou dva prvky teé¢ného prostoru spojeny
liftovanou akei T;,¢,, pak odpovidajici prvky Lieovy algebry téchto vektoru jsou spojeny
adjungovanym zobrazenim.

Pojem hlavni konexe nam umoznuje urcit horizontalni prostor jinym zpusobem.

Tvrzeni 7.15. Méjme trivialni hlavni fibrovany bandl Q = G x M, projekci p : Q — M
a vertikdlni prostor V, v bodé q € Q. Potom pro horizontdlni prostor plati H, = ker ®(q).

Diikaz. Budeme predpokladat, ze tvrzeni plati. Pii daném ¢ € T, Q polozme £ = ®(g). Po-
tom dostdvame @ (¢ — £o(q)) = () —P(§a(q)) = € = 0. Odtud plyne, ze (¢ — Eo(q)) €
H,. Déale vime, ze Ty;p(€o(q)) = 0, tedy £o(q) € V,Q. Oznaéme hor(q) = (¢ —£0(q)) a
ver(q) = £o(q). Odtud

hor(q) = ¢ — €olq) = ¢ — ver(q)
G = hor(q) + ver(q).

Kazdy prvek teéného prostoru jsme tedy schopni vyjadrit jako soucet jeho horizontalni
¢asti s vertikdlni. To znamend 7,9 =V, ® H,, coz odpovidd Def. 7.9. m

Vidime, ze jadra projekéniho zobrazeni a hlavni konexe definuji vertikalni, resp. hori-
zontalni podprostor te¢ného prostoru.

0 mq mo
| O
|
I/ V4 /
/1 /1 /1

I i)
Obrazek 7.3: Konfigurace dvou tuhych téles, kterd se pohybuji po piimce. [19]

Piiklad 7.16. Uvazujme systém dvou tuhych téles mq,mo, kterd se pohybuji podél
piimky. Pozice prvniho télesa je ur¢ena vhledem k pocatku, pozice druhého télesa naproti
tomu relativné k prvnimu. Situaci znazornuje Obr. 7.3. Konfiguraéni prostor je varieta
Q = R x R. Jelikoz (R, +) je Lieova grupa, Q je hlavni bandl. Nyni pro konfiguraci
q = (x1,22) € Q spocitdame projekéni zobrazeni. Dostdvame

p:Q—>R
(xlaxQ) — T,

a pro rychlost ¢ = (21, z9) liftovanou projekci:

Tp:TQ — TR

(il, .TQ) —> ‘7.,'2.
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Zvolme hlavni konexi takto:
CI) ((Z‘l,xg)) = Ztl + (ZS(Ih .IQ)ZtQ.

Toto zobrazeni spliuje podminky v Def. 7.13. Exponencidlni zobrazeni Lieovy grupy
(R, +) je exp(t§) = t& a generator je dan o(q) : £ — (£,0). Na Obr. 7.4 je zndzornén
vyznam hlavni konexe pro nas ptiklad. Vlevo je vidét, jak hlavni konexe zobrazuje vek-
tor zpét na prvek Lieovy algebry, ktery dany vektor vygeneroval. Vpravo je znézornéna
souvislost s adjungovanym zobrazenim.

Obrazek 7.4: Znazornéni a vyznam hlavni konexe.
Déle urcéime vertikalni a horizontalni slozku rychlosti ¢ € T, Q :
ver(q) = ®(4)g = @ ((1,72))g = (1 + ¢(71,72)T2) o = (L1 + (1, 72)72,0)
hOF((j) = q — Ver((j) = (i’l,ig) — (1‘1 + ¢($1,l’2)i‘2, 0) = (—¢($1, xz)i’g, 1‘2) .

Grafické znazornéni vertikalni a horizontalni slozky rychlosti je na Obr. 7.6. V§imnéme si,
ze pohyb v bézi, tedy ¢isté horizontalni ¢ast rychlosti, se vyskytne pouze v pripadé, kdy se
téleso mg pohybuje rychlosti @9 a téleso my rychlosti rychlosti —¢(x1, x2)&o. Jinymi slovy
jestlize je ¢(x1,x5) # 0, potom horizontalni bazovy pohyb vyvoldva vertikalni fibrovany
pohyb.

AT2

hor(q) q

Obréazek 7.5: Vertikdlni a horizontdlni ¢dst rychlosti ¢ = (21, T2).
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7.4 Hadovity robot

Velkou inspiraci robotiky je pfiroda. Jednou z prvnich myslenek bylo sestavit lidskou
ruku. Pozdéji se objevili roboti imitujici jiné zivocichy a to, jakym zpusobem se pohybuji,
tj. jejich lokomoci. Lokomoce je souhrn pohybu pomoci vnitinich zmén tvaru systému
a jeho interakce s prostredim. Dulezitym piikladem je pravé hadovity robot. Obecné se
jedné Tetéz tuhych téles, kterd jsou spojeny rotacéni vazbou. Modelovat takového robota
jako celek neni snadnd zdlezitost. Zejména je obtizné optimalizovat bocéni (stranovou)
vazebnou silu. Muzeme sice pouzit klasické metody jako Newton-Eulerovu nebo metodu
Lagrangianu, ale nejsou explicitni. Kdyz se oproti tomu podivame do ptirody a pozorujeme
pohyb zvitat jako je let ptaku, chuze kocek, béh konu, plazeni se hadu nebo plavani ryb,
pozorujeme, ze pohyb je zpusobeny zménou tvaru v zavislosti na prostredi. Tyto interni
pohyby se ¢asto objevuji v cyklicky a jsou zndmé jako tzv. gaity. Pohyb je tedy zpusobem
témito gaity a prostiedim. Boéni vazebnd sila reaguje na prostiedi. Pokud tedy tuto silu
chceme optimalizovat, je nutné sestavit model, ktery umi popsat vztahy mezi pohybem,
gaity a pravé vazebnou silou. Aparatem, ktery to dokéze, je pravé teorie fibrovaného
prostoru. Vice o této problematice pojednavaji [1], [19], [22] a [26]. Tticlankovym hadem
v klasickém pojeti se naproti tomu zabyva [14].

L . . 3

Obrazek 7.6: Prvni hadovity robot ACM-III z roku 1972. [26]

95



I ~
Zaveér

Predmétem prace bylo ukézat vyznam teorie Lieovych grup a souvisejicich geomet-
rickych struktur v kinematice a robotice. Jednotlivé pojmy a koncepty byly vzdy ukazany
na piikladech a byl také ukazan jejich prakticky vyznam. Kinematické hledisko, které zde
bylo rozebrano, je samoziejmé jen jedna cast robotiky. Velkou roli hraje dale dynamika,
ktera analyzuje vliv sil a momentu, které na robota pusobi a s ni spojena riditelnost a
optimalizace. Dulezité je také hledisko statiky, tedy vliv sil, které na robota ptusobi v
klidu a mohou zpusobit jeho deformace. Neméné zdsadni je také softwarova implemen-
tace. VSechny tyto odvétvi by bylo vhodné dikladné rozebrat, nicméné zasadné prevysuji
uroven diplomové préace, jak nastinuji i pouzité rozsahlé monografie. Tato prace slouzi
jako tvod do celé problematiky a vyznam tkvi ve vyzdvihnuti geometrického hlediska,
¢imz se prace odlisuje od jinych na podobné turovni, a také prezentace teorie pristupnou
a doufam i atraktivni formou.
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