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Abstrakt
Práce se zabývá Lieovou teoríı z hlediska kinematiky a robotiky. V úvodńı části je vy-
budován pojem variety jako základńı pojem konfiguračńıho prostoru. Na konfiguračńım
prostoru je potom zavedena struktura, tj. Lieova grupa. K reprezentaci rychlost́ı je dále
zaveden tečný prostor s vektorovým polem a na něm struktura Lieovy algebry. Tyto
dvě struktury jsou propojeny exponenciálńım zobrazeńım. Závěr práce se věnuje fibro-
vanému prostoru, zejména hlavńımu bandlu a hlavńı konexi. V celé práci se objevuj́ı
mnohé př́ıklady, které dané pojmy ilustruj́ı.

Summary
This diploma thesis deals with the kinematic and robotic implications of Lie theory. In the
introductory section, a manifold is defined as a basic element of configuration space. The
main body of the thesis deals with the definition of a structure in the configuration space
- Lie group. Tangent space with vector field including a structure of Lie algebra is defined
to represent velocity. These two structures are connected using exponential mapping. The
conclusion of the thesis focuses on fibre space, especially considering principal bundle
and principal connection. Throughout the thesis, numerous examples are presented to
illustrate the terms used.
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2.1 Př́ıklady Lieových grup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Úvod
Teorie Lieových grup v sobě je mocným nástrojem v mnoha oblastech moderńı ma-

tematiky a fyziky. Spojuj́ı v sobě r̊uzné matematické koncepty, konkrétně pojem grupy
a hladké variety. Ve fyzice nacháźı uplatněńı např́ıklad v mechanice, teorii pole nebo
částicové fyzice. Neńı proto překvapeńım, že je skutečně mnoho monografíı, které se jimi
zabývaj́ı. V oblasti matematiky se často jedná o formálně korektńı výklad, který ovšem
neńı moc př́ıstupný a v oblasti fyziky se zase vytráćı korektnost. Nehledě na to, že pro-
blematika neńı jen široká, ale také velmi hluboká a pokud je součást́ı vysokoškolského
studia, tak postgraduálńıho. Tato práce se zabývá aplikaćı Lieovy teorie v kinematice a
robotice. Ćılem je předkládat teorii korektně, ale př́ıstupně a vše ilustrovat na př́ıkladech.

V prvńı kapitole začneme motivaćı v mechanice, č́ımž si zavedeme konfiguračńı pro-
stor. Poté si ukážeme, že vhodný zp̊usob, jak ho reprezentovat, je hladká varieta. Poté
se vrát́ıme opět ke konfiguračńım prostor̊um, ukážeme si základńı typy a také, jakým
zp̊usobem je můžeme skládat.

Ve druhé kapitole si ukážeme, jak vhodným zp̊usobem popisovat tuhé těleso. Z předchoźı
kapitoly budeme vědět, že ho máme

”
umı́stit“ na varietu, ale abychom mohli pracovat

s jeho pozićı, muśıme na ńı zavést nějakou strukturu – Lieovu grupu. Ukážeme si také
nějaké konkrétńı př́ıklady Lieových grup a jejich fyzikálńı význam.

Ve třet́ı kapitole se zaměř́ıme na reprezentaci rychlost́ı tuhého tělesa. K tomu nám
poslouž́ı tečný prostor variety a vektorové pole.

Čtvrtá kapitola celá rozeb́ırá jeden modelový př́ıklad – jednokolku. Jedná se vlastně o
zjednodušený model auta. Poslouž́ı nám k zavedeńı nových pojmů, zejména pak Lieovy
algebry a Lieovy závorky. Rozebereme na něm také význam neholonomńıch omezeńı a
vysvětĺıme si, jak tato omezeńı můžeme

”
obej́ıt“.

Pátá kapitola propojuje dosud zavedené pojmy a ukazuje, jaký má význam tečný
prostor v neutrálńım prvku Lieovy grupy, totiž že indukuje strukturu Lieovy algebry,
kterou danou grupu můžeme reprezentovat. Reprezentace umožňuje exponenciálńı zobra-
zeńı, které má funkci jakéhosi generátoru. V daľśı části kapitoly si konkrétně ukážeme,
jak pracovat s rychlostmi tuhého tělesa – k tomu nám poslouž́ı liftované akce. V závěru
kapitoly si ukážeme souvislost s geodetikami.

Šestá kapitola se věnuje model̊um jednoduchých robot̊u, resp. jejich kinematickému
popisu. Zat́ımco ve čtvrté kapitole se rozeb́ırala neholonomńı vazba, zde se zaměř́ıme na
vazbu holonomńı. Ukážeme si také, jakým zp̊usobem je možné skládat složitěǰśı systémy.

V závěrečné kapitole se opět vrát́ıme ke konfiguračńımu prostoru a představ́ıme si kom-
plexněǰśı př́ıstup, jak ho můžeme popsat. K tomu nám poslouž́ı pojem hlavńıho bandlu.
Podobně jako jsme si v páté kapitole ukázali, jak reprezentovat Lieovu grupu, ukážeme
si jak reprezentovat hlavńı (triviálńı) bandl. Poté si zavedeme pojem hlavńı konexe a jej́ı
význam. Na konci kapitoly si motivujeme význam teorie fibrovaného prostoru.
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1. KONFIGURACE

1 Konfigurace
V této kapitole si ukážeme, jak matematicky popsat mechanický systém. Poslouž́ı nám

k tomu pojem variety. Čerpáno je zejména ze zdroj̊u [5], [6] [7], [9], [12] a [18].

1.1 Konfiguračńı prostor

Mechanický systém je jakákoli soustava částic nebo těles, které se rozhodneme popisovat.
Pohyb takového systému, např. vzdálenosti, úhly nebo plochy, popisujeme parametry,
kterým ř́ıkáme zobecněné souřadnice. Označujeme je q “ pq1, q2, . . . q. Časové změny zo-
becněných souřadnic, v “ 9q, nazýváme zobecněné rychlosti. Jedná se např́ıklad o radiálńı
rychlost, úhlovou rychlost, plošnou rychlost či x-ovou složku rychlosti. Těleso nebo některé
jeho části se nemuśı pohybovat zcela libovolně. Pak ř́ıkáme, že v systému jsou vazby.
Př́ıkladem je těleso na nakloněné rovině, dvě tělesa spojená tyč́ı nebo kyvadlo. Počet
nezávislých parametr̊u, kterými lze zcela popsat pohyb systému nazýváme stupeň vol-
nosti a znač́ıme jej f. Např́ıklad v tř́ırozměrném prostoru pro volný hmotný bod plat́ı
f “ 3, pro N volných bod̊u f “ 3N. Hmotný bod na nakloněné rovině má stupeň volnosti
f “ 2, dva hmotné body spojené tyč́ı f “ 5, rovinné kyvadlo f “ 1 a prostorové kyvadlo
f “ 2, viz Obr. 1.1. Pro systém N hmotných bod̊u s R vazbami v tř́ırozměrném prostoru
plat́ı f “ 3N–R. Zobecněné souřadnice voĺıme vždy jako množinu nezávislých parametr̊u,
které zcela popisuj́ı systém – je jich právě f , a tak q “ pq1, . . . , qf q.

(a) Těleso na nakloněné rovině. (b) Dvě tělesa spojená tyč́ı. (c) Kyvadlo.

Obrázek 1.1: Různé vazby mechanického systému. [11]

Prostor o dimenzi f, do kterého zobrazujeme hodnoty zobecněných souřadnic, nazýváme
konfiguračńım prostorem, znač́ıme Q. Bodu konfiguračńıho prostoru q “ pq1, . . . , qf q
ř́ıkáme konfigurace. Časový vývoj konfigurace systému qptq nazýváme trajektorie. Stav
systému je v daném čase t0 zcela určen konfiguraćı q “ pq1, . . . , qf q a zobecněnými rych-
lostmi (neboli tendenćı) v “ pv1, . . . , vf q.

Konfiguračńı prostory mnoha systémů jsou tzv. variety. Zhruba řečeno varieta je topo-
logický prostor, který lokálně vypadá jako euklidovský prostor Rn, přičemž přeryvy mezi
těmito lokálńımi obrazy jsou dostatečně hladké. Uved’me nejprve definici topologického
prostoru a několika základńıch pojmů.

1.2 Topologický prostor

Definice 1.1. Necht’ X je neprázdná množina a τ je systém podmnožin potenčńı množiny
PpXq splňuj́ıćı vlastnosti

13



1.2. TOPOLOGICKÝ PROSTOR

(i) prázdná množina i množina X lež́ı v τ ,
(ii) pr̊unik konečně mnoha podmnožin z τ lež́ı opět v τ ,
(iii) sjednoceńı libovolně mnoha (i nekonečně mnoha) podmnožin z τ lež́ı opět v τ .

Potom se τ nazývá topologie na X, dvojici pX, τq ř́ıkáme topologický prostor a prvek z τ
nazýváme otevřenou množinou.

Definice 1.2. Necht’ pX, τq je topologický prostor a x P X. Libovolnou otevřenou množinu,
tedy podmnožinu z τ , která obsahuje x, nazveme okoĺım bodu x. Znač́ıme Hx.

Poznámka 1.3. Všimněme si, že jsme definovali okoĺı bodu, aniž bychom na našem pro-
storu měli pojem vzdálenosti (metriky). Okoĺı nám umožńı pracovat se zobrazeńımi mezi
prostory.

Definice 1.4. Necht’ pX, τq je topologický prostor. Systém β Ă τ splňuj́ıćı vlastnost

p@ A P τqpD γ Ă βqpA “ Yγq

nazveme báźı topologického prostoru pX, τq.

Poznámka 1.5. Báze určuje topologický prostor jednoznačně, ale topologický prostor může
mı́t v́ıce báźı.

Definice 1.6. Řekneme, že topologický prostor pX, τq je Hausdorff̊uv, jestliže k libovolné
dvojici r̊uzných bod̊u x, y P X existuj́ı okoĺı Hx a Hy, která jsou disjunktńı.

Poznámka 1.7. V definici Hausdorffova prostoru figuruje jeden z tzv. axiomů oddělitelnosti.
Existuj́ı topologické prostory, které nejsou Hausdorffovy. Př́ıkladem je topologický prostor
pX, τq, který obsahuje alespoň dva prvky, tedy |X| ě 2, přičemž τ “ tH, Xu . Pro každé
x P X totiž plat́ı, že Hx “ X, tud́ıž neexistuj́ı okoĺı r̊uzná, natož disjunktńı.

Definice 1.8. Necht’ pX, τxq a pY, τyq jsou topologické prostory, f je zobrazeńı z X do
Y a necht’ x P X. Řekneme, že zobrazeńı f je spojité v bodě x, jestliže ke každému okoĺı
Hfpxq existuje okoĺı Hx takové, že fpHxq je podmnožinou Hfpxq. Řekneme, že zobrazeńı f
je spojité, jestliže je spojité v každém bodu x P X.

Poznámka 1.9. Spojitost neńı vlastnost jen zobrazeńı samotného, ale záviśı i na př́ıslušných
topologíıch, protože obě okoĺı jsou otevřenými množinami ve své př́ıslušné topologii.

Definice 1.10. Zobrazeńı f z pX, τxq do pY, τyq nazýváme homeomorfismus, jestliže f
je bijekce X na Y a zobrazeńı f i f´1 jsou spojitá. Množiny X, Y , mezi kterými je
homeomorfismus nazýváme homeomorfńı (nebo též topologicky ekvivalentńı).

Př́ıklady homeomorfńıch množin ukazuje Obr. 1.2. Kružnice je homeomorfńı se čtvercem.
Povrch paraboloidu je homeomorfńı s rovinou. Daľśı př́ıkladem je torus, který je topo-
logicky ekvivalentńı s hrnkem. Ve všech př́ıpadech se totiž jedná o spojité transformace
jako je

”
natahováńı“ a

”
ohýbáńı“.

14



1. KONFIGURACE

(a) Čtverec a kružnice.

(b) Paraboloid a rovina. [9]

(c) Hrnek a torus.

Obrázek 1.2: Př́ıklady topologicky ekvivalentńıch objekt̊u.

Na druhou stranu množiny jsou topologicky r̊uzné, jestliže transformace spojité nejsou,
jako je

”
řezáńı“ či

”
lepeńı“. Např́ıklad torus neńı topologicky ekvivalentńı s rovinou, jelikož

at’ budeme torus jakkoli natahovat a deformovat, vždy bude mı́t v sobě d́ıru. Podobně
ani v rovině otvor povolenými transformacemi neźıskáme. Kruh zase neńı homeomorfńı
s př́ımkou, protože kruh je kompaktńı množina (uzavřená a ohraničená), zat́ımco př́ımka
kompaktńı neńı. Oba př́ıklady jsou na Obr. 1.3.

(a) Př́ımka a čtverec. (b) Rovina a povrch anuloidu.

Obrázek 1.3: Př́ıklady objekt̊u, které nejsou topologicky ekvivalentńı.

Definice 1.11. Necht’ U, V Ă Rn jsou otevřené množiny. Bijektivńı zobrazeńı f : U Ñ V
nazýváme difeomorfismus tř́ıdy Cr, jestliže f i inverzńı zobrazeńı f´1 : V Ñ U jsou tř́ıdy
Cr, r ě 1.

Poznámka 1.12. Funkce tř́ıdy Cr (nebo též r-krát diferencovatelné) maj́ı spojité parciálńı
derivace až do řádu r včetně ve všech bodech, ve kterých jsou definované. Funkce tř́ıdy C0

jsou funkce spojité a funkce tř́ıdy C8, které maj́ı spojité parciálńı derivace všech řád̊u,
nazýváme hladké.

Poznámka 1.13. Homeomorfismus je v podstatě difeomorfismus tř́ıdy C0. Tento př́ıpad
jsme však z definice vyloučili. Difeomorfismus je př́ısněǰśı než homeomorfismus.
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1.3. VARIETA

Obrázek 1.4: Čtverec neńı difeomorfńı s kružnićı, ale čtverec se zaoblenými rohy již ano.

Nyńı již můžeme přistoupit k definici variety. Nejprve definujeme varietu topologickou
a potom varietu diferencovatelnou.

1.3 Varieta

Definice 1.14. Topologická varieta dimenze n je Hausdorff̊uv prostor pM, τq se spočetnou
báźı, který je lokálně homeomorfńı s Rn, tedy ke každému x P M existuje jeho okoĺı U,
V Ă Rn a homeomorfismus ϕ : U Ñ V. Zobrazeńı ϕ nazýváme souřadnicové a dvojici
pU,ϕq ř́ıkáme lokálńı mapa (stručně jen mapa). Souřadnice bodu ϕpaq, a P U, nazýváme
souřadnicemi bodu a v mapě ϕ.

Poznámka 1.15. Topologická varieta vypadá lokálně jako Euklidovský prostor, jak ilu-
struje Obr. 1.5. Plocha M vypadá velmi zbĺızka jako rovina R2.

Obrázek 1.5: Dvourozměrná topologická varieta M.

Definice 1.16. Uvažujme dvě r̊uzné mapy pU,ϕq a pV, ψq a bod x P U X V. Složené
zobrazeńı ψpϕ´1q : U Ă Rn Ñ V Ă Rn nazýváme přechodové. Jedná se zřejmě o homeo-
morfismus.

Definice 1.17. Diferencovatelná varieta tř́ıdy Cr je topologická varieta M splňuj́ıćı

(i) existuj́ı soubory map souřadnic, které pokrývaj́ı celéM. Takový soubor nazýváme
atlasem,
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1. KONFIGURACE

(ii) každé přechodové zobrazeńı v daném atlase je funkćı tř́ıdy Cr.

Poznámka 1.18. Podmı́nka (ii) vyjadřuje, že přechodové zobrazeńı pro všechny mapy
atlasu a všechny jejich přeryvy muśı být dostatečně hladké. Situaci znázorňuje Obr. 1.6
Diferencovatelnou varietu tř́ıdy C8 nazýváme hladkou.

Obrázek 1.6: Dvourozměrná diferencovatelná varieta M.

1.4 Př́ıklady konfiguračńıch prostor̊u

Vrat’me se zpět ke konfiguračńım prostor̊um. Ne všechny konfiguračńı prostory jsou vari-
ety. My se však budeme zabývat pouze těmi, které varietami jsou, a to hladkými. Konfi-
guračńı prostory mnoha systémů lze sestrojit ze tř́ı základńıch objekt̊u: př́ımky, kruhu a
sféry. Samotná př́ımka, znač́ıme R1, protože je geometrickou interpretaćı množiny reálných
č́ısel, slouž́ı jako konfiguračńı prostor jednoduchých jednorozměrných systémů, viz Obr.
1.7. Může se jednat o systémy z fyzikálńı podstaty lineárńı, jako je prizmatický kloub
(neumožňuje otáčivý pohyb, ale posun ve směru jedné z os), nebo o nelineárńı – např.
pohyb korálku navlečeného na ohnutém drátu. Stěžejńı je, že konfiguraci systému plně
popisuje jedno reálné č́ıslo. V př́ıpadě prizmatického kloubu se jedná o jeho výchylku, v
př́ıpadě korálku o jeho vzdálenost podél drátu od referenčńıho bodu.

Obrázek 1.7: Př́ımka R1 a př́ıklady systémů, které reprezentuje.
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1.4. PŘÍKLADY KONFIGURAČNÍCH PROSTORŮ

Druhým základńım konfiguračńım objektem je kružnice S1, viz Obr. 1.8. Kružnice
reprezentuje cyklické pohyby rotačńıch systémů, jejichž hodnoty, které se lǐśı o periodu 2π
jsou ekvivalentńı. Př́ıkladem takové konfigurace je kolo, nebo rotačńı kloub bez omezeńı.
Stěžejńım společným prvkem těchto systémů je cykličnost, ne rotačńı povaha pohybu.
Pokud by kloub nebyl schopen plné rotace, jeho konfiguračńım prostorem by bylo R1, ne
S1. Ve stejném duchu pohyb po uzavřené dráze reprezentuje S1 i v př́ıpadě, že dráha neńı
kruhová.

Obrázek 1.8: Kružnice S1 a př́ıklady systémů, které reprezentuje. Parametrizace bývá
obvykle 0 až 2π radián̊u, nebo 0 až 1 oběh̊u.

Kombinaćı př́ımky a kružnice źıskáváme konfiguračńı prostory složitěǰśıch systémů.
Nejjednodušš́ım z nich je rovina R2, kterou źıskáme kartézským (př́ımým) součinem dvou
př́ımek: R2 “ R1 ˆR1, viz Obr. 1.9. Vid́ıme, že reprezentuje systémy, které jsme schopni
plně popsat dvěma reálnými parametry. Jedná se např. o robota pohybuj́ıćıho se v rovině
nebo na jiném dvourozměrném povrchu, o dva korálky na zahnutém drátu, nebo o sérii
dvou prizmatických kloub̊u.

Obrázek 1.9: Rovina R2 a př́ıklady systémů, které reprezentuje.

Kartézským součinem př́ımky a kružnice dostaneme válec R1ˆS1. Tento prostor může
reprezentovat pohyb po povrchu doslovného válce, nebo třeba kombinaci prizmatického
kloubu s rotačńım. Pro zjednodušeńı se válec často zobrazuje

”
rozvinutý“ do roviny, jak je

to znázorněno Obr. 1.10, kde symbol
”
ą“ ukazuje, které hrany jsou spojené dohromady.
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Obrázek 1.10: Válec R1 ˆ S1, př́ıklad systému, který reprezentuje, a jeho rovinná repre-
zentace.

Součinem dvou kružnic źıskáme torus (neboli anuloid) T2 “ S1 ˆ S1. Torus reprezen-
tuje systémy se dvěma nezávislými cyklickými parametry, jako je např. dvojice rotačńıch
kloub̊u (bez omezeńı). Podobně jako v př́ıpadě válce i zde je zvykem torus

”
rozvinout“ do

roviny, jak je vidět na Obr. 1.11. Hrany, které jsou ve skutečnosti spojené jsou označeny
stejným symbolem

”
ą“, resp.

”
ąą“.

Obrázek 1.11: Torus T2 “ S1 ˆ S1, př́ıklad systému, který reprezentuje, a jeho rovinná
reprezentace.

T́ım se dostáváme ke třet́ı základńı konfiguraci – sféře S2. Podobně jako u anuloidu se
jedná o rozš́ı̌reńı kružnice do vyšš́ı dimenze, nicméně namı́sto množiny kružnic okolo jiné
kružnice, sféra je množina bod̊u, která je od společného bodu (středu) stejně vzdálená.
Odtud pak plynou zásadńı rozd́ıly mezi oběma prostory. Jedná se zejména o fakt, že
jakoukoli smyčku na sféře jsme schopni hladce zdeformovat v jinou smyčku nebo ji zúžit do
bodu. Naproti tomu v př́ıpadě anuloidu existuj́ı dvě r̊uzné smyčky, které nejde zdeformovat
do sebe navzájem, přičemž ne všechny smyčky lze zužovat do bodu, viz Obr. 1.12. Druhým
velkým rozd́ılem je, že torus je možné obecně hladce parametrizovat, zat́ımco sféra má
singulárńı body, kterým odpov́ıdaj́ı póly na Obr. 1.12. Existuje totiž v́ıce pár̊u hodnot
(zeměpisné) délky a š́ı̌rky, které jednotlivé póly určuj́ı.
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1.4. PŘÍKLADY KONFIGURAČNÍCH PROSTORŮ

Obrázek 1.12: Torus T2 má dvě nezávislé,
”
nepřechodné“ smyčky, což je rozd́ıl oproti sféře

S2, kde jsme schopni smyčku zdeformovat v jinou, nebo ji zúžit do bodu. [27]

Konfiguračńı prostory systémů s v́ıce než dvěma stupni volnosti můžeme konstruovat
analogicky. Většinou jsou postačuj́ıćı tři základńı objekty, které jsme uvedli. Někdy je
třeba uvažovat i jiné struktury (např. hypersféry).
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2. LIEOVY GRUPY

2 Lieovy grupy
V mnoha př́ıpadech je na konfiguračńıch prostorech užitečné provádět algebraické

operace jako se sč́ıtáńı a odč́ıtáńı. Chceme např́ıklad znát absolutńı konfiguraci objektu,
jehož pozice je určená pouze relativně vzhledem k objektu jinému, tedy potřebujeme jejich

”
součet“. Nebo je naš́ım ćılem určit relativńı konfiguraci dvou objekt̊u, jejichž pozici

známe absolutně, a chceme určit jejich
”
rozd́ıl“. Nutnost provedeńı takovýchto operaćı

vyžaduje interpretaci konfiguraćı nejen jako bod̊u v konfiguračńım prostoru, ale také jako
transformaćı, které můžeme použ́ıt v ostatńıch konfiguraćıch. Této duálńı interpretaci
odpov́ıdá matematický aparát Lieových grup. Nejprve uvedeme základńı definice a pak
vše budeme ilustrovat na př́ıkladech. Čerpáno je předevš́ım ze zdroj̊u [2], [3], [4], [18] a
[19].

Definice 2.1. Lieova grupa je hladká varieta G, která tvoř́ı grupu s operaćı násobeńı
µ : GˆGÑ G, které je hladké.

Poznámka 2.2. Budeme už́ıvat následuj́ıćıho značeńı:

násobeńı µ : GˆGÑ G, µpx, yq “ x ¨ y,
levá translace λa : GÑ G, λapxq “ a ¨ x,
pravá translace ρa : GÑ G, ρapxq “ x ¨ a,
inverze ν : GÑ G, νpxq “ x´1,
neutrálńı prvek e P G.

Poznámka 2.3. V literatuře se někdy v definici požaduje i hladkost inverzńıho zobrazeńı
ν. Tato vlastnost ale plyne již z hladkosti násobeńı.

Definice 2.4. Necht’ G je Lieova grupa na varietě M. Necht’ dále g, h P G a x P M
jsou libovolná. Levá akce grupy G na M je hladké zobrazeńı ` : G ˆM Ñ M, kde
`pg, xq “ `gpxq, plat́ı-li

(i) `g ˝ `h “ `gh,
(ii) `epxq “ x.

Hladké zobrazeńı r : M ˆ G ÑM, kde rpx, gq “ rgpxq, nazveme pravá akce G na M,
plat́ı-li

(i) rg ˝ rh “ rhg,
(ii) repxq “ x.

Také ř́ıkáme, že grupa G p̊usob́ı na M zleva (resp. zprava).

Poznámka 2.5. Levou a pravou akci má význam uvažovat v př́ıpadě, že př́ıslušná operace
neńı komutativńı. Obecně můžeme levou akci `gpxq chápat jako posunut́ı prvku x o g,
zat́ımco v př́ıpadě pravé akce rgpxq se jedná o nalezeńı prvku g relativně vzhledem k x.

Definice 2.6. Necht’ H,K jsou Lieovy grupy a necht’ zobrazeńı ` : H ˆK Ñ K je levá
akce H na K taková, že `h : K Ñ K je grupový homomorfismus. Na K ˆ H zavedeme
násobeńı

pk, hqpk1, h1q :“ pk`hpk
1
q, hh1q.
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Tato operace definuje Lieovu grupu G “ K˙`H, kterou nazýváme polopř́ımým součinem
H a K vzhledem k `, (stručně jen G “ K ˙ H). Podobně i pravá akce H na K, kde
r : K ˆ H Ñ K taková, že rh : K Ñ K je grupový homomorfismus, určuje polopř́ımý
součin G “ K ¸r H vzhledem k r, (stručně G “ K ¸ H). Násobeńı na H ˆ K je dáno
vztahem

ph, kqph̄, k̄q :“ phh̄, rh̄pkqk̄q.

Poznámka 2.7. Všimněme si rozd́ılu mezi př́ımým (kartézským) součinem a polopř́ımým
součinem. U kartézského součinu p̊usob́ı prvky jednotlivých grup jen mezi sebou navzájem,
tj. pro G “ KˆH plat́ı pk, hqpk˚, h˚q :“ pkk˚, hh˚q. U polopř́ımého součinu naproti tomu
p̊usob́ı prvky jedné grupy i na prvky té druhé.

2.1 Př́ıklady Lieových grup

V př́ıpadě našich základńıch objekt̊u jsou nejběžněǰśımi grupovými operacemi sč́ıtáńı na
př́ımce, které tvoř́ı Lieovu grupu pR1,`q, a modulárńı sč́ıtáńı na kružnici formuj́ıćı grupu
pS1,` mod kq, kde k je délka cyklu v parametrizaci kružnice. Vlastnosti grupy korespon-
duj́ı s intuitivńım chápáńım toho, jak by sč́ıtáńı na těchto prostorech mělo fungovat. Kon-
figurace reprezentuje translaci podél daného prostoru a je přirozené, že kombinaćı dvou
takových konfiguraćı dostaneme sumu jejich posunut́ı. Kartézským součinem př́ımky a
kružnice vytvoř́ıme strukturu, s klasickým a modulárńım sč́ıtáńım, které jsou operuj́ı
nezávisle na sobě podél

”
svého“ stupně volnosti. Důležitým př́ıkladem jsou maticové

grupy.

Definice 2.8. Obecná lineárńı grupa nad tělesem reálných č́ısel, znač́ıme GLpn;Rq, je
grupa tvořená všemi regulárńımi maticemi n-tého řádu s reálnými prvky. Operaćı je
násobeńı matic.

Definice 2.9. Uzavřenou podgrupu G z GLpn;Cq nazveme maticovou Lieovou grupou.

V této práci se zaměř́ıme zejména na dvě maticové Lieovy grupy – ortogonálńı a
euklidovskou. Uved’me nejprve prvńı jmenovanou.

Definice 2.10. Ortogonálńı grupa je podgrupou obecné lineárńı grupy GLpn;Rq, a to
takovou, jej́ıž prvky jsou ortogonálńı. Znač́ıme ji Opnq.

Poznámka 2.11. Reálná matice A, n-tého řádu, je ortogonálńı, jestliže jej́ı sloupcové (resp.
řádkové) vektory jsou ortonormálńı, tj. plat́ı

n
ÿ

l“1

AljAlk “ δjk,

neboli
ATA “ I,

kde I jednotková matice.

Definice 2.12. Speciálńı ortogonálńı grupa SOpnq je podgrupou Opnq, která se skládá z
matic o hodnotě determinantu jedna.
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Poznámka 2.13. Prvky SOpnq jsou z geometrického hlediska rotace – jedná se o tzv.
př́ımé shodnosti, zat́ımco prvky Opnq představuj́ı kombinaci rotace a zrcadleńı. Pokud
je determinant matice roven mı́nus jedna, hovoř́ıme o nepř́ımých shodnostech. Takové
shodnosti netvoř́ı grupu, protože složeńım dvou nepř́ımých shodnost́ı źıskáme př́ımou
shodnost.

V některých př́ıpadech je možnost vyb́ırat z v́ıce grupových struktur. Např́ıklad kružnice
pS1,` mod kq je úzce spojena s Lieovou grupou SOp2q. Ve dvourozměrném př́ıpadě má
matice tvar

R “

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

P SOp2q,

kde θ je úhel otočeńı. Tyto matice jsou hladké, cyklické, jedinečné vzhledem k θ, a tedy z
podstaty odpov́ıdaj́ı bod̊um na kružnici S1, (tyto prostory jsou difeomorfńı). Akce těchto
Lieových grup jsou také kompatibilńı: součin dvou prvk̊u z SOp2q je ekvivalentńı mo-
dulárńımu součtu odpov́ıdaj́ıćıch prvk̊u S1. To znamená, že S1 a SOp2q jsou izomorfńı,
což obecně pro grupy, které maj́ı stejnou strukturu variety, neplat́ı.

Podobně jako můžeme kružnici pomoćı kartézského součinu zobecňovat do vyšš́ıch di-
menźı jako torus nebo sféru, lze dělat kartézský součin grup typu pS1,` mod kq.Výsledkem
pak jsou toroidńı Lieovy grupy. Rozš́ı̌reńım SOp2q źıskáme rotace např́ıč vyšš́ımi dimen-
zemi. Nicméně př́ımá spojitost mezi Sn´1 a SOpnq neńı. Např́ıklad S2 neumožňuje struk-
turu Lieovy grupy v̊ubec a SOp3q odpov́ıdá množině orientovaných poloh na sféře.

2.2 Konfigurace tuhého tělesa

Tuhé těleso je idealizovaný objekt, který se p̊usobeńım vněǰśıch sil nedeformuje. Matema-
ticky lze popsat jako množina bod̊u, které mezi sebou maj́ı fixńı vzdálenost a která je rela-
tivně orientovaná. Vhodněǰśım popisem je, když urč́ıme pohyblivou vztažný repér, tuhým
tělesem chápeme množinu bod̊u, jejichž pozice je fixńı vhledem k danému tělesovému
repéru, viz Obr. 2.1. Výhoda druhého př́ıstupu je zřejmá. Konfigurace tělesové soustavy
(pozice a orientace) plně určuje umı́stěńı všech bod̊u tělesa a oba konfiguračńı prostory
jsou tedy ekvivalentńı (tělesa a jeho tělesové soustavy).

Obrázek 2.1: Tuhé těleso můžeme definovat jako množinu bod̊u, jejichž vzájemná
vzdálenost je pevná (vlevo) nebo vhodněji jako množinu bod̊u, které maj́ı pevnou
vzdálenost vzhledem k pohyblivé tělesové soustavě (vpravo).
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Při modelováńı tuhého tělesa můžeme zvolit r̊uznou tělesovou soustavu, podle toho,
jakým zp̊usobem systém parametrizujeme. Tělesovou soustavu můžeme např́ıklad umı́stit
do středu tělesa, na jeho kraj, či mimo samotné těleso. Jakmile zvoĺıme tělesovou soustavu,
nastává volba vhodného konfiguračńıho prostoru a Lieovy grupy, která by konfiguraci
nejvhodněji popsala.

Uvažujme těleso pohybuj́ıćı se v rovině. Tělesový repér je určený dvěma souřadnicemi
a jedinou orientačńı složkou. Bylo by přirozené vźıt tyto parametry naprosto nezávisle
a uvažovat konfiguračńı grupu pR2 ˆ S1,`q. Ukážeme si ale, že je mnohem výhodněǰśı v
takovém př́ıpadě volit dvourozměrnou speciálńı Euklidovskou grupu SEp2q. SEp2q totiž
lépe vystihuje relativńı pohyb tuhého tělesa, protože využ́ıvá symetríı. Grupa SEpnq také
lépe zobecňuje pohyb ve vyšš́ıch dimenźıch. Pojd’me si ji zavést.

Definice 2.14. Euklidovská grupa Epnq je grupa všech transformaćı v Rn, které se daj́ı
vyjádřit jako složeńı posunut́ı a ortogonálńı lineárńı transformace (kombinace rotace a
zrcadleńı). Prvky Epnq můžeme zapsat jako dvojici tx,Ru, kde x P Rn a R P Opnq a
definujeme operaci

tx,Ru y “ Ry ` x.

Jelikož plat́ı

tx1, R1utx2, R2uy “ R1pR2y ` x2q ` x1 “ R1R2y ` px1 `R1x2q,

operace násobeńı pro Epnq je následuj́ıćı:

tx1, R1utx2, R2u “ tx1 `R1x2, R1R2u. (2.1)

Inverzńım prvkem Epnq je tx,Ru´1
“ t´R´1x,R´1u a prvkem neutrálńım t0, Iu, kde I

je jednotková matice řádu n.

Poznámka 2.15. Grupa Epnq neńı podgrupou GLpn;Rq, jelikož posunut́ı neńı lineárńı
zobrazeńı. Nicméně je Epnq izomorfńı s uzavřenou podgrupou GLpn ` 1;Rq, která se
skládá z matic typu

ˆ

R p
0 1

˙

,

kde p “ pp1, . . . , pnq
T P Rn, 0 je nulový vektor a R P Opnq.

Definice 2.16. Speciálńı euklidovská grupa SEpnq je podgrupou Epnq, která se skládá z

”
tuhých“ transformaćı v Rn, tzn. sem patř́ı posunut́ı a otočeńı, ale ne zrcadleńı.

Prvek grupy g P SEp2q má parametry px, y, θq je obvykle reprezentován matićı typu

g “ px, y, θq “

¨

˝

cos θ ´ sin θ x
sin θ cos θ y

0 0 1

˛

‚.

Matice obsahuje prvek grupy SOp2q, který reprezentuje orientaci a dále prvek R2, který
udává pozici. Speciálńı euklidovská grupa lze zavést jako polopř́ımý součin SEpnq “
pRn,`q˙`SOpnq, kde prvky rotace p̊usob́ı na sebe navzájem, včetně translačńıch, zat́ımco
translačńı členy p̊usob́ı jen na sebe. Ukažme si to:

Epnq “ pRn,`q ˙` SOpnq.
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Pro x1, x2 P Rn a R1, R2 P SOpnq plat́ı

px1, R1qpx2, R2q “ px1 ` `R1px2q, R1R2q “ px1 `R1x2, R1R2q, (2.2)

protože levá akce `SOpnq : Rn Ñ Rn je definovaná jako `Rpxq “ Rx pro libovolné x P Rn a
R P SOpnq. Vid́ıme, že vztahy (2.1) a (2.2) si odpov́ıdaj́ı.

Prvky SEp2q maj́ı v rovinných systémech čtyři nejběžněǰśı interpretace:

• pozice a orientace tuhých těles,

• pozice a orientace soustav souřadnic,

• akce, při kterých tuhé těleso nebo soustava souřadnic změńı polohu relativně v̊uči
pevně dané soustavě souřadnic,

• akce, při kterých najdeme vyjádřeńı bodu z jedné soustavy souřadnic v jiné soustavě
souřadnic.

Prvńı s druhým př́ıpadem jsou spolu úzce spojené. Třet́ı a čtvrtá interpretace souviśı s
t́ım, že SEp2q neńı jen prostor, ale Lieova grupa, č́ımž z každé konfigurace dělá současně
akci. Také zd̊urazňuj́ı rys, který aditivńı grupy nemaj́ı – jelikož grupa neńı abelovská,
máme zde dvě r̊uzné akce. Ukažme si to konkrétně.

Necht’ g, h P SEp2q, kde g “ px, y, θq, h “ pu, v, βq. Spoč́ıtáme levou akci prvku h na
prvek g :

lhpgq “ hg “ pu, v, βq ˝ px, y, θq “

¨

˝

cos β ´ sin β u
sin β cos β v

0 0 1

˛

‚

¨

˝

cos θ ´ sin θ x
sin θ cos θ y

0 0 1

˛

‚

“

¨

˝

cospθ ` βq ´ sinpθ ` βq x` u cos θ ´ v sin θ
sinpθ ` βq cospθ ` βq y ` u sin θ ` v cos θ

0 0 1

˛

‚

“ px cos β ´ y sin β ` u, x sin β ` y cos β ` v, θ ` βq. (2.3)

Při úpravě jsme užili součtových vzorc̊u geometrických funkćı. Fyzikálně tato akce od-
pov́ıdá tomu, že vezmeme tuhé těleso o souřadnićıch g “ px, y, θq a h jako akci, která
p̊usob́ı na g. Nejprve akce otoč́ı těleso okolo počátku o úhel β a poté ho posune o pu, vq.
Situaci ilustruje Obr. 2.2. V př́ıpadě, že poloha g je určena relativně k h, zjist́ıme tak
nav́ıc jeho absolutńı polohu vhledem k počátku.
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2.2. KONFIGURACE TUHÉHO TĚLESA

Obrázek 2.2: Interpretace levé akce lhpgq grupy SEp2q jako změna pozice, která se skládá
z otočeńı a posunut́ı. [18]

Nyńı urč́ıme pravou akci. Výpočet je analogický:

rhpgq “ gh “ px, y, θq ˝ pu, v, βq “ px` u cos θ ´ v sin θ, y ` u sin θ ` v cos θ, θ ` βq.

Pravá akce odpov́ıdá relativńımu pohybu tělesa z pozice g o hodnoty h, nebo ekvivalentně
nalezeńı světové pozice tělesa v bodě h relativně ke g, jak ukazuje Obr. 2.3.

Obrázek 2.3: Pravé akce rhpgq grupy SEp2q najde souřadnice tělesového repéru v pozici
h relativně ke g. [18]

Pokud h “ g´1, výsledkem levé i pravé akce je I “ p0, 0, 0q, což je neutrálńı prvek
grupy SEp2q, který popisuje počátek konfiguračńıho prostoru.

Vrat’me se nyńı k porovnáńı grup pR2 ˆ S1,`q a SEp2q. Na prvńı pohled se zdá
užitečněǰśı a jednodušš́ı použ́ıt grupu pR2 ˆ S1,`q, kde jednoduše přič́ıtáme posunut́ı
a zvlášt’ měńıme orientaci, než dělat oboj́ı dohromady pomoćı maticového násobeńı.
Výhoda SEp2q nicméně tkv́ı v tom, jakým zp̊usobem akce grupy odpov́ıdaj́ı relativńı
pozici. Ukažme si to na př́ıkladu, který ilustruje Obr. 2.4. Tuhé těleso je zobrazeno nej-
prve v počátku souřadnic, což popisuje neutrálńı prvek obou grup e “ p0, 0, 0q, a poté
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2. LIEOVY GRUPY

posunuto o g “ p1, 1, π
2
q do e` g “ e ˝ g “ g. U obou grup dostaneme stejný výsledek. To

však neplat́ı o daľśım posunut́ı o g. V př́ıpadě grupy pR2ˆS1,`q plat́ı h “ g`g “ p2, 2, πq,
zat́ımco u grupy SEp2q vyjde h “ g ˝ g “ p0, 2, πq.

Obrázek 2.4: Porovnáńı grupy pR2 ˆ S1,`q a SEp2q.

V př́ıpadě grupy pR2 ˆ S1,`q docháźı ze světového hlediska ke stejnému pohybu z e
do g jako z g do h. Lokálně se však jedná o diametrálně odlǐsné situace. Z e do g jdeme
dopředu a doleva, zat́ımco z g do h jdeme dopředu a doprava. Grupa SEp2q bere v potaz
relativńı pozici tělesa a posune jej stejným zp̊usobem jako v prvńım př́ıpadě, tedy i z g
do h jdeme opět dopředu a doleva. Tento lokálńı zp̊usob pojet́ı pohybu je hlavńı výhodou
grupy SEp2q.
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3 Vektorové pole
V minulé kapitole jsme definovali na varietách grupy, které reprezentuj́ı konfiguraci

robota v prostoru, resp. jeho zobecněné souřadnice. V daľśıch kapitolách si ukážeme, jak
reprezentovat rychlost robota, resp. jeho zobecněnou rychlost. Poslouž́ı nám k tomu tečný
prostor variety a vektorové pole, která nyńı zavedeme. Vycháźıme ze zdroj̊u [3], [5], [9],
[12] a [17].

3.1 Tečný prostor

Definice 3.1. Dráha na varietě M je hladké zobrazeńı f : I ÑM, přičemž I Ă Rn je
otevřený interval.

Poznámka 3.2. Všimněme si, že dráha je samotné zobrazeńı a ne jeho obor hodnot. V
literatuře se také můžeme setkat s označeńım křivka nebo hladký pohyb.

Definice 3.3. Necht’ M je hladká varieta dimenze m a I Ă R je otevřený interval.
Uvažujme nějaké lokálńı souřadnice xi na M a souřadná vyjádřeńı pγiptqq resp. pδiptqq
drah γ resp. δ. Řekneme, že dráhy γ, δ : I ÑM maj́ı styk řádu r v bodě t0 P I, jestliže

dspγiqpt0q

dts
“

dspδiqpt0q

dts
pro i “ 0, . . . ,m, s “ 0, 1, . . . , r.

Ṕı̌seme potom γ „r δ.

Poznámka 3.4. Relace „r je zřejmě ekvivalence. Speciálně pro r “ 0 plat́ı γpt0q “ δpt0q,
a jedná se o dráhy procházej́ıćı daným bodem. V př́ıpadě r “ 1 se dráhy v daném bodě
dotýkaj́ı.

Definice 3.5. Necht’ M,N jsou hladké variety, I Ă R a 0 P I je otevřený interval.
Řekneme, že dvě zobrazeńı f, g : M Ñ N určuj́ı týž r-jet v bodě x P M, jestliže pro
každou dráhu γ : I Ñ M, kde γp0q “ x, maj́ı dráhy f ˝ γ, g ˝ γ : I Ñ N styk r-tého
řádu v bodě nula. Potom ṕı̌seme jrxf “ jrxg nebo jrfpxq “ jrgpxq. Bod x nazýváme zdroj
(nebo počátek) jetu a hodnotu fpxq ćılem (nebo koncem) jetu.

Poznámka 3.6. Opět se jedná o relaci ekvivalence. Množinu všech r-jet̊u zobrazeńıMÑ

N znač́ıme JrpM,N q, př́ıpadně JrxpM,N q, JrpM,N qy, JrxpM,N qy chceme-li zd̊uraznit
jejich zdroj, ćıl, nebo oboj́ı. Konkrétně 1-jety v bodě x, tj.

Definice 3.7. Necht’M je hladká varieta. Množinu tečných vektor̊u všech drah procházej́ıćıch
bodem x PM nazveme tečným prostorem TxM k varietě M v bodě x, přičemž plat́ı

TxM :“ J1
0 pR,Mqx,

tj. jedná se o tř́ıdu 1-jet̊u se zdrojem v nule a ćılem x PM.

Poznámka 3.8. Tečný prostor TxM tvoř́ı vektorový prostor, který má stejnou dimenzi
jako varieta M. Situaci ilustruje Obr. 3.1.
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3. VEKTOROVÉ POLE

Obrázek 3.1: Tečný prostor v bodě x variety M.

Definice 3.9. Tečný bandl TM je sjednoceńı tečných prostor̊u TxM v každém bodě x
variety M, tj.

TM :“
ď

xPM
TxM.

Jedná se o varietu dimenze 2n.

Definice 3.10. Hladké zobrazeńı f : M Ñ TxM, které každému bodu hladké variety
x P M přǐrazuje tečný vektor v daném bodě fpxq P TxM, nazveme vektorovým polem.
Množinu všech (hladkých) vektorových poĺı definovaných na varietě M budeme značit
V pMq.

3.2 Kotečný prostor

Definice 3.11. Každému vektorovému prostoru V můžeme přǐradit duálńı prostor V ˚,
tedy prostor lineárńıch funkcionál̊u L : V Ñ R. Tento prostor je také prostorem vek-
torovým, přičemž má stejnou dimenzi n jako prostor V. Má-li vektorový prostor bázi
te1, . . . , enu , můžeme prvky v P V reprezentovat jako lineárńı kombinaci v “ x1e1` ¨ ¨ ¨ `

xnen “ px1 ¨ ¨ ¨ xnq
T pe1 ¨ ¨ ¨ enq, respektive jako sloupcový vektor v “ px1 ¨ ¨ ¨ xnq

T . Bázi
má i duálńı prostor V ˚, a to tE1rvs, . . . , Enrvsu , přičemž E1rvs “ x1, . . . , Enrvs “ xn.
Každý lineárńı funkcionál poté můžeme zapsat jako lineárńı kombinaci

Lrvs “ L
“

px1 ¨ ¨ ¨ xnq
T
pe1 ¨ ¨ ¨ enq

‰

“ px1 ¨ ¨ ¨ xnq
TL rpe1 ¨ ¨ ¨ enqs

“ pE1rvs ¨ ¨ ¨ Enrvsq
T
pLre1s ¨ ¨ ¨ Lrensq ,

a vid́ıme, že jej můžeme reprezentovat jako řádkový vektor Lrvs “ pα1 ¨ ¨ ¨ αnq, kde
α1 “ Lre1s, . . . , αn “ Lrens . Prvky duálńıho prostoru V ˚ nazýváme kovektory.

Definice 3.12. Necht’ TxM je tečný prostor k hladké varietěM v bodě x. Duálńı prostor
k tomuto vektorovému prostoru nazveme kotečným prostorem. Budeme jej značit T ˚xM.
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3.3. LIEOVA DERIVACE

Definice 3.13. Kotečný bandl T ˚M je sjednoceńı kotečných prostor̊u T ˚xM v každém
bodě x variety M, tj.

T ˚M :“
ď

xPM
T ˚xM.

Opět se jedná o varietu dimenze 2n. Každý bod této variety T ˚M přestavuje konkrétńı
funkcionál L P T ˚xM v konkrétńım bodě x PM.

Definice 3.14. Necht’M je hladká varieta a T ˚xM je jej́ı kotečný prostor v bodě x PM.
Zobrazeńı ω :M Ñ T ˚xM, které bodu x PM přǐrazuje kovektor ωpxq, což je funkcionál
nad tečným prostorem TxM, nazveme kovektorovým polem. Množinu všech kovektorových
poĺı na M označ́ıme V ˚pMq.

3.3 Lieova derivace

Definice 3.15. Necht’ M je hladká varieta. Hladké zobrazeńı a : M Ñ R nazveme
skalárové pole. Množinu všech skalárových poĺı na varietě M označ́ıme SpMq.

Poznámka 3.16. Př́ıkladem může být teplota v každém bodě mı́stnosti v jednom konkrétńım
čase.

Definice 3.17. Necht’ hpxq P SpXq a fpxq P V pXq. Lieovu derivaci (směrovou derivaci)
skalárńıho pole hpxq podél vektorového pole fpxq definujeme jako skalárńı součin

Lfhpxq “
`

∇Thpxq, fpxq
˘

“

ˆ

Bh

Bx1

Bh

Bx2

¨ ¨ ¨
Bh

Bxn

˙

¨

˚

˚

˚

˝

f1px1, x2, . . . , xnq
f2px1, x2, . . . , xnq

...
fnpx1, x2, . . . , xnq

˛

‹

‹

‹

‚

“
Bh

Bx1

f1pxq `
Bh

Bx2

f2pxq ` ¨ ¨ ¨ `
Bh

Bxn
fnpxq.

Poznámka 3.18. Všimněme si, že Lfhpxq P SpXq, tedy Lfhpxq : X ÝÑ R. T́ımto
zp̊usobem potom lze definovat kovektorové pole

dhpxq “

ˆ

Bh

Bx1

pxq
Bh

Bx2

pxq ¨ ¨ ¨
Bh

Bxn
pxq

˙

.

Lieovu derivaci skalárńıho pole ve směru vektorového pole pak můžeme interpretovat jako
aplikaci lineárńıho funkcionálu na všechny tečné vektory z vektorového pole:

dh rf s pxq “
`

∇Thpxq, fpxq
˘

P SpXq.
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4. JEDNOKOLKA

4 Jednokolka
V této kapitole si na jednoduchém př́ıkladu zavedeme mnohé d̊uležité pojmy. Stěžejńı

pro nás do daľśıch kapitol bude Lieova závorka a s ńı spojená Lieova algebra. Čerpáno je
ze zdroj̊u [2], [9], [20], [24]

Obrázek 4.1: Jednokolka. [20]

Jednokolka je kolo, které se pohybuje dopředu v horizontálně položené rovině a je
schopno se na mı́stě otáčet (viz Obr. 4.1). Konfigurace jednokolky je q “ rq1, q2, q3s

T , která
popisuje bodu dotyku kola s rovinou pq1, q2q a úhel natočeńı kola vzhledem k vodorovné
ose této roviny.

Systém je kinematický a danou varietu tedy tvoř́ı př́ımo konfiguračńı prostor M “

Q “ R3 s dimenźı n “ 3, přičemž x “ rx1, x2, x3s
T “ q. Problém uvažujeme lokálně a

můžeme tak zanedbat globálńı strukturu prostoru R2ˆS1. (Ale budeme muset v posledńım
členu uvažovat aritmetiku mod2π.) Také plat́ı Tx0M “ Tx0Q, což označuje prostor všech
možných rychlost́ı v bodě x0 “ q0.

Tečný vektor jednokolky je dán předpisem 9x “ r 9x1, 9x2, 9x3s
T “ r 9q1, 9q2, 9q3s

T . Jak jsme
již uvedli, jednokolka může provádět dva pohyby, každému odpov́ıdá jedno vektorové pole.
Pro pohyb dopředu jednotkovou rychlost́ı ho můžeme zapsat jako g1pxq “ rcosx3, sinx3, 0s

T

a pro otáčeńı v kladném směru jednotkovou rychlost́ı jako g2pxq “ r0, 0, 1s
T . Ortonormálńı

báze tečného prostoru je
!

p B
Bx1
, 0, 0q, p0, B

Bx2
, 0q, p0, 0, B

Bx3
q

)

. Pole pak můžeme zapsat ve

tvaru g1pxq “ pcosx3q
B

Bx1
` psinx3q

B

Bx1
, respektive g2pxq “

B

Bx3
.

Obrázek 4.2: Vektorové pole g1pxq “ rcosx3, sinx3, 0s
T (pro konstantńı hodnotu x3), a

g2pxq “ r0, 0, 1s
T . [20]
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Definice 4.1. Necht’ je G množina vektorových poĺı a necht’ spanpGq je lineárńı obal
vektorových poĺı z G. V každém bodě x PM tato vektorová pole tvoř́ı lineárńı podpro-
stor tečného prostoru TxM. Ř́ıkáme, že množina vektorových poĺı G vytvář́ı distribuci
D Ď TM, která je hladkým přǐrazeńım lineárńıho podprostoru TxM pro každé x PM.
Distribuci nazýváme regulárńı, jestliže dimenze lineárńıho podprostoru je stejná v každém
bodě x. Pokud je dimenze m, řekneme, že se jedná o m-rozměrnou distribuci.

Uvažujme dvourozměrnou regulárńı distribuci pro jednokolku D “ spanptg1, g2uq “

u1g1pxq ` u2g2pxq;
u1, u2 P R. To je jedna z možných forem distribuce – uskutečnitelné pohyby jsou tvořeny
lineárńı kombinaćı vektorových poĺı. Jiná forma distribuce spoč́ıvá v tom, že ze všech
uskutečnitelných pohyb̊u eliminujeme ty, které kv̊uli vazebným podmı́nkám, nejsou možné.
Tvar takové distribuce je

Dpxq “ t 9x P TxM; ωpxq 9x “ 0u , ωpxq “ r´ sinx3, cosx3, 0s,

kde Dpxq je lineárńı podprostor tečného prostoru TxM, který je určený distribućı D.
Řádkový vektor ωpxq je kovektor, který lež́ı v kotečném prostoru T ˚xM “ Rn. Orto-
normálńı báźı kovektorového pole je tpdx1 , 0, 0, . . . , 0q, p0, dx2 , 0, . . . , 0q, . . . , p0, 0, . . . , 0, dxnqu .
Vazby pak můžeme psát ve tvaru ωpxq “ ´ sinx3 dx1 ` cosx3 dx2 .

Definice 4.2. Ř́ıkáme, že množina kovektorových poĺı tω1pxq, . . . , ωkpxqu definuje ko-
distribuci Ω Ď T ˚M, kde T ˚M je kotečný bandl. Jestliže kovektorová pole ωipxq, i “
1, . . . , k odpov́ıdaj́ı vazebným podmı́nkám ωipxq 9x “ 0, nazýváme Ω vazebná kodistri-
buce. Řekneme, že taková kodistribuce Ω anihiluje ditribuci D uskutečnitelných pohyb̊u
a obráceně.

Speciálńım př́ıpadem jsou vazebné podmı́nky pro rychlost tvaru

fpq, 9qq “ 0,

které neńı možné integrovat takovým zp̊usobem, abychom dostali jiné ekvivalentńı konfi-
guračńı vazby. Takové vazby nazýváme neholonomńı.

Necht’ je G množina vektorových poĺı a necht’ je D distribuce určená jejich lineárńım
obalem spanpGq. Chtěli bychom určit dosažitelnou množinu variety M pomoćı vekto-
rových poĺı z D. To je globálně obecně složité, nicméně s využit́ım Lieových závorek
můžeme zjistit leccos lokálně. Aplikaćı Lieovy závorky na dvě vektorová pole z D zjist́ıme,
zda infinitesimálńı pohyb ve směru těchto dvou poĺı může lokálně tvořit pohyb v jiném
směru, než které jsou v D. Př́ıkladem je podélné parkováńı auta, resp. v našem př́ıpadě
jednokolky. Př́ımý pohyb do boku neńı kv̊uli vazebným podmı́nkám možný, nicméně i
tak se mu můžeme přibĺıžit řadou pohyb̊u dopředu, dozadu a otočeńımi. Důsledkem je, že
lokálně dosažitelná množina M neńı dvourozměrná (jako distribuce D), ale tř́ırozměrná.
Rychlostńı vazebná podmı́nka zamezuj́ıćı pohybu do boku tedy neomezuje dosažitelné
konfigurace.

Vektorová pole můžeme chápat jako pravé strany diferenciálńıch rovnic

9x “ fpxq. (4.1)

Lieovu derivaci skalárńıho pole hpxq podél vektorového pole fpxq jsme definovali jako

Lfhpxq “
`

∇Thpxq, fpxq
˘

“
Bh

Bx
fpxq.
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V souvislosti s vektorovým polem označ́ıme φf jako tok vektorového pole f, který repre-
zentuje řešeńı diferenciálńı rovnice (4.1). Konkrétně φft pxq je stav systému v čase t, který
zač́ınal v bodě x v čase 0. Pro tok φft :M ÝÑM tedy plat́ı

d

dt
φft pxq “ fpφft pxqq, x PM.

Křivku tφft pxq; t P Ru nazýváme integrálńı křivkou vektorového pole g, které obsahuje bod
x. Integrálńı křivka popisuje množinu dosažitelných bod̊u varietyM z x podél vektorového
pole dopředu i dozadu v čase, viz Obr. 4.3. Tuto notaci zobecňuje pojem integrálńı variety
množiny vektorových poĺı G, kterou rozebereme později.

Obrázek 4.3: Integrálńı křivka vektorového pole. [20]

Ř́ıkáme, že vektorové pole je úplné, jestliže je jeho tok definovaný pro každé t. Dle
Picardovy věty o existenci a jednoznačnosti počátečńı úlohy je pro každé konkrétńı t tok
φft lokálně difeomorfńı na varietě M. Množina těchto zobrazeńı s operaćı skládáńı

φft pxq ˝ φ
f
s pxq “ φft pφ

f
s pxqq “ φft`spxq,

pro všechna t, s tvoř́ı grupu. Neutrálńım prvkem je φf0pxq “ x a prvkem inverzńım je
φf´tpxq.

Mějme dvě vektorová pole g1, g2 P G. Zobrazeńı φg1t ˝φ
g2
s znač́ı složeńı toku g2 po dobu

s vteřin s tokem g1 po t vteřin. Složené zobrazeńı v opačném pořad́ı φg2s ˝φ
g1
t je obecně jiné.

Ukažme si to. Uvažujme tok, který zač́ıná v bodě x0 “ xp0q tak, že nejprve p̊ujdeme po
krátký čas ε ve směru g1 a dále pro stejný čas ve směru g2, následně ´g1 a nakonec ´g2.
Situaci ilustruje Obr. 4.4a. Řešeńı vzniklé diferenciálńı rovnice pro malé ε ! 1 můžeme
źıskat pomoćı Taylorovy řady. Začneme tokem podél pole g1:

xpεq “ φg1ε pxp0qq

“ xp0q ` ε 9xp0q `
1

2
ε2:xp0q `Opε3

q,

pro jednotlivé derivace dle rovnice (4.1) plat́ı

9xp0q “ g1pxp0qq “ g1px0q,

:xp0q “
Bg1

Bx
9xp0q “

Bg1

Bx
g1px0q,

dosad́ıme je zpět:

“ x0 ` εg1px0q `
1

2
ε2Bg1

Bx
g1px0q `Opε

3
q.
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Člen Opεkq znač́ı zbytek Taylorovy řady, tedy výraz řádu εk. Nyńı p̊ujdeme podél pole g2

a dostaneme se do času 2ε:

xp2εq “ φg2ε pxpεqq

“ xpεq ` ε 9xpεq `
1

2
ε2:xpεq `Opε3

q,

člen xpεq máme z předchoźıho výpočtu. Vyč́ısĺıme př́ıslušné derivace:

9xpεq “ g2pxpεqq “ g2

“

x0 ` εg1px0q `Opε
2
q
‰

“ g2px0q ` ε
Bg2

Bx
g1px0q `Opε

2
q,

:xpεq “
Bg2

Bx
9xpεq “

Bg2

Bx
g2pxpεqq “

Bg2

Bx
g2 rx0 `Opεqs ,

a vše dosad́ıme do rovnice:

“ x0 ` εg1px0q `
1

2
ε2Bg1

Bx
g1px0q `Opε

3
q ` ε

„

g2px0q ` ε
Bg2

Bx
g1px0q `Opε

2
q



`
1

2
ε2

„

Bg2

Bx
g2px0 `Opεqq



,

po úpravě a sjednoceńı člen̊u řádu ε3 do jednoho źıskáváme:

“ x0 ` ε rg1px0q ` g2px0qs `
1

2
ε2

„

Bg1

Bx
g1px0q ` 2

Bg2

Bx
g1px0q `

Bg2

Bx
g2px0q



`Opε3
q.

Ve stejném duchu pokračujeme dále podél pole ´g1, č́ımž se dostáváme do času 3ε:

xp3εq “ φ´g1ε pxp2εqq

“ xp2εq ` ε 9xp2εq `
1

2
ε2:xp2εq `Opε3

q,

Vypoč́ıtáme potřebné derivace

9xp2εq “ ´g1pxp2εqq “ ´g1

“

x0 ` εg1px0q ` εg2px0q `Opε
2
q
‰

“ ´g1px0q ´ ε

„

Bg1

Bx
g1px0q `

Bg1

Bx
g2px0q



`Opε2
q,

:xp2εq “ ´
Bg1

Bx
9xp2εq “

Bg1

Bx
g1 rxp0q `Opεqs ,

a spolu s hodnotou xp2εq následně dosad́ıme do rovnice:

“ x0 ` ε rg1px0q ` g2px0qs `
1

2
ε2

„

Bg1

Bx
g1px0q ` 2

Bg2

Bx
g1px0q `

Bg2

Bx
g2px0q



` ε

„

´g1px0q ´ ε

„

Bg1

Bx
g1px0q `

Bg1

Bx
g2px0q



`Opε2
q



`
1

2
ε2

„

Bg1

Bx
g1xp0q `Opεq



“ x0 ` εg2px0q `
1

2
ε2

„

2
Bg2

Bx
g1px0q ´ 2

Bg1

Bx
g2px0q `

Bg2

Bx
g2px0q



`Opε3
q.
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4. JEDNOKOLKA

Nakonec podél ´g2:

xp4εq “ φ´g2ε pxp3εqq “ φ´g2ε ˝ φ´g1ε ˝ φg2ε ˝ φ
g1
ε px0q,

odečtou se analogické členy jako v předešlém časovém kroku a źıskáme finálńı přibližné
řešeńı:

“ x0 ` ε
2

„

Bg2

Bx
g1px0q ´

Bg1

Bx
g2px0q



`Opε3
q.

Všimněme si, že se zde nevyskytuj́ı členy závisej́ıćı na ε. Zbytek Opε3q je pro malá
ε potlačen členy řádu ε2. Tento člen reprezentuje přibližný pohyb po čtverci určeném
vektorovými poli g1, g2. Výsledek je motivaćı definice Lieovy závorky dvou vektorových
poĺı jako

rf, gspxq “
Bg

Bx
fpxq ´

Bf

Bx
gpxq.

Výsledku operace budeme ř́ıkat Lie̊uv součin. Lieova závorka rf, gs určuje nové vektorové
pole, které, pokud již neńı obsaženo v spanpGq, reprezentuje nový směr pohybu, kterého
je možné přibližně dosáhnout. Pohyb t́ımto směrem je pomaleǰśı než př́ımo ve směru
vektorových poĺı f, g, jelikož je řádu ε2 oproti ε, přičemž ε ! 1. Intuitivně je to zřejmé i z
př́ıkladu jednokolky či př́ımo auta, kde paralelńı parkováńı, tedy přibližný pohyb do boku,
je časově náročněǰśı. Jelikož Lie̊uv součin určuje nové vektorové pole, můžeme spoč́ıtat
jeho Lieovu závorku s jiným vektorovým polem. Lie̊uv součin stupně k je výraz, kde se
p̊uvodńı vektorová pole vyskytuj́ı celkově k-krát. Např́ıklad rrrf, gs, f s, gs je Lie̊uv součin
čtvrtého stupně. Jestliže rf, gs “ 0, žádný nový pohyb nevznikl, (počátečńı bod pohybu
je shodný s koncovým), a ř́ıkáme, že tato dvě vektorová pole jsou komutativńı.

Vrat’me se opět k jednokolce. Pro pohyb dopředu máme vektorové pole g1pxq “
rcosx3, sinx3, 0s

T a pro otočeńı pole g2pxq “ r0, 0, 1sT . Nyńı spoč́ıtáme Lieovu závorku
těchto poĺı

rg1, g2s “
Bg2

Bx
g1 ´

Bg1

Bx
g2

“

ˆ

Bg2

Bx1

Bg2

Bx2

Bg2

Bx3

˙

g1 ´

ˆ

Bg1

Bx1

Bg1

Bx2

Bg1

Bx3

˙

g2

“

¨

˝

0 0 0
0 0 0
0 0 0

˛

‚

¨

˝

cosx3

sinx3

0

˛

‚´

¨

˝

0 0 ´ sinx3

0 0 cosx3

0 0 0

˛

‚

¨

˝

0
0
1

˛

‚“

¨

˝

sinx3

´ cosx3

0

˛

‚.

Provedenou operaćı jsme skutečně dostali nový možný pohyb do boku, který kv̊uli va-
zebným podmı́nkám neńı uskutečnitelný př́ımo.

35



(a) Pohyb přibližně odpov́ıdá pohybu do boku. Ne však
přesně kv̊uli člen̊um s vyšš́ım řádem ε.

(b) Pohled na jednokolku shora.

Obrázek 4.4: Pohyb jednokolky určený Lieovou závorkou dvou vektorových poĺı zač́ınaj́ıćı
v počátku. [20]

Definice 4.3. Lieova algebra množiny vektorových poĺı G, znač́ıme g, je lineárńı obal
všech Lieových součin̊u všech stupň̊u vektorových poĺı z G. K určeńı Lieovy algebry de-
finujeme G1 “ G, a řadu Gi`1 “ Gi Y trgj, gks; @ gj P G1, gk P Giu . Lieova algebra je pak
daná distribućı spanpG8q.

Poznámka 4.4. Operace Lieova závorka r¨, ¨s má tyto vlastnosti:

(i) zobrazeńı r¨, ¨s je antisymetrické, tedy rg1, g2s “ ´rg2, g1s

(ii) plat́ı tzv. Jacobiho indentita rg1, rg2, g3ss ` rg2, rg3, g1ss ` rg3, rg1, g2ss “ 0

Př́ıklad 4.5. Řada pro G “ tg1, g2u má dle definice tvar

G1 “ tg1, g2u

G2 “ G1 Y tg3 “ rg1, g2su

G3 “ G2 Y tg4 “ rg1, g3s, g5 “ rg2, g3su

G4 “ G3 Y tg6 “ rg1, g4s, g7 “ rg1, g5s, g8 “ rg2, g4s, g9 “ rg2, g5su

...

Definice 4.6. Př́ıslušná řada D∞ “ spanpG∞q,D∈ “ spanpG∈q, . . . se nazývá filtrace dis-
tribuce D∞. Filtraci ř́ıkáme regulárńı, jestliže jsou všechny distribuce filtrace regulárńı.
Pokud je filtrace regulárńı, dimenze distribuce, bud’ každým krokem roste, nebo se kon-
strukce zastav́ı. Zřejmě plat́ı dimpDiq ď n “ dimpMq pro všechna i. Jestliže je tedy
filtrace regulárńı, existuje konečná hodnota k taková, že Dk “ Dk`1 “ ¨ ¨ ¨ “ D8. Tato
distribuce je involutivńı uzávěrem, znač́ıme sD, distribuce D. Distribuci D nazýváme invo-
lutivńı, jestliže D “ sD. Pokud filtrace neńı regulárńı, nejsme schopni obecně předem určit
stupeň k, pro který Dk “ sD. Jestliže takový stupeň existuje, ř́ıkáme, že Lieova algebra je
nilpotentńı stupně k.

36



4. JEDNOKOLKA

Definice 4.7. Integrálńı varieta distribuce D, která obsahuje x0, je množina variet M,
kterých je možno dosáhnout z bodu x0 vektorovými poli z D. Dpxq je tečný prostor
integrálńı variety v bodě x.

Poznámka 4.8. Podle Frobeniovy věty se m-rozměrná regulárńı distribuce D integruje na
m-rozměrnou integrálńı varietu právě tehdy, když je D involutivńı.

Definice 4.9. Jestliže integrálńı varietou distribuce D neńı celý prostor M, potom
ř́ıkáme, že D tvoř́ı foliaci variety M. Jednotlivé r̊uzné integrálńı variety nazýváme listy
foliace.

Př́ıklad 4.10. Uvažujme např́ıklad otočný pohyb jednokolky, konkrétně jednorozměrnou
distribuci vytvořenou vektorovým polem g2pxq “ r0, 0, 1s

T . Distribuce je jednorozměrná,
regulárńı, involutivńı a integrálńı variety jsou př́ımky v x3. Jestliže se jednokolka drž́ı
pouze tohoto vektorového pole, se vztahuje stále ke stejnému listu foliace.

Poznámka 4.11. Existence integrálńıch variet na menš́ım prostoru než je celý stavový
prostor M indikuje, že pohybové vazby skutečně omezuj́ı dosažitelný stavový prostor.

Nyńı zpět k jednokolce. Již máme tři vektorová pole g1 “ rcosx3, sinx3, 0s
T , g2 “

r0, 0, 1sT a g3 “ rg1, g2s “ rsinx3,´ cosx3, 0s
T . Dimenze distribuce určené vektorovými

poli tg1, g2, g3u je rovna třem v každém bodě x P M. Jedná se tedy o regulárńı distri-
buci. Určitě je také involutivńı, jelikož dimenze samotné variety M je také tři. Lineárńı
nezávislost vektorových poĺı ověř́ıme výpočtem determinantu matice:

detpg1, g2, g3q “

∣∣∣∣∣∣
cosx3 0 sinx3

sinx3 0 ´ cosx3

0 1 0

∣∣∣∣∣∣ “ sin2
px3q ` cos2

px3q “ 1.

Determinant je nenulový a tedy vektorová pole jsou lineárně nezávislá. Jelikož je distribuce
regulárńı i involutivńı má tř́ırozměrnou integrálńı varietu, která odpov́ıdá celému prostoru
variety M. Distribuce D2 je involutivńım uzávěrem distribuce D1. Filtrace je regulárńı.

Př́ıklad 4.12. Mějme vektorová pole h1pxq “ rx1 cosx3, x2 sinx3, 0s
T a h2pxq “ r0, 0, 1s

T

definovaná na R3. Vektorové pole h2 samo o sobě určuje regulárńı jednorozměrnou invo-
lutivńı distribuci. To však neplat́ı v př́ıpadě vektorového pole h1. Distribuce tohoto pole
neńı regulárńı, jelikož dimenze prostoru např. pro x1 “ x2 “ 0 je nulová, tedy odlǐsná,
než pro jiné hodnoty x1, x2. Lieova závorka pro tato vektorová pole je

h3 “ rh1, h2s “

¨

˝

0 0 0
0 0 0
0 0 0

˛

‚

¨

˝

x1 cosx3

x2 sinx3

0

˛

‚´

¨

˝

´ cosx3 0 ´x1 sinx3

0 sin x3 x2 cosx3

0 0 0

˛

‚

¨

˝

0
0
1

˛

‚“

¨

˝

x1 sinx3

´x2 cosx3

0

˛

‚.

Pro determinant plat́ı

detph1, h2, h3q “

∣∣∣∣∣∣
x1 cosx3 0 x1 sinx3

x2 sinx3 0 ´x2 cosx3

0 1 0

∣∣∣∣∣∣ “ x1x2 sin2
px3q ` x1x2 cos2

px3q “ x1x2.

Vektorová pole jsou tedy nezávislá. To znamená, že pro x1, x2 ‰ 0 je distribuce spanph1, h2, h3q

tř́ırozměrná, neńı však regulárńı, jelikož jej́ı dimenze se pro r̊uzné body lǐśı. Konkrétně
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je jednorozměrná pro body r0, 0, x3s
T , dvourozměrná pro rx1, 0, x3s, kde x1 ‰ 0 a pro

r0, x2, x3s, kde x2 ‰ 0, a tř́ırozměrná ve všech ostatńıch bodech. Foliace je ukázaná na
Obr. 4.5. Stavový prostor je rozdělený na devět list̊u, jedńım je př́ımka, které odpov́ıdá
osa x3, dále čtyři poloroviny a konečně čtyři tř́ırozměrné kvadranty.

Obrázek 4.5: Foliace stavového prostoru distribuce spanph1, h2, h3q. [20]
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5. EXPONENCIÁLNÍ ZOBRAZENÍ A LIFTOVANÉ AKCE

5 Exponenciálńı zobrazeńı a
liftované akce

Tečný prostor jsme definovali na varietě bez ohledu na to, zda má, či nemá strukturu
Lieovy grupy. Pokud tomu tak ovšem je, má mezi tečnými prostory zvláštńı zastoupeńı
prostor TeG, tedy prostor v neutrálńım bodě grupy. Ukážeme si, že plat́ı g “ TeG, tedy
že prostor TeG určuje př́ıslušnou Lieovu algebru. K tomu nám poslouž́ı pojem levo-inva-
riatńıho pole. Budeme vycházet ze zdroj̊u [2], [3], [18], [19] a [23].

5.1 Lieova algebra Lieovy grupy

Definice 5.1. Necht’ M1,M2 jsou n-rozměrné variety tř́ıdy Cr. Řekneme, že zobrazeńı
f : M1 Ñ M2 je difeomorfismus tř́ıdy Cs, s ď r, jestliže f je bijektivńı tř́ıdy Cs a
současně i inverzńı zobrazeńı f´1 :M2 ÑM1 je tř́ıdy Cs.

Definice 5.2. Necht’ je G reálná Lieova grupa. Vektorové pole ξ na G nazýváme levo-
-invariatńı, jestliže λ˚aξ “ ξ pro všechna a P G, přičemž vektorové pole λ˚aξ “ T pλa´1q ˝

ξ ˝λa, kde levá translace λa je difeomorfismus. Jelikož plat́ı λ˚a rξ, ηs “ rλ
˚
aξ, λ

˚
aηs , prostor

VLpGq všech levo-invariatńıch poĺı na G je uzavřený na Lieovu závorku. Je tud́ıž Lieovou
podalgebrou algebry V pGq.

Poznámka 5.3. Každé levo-invariatńı vektorové pole ξ je jednoznačně určené vztahem
ξpeq P TeG, jelikož ξpaq “ Tepλaqξpeq, kde e P G je neutrálńı prvek. Lieova algebra VLpGq
levo-invariantńıch poĺı je lineárně izomorfńı s TeG. Lieova závorka na VLpGq indukuje
na TeG strukturu Lieovy algebry. Budeme ji standardně značit g. Izomorfismus Lieovy
algebry s prostorem levo-invariatńıch poĺı je dán zobrazeńım L : g Ñ VLpGq, X ÞÑ LX ,
kde LXpaq “ TeλaX. Tedy rX, Y s “ rLX , LY speq.

Př́ıklad 5.4. Lieova algebra ortogonálńı grupy Opnq se skládá ze všech reálných anti-
symetrických matic, znač́ıme ji opnq. Lieova algebra speciálńı ortogonálńı grupy SOpnq
je stejná jako grupy Opnq, znač́ıme ji sopnq. Konkrétně např́ıklad ve třet́ı dimenzi pro
ω “ pω1, ω2, ω3q dostáváme

sopnq “
 

ω̂ P R3ˆ3 : ω̂T “ ´ω̂
(

,

kde

ω̂ “

¨

˝

0 ´ω3 ω2

ω3 0 ´ω1

´ω2 ω1 0

˛

‚.

Př́ıklad 5.5. Lieova algebra euklidovské grupy Epnq, znač́ıme epnq, jsou matice typu
ˆ

r p
0 0

˙

,

kde p je n-prvkový sloupcový vektor a r je antisymetrická matice řádu n, tj. r P opnq.
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5.2. EXPONENCIÁLNÍ ZOBRAZENÍ

Lieovy algebry maj́ı velký význam, jelikož maj́ı strukturu vektorového pole, tedy je
jednodušš́ı je analyzovat než Lieovy grupy. Nav́ıc maj́ı funkci jakýchsi generátor̊u, kterými
můžeme př́ıslušné Lieovy grupy zrekonstruovat. T́ımto generátorem je exponenciálńı zob-
razeńı.

5.2 Exponenciálńı zobrazeńı

Definice 5.6. Necht’ G je Lieova grupa a g je jej́ı Lieova algebra. Pak pro ξ P g a t P R
definujeme exponenciálńı zobrazeńı jako

exp : gÑ G

ξ ÞÑ expptξq.

V př́ıpadě, že je jedná o maticovou Lieovu grupu, potom plat́ı

expptξq “ expA “
8
ÿ

n“0

1

n!
An.

Př́ıklad 5.7. Uvažujme rotace v tř́ırozměrném prostoru kolem osy x, potom ω “ p1, 0, 0q.
Položme

A “ θω̂ “

¨

˝

0 0 0
0 0 ´θ
0 θ 0

˛

‚,

spoč́ıtáme př́ıslušné mocniny a dosad́ıme do vztahu

expA “
8
ÿ

n“0

1

n!
An “ I ` A`

1

2
A2
`

1

3!
A3
` ¨ ¨ ¨ ,

č́ımž dostáváme

expA “

¨

˚

˝

1 0 0

0 1´ 1
2
θ2 ` 1

4!
θ4 ¨ ¨ ¨ ´θ ` 1

3!
θ3 ´ 1

5!
θ5 ¨ ¨ ¨

0 θ ´ 1
3!
θ3 ` 1

5!
θ5 ¨ ¨ ¨ 1´ 1

2
θ2 ` 1

4!
θ4 ¨ ¨ ¨

˛

‹

‚

“

¨

˝

1 0 0
0 cos θ ´ sin θ
0 sin θ cos θ

˛

‚,

což je přesně matice z grupy SOp3q pro rotace kolem osy x.

Ve druhé kapitole jsme definovali grupové akce, které p̊usob́ı na prvćıch konfiguračńıho
prostoru. Nyńı zavedeme tzv. liftované akce, které maj́ı podobnou funkci, ale v tečném
prostoru.

5.3 Liftované akce

Jednotlivé tečné prostory, které tvoř́ı tečný bandl, jsou na sobě nezávislé. Obecně zde tedy
neexistuje vhodný nástroj pro porovnáváńı či sč́ıtáńı vektor̊u, které se nacházej́ı v r̊uzných
prostorech. V př́ıpadě Lieových grup však mezi konfigurace máme definované transformace
a těmto transformaćım můžeme přǐradit tzv. liftované akce. Jedná se o zobrazeńı v r̊uzných
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5. EXPONENCIÁLNÍ ZOBRAZENÍ A LIFTOVANÉ AKCE

tečných prostorech mezi vzájemně si odpov́ıdaj́ıćımi vektory, který umožňuje tyto vektory
porovnávat. Konkrétně k levé akci `h, kterou aplikujeme na konfiguraci g, je přǐrazena levá
liftovaná akce Tg`h. Tato akce přǐrazuje vektor̊um z tečného prostoru TgG odpov́ıdaj́ıćı
vektory z tečného prostoru ThgG, což je prostor, který je asociovaný po provedeńı levé
akce:

Tg`h : TgG ÝÑ ThgG

9g ÞÝÑ 9phgq

Pravá liftovaná akce Tgr
h je definovaná analogicky. Obecně plat́ı, že levá liftovaná akce

zachovává lokálńı rychlost systému. Jinými slovy, pokud jsou rychlosti ve dvou konfigu-
raćıch spojené levou liftovanou akćı, potom je jejich pohyb v obou konfiguraćıch z jejich
vlastńı perspektivy ekvivalentńı. Naproti tomu pravé liftované akce zachovávaj́ı vztah
rychlostńıch transformaćı. Tedy dva body se pohybuj́ı odpov́ıdaj́ıćımi rychlostmi, které
se lǐśı o konstantńı grupovou akci. Tyto interpretace vyplývaj́ı z povahy levých a pravých
akćı, které jsme rozeb́ırali výše – levá akce posouvá prvek grupy, zat́ımco pravá pracuje s
prvky, jejichž poloha je definovaná vzájemně.

Liftované akce jsou definované jako derivace asociované akce:

Tg`h “
Bp`hgq

Bg

Tgr
h
“
Bprhgq

Bg
.

5.4 Rychlosti tuhého tělesa

Jak jsme již rozeb́ırali, t́ım, že rovinné tuhé těleso popisujeme strukturou SEp2q, dáváme
konfiguračńımu prostoru lokálńı smysl, tedy že akce jsou definované vzhledem tělesovému
repéru na začátku každé akce, a ne ke světové soustavě souřadnic. Podobně se lokalita
objevuje i u tečných prostor̊u grupy SEp2q.

Levá liftovaná akce zachovává tělesovou rychlost systému. Znamená to, že těleso, jehož
rychlost ve dvou r̊uzných konfiguraćıch je spojena Tg`h, se pohybuje se stejnou podélnou,
laterálńı a rotačńı rychlost́ı v obou konfiguraćıch. Pravá liftovaná akce Tgr

h zachovává
prostorovou rychlost, což usnadňuje výpočty rychlost́ı r̊uzných bod̊u, které jsou pevně
dané vzhledem ke společnému tuhému tělesu.

Tělesová rychlost ξ systému je jeho rychlost vyjádřená v okamžité lokálńı soustavě
souřadnic, jak zachycuje Obr. 5.1a. Tělesová rychlost hraje významnou roli v kinematické
i dynamické analýze, kde s jej́ı pomoćı často popisujeme śıly a vazby.
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5.4. RYCHLOSTI TUHÉHO TĚLESA

(a) Tělesová rychlost. (b) Světová rychlost.

(c) Alternativńı interpretace tělesové rych-
losti.

(d) Prostorová rychlost.

Obrázek 5.1: Srovnáńı tělesové, světové a prostorové rychlosti robota v rovině, který je
reprezentován trojúhelńıkem. [18]

Tělesovou rychlost tuhého tělesa otočeného o úhel θ můžeme vypoč́ıtat ze světové
rychlosti, t́ım že ji o stejnou hodnotu otoč́ıme zpět, tedy o ´θ:

ξ “

¨

˝

ξx

ξy

ξθ

˛

‚“

¨

˝

cos θ sin θ 0
´ sin θ cos θ 0

0 0 1

˛

‚

¨

˝

9gx
9gy
9gθ

˛

‚. (5.1)

Podobně můžeme světovou rychlost určit z tělesové:

9g “

¨

˝

cos θ sin θ 0
´ sin θ cos θ 0

0 0 1

˛

‚

´1

¨ ξ “

¨

˝

cos θ ´ sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

˛

‚¨ ξ. (5.2)

Nyńı spoč́ıtáme levou liftovanou akci Tg`h, kde g “ px, y, θq, h “ pu, v, βq a levá akce,
jak jsme v́ıme z vztahu (2.3), je `hpgq “ px cos β ´ y sin β ` u, x sin β ` y cos β ` v, θ` βq:
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5. EXPONENCIÁLNÍ ZOBRAZENÍ A LIFTOVANÉ AKCE

Tg`h “
Bp`hgq

Bg

“

¨

˚

˝

Bpx cosβ´y sinβ`uq
Bx

Bpx cosβ´y sinβ`uq
By

Bpx cosβ´y sinβ`uq
Bθ

Bpx sinβ`y cosβ`vq
Bx

Bpx sinβ`y cosβ`vq
By

Bpx sinβ`y cosβ`vq
Bθ

Bpθ`βq
Bx

Bpθ`βq
By

Bpθ`βq
Bθ

˛

‹

‚

“

¨

˝

cos β ´ sin β 0
sin β cos β 0

0 0 1

˛

‚. (5.3)

Všimněme si, že velké podobnosti s maticemi ze vztah̊u (5.1), (5.2). Vyplývá odsud,
že akce Tg`h zachovává tělesové rychlosti. Jinými slovy, u každé levé akce `hg, která otoč́ı
tělesový repér o úhel β, doprovodná levá liftovaná akce Tg`h otoč́ı vektor rychlosti o
stejnou hodnotu, č́ımž z̊ustane vyjádřeńı repéru nezměněno. Jestliže polož́ıme h “ g´1 a
urč́ıme Tg`g´1 (tedy do (5.3) dosad́ıme β “ ´θ ), můžeme tělesovou rychlost vyjádřit jako

ξ “ Tg`g´1 9g P TeG,

což znamená, že tělesovou rychlost můžeme zaměnitelně reprezentovat jako standardně
nebo jako vektor v tečném prostoru neutrálńıho prvku dané grupy (viz Obr. 5.1c). Potom
pro světovou rychlost plat́ı

9g “ pTg`g´1q
´1ξ “ Te`gξ. (5.4)

Již jsme zmiňovali, že pravá akce rhg na SEp2q najde repér v pozici h vzhledem ke
g. Jeho rychlost, kterou nazýváme prostorovou ξs, je často výhodné hledat jako funkci
závislou na 9g. Klasický výpočet je jako vektorový součin rotačńı rychlosti 9gθ a změny
pozice l, (viz Obr. 5.1d). Nicméně při jej́ım výpočtu můžeme také využ́ıt pravou liftovanou
akci:

Tgr
h
“
Bprhgq

Bg

“

¨

˚

˝

Bpx`u cos θ´v sin θq
Bx

Bpx`u cos θ´v sin θq
By

Bpx`u cos θ´v sin θq
Bθ

Bpy`u sin θ`v cos θq
Bx

Bpy`u sin θ`v cos θq
By

Bpy`u sin θ`v cos θq
Bθ

Bpθ`βq
Bx

Bpθ`βq
By

Bpθ`βq
Bθ

˛

‹

‚

“

¨

˝

1 0 ´pu sin θ ` v cos θq
0 1 u cos θ ´ v sin θ
0 0 1

˛

‚. (5.5)

Potom (analogicky jako u levé liftované akce) lze prostorová rychlost vyjádřit jako

ξs “ Tgr
g´1

9g.

A podobně pro světovou rychlost dostáváme

9g “ pTgr
g´1

q
´1ξs “ Ter

gξs. (5.6)
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5.5. ADJUNGOVANÉ OPERÁTORY

5.5 Adjungované operátory

V aplikaćıch je často třeba převádět tělesovou rychlost repéru na jeho prostorovou rychlost
nebo naopak. Tato operace odpov́ıdá páru levé a pravé liftované akce, který nazýváme
adjungovaná akce Adg:

ξs “ pTgr
g´1

qpTe`gqξ “ Adg ξ.

Zobrazeńı z prostorové rychlosti na tělesovou nazýváme inverzńı adjungovaná akce Ad´1
g “

Adg´1 :
ξ “ pTg`g´1qpTer

g
qξs “ Ad´1

g ξs.

Obě rovnice vycházej́ı ze vztah̊u (5.4) a (5.6).

5.6 Geodetiky

Chceme-li rozš́ı̌rit naše úvahy o vzájemně si odpov́ıdaj́ıćıch rychlostech mezi r̊uznými
konfiguracemi, je vhodné popsat trajektorie, ve kterých se systém např́ıč konfiguračńım
prostorem pohybuje s konstantńı rychlost́ı. Takovým trajektoríım ř́ıkáme geodetiky. Jedná
se o zobecněńı

”
rovné čáry“ do neeklidovského prostoru. Na Lieových grupách rozlǐsujeme

dvě kategorie geodetik. Jedny jsou definované vzhledem ke struktuře variety a představuj́ı
na nich nejkratš́ı spojnice. Druhým typem jsou geodetiky definované vzhledem ke gru-
povým akćım, tedy křivky s konstantńı grupovou rychlost́ı.

Nejjednodušš́ımi geodetikami na varietách jsou pohyby s konstantńı rychlost́ı na př́ımce
R1 nebo podél kružnice S1. Ve dvourozměrném prostoru se jedná o př́ımé čáry, které re-
spektuj́ı charakter dané variety. Jak ukazuje Obr. 5.2, v rovině se jedná o př́ımky, na válci
o smyčky, spirály, či př́ımky. Na anuloidu se geodetiky vyskytuj́ı jako smyčky a spirály a
konečně na sféře ve formě kružnic. Formálńı definice těchto křivek se oṕırá o metrickou
strukturu variety. Intuitivně geodetiku chápeme jako křivku, která jde z počátečńıho bodu
daným směrem

”
rovně“, přičemž z̊ustává na varietě a spojuje tak body, kterými procháźı

nejkratš́ı možnou vzdálenost́ı.

Obrázek 5.2: Př́ıklady geodetik na r̊uzných varietách: v rovině, na válci, anuloidu a sféře.
[18]
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5. EXPONENCIÁLNÍ ZOBRAZENÍ A LIFTOVANÉ AKCE

Geodetiky definované vzhledem k akci Lieovy grupy jsou trajektorie s konstantńı gru-
povou rychlost́ı. Tyto trajektorie odpov́ıdaj́ı tok̊um levo-invariantńıch a pravo-invari-
antńıch vektorových poĺı, které po řadě definujeme jako:

Xlpgq “ Telgξ,

a
Xrpgq “ Ter

gξs,

kde tělesová a prostorová rychlost zastávaj́ı funkci generuj́ıćıch vektor̊u daných poĺı,
Všechny vektory v těchto poĺıch jsou ekvivalentńı vzhledem k dané liftované akci, tud́ıž
tok podél těchto poĺı má konstantńı grupovou rychlost.

U aditivńıch grup, kde liftovanými akcemi jsou identická zobrazeńı, jsou geodetiky
toky podél konstantńıch vektorových poĺı. Následkem toho, grupové geodetiky pro sč́ıtáńı
v rovině pR2,`q, na válci pRˆ S,`q a na anuloidu pT2,`q odpov́ıdaj́ı těm z Obr. 5.2, po
kterých se je pohyb konán konstantńı rychlost́ı. Geodetiky na multiplikativńıch grupách
maj́ı formu jinou.

Vrat’me se nyńı opět k porovnáńı grup SEp2q a pR2 ˆ S,`q. Již v́ıme, že rozd́ıl mezi
těmito grupami tkv́ı v tom, jakým zp̊usobem se posloupnost grupových akćı řetěźı. Na
pR2 ˆ S,`q se akce přidávaj́ı lineárně a určuj́ı tak změny ve světových souřadnićıch,
zat́ımco na SEp2q jsou akce určené relativně k výsledku předchoźı akce a tedy docháźı ke
změnám lokálně. Stejný rozd́ıl mezi oběma grupami je i mezi jejich geodetikami.
pR2 ˆ S,`q je aditivńı grupa a jej́ı liftované akce jsou triviálńı – stejné rychlosti jsou

rovny ve všech konfiguraćıch. Geodetiky jsou potom
”
rovné“ čáry procházej́ıćı varietou

R2ˆ S, které, pokud je varieta vtknuta ve vyšš́ı dimenzi, mohou tvořit smyčky či spirály.
Na druhou stranu levé a pravé geodetiky na SEp2q tvoř́ı spirály př́ımo uvnitř variety
R2 ˆ S.

Na Obr. 5.3 vid́ıme porovnáńı dvou konkrétńıch geodetik z pR2ˆS,`q a SEp2q. Pohyb
zač́ıná v počátku s rychlost́ı ξ “ p1, 1, 1q. V př́ıpadě pR2 ˆ S,`q se systém pohybuje
po př́ımce konstantńı rychlost́ı 9g “ Telgξ, zat́ımco rotuje (podobně jako po ledu klouzá
roztočený puk). Na druhou u SEp2q systém, který se pohybuje s rychlost́ı 9g “ Telgξ
zachovává konstantńı tělesovou rychlost, a tak spolu se změnou své orientace zakřivuje
svou dráhu.

Obrázek 5.3: Srovnáńı geodetik na pR2 ˆ S,`q a SEp2q.
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6 Holonomńı omezeńı
Na př́ıkladu jednokolky jsme si ukázali neholonomńı vazbu. Zjistili jsme, že nutně

nemuśı omezit dosažitelný prostor. Nyńı se budeme zabývat vazbami holonomńımi. Opět
budeme vše ilustrovat na př́ıkladech. Použity jsou zdroje [10], [11] a [18].

Holonomńı omezeńı ub́ıraj́ı stupně volnosti systému, jinými slovy snižuj́ı dimenzi kon-
figuračńıho prostoru. Formálně je holonomńı omezeńı definované jako vazebná funkce f
na konfiguračńım prostoru Q. Množinu bod̊u Q0 Ă Q splňuj́ıćıch vazebnou podmı́nku,
tedy pro které plat́ı fpq0, tq “ 0 pro všechna q0 P Q0, kde t je proměnná v čase, nazýváme
dosažitelná varieta omezeného systému. Tuto varietu pak můžeme použ́ıt jako nový kon-
figuračńı prostor.

Uvažujme článek na rotačńı vazbě jako vid́ıme na Obr. 6.1 vlevo. Konfiguračńım pro-
storem je kružnice S1 s jedinou zobecněnou souřadnićı α. Systém nicméně můžeme po-
psat také jako tuhé těleso s danou polohou a orientaćı g P SEp2q vzhledem k vazbě,
jak je ukázáno na stejném obrázku vpravo. Vazbu můžeme pospat dvěma holonomńımi
podmı́nkami: x “ 0, y “ 0, č́ımž redukujeme počet parametr̊u na jeden:

g “

¨

˝

cosα ´ sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

˛

‚P SEp2q

”

ˆ

cosα ´ sinα
sinα cosα

˙

P SOp2q

” α P S1.

Obrázek 6.1: Různý př́ıstup popisu jednoduchého článku na rotačńı vazbě.

Tento př́ıstup je užitečný zejména kv̊uli své systematičnosti, univerzálnosti použit́ı a
jednodušš́ı práci se složitěǰśımi objekty. Relativńı pozice druhého konce článku h vzhledem
ke g je

hg “

¨

˝

1 0 l
0 1 0
0 0 1

˛

‚.

Světovou pozićı je součin

h “ ghg “

¨

˝

cosα ´ sinα l cosα
sinα cosα l sinα

0 0 1

˛

‚. (6.1)
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6. HOLONOMNÍ OMEZENÍ

Tuto pozici můžeme interpretovat jako levou akci lghg, která posouvá repér s pozićı hg o
g nebo jako pravou akci rhgg, kdy urč́ıme umı́stěńı hg v jiné soustavě souřadnic.

Nyńı přidáme daľśı článek, jehož konce označ́ıme g2, h2, jak ilustruje Obr. 6.2. I v
tomto př́ıpadě nám rotačńı vazba eliminuje stupně volnosti na jeden, (celkově budeme
tedy mı́t dva ze šesti). Relativńı pozice obou konc̊u jsou

g2,h1 “

¨

˝

cosα2 ´ sinα2 0
sinα2 cosα2 0

0 0 1

˛

‚,

a

h2,g2 “

¨

˝

1 0 l2
0 1 0
0 0 1

˛

‚.

Obrázek 6.2: Systém dvou článk̊u spojený rotačńı vazbou.

Světové pozice konc̊u urč́ıme jednoduše jako

g2 “ pg1h1,g1qg2,h1 “ h1g2,h1 “

¨

˝

cospα1 ` α2q ´ sinpα1 ` α2q l1 cosα1

sinpα1 ` α2q cospα1 ` α2q l1 sinα1

0 0 1

˛

‚,

a

h2 “ g2h2,g2 “

¨

˝

cospα1 ` α2q ´ sinpα1 ` α2q l1 cosα1 ` l2 cospα1 ` α2q

sinpα1 ` α2q cospα1 ` α2q l1 sinα1 ` l2 sinpα1 ` α2q

0 0 1

˛

‚.

Nahrad’me nyńı klasický kloub mezi články kloubem prizmatickým, jehož výchylku
označ́ıme δ, jak je na Obr. 6.3. Vazebné podmı́nky potom maj́ı tvar y “ 0, θ “ 0, což
opět zredukuje počet parametr̊u následovně:

g2,h1 “

¨

˝

1 0 δ
0 1 0
0 0 1

˛

‚P SEp2q

”

ˆ

δ
0

˙

P R2

” δ P R1.
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Obrázek 6.3: Systém dvou článk̊u spojených prizmatickým kloubem. [18]

Světové pozice pak vycházej́ı

g2 “ h1g2,h1 “

¨

˝

cosα ´ sinα pl1 ` δq cosα
sinα cosα pl1 ` δq sinα

0 0 1

˛

‚,

a

h2 “ g2h2,g2 “

¨

˝

cosα ´ sinα pl1 ` δ ` l2q cosα
sinα cosα pl1 ` δ ` l2q sinα

0 0 1

˛

‚.

Stejným postupem můžeme konstruovat komplikovaněǰśı systémy. S přidáváńım daľśıch
článk̊u sice bude vzr̊ustat složitost matic, nicméně s t́ım s snadno porad́ı poč́ıtač. Důležité
je, že konfigurace každého článku může být reprezentována jako posloupnost relativńıch
pozic předchoźıch článk̊u.
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7. KONFIGURAČNÍ PROSTOR JAKO HLAVNÍ BANDL

7 Konfiguračńı prostor jako hlavńı
bandl

V předešlých kapitolách jsme mluvili o varietách jako o konfiguračńıch prostorech.
Nyńı tuto problematiku v́ıce rozvedeme. Uvažujeme-li tuhé těleso, tedy těleso s neměnným
tvarem, je jeho konfigurace plně určena polohou a orientaćı. Nicméně v př́ıpadě robot̊u
se často jedná o složitěǰśı systémy, které se skládaj́ı z mnoha tuhých těles, které jsou
spojeny vazbami. Potom jsou nutné dodatečné proměnné, které popisuj́ı tvar robota.
Konfiguračńı prostor se pak skládá z proměnných popisuj́ıćıch jednak polohu o orientaci
(u těch obvykle máme grupovou strukturu), ale také tvar. K tomu nám poslouž́ı aparát
fibrovaného prostoru a hlavńıho bandlu. Závěr kapitoly se věnuje hlavńı konexi. Vycháźıme
ze zdroj̊u [3], [8], [13], [19] a [25].

7.1 Fibrovaný prostor

Definice 7.1. Necht’ M,N jsou variety. Zobrazeńı f : M Ñ N nazýváme submerźı
v bodě x P M, jestliže hodnost zobrazeńı f v bodě x (tj. hodnost Jacobiho matice
tohoto zobrazeńı v daném bodě) je rovna dimenzi variety N . Řekneme, že zobrazeńı f je
submerze, jestliže je submerźı v každém bodě x PM.

Definice 7.2. Fibrovaný prostor (bandl) pE , p,M,Sq je prostor, který se skládá z variet
E ,M,S a z hladkého zobrazeńı p : E ÑM. Dále muśı ke každému bodu x PM existovat
otevřené okoĺı U takové, že existuje difeomorfismus ψ : E |U Ñ U ˆ S splňuj́ıćı

pr1 ˝ ψ “ p,

kde jsme symbolem E |U označili vzor okoĺı U, tedy E |U – p´1pUq, a kde pr1 znač́ı projekci
na prvńı složku kartézského součinu U ˆ S.

Varietu E nazýváme totálńım prostorem, M bázovým prostorem, S typickým vláknem
a p je surjektivńı submerze, které ř́ıkáme projekce. Dvojici pU, ψq nazýváme fibrovaná
mapa nebo lokálńı trivilizace E .

Definice 7.3. Soubor fibrovaných map pUα, ψαq takových, že okoĺı pUαq otevřeně pokrývaj́ı
varietuM se nazývá atlas fibrovaného prostoru. Pro takový atlas plat́ı pψα ˝ψβq

´1px, sq “
px, ψαβpx, sqq, kde zobrazeńı ψαβ : pUαXUβqˆS Ñ S je hladké, přičemž ψαβpx, q je dife-
omorfismus na S pro všechna x P Uαβ – Uα X Uβ. Zobrazeńı ψαβ nazýváme přechodovou
funkćı prostoru. Přechodové funkce splňuj́ı tzv. podmı́nku kocyklu: ψαβpxq ˝ ψβγpxq pro
x P Uαβγ a ψαα “ IdS pro x P Uα. Dı́ky platnosti této podmı́nky se souboru přechodových
funkćı pψαβq ř́ıká kocykl přechodových funkćı.
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Př́ıklad 7.4. Nejjednodušš́ım př́ıkladem fibrovaného prostoru je triviálńı bandl. Jedná
se o kartézský součin dvou variet, kde pro totálńı prostor plat́ı E “M ˆ S. Konkrétně
necht’ je např́ıklad báze M “ S1 a vlákno S “ R1. Potom E “ S1 ˆ R1 a projekce je
p : S1 ˆ R1 Ñ S1. Situaci znázorňuje Obr. 7.1.

Obrázek 7.1: Triviálńı fibrovaný bandl pS1 ˆ R1, p,S1,R1q.

7.2 Hlavńı bandl

Definice 7.5. Necht’ G je Lieova grupa a necht’ pE , p,M,Sq je fibrovaný prostor. Struktura
G-bandlu na fibrovaném prostoru se z skládá ze dvou část́ı:

(i) z levé akce Lieovy grupy na typickém vláknu ` : Gˆ S Ñ S,
(ii) z atlasu fibrovaného prostoru pUα, ψαq, jehož přechodové funkce pψαβq p̊usob́ı na
S přes G´akci. To znamená, že existuj́ı taková zobrazeńı, která splňuj́ı podmı́nku
kocyklu ϕαβpxqϕβγpxq “ ϕαγpxq pro x P Uαβγ a ϕααpxq “ e, a pro která plat́ı
ψαβpx, sq “ `pϕαβpxq,sq “ ϕαβpxq.s.

Fibrovaný prostor se srukturou G-bandlu nazýváme G-bandl. Atlasu fibrovaného prostoru
z podmı́nky (ii) ř́ıkáme G-atlas. Soubor zobrazeńı pϕαβq nazýváme ve stejném duchu
kocykl přechodových funkćı, ale tentokrát pro G-bandl. Ř́ıkáme, že G je strukturńı grupa
bandlu.

Definice 7.6. Hlavńı (fibrovaný) bandl pP , p,M, Gq je G-bandl s Lieovou grupou G jako
typickým vláknem, kde levá akce na G je levá translace.

Podle definice 7.5 máme atlas pUα, ϕα : P |Uα Ñ Gq takový, že pro kocykl přechodných
funkćı pϕαβ : Uαβ Ñ Gq plat́ı ϕαϕ

´1
β px, aq “ px, ϕαβpxq.aq. Tento atlas nazýváme atlas

hlavńıho bandlu.
Každý hlavńı bandl má jedinečnou pravou akci r : P ˆ G Ñ P , které ř́ıkáme hlavńı

pravá akce. Je daná vztahem ϕαprpϕ
´1
α px, aq, gqq “ px, agq.
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Př́ıklad 7.7. Necht’ je M varieta dimenze n. Lineárńı repér Kq v bodě q P M je báze
tk1, . . . , knu tečného prostoru TqM. Označme LpMq jako množinu všech lineárńıch repér̊u
Kq ve všech bodech q variety M. Dále definujme zobrazeńı

p : LpMq ÑM
Kq ÞÑ q,

které lineárńımu repéru Kq přǐrazuje bod q. Dá se ukázat, že pLpMq, p,M,GLpn;Rqq
tvoř́ı hlavńı fibrovaný bandl. Pravá akce obecné lineárńı grupy transformuje repér Kq “

tk1, . . . , knu v jiný repér Lq “ KqA “ tl1, . . . , lnu , kde A P GLpn;Rq, který je definovaný
opět v bodě q bázového prostoruM. Jinými slovy

”
posunut́ım“ po typickém vlákně, které

představuje a umožňuje GLpn;Rq, dostáváme pouze jiné vyjádřeńı stejného bodu.

Jak již bylo zmı́něno na začátku kapitoly, u složitěǰśıch robot̊u nestač́ı popsat jen jejich
polohu a orientaci, nýbrž i jejich tvar. Konfiguračńı prostor potom obvykle znač́ıme

Q “ GˆM,

kde G je jako Lieova grupa typickým vláknem, které udává polohu a orientaci, a M je
bázovým prostorem specifikuj́ıćım tvar robota. Jedná se tedy o strukturu hlavńıho bandlu,
a to dokonce o triviálńı hlavńı bandly, protože Q “ G ˆM plat́ı globálně. Uved’me si
př́ıklad.

Př́ıklad 7.8. Mějme dvě tuhá tělesa v rovině, která jsou spojena rotačńı vazbou a tedy
se mohou vzhledem k sobě otáčet, jak ukazuje Obr. 7.2. Pozici robota určuj́ı souřadnice
px, y, θq a úhel mezi oběma tělesy úhel ϕ. Konfiguračńı prostor je hlavńı triviálńı bandl
Q “ SEp2q ˆ S1.

Obrázek 7.2: Dvě tuhá tělesa v rovině spojená rotačńı vazbou.

Projekce asociovaná s fibrovaným prostorem indukuje liftovanou projekci na tečném
bandlu variety

p : QÑM ùñ Tp : TQÑ TM.

Liftovaná projekce nám umožňuje rozložit tečný prostor na dva podprostory.

Definice 7.9. Necht’ Q je fibrovaný prostor s projekćı p : QÑM. Vertikálńı prostor Vq
v bodě q P Q definujeme jako jádro liftované projekce, tedy

Vq “ kerpTpq.

Horizontálńı prostor Hq definujeme jako doplněk vertikálńıho prostoru, tedy aby platilo

TqQ “ Vq ‘Hq.
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Již v́ıme, že Lieova algebra prostřednictv́ım exponenciálńıho zobrazeńı reprezentuje
celou Lieovu grupu. Nyńı tuto reprezentaci rozš́ı̌ŕıme na hlavńı fibrované bandly.

Definice 7.10. Mějme triviálńı hlavńı fibrovaný bandl Q “ G ˆM a levou akci `gq :
QÑ Q. Generátor Lieovy grupy na Q definujeme jako

ξQ : gÑ TQ

ξ ÞÑ
d

dt
p`exp tξqqt“0 .

Tvrzeńı 7.11. Generátor Lieovy grupy m̊užeme pro daný hlavńı fibrovaný bandl Q “

GˆM zapsat jako
ξQ`gx “ pTer

gξ, 9xq.

D̊ukaz. Větu dokážeme použit́ım Def. 7.10:

ξQ`gx “
d

dt
p`exp tξp`gxqqt“0

“
d

dt
p`exp tξgxqt“0

“
d

dt
p`rg exp tξxqt“0

“ pTer
gξpexp tξq, 9xqt“0

“ pTer
gξ, 9xq.

Př́ıklad 7.12. Necht’ g “ px, y, θq P SEp2q a ξ “ pξ1, ξ2, ξ3q P sep2q. Využijeme vypočtené
liftované zobrazeńı z dř́ıvěǰśı kapitoly (5.5), a s použit́ım Tvr. 7.11 spočteme generátor
grupy SEp2q :

Ter
g
“ Thr

g
ˇ

ˇ

ˇ

h“e
“

¨

˝

1 0 ´x sinα ´ y cosα
0 1 x cosα ´ y sinα
0 0 1

˛

‚

u“0,v“0,α“0

“

¨

˝

1 0 ´y
0 1 x
0 0 1

˛

‚.

Odtud potom

ξSEp2qpgq “ Ter
gξ “

¨

˝

1 0 ´y
0 1 x
0 0 1

˛

‚

¨

˝

ξ1

ξ2

ξ3

˛

‚“

¨

˝

ξ1 ´ yξ3

ξ2 ` xξ3

ξ3

˛

‚.

Nyńı můžeme přej́ıt k definici daľśıho pojmu.

7.3 Hlavńı konexe

Definice 7.13. Necht’ Q “ GˆM je triviálńı hlavńı fibrovaný bandl s projekćı p : QÑ
M, potom zobrazeńı Φ : TQ Ñ g nazveme hlavńı konexe, jestliže splňuje následuj́ıćı
podmı́nky:

(i) ΦpξQpqqq “ ξ @ ξ P g, q P Q,
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(ii) ΦpTq`g 9qq “ Adg Φp 9qq @ q P Q, 9q P TqQ, g P G.

Poznámka 7.14. Prvńı podmı́nka ř́ıká, že hlavńı konexe Φ zobrazuje vektor z tečného
prostoru, který vznikl generátorem Lieovy grupy, zpět na prvek Lieovy algebry, který jej
vytvořil. Druhá podmı́nka udává, že jestliže jsou dva prvky tečného prostoru spojeny
liftovanou akćı Tq`g, pak odpov́ıdaj́ıćı prvky Lieovy algebry těchto vektor̊u jsou spojeny
adjungovaným zobrazeńım.

Pojem hlavńı konexe nám umožňuje určit horizontálńı prostor jiným zp̊usobem.

Tvrzeńı 7.15. Mějme triviálńı hlavńı fibrovaný bandl Q “ GˆM, projekci p : QÑM
a vertikálńı prostor Vq v bodě q P Q. Potom pro horizontálńı prostor plat́ı Hq “ ker Φp 9qq.

D̊ukaz. Budeme předpokládat, že tvrzeńı plat́ı. Při daném 9q P TqQ položme ξ “ Φp 9qq. Po-
tom dostáváme Φ p 9q ´ ξQpqqq “ Φp 9qq´ΦpξQpqqq “ ξ´ξ “ 0. Odtud plyne, že p 9q ´ ξQpqqq P
Hq. Dále v́ıme, že TqppξQpqqq “ 0, tedy ξQpqq P VqQ. Označme horp 9qq “ p 9q ´ ξQpqqq a
verp 9qq “ ξQpqq. Odtud

horp 9qq “ 9q ´ ξQpqq “ 9q ´ verp 9qq

9q “ horp 9qq ` verp 9qq.

Každý prvek tečného prostoru jsme tedy schopni vyjádřit jako součet jeho horizontálńı
části s vertikálńı. To znamená TqQ “ Vq ‘Hq, což odpov́ıdá Def. 7.9.

Vid́ıme, že jádra projekčńıho zobrazeńı a hlavńı konexe definuj́ı vertikálńı, resp. hori-
zontálńı podprostor tečného prostoru.

Obrázek 7.3: Konfigurace dvou tuhých těles, která se pohybuj́ı po př́ımce. [19]

Př́ıklad 7.16. Uvažujme systém dvou tuhých těles m1,m2, která se pohybuj́ı podél
př́ımky. Pozice prvńıho tělesa je určena vhledem k počátku, pozice druhého tělesa naproti
tomu relativně k prvńımu. Situaci znázorňuje Obr. 7.3. Konfiguračńı prostor je varieta
Q “ R ˆ R. Jelikož pR,`q je Lieova grupa, Q je hlavńı bandl. Nyńı pro konfiguraci
q “ px1, x2q P Q spoč́ıtáme projekčńı zobrazeńı. Dostáváme

p : QÑ R
px1, x2q ÞÑ x2,

a pro rychlost 9q “ p 9x1, 9x2q liftovanou projekci:

Tp : TQÑ TR
p 9x1, 9x2q ÞÑ 9x2.
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Zvolme hlavńı konexi takto:

Φ pp 9x1, 9x2qq “ 9x1 ` φpx1, x2q 9x2.

Toto zobrazeńı splňuje podmı́nky v Def. 7.13. Exponenciálńı zobrazeńı Lieovy grupy
pR,`q je expptξq “ tξ a generátor je dán ξQpqq : ξ ÞÑ pξ, 0q . Na Obr. 7.4 je znázorněn
význam hlavńı konexe pro náš př́ıklad. Vlevo je vidět, jak hlavńı konexe zobrazuje vek-
tor zpět na prvek Lieovy algebry, který daný vektor vygeneroval. Vpravo je znázorněna
souvislost s adjungovaným zobrazeńım.

Obrázek 7.4: Znázorněńı a význam hlavńı konexe.

Dále urč́ıme vertikálńı a horizontálńı složku rychlosti 9q P TqQ :

verp 9qq “ Φp 9qqQ “ Φ pp 9x1, 9x2qqQ “ p 9x1 ` φpx1, x2q 9x2qQ “ p 9x1 ` φpx1, x2q 9x2, 0q ,

horp 9qq “ 9q ´ verp 9qq “ p 9x1, 9x2q ´ p 9x1 ` φpx1, x2q 9x2, 0q “ p´φpx1, x2q 9x2, 9x2q .

Grafické znázorněńı vertikálńı a horizontálńı složky rychlosti je na Obr. 7.6. Všimněme si,
že pohyb v bázi, tedy čistě horizontálńı část rychlosti, se vyskytne pouze v př́ıpadě, kdy se
těleso m2 pohybuje rychlost́ı 9x2 a těleso m1 rychlost́ı rychlost́ı ´φpx1, x2q 9x2. Jinými slovy
jestliže je φpx1, x2q ‰ 0, potom horizontálńı bázový pohyb vyvolává vertikálńı fibrovaný
pohyb.

Obrázek 7.5: Vertikálńı a horizontálńı část rychlosti 9q “ p 9x1, 9x2q.
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7.4 Hadovitý robot

Velkou inspiraćı robotiky je př́ıroda. Jednou z prvńıch myšlenek bylo sestavit lidskou
ruku. Později se objevili roboti imituj́ıćı jiné živočichy a to, jakým zp̊usobem se pohybuj́ı,
tj. jejich lokomoci. Lokomoce je souhrn pohyb̊u pomoćı vnitřńıch změn tvaru systému
a jeho interakce s prostřed́ım. Důležitým př́ıkladem je právě hadovitý robot. Obecně se
jedná řetěz tuhých těles, která jsou spojeny rotačńı vazbou. Modelovat takového robota
jako celek neńı snadná záležitost. Zejména je obt́ıžné optimalizovat bočńı (stranovou)
vazebnou śılu. Můžeme sice použ́ıt klasické metody jako Newton-Eulerovu nebo metodu
Lagrangianu, ale nejsou explicitńı. Když se oproti tomu pod́ıváme do př́ırody a pozorujeme
pohyb zv́ı̌rat jako je let pták̊u, ch̊uze koček, běh koň̊u, plazeńı se had̊u nebo plaváńı ryb,
pozorujeme, že pohyb je zp̊usobený změnou tvaru v závislosti na prostřed́ı. Tyto interńı
pohyby se často objevuj́ı v cyklicky a jsou známé jako tzv. gaity. Pohyb je tedy zp̊usobem
těmito gaity a prostřed́ım. Bočńı vazebná śıla reaguje na prostřed́ı. Pokud tedy tuto śılu
chceme optimalizovat, je nutné sestavit model, který umı́ popsat vztahy mezi pohybem,
gaity a právě vazebnou silou. Aparátem, který to dokáže, je právě teorie fibrovaného
prostoru. Vı́ce o této problematice pojednávaj́ı [1], [19], [22] a [26]. Tř́ıčlánkovým hadem
v klasickém pojet́ı se naproti tomu zabývá [14].

Obrázek 7.6: Prvńı hadovitý robot ACM-III z roku 1972. [26]
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Závěr
Předmětem práce bylo ukázat význam teorie Lieových grup a souvisej́ıćıch geomet-

rických struktur v kinematice a robotice. Jednotlivé pojmy a koncepty byly vždy ukázány
na př́ıkladech a byl také ukázán jejich praktický význam. Kinematické hledisko, které zde
bylo rozebráno, je samozřejmě jen jedna část robotiky. Velkou roli hraje dále dynamika,
která analyzuje vliv sil a moment̊u, které na robota p̊usob́ı a s ńı spojená řiditelnost a
optimalizace. Důležité je také hledisko statiky, tedy vliv sil, které na robota p̊usob́ı v
klidu a mohou zp̊usobit jeho deformace. Neméně zásadńı je také softwarová implemen-
tace. Všechny tyto odvětv́ı by bylo vhodné d̊ukladně rozebrat, nicméně zásadně převyšuj́ı
úroveň diplomové práce, jak nastiňuj́ı i použité rozsáhlé monografie. Tato práce slouž́ı
jako úvod do celé problematiky a význam tkv́ı ve vyzdvihnut́ı geometrického hlediska,
č́ımž se práce odlǐsuje od jiných na podobné úrovni, a také prezentace teorie př́ıstupnou
a doufám i atraktivńı formou.
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3.1 Tečný prostor v bodě x variety M. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.1 Jednokolka. [20] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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[18] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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7.2 Dvě tuhá tělesa v rovině spojená rotačńı vazbou. . . . . . . . . . . . . . . 51
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