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P°edmluva

Fourierovska analyza a jeji aplikace jsou pro m¥ fascinujici oblasti aplikované matematiky. Dostala jsem
se k ni tak, °e jsem m¥la v planu diplomovou praci na téma n¥jakého speci ckého vyuCiti fazové korelace
jako metody pro sesazovani obraz-, ovZem k tomuto vyuCiti nikdy nedo?lo, aspo- tedy u ne m¥. P°istoupila
jsem k tomu toti® v ramci svého zam¥°eni na detaily po svém. Zafala jsem od £lanku autor- Reddyho a
Chatterjiho, An FFT-based technique for translation, rotation, and scale-invariant image registration[22] a
nechapav¥ jsem se zeptala:ProEE] to plati? Pro£ m-°u hledat maximum té funkce? V°dy” jsou tam komplexni
£isla... Odpov¥di na mé otazky jsem ziskala p°edevim b¥hem svého erasmovského pobytu na Chalmersov¥
technické univerzit¥ (Chalmers tekniska hégskola) ve 2védském Goteborgu v roce 2009, kde jsem absolvovala
se skv¥lym u£itelem Hjalmarem Rosengrenem p°edms¥t Fourierovska analyza (Fourier Analysis). V Géteborgu,
m¥st¥ obklopeném mo°em s malebnymi ostr-vky a lesy s modrymi jezery a r-°ovymi v°esy, jsem na zaklad¥
p°ednazek, cvifeni, diskuzi z p°edné2ejicim a dostupné literatury vytvocila zasadni pasa®e diplomové prace,
aparat odpovidajici na p-vodni otazku prof. Na2la jsem d-kazy v¥t, které se u toho pot°ebuji. N¥které jsou
tak naro£né, °e jsem je nepobrala a jen odkazala do literatury, n¥které jsou del?i, ale prav¥ ve 'védsku jsem
k nim na2la cestu. A n¥které jsou naopak tak jednoduché, °e je v literatu°e ani nenajdete, a tak jsem je
napsala sama.

Dva roky p°ede mnou byla v Géteborgu i moje o rok star?i spolu®atka Petra Rozehnalova (tehdy Novag-
kova), fourierovsky zam¥°eny p°edm¥t tam absolvovala té°, i kdy® s n¥kym jinym a s jinym obsahem. Ob¥
nas fourierovskd analyza zaujala, ja jsem vice na ty obrazy, ona je vice numerik p°es diferencialni rovnice.
A tak jsme se rozhodly, °e na2e znalosti a nad2eni pro fourierovskou analyzu chceme p°edat dal. V roce 2012
jsme jako doktorandky na Ustavu matematiky Fakulty strojniho in%enyrstvi Vysokého ufeni technického
v Brn¥ (UM FSI VUT) zaloCily nepovinny p°edm¥t Aplikace Fourierovy analyzy (SF0). Prvni rok jsme ho
vyu£ovaly velmi pestrou skupinu od t°e”ak- a® po na2e spolu®dky doktorandy a na2 studenti ndm tehdy
na posledni p°ednazku donesli p°ekvapeni v podob¥ dortu s pismendim(a pak jsem se dozv¥d¥la historky,
jak pani v cukrarn¥ dostala objednavku naF a kdy® moje spolu®agka pro dort p°izla, bylo na n¥m F, pani
cukra®ka v-bec nechapala, v £em je problém, % pry to je jedno, na2t¥sti to zvladla opravit). V pozd¥j2ich
letech m¥l p°edm¥t r-zné p°estavky z d-vodu mych, p°ipadn¥ Pet°inych rodifovskych radosti a starosti a
od roku 2020 p°inesl do p°edm¥tu sv¥°i vitr doktorand na UM FSI VUT Jind®ich Dospiva (tehdy Dvo°ak),
absolvent Fyzikalniho in®enyrstvi a nanotechnologii. V roce 2022 jsme se rozhodli, °e p°edm¥tu pom-°e, kdy®
poznamky sepsané po r-znych papirech, salatovité kusy mé diplomky a dizertace a r-zné dal?i zdroje n¥jak
dame dohromady, a tak jsem se pustila do sepisovani prvotniho pokusu o skripta. S pomoci v teoretické £asti
se pak p°idala doktorandka UM FSI Petra Kalenska (tehdy Kosova). Od roku 2024 byla témata ze skript
za®azena i do p°’edm¥tu Numerické metody analyzy obraz- (TNM) urEeného pro studenty patého ro£niku
obor- Matematické in°enyrstvi, Fyzikalni in°enyrstvi a nanotechnologie a P°esna mechanika a optika.

Cilem skript je podat teorii pot®’ebnou pro aplikace fourierovské analyzy ve £tivé form¥ tak, aby byl
text uchopitelny pro absolventy zakladnich kurz- vysoko2kolské matematiky se zajmem o zpracovani obraz-.
(Zakladnimi kurzy matematiky se zde mysli Matematika 1, 2 a 3 v ramci FSI VUT nebo jim odpovidajici
p°edms¥ty jinych obor-, hodit se mohou i zaklady funkcionalni analyzy a teorie pravd¥podobnosti. Po£ita
se p°edevim se znalosti komplexnich £isel, integral- funkci jedné prom¥nné vEetn¥ nevlastnich integral-,
integral- funkci dvou prom¥nnych, Fourierovych °ad.) Krom¥ de nic, v¥t a jejich d-kaz- v textu najdete i
doprovodny text, odkazy na souvislosti a aplikace. | v aplikaEni £asti si tato skripta kladou za cil maximalni
srozumitelnost. Fourierova transformace ma velmi 2iroké praktické i teoretické vyuCiti, mnohem 2ir2i, ne®
skripta obsahuiji, a" u° je to v zobrazovacich metodach nejen v Iéka°stvi nebo nap°iklad ve zpracovani signal-.

1Ji° od tercie nas na Gymnaziu Brno-se£kovice Dalibor Kott u£il, °%¢ matematika je o tom, ptat se  prof.



Zde p°edlo®ené aplikace jsou opravdu zakladni, s d-razem na (a° intuitivni) pochopeni spektra, schopnosti
£ist z n¥j atd.

V kapitole fI] projdeme Fourierovu transformaci funkci jedné a dvou realnych prom¥nnych, co® nam da
zakladni aparat pro aplikace. Zjistime, co to Fourierova transformace je, jaké ma zcela zakladni vilastnosti,
jak se chova, jak funguje. Vlastni data byvaji ovzem v aplikacich diskrétni: obrazy, signdly, a proto v kapitole
[2 rozebirame diskrétni Fourierovu transformaci vEetn¥ mo°nosti jejiho znazorn¥ni, vykresleni a efektivniho
vypo£tu. Vlastni aplikace na obrazovych datech (p°edevim urfeni vyznamnych sm¥r- v obraze, obrazové
ltry a sesazovani obraz: pomoci fazové korelace) jsou pak v kapitolf]3. T¥2im se, % vam p°edam aspo- £4st
svého nad2eni pro fourierku. Jsem otev°ena va2im p°ipominkam a napad-m.

Hana Druckmillerova, druckmullerova.h@fme.vutbr.cz
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Kapitola 1

Fourierova transformace

V této kapitole se seznamime s Fourierovou transformaci funkci jedné a dvou realnych prom¥nnych (zkracen¥
jako FT). Fourierova transformace je podobn¥ jako jiné integralni transformace transformaci, ktera z funkce
prostorové prom¥nné/prom¥nnych vytvo®i funkci, jeji® prom¥nna/prom¥nné maji zcela jiny vyznam, v p°i-
pad¥ Fourierovy transformace je to vyznam frekven£ni, pokud jednotkou na oseje metr, jednotkou na ose
je m 1, v p°ipad¥ sekundy je to hertz (p°ipadn¥ jejich nasobky, viz poznamka 1.1.3).
V £em je zrovna Fourierova transformace tak vyjime£na, pro£ se ji budeme zabyvat? Viypichla bych jeji
dv¥ obrovské vyhody:

1. Zndme vzorec pro inverzni transformaci a tento vzorec je navic velmi podobny vzorci pro dop°ednou
transformaci. Toto v-bec neni samoz°ejmé u jinych integralnich transformaci, nap®iklad u Laplaceovy
transformace se zpravidla sna®ime hledat n¥jaké specialni funkce, které zp¥t transformovat umime,
pou®iva se vlastn¥ tzv. slovnik, °adny obecn¥ pouCitelny vzorec na zp¥tnou transformaci u Laplaceovy
transformace neexistuje.

2. Fourierovské spektrum (funkce, kterou transformaci ziskame) ma celkem p°edstavitelnou interpretaci
a navic se z ni n¥které jevy, vlastnosti p-vodni funkce p°imo vid¥t, co® si v2e uk&®eme v kapitolg] 3.

Nejd°ive si v sekci[ 1.l zavedeme zakladni pojmy, které budeme pot°ebovat, p°edev?m prostor funkci,
které budeme pouivat. Dale v sekc[ 12 zavedeme Fourierovu transformaci funkci jedné redlné prom¥nné,
odvodime si n¥které jeji vlastnosti a transformaci vybranych funkci. V sekdi 1|3 si pak zavedeme Fourierovu
transformaci funkci dvou realnych prom¥nnych s tim, °e mnohé jeji vlastnosti budou analogické s vlastnostmi
v jednorozm¥rném p°ipad¥, a proto mnoha odvozeni ji° p°esko£ime.

1.1 Zakladni pojmy

Zdroje: [3,[1,[23]
De nice 1.1. Nech”f (x) je komplexni funkce realné prom¥nné, tedy :M! C,M R,
f(x) = u(x) +iv(x);
kde u;v : M I R jsou realné funkce realné prom¥nné. Neche;i M;a < b a u;v jsou riemannovsky
integrovatelné funkce na intervalu ha; bi. Potom °ekneme, e funkce je integrovatelndna ha; b a plati

Zb Zb Zb
f(x)dx = u(x)dx+i  v(x)dx:
a a a

Poznamka 1.2. Analogicky by se de noval i nevlastni integral komplexni funkce realné prom¥nné

2 20 2
f(x)dx = f(x)dx+ f(x)dx
1 1 0

(soufet uvaujeme za p°edpokladu konvergence jednotlivych integral-, v p°ipad¥ divergence neni de novan).
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De nice 1.3 (L1(R)). OznaEmel 1(R) jako prostor v2ech funkciR! C takovych, °e

A
JE (x)j dx

existuje a je kone£ny.

B¥°n¥ se ve funkcionalni analyze pod pojmenk; oznafuje obdobny prostor funkci, jen tyto funkce
nabyvaji pouze reélnych hodnot. Zde budeme pouCivat rozzi°eni na funkce nabyvajici obecn¥ komplexnich
hodnot.

De nice 1.4 (L1(R?). OznafmeL 1(R?) jako prostor v2ech funkci R? ! C takovych, %

A 2
jf (xy)jdx dy (1.1)

existuje a je kone£ny.

Co je vlastn¥ integral z posledni de nice? V p°ipad¥ jednorozm¥rného integrélu (de nice 1.3) se realna
osa rozd¥li na dv¥ £asti, nap°iklad v nule a v p°ipad¥ konvergence obou integral- provedeme jejich soufet.
V p°ipad¥ dvourozm¥rného integralu si takté® zvolime n¥jaké bod, nap®iklad po£atek, a vzniknou nam £ty°i
integraly

Zl Zl

jfy)jdx dy = A
2% 2

jf(xy)jdx dy = B
le ZOO

jf(xy)jdx dy = C
z% z%

jf(x;y)jdx dy = D;

1
a v p°ipad¥ konvergence v2ech z nich pak je integr.l) roven soufu+ B + C+ D.

De nice 1.5 (Hlavni hodnota integralu (Cauchy principal value)). Nech” f je funkce R! C. Za p°edpo-
kladu, °e limita existuje, se hodnota limity

7"
rIlllm f (x)dx

R
nazyva hlavni hodnota (Cauchy principal value)integralu f (x)dx: Znafime
1

2 zr
(P:vV) f(x)dx = rIllrln f (x)dx:
1 r

De nice 1.6 (C! funkce). Funkcef : R! C pat°i do t°idy C! (zkracen¥ té° funkce je t°idyCl), jestlie je
spojita a jak reélna tak imaginarni £4st maji spojité derivace.

De nice 1.7 (Po £astechC?! funkce). Funkce f : R ! C je po f£astechC!, jestli%e je spoijita a° na ko-
ne£ny pofet bod- nespojitosti v libovolném ohraniEeném intervalu a derivace jak realné tak imaginarni
£4asti jsou spojité a® na konef£ny po£et bod- nespojitosti v libovolném ohranifeném intervalu. Navic, jestli°e
f (X); (Ref (x))o, nebo (Im f (x))0 je nespojité vxg, pak f (x); (Ref (x))0 a(lmf (x))o maji v xg limitu zprava

a zleva.



De nice 1.8 (Konvoluce 1D). Nech” f1(x);f2(x) 2 L 1(R). Konvolucﬂfl f, funkci f 1;f > je funkce
2
f(x)= f1(s)f2(x s)ds:
1

De nice 1.9 (Konvoluce 2D). Nech” f1(x;y);f2(x;y) 2 L 1(R?). Konvolucef; f, funkci f1;f> je funkce

2 2
f(xy)= fi(s;)f2(x sy t)dsdt:
1 1

1.2 Jednorozm¥rna Fourierova transformace

Zdroje: [6,[15,[24]

De nice 1.10 (Fourierova transformace funkce vL1(R)). Nech” f (x) 2 L 1(R). Fourierova transformace
funkcef je funkceFffg( )= F():R! C denovana jako

2
F()= f()e ™ dx
1

Funkce F se také nazyvaFourierovo spektrumfunkcef .

De nice 1.11 (Inverzni Fourierova transformace funkce vL 1(R)). Nech” G( ) 2 L 1(R). Inverzni Fourierova
transformace funkce G je funkce F 1fGg(x) = g(x): R! C de novana jako

1 2 :
g(x) = > G()e™ d:
1

Poznamka 1.12. Prof p°ipou2time funkce zL1(R)? Proto®e u nich je jisté, %e je integral de novan a
je kone£ny pro ka°dé . Je-li toti® funkce absolutn¥ integrovatelnd, jsou integraly v de nicich [1.10 a[1.11
rozhodn¥ kone£né diky tomu, % funkcé je vynasobena n¥£im, co m4 absolutni hodnot.

Poznamka 1.13. Tvar-, jak de novat Fourierovu transformaci funkci jedné prom¥nné, je vice, p°esn¥ji
nespo£etn¥ mnoho. Ve v?i obecnosti se da Fourierova transformace a zp¥tna Fourierova transformace zavést
jako
2
Fffg=A f(x)e % dx
1
2
F 1fcg=B G( )™ d
1
s tim, °e
5

Takto obecn¥ pou°iva Fourierovu transformaci nap®. profesor Komrska ve svych skriptech [1L6]. fast¥j2i
ov2em byva, e si autor ve svém textu vody provede konkrétni volbu konstantA; B; k . Nejtast¥j2i volby jsou

AB

(@ k=1;A=1;B = zi co° je forma zvolend zde a takté® nap°iklad v[[3], jeji vyhodou je nejjednodu??i
p°edpis transforma£niho vztahu pro Fourierovu transformaci,

2Toto je stangardni de nice konvoluce, ktera se pou®iva i v oblasti fourierovskeé analyzy. V p°ipad¥ Laplaceovy transformace
se pouCiva tvar OX f(x t)g(t)dt, co® ovzem dano p°edeviim tim, °e Laplaceova transformace pracuje s funkcemi de novanymi
na h0; 1 ). Detaily nap®. v [19].



(b) k=1;A = pi-;B = pL- vyhodou tohoto tvaru je jeho symetrie,

(c) k=2;A =1;B =1 tento chdpe jako frekvenci v herzich, zatimco dva p°ede?é ji chapou jako
thlovou frekvenci v radidnech za sekundu.

Poznadmka 1.14. Krom¥ zna£eni Fourierovy transformace a zp¥tné Fourierovy transformace pou®itého v de-
nicich [.10]a [1.13, tj. psaciho pismene~ a péaru velkého a malého pismene pro oznafeni funkce a jejiho
spektra se pouCiva je2t¥ znafeni pomoci st°izky, kdy' je ekvivalentni sF f f g a F je ekvivalentni sF fFg.

V¥ta 1.15 (V¥ta o inverzni Fourierov¥ transformaci 1D). Nech” funkcef (x) 2 L 1(R) je po £astechCl.

Pak
- 1 2 1 z
/- iX — ix
> (PV)  F()e¥d =lim = F()e d
1 r

Navic v p°ipad¥, %ef je spojita,

_dimyy xe ) +1im oy« (X)),
= 5 :

L !
o (P:v)  F( e d = f(x):
1
Navic, pokud i F( ) 2L 1(R),

limy; x+ f(X)+1limy x f(X),
2 ’

a pro spoijité funkcef , jejich® spektrum je v L1(R), dostavame

F YfFf f(x)gg=

F YfFEf f(x)gg= f (x):
D-kaz v¥ty je rozsahly a je uveden v dodatku[A.1.1.

De nice 1.16 (Amplitudové a fazové spektrum). Nech” f (x) 2 L (R) mé& Fourierovo spektrumF( ). Am-
plitudové spektrumfunkce f je funkce A( ) : R! R{ de novana jako

A(C) = JFEE()gi = jF ()N
Fazové spektrumfunkcef je funkce ( ): R'h 0;2 ) de novana jako

ReF ()
ImF()

A( )cos ( );
A()sin ( ):

Jestli°e A( ) =0 pro n¥jaké , pak de nujeme ( )=0:

1.2.1 Vlastnosti Fourierovy transformace funkci jedné realné prom¥nné
Zdroje: [1,[3,[9,[12[16[18].

V této £asti si uvedeme zakladni vlastnosti Fourierovy transformace. Vztahy maji celkem snadné d-kazy,
a proto si je uvedeme. Tyto vlastnosti budou vyulivany k odvozeni dalich vlastnosti, k p°imému vyuCité
v aplikacich a podobn¥. WuCiti jednotlivych viastnosti budeme uvad¥t v textu p°imo u nich.

Pozndmka 1.17. Pokud nebude uvedeno jinakf;f 1;f»; g budou funkce takove, °e k nim existuje Fourierova
transformace a ke spektru i zp¥tna Fourierova transformace, ob¥ jsou navic spojitéda 1 fF f f gg= f . Odpo-
vidajicimi velkymi pismeny budeme zna&£it jejich spektra. K funkcimf;f 1;f2 navicA(; );A1(; );A20; )
budou amplitudova spektra. fisla ; ;x o; o libovolna realnd £isla, v p°ipad¥ vlastnosti £. 4 navic p-jde o
£islo nenulové.

Pro p°ehlednost si vlastnosti uvedeme v tabulce, d-kazy a vyuCiti budou nasledovat.

V¥ta 1.18 (Linearita). Nech” f (x);g(x) 2 L 1(R) a nech” F( ); G( ) jsou jejich Fourierova spektra, nech’
;2 R libovolna. Pak
Fff )+ g(x)g=F ()+ G():
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funkce jeji spektrum vlastnost v¥ta £.
1. f (xX)+ g(x) F()+ G() linearita 1.18
2. f(x Xo) F()e 'xo posun v prostoru 1.19
3. | € %f (x) F( 0) posun ve spektru (modulace)| |1.20
4. f(x) IF - zm¥na m¥°itka v prostoru 1.21
5.1 f( x) F( ) p°etofeni osy v prostoru 1.22
6. | f (x) F () komplexni sdru®eni 1.23
7.1 (f 9)(x) F()G() konvoluce 1.26
8. | f(x)g(x) Zi(F G)() sou£in funkci 1.27
Tabulka 1.1: Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace funkci jedné prom¥nné
D-kaz. Zjevny, vychazi z linearity integralu. O

V¥ta 1.19 (Posun v prostoru). Nech” f1(x) 2 L 1(R) a nech”F1( ) je jeji Fourierovo spektrum. Uva®ujme
funkci
fa(x) = f1(x  Xo);

kde Xp 2 R je dana konstanta. Nech F»( ) je Fourierovo spektrumf(x). Pak plati

Fa() = Fi()e '*o;
Ax() = As();
20) = 1() ( xo);

Q
+
o

kde znafi sfitani modula2 ,t. a b a+b(mod2 )=(a+b 2 5= :

D-kaz.
A S= X Xp
Fo() = fi(x Xo)e X dx= x=s+x9 =
1 ds= dx
2 !
= fi(s)e ' S*xdds=  fi(s)e 'Se '¥ods= Fy( )e 'XO
1 1

Az( )= jFa( )e "¥j = jFi( )ijie ¥ = Ai() 1= Ax()
Pro d-kaz fazového spektra p°epizemd-, jako
Fa( )= Fi( )e '*° = F1( )(cos(x ) +isin( Xo))
a poucitim Moivreovy v¥ty dostaneme
20)= () ( xo):
OJ

Tato v¥ta ndm p°ind2i poznatek d-le®ity nejen p°i hledani vzajemnych posuv- mezi obrazy. Pokud se dv¥
funkce (v pozd¥j?ich sekcich obrazy) lizi pouze tim, °e jsou vzajemn¥ posunuté, na amplitudovém spektru se
to nijak neprojevi. Projevi se to pouze na fazi, ktera u obraz- zpravidla neobsahuje °adné intuitivn¥ £itelné
informace, p°esto je klifova pro hledani tohoto posuvu.
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V¥ta 1.20 (Posun ve spektru, modulace) Nech” f1(x) 2 L 1(R) a nech” F1( ) 2 L 1(R) je jeji Fourierovo
spektrum. Uvalujme funkci f,(x) = e' 9*f1(x); kde ¢ 2 R je konstanta. Pak plati

Fffa(x)g= Fu( 0):

D-kaz.
n o 2 z
F odoXfix) =  fi(x)e e X dx=  fix)e *C ddx=F(  o):
1 1
O

V¥ta 1.21 (Zm¥na m¥°itka v prostoru). Nech” f1(x) 2 L 1(R) a nech” F1( ) je jeji Fourierovo spektrum.
Uva®ujme funkci
fa(x) = f1(x);

kde 2 R* je dana konstanta. Nech'F,( ) je Fourierovo spektrumf,(x). Pak plati

1
Fo( )= —F1 —
D-kaz.
A S = X A
! dx = ds 1

O

Je vid¥t, °%e pro > 1 je funkcef, z hlediska grafu z(°enou kopii funkce 1, zatimco ve spektru dojde k
rozta®eni grafu. Pro < 1 je tomu naopak.

V¥ta 1.22 (P°etofeni osy) Nech” f (x) 2 L 1(R) a nech” F( ) je jeji Fourierovo spektrum. Pak plati
Fff( x)g=F( ):

D-kaz. D-kaz bude obdobny jako p°i zm¥n¥ m¥°itka, jen je t°eba si uv¥domit, %e v¥ta 0 zm¥n¥ m¥°itka
V prostoru nep°ipouti zaporné .

2 | S = X 2 | 2 |
FIf( x)g= f(x)e™dx= x = s = f(se'l Fds= f(s)e’™ Jds=F( );
1 dx = ds 1 !

p°iEem° soufasti substituce je i to, °e p°i p°epoftu mezi p°ejdd na 1l a naopak a nasledné prohozeni
mezi integralu (abychom integrovali od men2i do v¥t2i meze) zru2i minus, které vznikne substituci p°ed
integralem. O

V¥ta 1.23 (Komplexni sdru®eni). Nech”f (x) 2 L 1(R) a nech”F( ) je jeji Fourierovo spektrum. Fourierovo
spektrum funkce, ktera je komplexn¥ sdru®ena k funkcfi , je jeji komplexn¥ sdru®ené Fourierovo spektrum
S p°eto£enou osou

FEf ()g=F ( )

D-kaz.

A A OZL 1

FIf (x)g =  f (x)e™dx= f (x)e Vdx=@ f(x)e™ JdxA =F ( );
1 1 1

t°eti rovnost plati proto, % pro a 2 R plati €2 = cosa+isina e ' =cosa+isin( a) =cosa isina
Proto €2= e '2 . O
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Pozndmka 1.24. Zde i dale v textu by bylo p°esn¥j2i a spravn¥j2i mistoF ( ) pou®ivat (F( )) , ale z d-vodu
p°ehlednosti z-staneme u prvni z t¥chto variant.

Ne° se pustime do odvozeni Fourierovy transformace z konvoluce, zjistime, zda v-bec pro funkée(x);
f2(x) 2 L 1(R) je obecn¥ i jejich konvoluce integrovatelna v absolutni hodnot¥, abychom z ni nasledn¥ mohli
ur£it Fourierovu transformaci.

V¥ta 1.25. Nech” funkcef1(x);f2(x) 2L 1(R). Pakf1 f, 2L 1(R).

D-kaz. ZaEneme tim, °e doka®eme, °d1(x) fa(u) 2L R? plati, %

42 2
fa()f2(w)jdudx < 1 :
101
2 2 2 2 2 0 2 1
jf1(x)f2(u)j dudx = if100] jf2(u)jdudx = jf1()j@ jfa(u)jduA dx
101 101 1 | 1 (z }
oznagme |
Vime, %0 1< 1, proto®e f, 2L 1(R). Proto
Z 0 2 1 2 Z
f100] @ jfa(u)jduA dx = jfi(x)jdx  jfa(u)jdu< 1 :
1 1 1 1
Provedeme substituciu = p s;x = s a dostadvame
Z 2 2 2
f1(x)f2(u)dudx = f1(s)f2(p s)dsdp;
11 101
co°® °ika, °e
Z
(f1 f2)(p = fa(s)fa(p s)ds2L1(R):

O

V¥ta 1.26 (Konvoluce). Nech” f1(x);f2(x) 2 L 1(R) anech”Fy( ); F2( ) jsou jejich Fourierova spektra. Pak

Fffi(x) fa(x)g= F1() F2)

D-kaz.
292 1 292 1
Fff, fog = @ fi(s)fa(x s)dshe X dx= @ fi(s)fo(x s)e X dxA ds=
1 1 1 1
2 02 1 y!
= f1(s) @ fo(x s)e X dxA ds=  fi(s)Fa( )e 'Sds= Fi( ) Fa()
1 1 1

s tim, e prohozeni po°adi integrace ve druhé rovnosti m-°eme provézt diky tomu, °e funkce jsou integrova-
telné v absolutni hodnot¥. V p°edposledni rovnosti byla vyu‘ita v¥ta o posunu v prostoru[(1.19). O

V¥ta 1.27 (Soufin funkci) Nech” f1(x);f2(x) 2 L1(R) a jsou spojité. Nech” jejich Fourierova spektra
F1( );F2( ) 2L 1(R). Poté

Fffi(x) fao(x)g= ZiFl( ) Fa():
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D-kaz.

2 20 . 2 1
Fffi(x) fa(x)g = f1(x)f2(x)e X dx = @7 Fi( )e* d Afy(x)e ™ dx =

1 1 1
L 2 02 1 . 2

= 7 R )@ fax)e X0 JdxA d = 5 FO)FR )d =

1 1 1

1

- ?Fl( ) FZ( )

O

V¥ta o transformaci sou£inu a transformaci konvoluci jsou vzajemn¥ dudlni. Tyto vlastnosti maji obrovské
pouCiti v r-znych oblastech zpracovani signal- a obraz-, proto®e konvoluce a soufin jsou dv¥ zcela r-zné
operace, ale diky Fourierov¥ transformaci je mo°né p°echazet mezi nimi a tlohy vyjad°ené pomoci soufinu je
mao°né °ezit pomoci konvoluce a naopak. V ramci t¥chto skript si ukd®eme vyuCiti p°i ltraci obraz- v sekci
3.3.

V¥ta 1.28 (Skalarni soufin) Nech” f1(x);f2(x) 2 L1(R) [L 2(R). Nech” jejich Fourierova spektraF( );
F»( ) 2 L 1(R). Pak skalarni soufin Fourierovych spekter t¥chto funkci je rove@ nasobku skalarniho sou£inu
p-vodnich funkci.

2 H;gi = HF;Gi
D-kaz.

z 2 2 2 2
2 H;gi=2 fg dx = f(x) €XG() d dx= f(x)e "G ()dxd =

2
= F()G()d =tFGi

D-sledek 1.29 (Nulty prvek spektra) .
P°imo z de nice vidime, °e
2 2
FO)= f(x)e *%dx = f(x)dx:
1 1
Tedy nulova frekvence spektra vyjad°uje integral funkce p°es celR.

V¥ta 1.30 (Transformace z transformace) Nech” f (x) 2 L 1(R) je spojitd, nech” jeji Fourierovo spektrum
F() 2L 1(R) a je spojité. Pak

(a) Fff(x)g=2 F ff( x)g;
(b) F 1ff(x)g= ZiFff( X)g:
(c) FIFf f(x)gg=2f ( Xx);

(d) F1'F Mg = zif( X):
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D-kaz.

(@)

A 4

2 F Mi( x)g=2 —  f( xe¥ dx=

2 _
1 ds= dx 1

f(s)e 'S ds= Fff(x)g:

(b) Tuto vlastnost ziskdme z (a) nahrazenimx za x a pod¥lenim rovnosti2 .

(€)
FfFf f(x)gg = F()e ™ d = F()e* d = =
d = d
1 1
A

= F( )e*d =2 F YMFff( x)gg=2f ( x)
1

s tim, %e p°edposledni rovnost plati diky v¥t¥ 1.22.

(d)
. 2 0 . 2 1 . 2 02 1
F!F Mfx)g = > @7 f(s)e's dsA e d = 17 @ f(s)e (9 dsAe*x d =
1 1 1 1
u= s 1 2 "2 X 1 1
= == @ f(ue™dAe*d=_F MFff( x)gg= —f( x)
du= ds 4 A 2 2

s tim, %e p°edposledni rovnost plati diky v¥t§ 1.2P.
O

Tato vlastnost je velmi prakticka pro vypo£ty. sika nam, °e sta£i vypo£etn¥ zvladnout dop°ednou Fourie-
rovu transformaci, zp¥tna je vlastn¥ toté® co dop°ednd, jen s jistymi Gpravami, které nemaji vliv na n¥jakou
algoritmizaci vypo£tu. Tedy sta£i nam v jadru jediny algoritmus.

1.2.2 D-sledky zakladnich vlastnosti

Zdroje: |9,[16]
V této £asti se budeme zabyvat p°edevzim transformaci ve speci ckych p°ipadech, nap®iklad v p°ipad¥,
% funkce je realna, co® je v praxi velmi £asty p°ipad.

D-sledek 1.31. Nech' f (x) 2 L 1(R) je spojitd funkce a nech’F( ) je jeji Fourierovo spektrum. Inverzni
Fourierova transformace z komplexn¥ sdru®eného Fourierova spektra funkdeje komplexn¥ sdruena funkce
f s p°eto£enou osou, tedy

F YF ()g=1f ( x):

D-kaz. Jedna se o p°imy d-sledek v¥t o komplexnim sdru®eni[ (1.23) a o p°eto£eni ody (1.22). O

V¥ta 1.32 (Transformace realné funkce) Nech” f (x) 2 L 1(R) a nech” F( ) je jeji Fourierovo spektrum. f
je reélna funkce, tj. f(x)=f (x) 8x 2 R, prav¥ tehdy, kdy°

FO=F ()
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D-kaz.

(a) P°edpokladejme, °ef je realna funkce. Pak podle v¥tyf 1.23 plati, %

F()=Fff(x)g=Fff (X)g=F ( ):

(b) P°edpokladejme, °eF( )= F (). Pak z v¥ty[1.3] plyne, °e

f(x)= F YfF()g=F YF ( )g=f (x):

O

V¥ta 1.33. Nech'f (x) 2 L 1(R) anech F( ) je jeji Fourierovo spektrum. Nech'f je realna, tj. f (x) = f (x)
8(x) 2 R. Pak amplitudové spektrum této funkce je sudé, tji.jF( )j= jF( )j:

D-kaz. Tvrzeni je p°imym d-sledkem v¥ty [1.33. O

Tato v¥ta je velmi d-le®ita pro aplikace. V praxi toti® pracujeme v¥t?inou s realnymi daty, jejich ampli-
tudové spektrum je sudé, a tedy pokud chceme analyzovat amplitudové spektrum, sta£i nam ho analyzovat
polovinu, nap®iklad jen nezapornou £ast osx. Zbytek nenese °adnou novou informaci.

V¥ta 1.34. Nech' f (x) 2L 1(R) a nech”F( ) je jeji Fourierovo spektrum. Nechf je realna. Nech'G( ) je
omezena funkce takova, °e&5( ) = G( ). Pak

F *fF() G()g
je realna.
D-kaz. Podle v¥ty[1.32, pokudf je redlna, pakF( )= F ( ): Vynasobime rovnostG a dostaneme
F() G()=F ( ) G( )=(F(C ) G( ) :

Vzhledem k tomu, °e G je omezena, neni pochyb o existenci zp¥tné transformace. Pak znovu podle Vi¥¢ty 1.32
dostaneme, %e
F HF() G()g

je realna. O

Tato v¥ta je naprosto klifova pro aplikace. Velmi £asto se nam toti® hodi vzit spektrum a aplikovat na n¥j
n¥jakou vahovou funkci, p°edevzim n¥jaké frekvence utlumit, potla£it. Jiné nechat. M-°eme si to dovolit? Co
kdy® zp¥tna transformace z takto modi kovaného spektra nebude realna? To bychom zp¥tnou transformaci
nedostali realnou funkci. Tato v¥ta nam ov?em dava jednoduché kritérium, které kdy® vahova funkce spini,
tak po zp¥tné transformaci dostaneme realnou funkci. Sta£i, kdy® funkce je omezena a st’edov¥ symetricka.
Samoz°ejm¥ existuji i jiné modi kace spektra, které m-°eme provézt a funkce z-stane po zp¥tné transformaci

readlnd. Ve v?i obecnosti stafi to, co uvadi v¥ta 1.32.
V¥tu [L.32 m-°eme diky symetrii Fourierovy transformace p°eformulovat i pro realna spektra:

V¥ta 1.35. Nech' f (x) 2 L 1(R) je spojita funkce a nech’F( ) je jeji Fourierovo spektrum. SpektrumF je
realiné, . F( )= F () 8 2R, prav¥ tehdy, kdy° f (x) = f ( x).

D-kaz.

(&) P°edpokladejme, °e spektrumF je realné. Pak

f(x)= F YfF()g=F F ()g=f ( x):
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(b) P°edpokladejme, °ef (x) = f ( x). Pak

F()=Fff(x)g=Fff ( xX)g=F ():

O
P°imym d-sledkem této v¥ty je pak v¥ta o transformaci funkci, které jsou realné a je2t¥ k tomu sudé:

V¥ta 1.36. Nech” f (x) 2 L 1(R) je spojita funkce a nech’F( ) je jeji Fourierovo spektrum. Nech” funkce
f jeredlnd, tj. f(x) = f (x) 8x 2 R a nech” je suda, tj.f (x) = f( x) 8x 2 R. Pak spektrum funkcef je
realné, ti. F( )= F ()8 2R:

D-kaz. fast (b) d-kazu v¥ty 1.35 Jpou’ita na realné funkce p°imo dava tento vysledek. O

1.2.3 Odvozeni Fourierovy transformace pomoci Fourierovy °ady

Zdroj: [15E] S vyu®itim poznamek Petry Rozehnalové

Doposud jsme de ni£ni vztah pro Fourierovu transformaci funkci jedné realné prom¥nné brali jako dany.
V této sekci si uka®eme jeho odvozeni z Fourierovych °ad periodickych s period@l a dostaneme Fourierovu
transformaci v realném tvaru, kterou si nasledn¥ p°evedeme na tvar komplexni, se kterym se mnohem |épe
pracuje.

Vijdeme z Fourierovy °ady funkcef (x) na intervalu h [;li v redlném tvaru, tj. funkce f je periodicka
s periodou?2l. Budeme rovnou p°edpokladat, °e funkce je spojita a integrovatelna v absolutni hodnot¥.

pS
f(x) = %+ a, COS ka + I sin ka : (1.2)
k=1
Z Z Z
1 1 k 1 _k
ap= - f()dt ax= - f(t)cos —t dt; by=- f(t)sin —t dt (1.3)

Dosadime [1.3) do[(1.P) a vtahneme v2e do jediného integrélu

12 x 7 Kk k Kk Kk
f(x)= 3 f(t)dt + T f(t) cos Tt cos TX +sin Tt sin TX dt:
| k=L
Aby byl vyraz krat?i, s vyu®itim vzorce cos( )=cos cos +sin sin ho upravime na

| |

12 ® 17 k

f(x)= 3 f(t)dt+ T f (t)cos T(X t) dt:

| k=L

| —z—} | {z }

A B (x)

Fourierova °ada se pouPiva na periodické funkce s perioda2l. My se teo budeme snaitol ! 1 a budeme
se sna’it odvodit, jak bude,v takovém p°ipad¥ °ada vypadat. Provedeme tedy limitni p°echod pré!1 a
budeme p°edpokladat, e  jf (t)jdt< +1 . Pak A! O; protoe je to vlastn¥ % kone£né £islo. Podivejme
se, jak dopadneB (x). Nejd°iv si ho pon¥kud upravime (mj. rozzi°ime ) a zavedeme si nové znafeni.

C{,«)

z {
(% B2

B)= = f(eos——(x tadt (1.4)
1 12

3Kniha Kolmogorov, Fomin: Z&klady teorie funkci a funkcionalni analyzy je bibli funkcionalni analyzy, je napsana £tiv¥ a
srozumiteln¥, doporu£uiji.
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Zavedeme posloupnost kgﬁzo = "I— Jeji po sob¥ jdouci £leny se liZi 0 = 41 k = 7. Tady si teo
vzpome-me na de nici Riemannova integralu. Mame tady d¥leni o délce dilku a timto po obdélni£cich
integrovanou funkci C. Viz obrazek[1.]. Vlastni integral pak je

2 X
c()d = lim C(«)
. bo, .

cQ)

C( k+2) I

C( k+1)

C(«)

Clx 1)
C(k 2)

Obrazek 1.1: Riemann-v integral v tom zna£eni, co my tu mame.

Na vztahu ) provedeme Riemannovu integraci. Kdy°® po2lemd ! 1 , budeme mit ' d, ¢! a
nasledn¥ kosinus rozepi2eme zp¥t do del?iho tvaru
lZ— 0 2 1 12— Z
B(x)! = @ f(t)cos((x t)dtAd == f (t)(cost cosx +sin t sin x)dtd =
0 1 01
2 7 X !
— f(t)costdt cosx + — f(t)sintdtsinx d: (1.5)
e AT S
a b

Pomoci Riemannovy integrace jsme p°e?li ze situace spofetné na nespofetnou, cao® je vlastn¥ princip Rie-
mannovy integrace. U spojité funkce zde nenastava problém. Odvodili jsme, e

1 2
f(x)!' = (acosx +bsinx)d;
0
tedy obdobu Fourierovy °ady pro neperiodické funkce de nované na&r: Rovnost plati za podminek
R
ToRif(jdt< 1
~ f (t) ma kone£nou derivaci zleva i zpravat (tato podminka jde je2t¥ zeslabit).

Vyraz ([L.5) budeme dale upravovat, na?e snaha bude ud¥lat jej vice symetricky a krasn¥j2 . Viyjdeme
z tvaru
27

f0= 1 f(t)cos((x t)dtd:
0 R
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Ten je klifové si uv¥domit, °e vnit°ni integrél je suda funkce prom¥nné. Mo°na to vypada docela abstraktn¥,
ale zkuste si do toho prost¥ jednou dosadit a jednou  a vidite, °e vysledek je stejny. Diky sudosti funkce
m-°eme vn¥j?i integral roz?i°it na celé R, jen ho musime pod¥lit dv¥ma, aby jeho hodnota z-stala zachovana.
ZZ
f(x)= Zi f(t)cos( (x t))dtd
R R
, . R : . ] ]
Dale plati, °@ ¢f (t)sin( (x t))dt je lichou funkci prom¥nné , a tedy
ZZ
f(t)sin( (x t))dtd
R R

0:

Ten pliEteme k f (X) nulu ve tvaru z p°edchoziho °adku krétzi—. Pro£ to d¥lame? Abychom dostali tvar, se
kterym se lépe pracuje a ktery bude prost¥ krasny

1272 L 22
fx)= o f(cos( (x D)dtd + i f(t)sin( (x t)dtd =
Z Z R R R R Z Z
= Zi f(t)(cos( (x t)+isin( (x t))dtd = Zi f(t)e ® Vdtd =
R R 7 7 R R
= Zi f(t)e "tdt €*d (1.6)
* f—{z—}

9()

To g, které nam zde vy2lo, neni to nic jiného ne® Fourierova transformace funkcé , vn¥j?i integral rovnice
je pak zp¥tnou Fourierovou transformaci z funkceg.

1.2.4 Fourierova transformace vybranych funkci

V této sekci si uka®eme Fourierovu transformaci n¥kolika uCiteEnych funkci. V praxi pracujeme v¥téinou
se signaly nebo obrazy, které mame n¥jak diskrétn¥, a proto pro praktické vypo£ty poulivame diskrétni
Fourierovu transformaci (implementovanou jako Fast Fourier Transform nebo jeji je2t¥ efektivn¥j?i varianty).
Pro teoretické Gvahy p°edchazejici n¥které implementace jsou ov2em d-le®ité i n¥které funkce jedné nebo dvou
realnych prom¥nnych. Navic t°eba v p°ipad¥ Itr- pou®ivame p°i praktickych vypo£tech b¥°n¥ diskretizované
varianty funkci, které budou nasledovat, p°edevzim Gaussovy funkce a tzv. jednotkového zubu. Pokud byste
hledali transformace dal2ich funkci, v°ele doporu£uji anglickou Wikipedii pod heslem Fourier transformi[35],
kterd je velmi obsahla a velmi kvalitn¥ zpracovana a obsahuje i tabulku s p°ehledem transformaci mnoha
funkci pro r-zné tvary Fourierovy transformace.

Peiklad 1.37 (Jednotkovy zub). Spo£t¥me Fourierovu transformaci funkce

1 pro 1 x 1

f(x)=
) 0 jinak.
Z, ix 1 ' i -
F()= e™dx= & —€ e s,
1 I x= 1 I

Posledni rovnost plati s vyjimkou =0, tam to musime vzit v limit¥, IilmoF( ) = 2: Pokud v £itateli p°imo

nevidite funkci sinus, b¥°te o par stranek dale k transformaci sinu ve vztahu/ (1]9), tam je odvozené, jak se
vyjad®i sinus pomoci komplexnich exponencial.

Na tomto p°ikladu je vid¥t, °e funkce je suda a jeji spektrum je reélné, co® je v souladu s v¥tdu 1.36.
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Pro struEné oznafeni funkcé‘%" dode nované pomoci limity v nule se pou®iva funkce sinc. V literatu®e
se vyskytuji dv¥ alternativni de nice funkce sinc, a to bun

. (SM X 60 _ sinx  x80
SINC X = X nebo sincx = x
1 X =0; 1 Xx=0:

Pro na2e U£ely si tyto de nice rozlizime dolnim indexem u prvni z nich, ktera je historicky p-vodni. Ta druha
je v soufasné dob¥ b¥°n¥j2i a jeji vyhodou je, °e protiha osuv p°irozenych hodnotach. Pomoci funkce sinc
tedy m-°eme psat, °%e F( ) =2sincy( ).

V literatu®°e se m-°eme setkat s tzv. rectangular function (zna£enirect), kterd ma nosif£ neh 1;1i, ale
pouze %; % . Snadno zjistime, %erect(x) = f (2x), a tedy pomoci v¥ty 0 zm¥n¥ m¥°itka1)

sin 5 ;
i sins |
2 = 2 = sinc

1
Ffrectg= -F - =
23 2

2 2

2

NI =

To v2e pro v2echna 6 0, pro nulu to plati v limit¥.

Peiklad 1.38 (Posunuty jednotkovy zub). Zkusme si je2t¥ funkcif posunout a sledovat, k jaké zm¥n¥ ve
spektu dojde. OznaEme tedy
1 pro0 x 2

f1(x) =
0= jinak,

tedy f1(x) = f(x 1). Spektrum si spo£itAme ob¥ma zp-soby, a to jak p°imo z de nice, tak pomoci v¥ty o
posunuti. Nejd°ive tedy p°imo
Z, ix 2 2i 0 i
i . 1. . .
Fi( )= e X dx = ei = ei e—i:l(COSZ isin2 1)= =(icos2 +sin2 i)
0 x=0

I~

s tim, e jsme vyuCili toho, °e
Pomoci v¥ty o posunuti

i sin sin - 2 1 . -
Fi()=F()e !t =27—e ' =22 —(cos isin )= = éS|n2 isin? =
2 1 . 1 2 1. . .
= - éS|n2 |% = —(icos2 +sin2 i) :

V rovnosti oznaEené= jsme vyuCili vzorce sin2x = 2sin X cOsSx a Vv rovnosti oznafené= vzorce sinx =
%. Uvedené vztahy samoz°ejm¥ plati krom¥ = 0, kde bychom museli p°esn¥ji psat pomoci funkce sinc,
ov2em tento zapis by u® neumo®-oval kroky dale uvedené. Proto bude snaz?i nulu z na2ich Gvah vynechat a
pak jen zp¥tn¥ zkontrolovat, zda to limitn¥ funguje i v ni, co® funguje.

Zajimavé je2t¥ m-°e byt ov¥°it si zde d-sledek v¥ty o posunuti, a to °e posunuté funkce maji stejné
amplitudové spektrum. Amplitudové spektrum p-vodni funkce je jF( )j = 2 sin_ Amplitudové spektrum
posunuté funkce je

r r r

. . 1 . 1 . 1
jFi()j= 5 sin®2 +(cos2 12 = 5 sin®2 +cos?2 2cos2+1 = (2 2c0s2)=
s____
4 1 cos2 __ sin
= 2 T T2

A je vid¥t, e v2e funguje, jak ma.
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Peiklad 1.39 (Oboustrann¥ klesajici exponenciala)
Zdroj: [27]

o R
Vypo£t¥te Fourierovu transformaci funkcef (x) = e! X, Z°ejm¥ plati: el Xl dx =2 < 1, atedy

f 2L4(R):

2 L A . 2 . exix 0 exix 1
F()= el e M dx= & Mdx+ eX ™dx= + =
17 10
1 1 0
= 1. l. lim e * + 1.IimeXiX 1.= l.+ 1.:
1 1 1 1 1(!1 {z ) 1 1 1‘!1_{2_} 1 i 1 1 1+
=0 =0
1+i +1 i _ 2
T 1+ 2 1+ 2

Graf funkce f a jejiho spektra je obrazku 1.2. Funkce= se nazyva té° Lorentzova funkce a a° na konstanty
se jedna o hustotu Cauchyova rozd¥leni hustota Cauchyova rozd¥leni je udavana nap°iklad ve tvariu [32]

1

. (1.7)

1+ X Xo

Pokud zvolime = 1;Xo = 0 a vzorec vynasobimeZ, misto x ulijeme , dostavame ze vztahu [(LJ7) tvar

2
1+ 2°

—f(x)=el
RO i

Obréazek 1.2: Graf funkcef (x) = e ! Xl a jejiho fourierovského spektra.

V¥ta 1.40 (Gaussova funkce) Plati:

D-kaz tohoto tvrzeni je dlouhy a jeho prostudovani nep®ina2i °adny zvla2tni p°inos pro na2 p°edms¥t, proto si

ho neuvedeme zde, ale v dodatkiu A.1}2. Pokud se oprostime od multiplikativni konstanty p°ed exponenciélou,
vidime, °e Fourierovou transformaci Gaussovy funkce je Gaussova funkce s tim, °e £im je Gaussova funkce
v prostoru 2tihlej?i , tim je Gaussova ve spektru 2irzi , co® je té° v souladu s v¥tou 0 zM¥n¥ m¥°itka

v prostoru. Gaussova funkce méa dalekosahlé vyuCiti v aplikacich Fourierovy analyzy, nap°iklad pro Ufely
Itrace.

Diracova distribuce

Zdroj: [13]

My jsme se tu zatim zabyvali b¥°nymi funkcemi a navic takovymi, u kterych jsou spln¥ny dal?i pod-
minky, aby funkce byly ve smyslu Fourierovy transformace slu2né (tj. byla zaruEena existence Fourierovy
transformace). Pro mnohé aplikace se nam bude hodit ale i zobecn¥na Fourierova transformace funkci, k nim®
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vlastn¥ Fourierova transformace ve smyslu, jaky zde pou®ivame, neexistuje, proto®e integral nekonverguje.
Nebo je2t¥ h-°, nebudeme transformovat funkce, ale distribuce. Teorie, ktera za timto je, je mimo tento p°ed-
m¥t (detaily je mo®né nalézt nap®. v [29]), ale s jistou mirou nadhledu bude v2e do sebe zapadat. A hlavn¥,
my si to tady teoreticky ukd®eme s Diracovou delta distribuci, ale v realu stejn¥ vypo£ty budou probihat na
kone£nych vektorech nebo maticich pomoci diskrétni Fourierovy transformace, ktera diky kone£nosti t¥chto
vektor- nebo matic je zcela bezpef£nda , °e existuje vedy, ne°e2ime °adnou konvergenci apod.

Zatn¥me Fourierovou transformaci z delta distribuce. D-leitou vlastnosti delta distribuce je tzv.sifting
property (s £eskym ekvivalentem jsem se zatim nesetkala)

y
f(x) (x)dx = f(0):
1

Na zaklad¥ této vlastnosti snadno urf£ime Fourierovu transformaci z delta distribuce jako

2
Ff (x)g= (x)e X dx=e 0 =e%=1 (1.8)
1

s tim, %e komplexni exponenciala zde hrala roli funkcé . Z toho na zéklad¥ v¥ty[1.1D o posunu v prostoru
odvodime, e _
Ff (x Xxp)g=e 'X0

a na zaklad¥ v¥ty[1.3p o transformaci z tranformaceRfFf f (x)gg = 2 f ( x)) pou°ité na vztah ([L.8)
dostaneme, °e
Fflg=2 (x):

Komplexni exponenciala, sinus, kosinus

Kdy° u® jsme se jednou pustili na tenky led a p°ijali jsme, °e existuje (zobecn¥na) Fourierova transformace
z jednif£ky, m-°eme p°ipustit, °%e existuji i transformace dal?ich funkci, které nejsou dle standardni de nice
Fourierovy transformace transformovatelné. Hodit se nam budou nap®iklad p°i Uvodu do metody hledani
vyznamnych sm¥r- v obrazech (sekcé 3|2).

V¥ta[1.2Q o modulaci °ika, °e n 0

F €of(x) = F( 0):
Dale vime, °e
Fflg=2 ():

Kdy®° tyto dv¥ vlastnosti pou®ijeme dohromady s tim, °e f (x) ve vztahu pro modulaci bude jednifka, dosta-
neme vztah pro Fourierovu transformaci z komplexni exponencialy:

F X =2 ( ):

Déle budeme pot°ebovat vyjadeit sinus a kosinus pomoci komplexnich exponencial. Pokud tyto nezname
z hlavy, snadno to odvodime seftenim, resp. ode£tenim vztah-

dX =cosx +isin x
e '™ =cosx isinx (1.9)
My tato vyjad°eni budeme rovnou transformovat.

dx +e X 2 | )+2 (+ ) _
2 - 2 -
dx e lx 2 () 2 (+)_

Ffsi = F . =
Sin X g 5 5

Ffcosx g= F (( )+ (+ )

PeCo )+ )
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Na t¥chto vztazich je k pov2imnuti je2t¥ jedna v¥c. Amplitudova spektra obou funkci jsou stejna.
JFfcosx gj=jFfsinx gj=Ffcosx g= ( ( )+ (+ )

Li2i se pouze ve fazi. Co° je v souladu s v¥tofi 1.19 o posunuti. Sinus a kosinus jsou tém¥° stejné funkce,
li2i se toti® pouze o posunuticosx =sin X + 5 , resp.cosx = sin X+ o— . Pokud se dv¥ funkce li2i

0 posunuti, jejich spektra se podle v¥ty o posunuti lizi pouze o komplexni exponencialu, tedy se lizi ve fazi,
jejich amplitudova spektra jsou stejna.

1.3 Dvourozm¥rna Fourierova transformace

Zdroje: [1,[3,[9,[12[16[22]

V t¥chto skriptech se z aplikaci budeme v¥novat p°edevZim aplikacim ve zpracovani digitalnich obraz-.
Ty jsou reprezentovany maticemi, jsou dvourozm¥rné. Praktické vypo£ty sice probihaji pomoci diskrétni
Fourierovy transformace, v mnoha situacich se ov2em hodi i teoreticky p°istup p°es Fourierovu transformaci
funkci de novanych na R? - tzv. dvourozm¥rnou Fourierovu transformaci V této sekci tedy probereme dvou-
rozm¥rnou Fourierovu transformaci. Mnohé v¥ty nechame bez d-kazu, proto®e by se konstruoval analogicky
jako v jednorozm¥rném p°ipad¥ a nebyl by p°inosem.

De nice 1.41 (Fourierova transformace funkce vL1(R?)). Nech” f (x;y) 2 L 1(R?). Fourierova transformace
funkcef je funkceFffg(; )= F(; ):R?! C denovana jako

Z 2 |
F(; )= f(x;y)e ' *Y)dxdy:
1 1

Funkce F se také nazyvaFourierovo spektrumfunkcef .

De nice 1.42 (Inverzni Fourierova transformace funkce vL 1(R?)). Nech” G(; ) 2 L 1(R?): Inverzni Fou-
rierova transformace funkce G je funkce F 1fGg(x;y) = g(x;y): R?! C de novana jako

1 2 2
a(xy) = 12 G(; ) *Y)d d:
11

V¥ta 1.43 (V¥ta o inverzni Fourierov¥ transformaci pro funkce vL1(R?)). Jestlie f (x;y) 2 L 1(R?) a je
spojitd na R?, pak pro ka°dé (; ) 2 R? plati

A 2
1 D Nai(x by ) 22t .
72 F(; )e e 2 dd:
101

FOcy) =lim_

D-kaz. D-kaz Ize najit v [30]. O]
Analogicky jako pro funkce jedné prom¥nné zavedeme amplitudové a fazové spektrum i pro funkce dvou

prom¥nnych.

1.3.1 Vlastnosti Fourierovy transformace funkci dvou reélnych prom¥nnych

Vlastnosti si uvedeme pro p°ehlednost v tabulce (tabulkd 1]2), dale uvedeme jako samostatné v¥ty (kromy¥
linearity, ta je opravdu zjevna). D-kazy uvedeme jen tam, kde p°ina2eji n¥co nového oproti jednorozm¥rnému
p°ipadu.

V¥ta 1.44 (Posun v prostoru). Nech” f1(x;y) 2 L1(R?) a nech” Fi(: ) je jeji Fourierovo spektrum.
Uva®ujme funkci
fa(x;y) = fa(x  Xo;y  Yo);
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funkce jeji spektrum vlastnost v¥ta £.

1. f (xy)+ g(xy) F(;, )+ G(; ) linearita

2.1 f(x X0y VYo) F(; )e (Xo*Vyo) posun v prostoru 1.44
3. | €l ox+ of (x;y) F( 0 0) posun ve spektru (modulace)| [1.45
4. | f(x;y ) 1F - zm¥na m¥°itka v prostoru 1.46
5.1 f( x; ) F(O ; ) oto£eni os 1.47
6. | f (x5y) F(C; ) komplexni sdru®eni 1.48
7.0 (F 9(xy) F(; )G(; ) konvoluce 1.49
8. | T(x;y)a(x;y) 4LZ(F G)(; ) sou£in funkci 1.50

Tabulka 1.2: Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace funkci dvou prom¥nnych

kde Xo;Yo 2 R jsou dané konstanty. Nech'F,(; ) je Fourierovo spektrumf,(x;y). Pak plati

Fa(; ) Fi(; e (X0 Yol
Aax(; ) Al )
2(; ) = 1(; ) ( Xo Vo)

V¥ta 1.45 (Posun ve spektru, modulace) Nech” f1(x;y) 2 L 1(R?) je spojita funkce a nech'F1(; ) 2
L 1(R?) je jeji Fourierovo spektrum. Uvalujme spektrum

Fa(; )= Fa( 0; 0);

kde o; o2 R jsou dané konstanty. Pak plati

FHF(; )g=elt o Mfy(xy):

V¥ta 1.46 (Zobecn¥na zm¥na m¥°itka v prostoru)Nech” f1(x;y) 2 L 1(R?) anech F1(; ) je jeji Fourierovo
spektrum. Uva®ujme funkci

fa(xiy) = fa(x;y )
kde ; 2 R* jsou dané konstanty. Nech’F,(; ) je Fourierovo spektrumf,(x;y). Pak plati

Fa(; )=iF1 - =

D-kaz.
2 2 — — 5 — ds
. s = X x = 2 dx = =
Fa(5 ) = fa(xy Je ™Y dxdy = : at
- t=y y =+t dy = &
A A
-t fisine ' Y dsdt= LF -
1 1

O
V¥ta 1.47 (P°etofeni os) Nech” f (x;y) 2 L 1(R?) a nech"F(; ) je jeji Fourierovo spektrum. Pak plati
FEE(C x5 y)g=F( ; )

V¥ta 1.48 (Komplexni sdru®eni). Nech” f(x;y) 2 L1(R? a nech” F(; ) je jeji Fourierovo spektrum.
Fourierovo spektrum funkce, kterd je komplexn¥ sdru®ena k funkcf je jeji komplexn¥ sdru®ené Fourierovo
spektrum s p°eto£enymi osami

Fff (xy)ga=F ( ; )
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V¥ta 1.49 (Konvoluce). Nech” f1(x;y);f2(x;y) 2 L 1(R?) a nech"F1(; );Fa2(; ) jsou jejich Fourierova
spektra. Pak
Fifi(xy) falxiy)g=Fa(; ) Fa(s )

V¥ta 1.50 (Soufin funkci). Nech” f1(x;y):f2(x;y) 2 L 1(R?) a jsou spojité. Nech” jejich Fourierova spektra
Fi(; ); F2(; ) 2La(R?). Pak

FET0aY) F2000)9= 2 5Fa ) Fali )

V¥ta 1.51 (Transformace z transformace)

(@) Fif(xy)g=4 ?F *f( x y)g;
(b) F L 6Y)g= 4 5F (% Y)g:
) FIFFf(ay)gg=4 *( x y);

(@ FLE MIGyg = g5t (X )

V¥ta 1.52 (Rotace souadného systému)Nech” f1(x;y) 2 L 1(R?) a nech F1(; ) je jeji Fourierovo spekt-
rum. UvaCujme funkci
fao(x;y) = f1(xcos ysin ;x sin + ycos );

kde 2h0;2 ) (tj. funkce f; je otofena okolo po£atku o thel oproti funkci f1, viz obrazek[1.3). Pak plati

Fa(; )= F1( cos sin; sin + cos):
y
0
y A
a2 b ey S R J
T~ \
/ ~~/ acos |
/
/ |
// ‘
/ |
/ [
/ |
/ . [
/ az SIin I
/ N I
/ R |
- |
; ~o
as Sin ~
0 Ja X

/

/

aj cos

X0

Obrazek 1.3: Odvozeni p°epo£tu sou®adnic p°i oto£eni kolem pofatku. B&dma sou’adnice(as; ap) v sou-
*adném systémux;y, ktery je otofeny oproti soucadnému systému®y® o thel . Bod (a;;0) v x;y ma
soucadnice(a; cos ;a1 sin ) v x2y% Podobn¥ bod(0;ay) v x;y ma sou°adnice( a,sin ;a,cos ) v x2y°
Proto bod A = (a1;ap) v sou®adném systémux;y ma sou®adnice(a; cos  apsin ;aisin + ap cos ) Vv Sou-

*adném systémux® y°
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D-kaz.

42 2
Fa(; ) = fa(xy)e ' Y )dxdy =
101
2 2
= fi(xcos ysin ;x sin + ycos )e X *Y)dxdy =
101
B S = XCO0S ysin X = scos +tsin B
t = xsin +ycos y = ssin + tcos
. 2 2
— cos sin fl(S't)e i[ (scos +tsin )+ ( ssin +tcos )] dsdt =
sin cos
2 2
— fl(S't)e i[s( cos sin )+t( sin + cos )] dsdt =
101
= F4( cos sin; sin + cos)

O

V¥ta 1.53 (Zm¥na m¥°itka, rotace, posun) Nech” f1(x;y) 2 L 1(R?) a nech” F1(; ) je jeji Fourierovo
spektrum. Uva®ujme funkci

fo(x;y) = f1(x cos y sin Xpo; X Sin + y cos  Yp);
kde 2h0;2 ), 2 R", Xo;Yo2 R jsou konstanty. Pak plati:

1 . . .
Fo(; )= e (X" YIE, —cos  —sin; —sin + —cos

D-kaz. P°edpokladejme funkce

fo(x;y) = fi(x cos y sin Xo; X Sin + y cOS  Yo);
fa(x;y) = fi(x cos y sin; x sin + y cos );
fa(x;y) = fi(xcos ysin;x sin + ycos ):

Pak z v¥t o posunuti v prostoru (1.44), o rotaci [1.52) a o zobecn¥né zm¥n¥ m¥°itka v prostér (1.46) plyne

Fa(; ) = Fo(; Je (Xoryol= Zp, i g ilxoryo)

1 . . .
—e (X0t Yo, _cos  —sin; —sin + —cos

O

V¥ta ma vyuliti nap®iklad p°i sesazovani obraz-, které jsou po°izené r-znymi optickymi soustavami,
r-znymi peistroji. Takové obrazy jsou obecn¥ pootof£ené, maji r-zné m¥°itko a i proto, °e tofit m-°eme
kolem obecného st°edu ota£eni, je tam i posun. V¥tu vyu®ijeme v seKci 3.4.3 k tomu, abychom Uhel oto£eni,
faktor zv¥t2eni / zmen2eni a vektor posunuti na2li mezi obrazy, kde tyto Udaje nezname.

1.3.2 D-sledky zakladnich vlastnosti

Zdroje: [9,[16]
D-sledky, které si uvedeme v této sekci, vyutijeme nap°iklad p°i posuzovani obrazovych Itr- v sekci 3.8.
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V¥ta 1.54. Nech’ f (x;y) 2 L 1(R?) je spojita funkce a nech'F(; ) 2 L 1(R?) je jeji Fourierovo spektrum.
Inverzni Fourierova transformace z komplexn¥ sdru®eného Fourierova spektra funkéeje komplexn¥ sdru®ena
funkce f s p°eto£enymi osami, tedy

F YYF (; dg=1f ( x; )

V¥ta 1.55 (Transformace realné funkce) f (x;y) 2 L 1(R?) je reélna funkce, tj. f (x;y) = f (x;y) 8(x;y) 2
R?, prav¥ tehdy, kdy° F(; )= F ( : ).

V¥ta 1.56. Nech’ f (x;y) 2 L 1(R?) je redlna funkce, tj. f(x;y) = f (x;y) 8(x;y) 2 R2. Pak amplitudové
spektrum této funkce je st°edov¥ symetricke, t.A(; )= A( ; ):

V¥ta 1.57. Nech f (x;y) 2 L 1(R?) je realna. Nech'G( ; ) je omezena funkceR?! R takova, e G(; )=
G( ; ). Pak

F YMF(; ) G(; )
je realna.
V¥ta 1.58. Spektrum funkce f (x;y) 2 L 1(R?) je redlné, tj. F(; )= F (; ) 8(; ) 2 R?, prav¥ tehdy,
kdye f(xy)=f ( x5 ).

V¥ta 1.59. Nech” funkcef (x;y) 2 L 1(R?) je realna, tj. f (x;y) = f (x;y) 8(x;y) 2 R?, nech” tato funkce
je st°edov¥ symetricka, tj.f (x;y) = f( x; y) 8(x;y) 2 R?. Pak spektrum funkcef je realné, tj. F(; )=
F(;)8(; )2R%
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Kapitola 2

Diskrétni Fourierova transformace

2.1 Jednorozm¥rna diskrétni Fourierova transformace
Zdroje: [3,[6,9,[16]

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) transformuje v jednorozm¥rném p°ipad¥ obecn¥ komplexni
vektor na komplexni vektor, ve dvourozm¥rném obecn¥ komplexni matici na komplexni matici, vdy stejnych
rozm¥r-. Pou®iva se p°i praktickych vypo£tech se signaly nebo obrazy. Oproti jeji spojité obdob¥ je krasna
v tom, u ni nejsou °adné problémy s existenci £i konvergenci, diky tomu, °e se s£ita konefny pofet s£itanc-.

V literatu®e jsou dva p°istupy k jejimu znafeni a dva p°istupy k tomu, co je na vstupu a vystupu.
My se budeme zde dr°et znafeni pomoci malého a velkého pismene, tedy transformace vektbripude
vektor F, vlastni transformaci pak budeme znaf£itD. V literatu®e je mo°né se setkat i se znaEenim dop°edni
transformace jakof" a zp¥tné jakof . Pokud jde o to, co mame na vstupu a vystupu, n¥kte°i auto®i se drf
vektorového a maticoveho zapisu pomoci index-, tedy nap°ay, resp.ay;, jako nap°iklad [Gﬂ Druhy p°istup
je zapis jako funkce jedné nebo dvou prom¥nnych(x) nebof (x;y), jen je pot°eba vnimat, °e de ni£ni obor
je diskrétni. Tento p°istup pou’iva nap°iklad [3] a budeme ho pouCivat i v tomto textu, pova®ujeme ho za
p°ehledn¥j?i, zvl42t¥ ve dvourozm¥rném p°ipad¥.

De nice 2.1 (Diskrétni Fourierova transformace). Nech” f (x) je funkce f0;1;:::;N 1g! C;N 2 N:
Diskrétni Fourierova transformace funkce f (x) je funkceDff (x)g= F( ):f0;1;:::;N 1g! C

K 1 .
F()=  f(x)e WX 2.1)

x=0
Funkci F nazyvame té°fourierovské spektrumfunkcef .

De nice 2.2 (Zp¥tna diskrétni Fourierova transformace) Nech” F( ) je funkcefQ;1; :::;N 1gC;N 2 N.
Zp¥tna diskrétni Fourierova transformacefunkce F( ) je funkceD 'fFg(x):f0;1;:::;N  1g! C

1 _ 1'X1 2 iy,
D fF()g—W F()en”*:
=0

Poznamka 2.3. Déale budeme slovodiskrétni vynechavat, pokud to bude v dané situaci zjevné, °e je tim
my2lena. Ktera transformace je my2ena, se p°ipadn¥ rozlizi podle de niEniho oboru funkce.

Na rozdil od spojité transformace, kde je to slotit¥j2i, diskrétni zp¥tna transformace vedy p°esn¥
funguje, plati, °e zp¥tna transformace z dop°edné transformace se rovna p-vodni funkci. Navic d-kaz tohoto
tvrzeni neni nijak obti°ny, a proto si jej zde uvedeme.

4Vaclav ficek: Diskrétni Fourierova transformace a jeji pouciti [6]Je (tl4 a p°esto obsahla knika, obsahuje velky pofet v¥t
tykajicich se DFT, které by se jinde obti°n¥ hledaly. Ovzem pozor, kdy® byste cht¥li z kni°ky £erpat n¥jaké tvrzeni, rad¥ji si ho
sami doka‘te, kdy® to jde, d-kazy jsou £asto na par °adk-. Kniha toti® obsahuje obrovské mno°stvi chyb.
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V¥ta 2.4 (V¥ta o zp¥tné transformaci) Nech’ f (x) je funkcefO;1;:::;N 1g! C;N 2 Nanech F() je
jeji Fourierovo spektrum. Pak zp¥tna Fourierova transformace funkcd-( ) je funkcef (x), tj.

D fDf f(x)gg= f (x):

D-kaz. E] Proveame formalni dosazeni dop°edné a zp¥tné transformace, p°eskladani po°adi sumace (u kone£-
nych sum lze v°dy) a nasledn¥ ozna£eni vnit°ni sumy.

1 1’X1 2i(x) 1’X1’X1 2ig 21y
D “fDf f(x)gg= N F()en = N f(s)le "> en” =
=0 =0 =0
0 1 o) 1
1 X 1 X 1 2 1 X 1 X 1 2
=3 f(s)@ e W& A = o f(s) @ ev X 9 A
s=0 =0 s=0 =0
| {z }
9(s)

Vzhledem k tomu, °e g(s) je kone£na geometrickd °ada, m-°eme ur£it jeji soufet (p°’ipome-me, °e vzorec pro
soufet geometrické °ady dN prvcich a kvocientujgj 2 (0;1) je %).

(a) Pokud x = s, pak e™ * 9 =1, tedy s£itimeN jednifek, g(s) = N.

(b) Pokud x & s, vime, %1 e¥ * 9 60 (proto x i sjsou zf0;1;::::N 1g, je opravdu x = s jediny

p°ipad toho, kdy ona komplexni exponenciala je rovha 1), a proto m-°eme timto vyrazem d¥lit

1 2ix g N :
en = R |

s) = ‘ = ' = ' -
a(s) e%(x s) 1 e%(x s) 1 e%(x s)

Proto,
D fDf f(x)gg= Nif (x) N = f(x):

O

De nice 2.5 (Amplitudové spektrum, fazové spektrum). Amplitudové spektrumfunkcef (x) je funkce A( ) :
f0;1;:::;N 1g! R denovana jako

A()= jDEf(x)gj=jF()i:

Fazové spektrumfunkcef je funkce ( ):f0;1;:::;N 1g'h 0;2 ) de novana jako

ReF ()
ImF()

A( )cos ( );
A()sin (;):

Pokud A( ) =0 pro n¥jaké( ), polo®ime ( ) =0:

50Osobn¥ neznam °adny kni°ni zdroj, kde by byl tento d-kaz uveden. Sama ho mam z p°ednéazky Hjalmara Rosengrena z mého
pobytu na Chalmers tekniska hégskola ve 2védském Goéteborgu [25]. Pokud zdroj znate, odka®te m¥ na n¥j, rdda ho zde uvedu.
Ale ono na tom d-kazu neni nic objevného ani technicky naro£ného.
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2.1.1 Vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace

V této £4asti si uvedeme vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace funkci jedné diskrétni prom¥nné (vek-
toru).

Periodické pokratovani

Prvni z vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace, kterou si zde uvedeme, je takova, co p°imo E£ni
. . . , . . 2 i . . .. , .

z de nice, p°esn¥ji z de niEniho oboru. Viimn¥me si, % funkcee™ * je periodick& v prom¥nné s periodou

N . Navic formaln¥ nic nebrani tomu, abychom do vztahu[(2]1) za dosadili libovolné celé £islo.

De nice 2.6 (Periodické pokratovani spektra) Nech” f (x) je funkcef0;1;:::;N 1g! C;N 2 N a nech’
F( ) je jeji Fourierovo spektrum. Periodickym pokrafovanim spektra= nazveme funkci®( ): Z! C

X 1 |
B()=  f(x)e ¥*:
x=0

De nice 2.7 (Periodické pokrafovani funkce) Nech” f (x) je funkcef0;1;:::;N 1g! C;N 2 N a nech’
F( ) je jeji Fourierovo spektrum. Periodickym pokrafovanim funkcef nazveme funkcif€(x):z! C

1IX ' 2 iy |
= g PO

Vidime, % jsme neud¥lali nic jiného ne® rozkopirovani spektra, resp. funkce nekonefn¥krat na ob¥
strany p°es celéZ, co® 2lo zapsat podstatn¥ snadn¥ji, ovzem timto zp-sobem je vid¥t souvislost s Fourierovou
transformaci, °e to neni prosté rozkopirovani, ale °e ona se tak z de nice chova.

Zcela intuitivn¥ m-°eme zavést Df ffg a D 1f Bg restrikci t¥chto funkci na p-vodni de nifni obor.

Nasledujici d-sledek (uvedeny bez d-kazu, poklddame za zjevné) nam ukae eleganci a p°inos periodického
pokrafovani. Toti® pokud bychom z-stali u p-vodniho zna£eni, musime si hlidat, aby argumentem funkce
a jejiho spektra byla vedy £isla z pat®iEného de niEniho oboru. Toto m-°e ov2em byt po®adavek celkem
nep°ijemny na znaf£eni, pokud chceme °ezit t°eba posunuti v datech. (Mnozi auto®i toto znafeni nezavadi a
opravdu se striktn¥ dr°i p-vodniho de ni€niho oboru a pi2ou nap®iklad F(N ) tam, kde my budeme psat

EC ))

D-sledek 2.8. Nech’f (x) je funkcef0;1;:::;N 1g! C;N 2 Nanech F( ) je jeji Fourierovo spektrum.
Pak pro ka°dé k 2 Z plati.
f(x) = f&x+ kN); F()=F( +kN)

a odtud
fx)=f(x); & x)=f(N x); B()=F(); B( )=F(N )

Vidime, °e na rozdil o autor-, kte®°i toto znafeni nezavedou, my m-°eme pou®ivat jednodu2e®®( ) nebo
f&(x  Xg) pro xo celé a m-°eme se tak p°ibli®it ke znafeni u FT. Je pot°eba si uv¥domit, °e na rozdil od FT,
zde nemame b¥°né posunuti, ale cyklické posunuti.

Takté® bez d-kazu si uvedeme ten ji° p°edpokladam z°ejmy d-sledek, ktery nam v d-kazech zjednodu?i
praci.

D-sledek 2.9. Nech’f (x) je funkcefO;1;:::;N 1g! C;N 2 Nanech F( ) je jeji Fourierovo spektrum.
Pak pro ka°dé k 2 Z plati.

f(x)= f(x+ kN); F()= F( +KkN)
a odtud

kN 1 kN 1
® . x .

Dff (x)g= ©(x)e WX D fF()g= B()e ¥X: (2.2)
x=k x=k

30



Tyto vztahy maji velky d-sledek p°i zpracovani signalu a obraz-. Je toti® vid¥t, °e Fourierova transfor-
mace bere vektorova data, jako by byla periodicka, vektor naskladany opakovan¥ za sebe. Digitalni obrazy
bere, jako by byly periodicky vyskladané do 2achovnice. B¥°n¥ maji data n¥jaky postupny pr-b¥h, ne-
byvaji tam dramatické skoky mezi sousednimi body diky tomu, °e data jsou diskretizaci n¥jakého realného
d¥je. Jen® prav¥ diky této periodicit¥ tam £asto p°irozen¥ skoky vznikaji na p°echodu z jedné periody do té
dal?i. fasto pak v p°ipad¥ obraz- tento skok je nejvyrazn¥j2i strukturou v té 2achovnici. V p°ipad¥ signal-
jsou celé skupiny v¥dc-, kte°i se v¥nuji odstran¥ni vliv- tzv. boundary e ects p°i analyze signal-. V p°ipad¥
obraz- je proto velmi d-le®ité pro dal?i zpracovani n¥jak odstranit okraje obraz-, v¥t2Zinou se to °e?i n¥ja-
kou vahovou funkci, kterou vynasobime obraz tak, aby na okraji ji° °adna data nebyla, aby tam byly nuly.

V zavislosti na tom, na jakou analyzu bude takto modi kovany obraz a jeho spektrum pou°ito, se voli bun
vahové funkce radialn¥ symetrické (jadro, kde je vaha rovna nule, je kruh, p°ipadn¥ elipsa), nebo obdélnikové
(jadro je £tverec, p°ipadn¥ obdélInik). Vice k tomuto tématu uvadime v Gvodu kapitoly B.

Zakladni vlastnosti

Ne° si uvedeme jednotlivé v¥ty, obdoby t¥ch, které zname z FT, shrneme si je op¥t v p°ehledné tabulce -
Tabulka 2.1

funkce jeji spektrum vlastnost v¥ta £.
1. f (X)+ g(X) F()+ G() linearita 2.10
2. | &(x  Xxo) F() e & xo cyklicky posun v prostoru 2.11
3. | e oXf (x) B( 0) cyklicky posun ve spektru (modulace)| |2.12
4. | & x) Bl ) p°etof£eni osy 2.13
5.1 f (x) () komplexni sdru®eni 2.14
6. | (f 9)(x) F() G() periodicka konvoluce 2.14
7. F(X) 9(x) Ni(F G)() sou£in funkci 2.18

Tabulka 2.1: Zakladni vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace funkci jedné prom¥nné.

V¥ta 2.10 (Linearita). Nech” f (x);g(x) : f0;1;:::;N  1g! C;N 2 N anech” F();G() jsou jejich
Fourierova spektra, nech”; 2 R libovoln&. Pak

Dff (x)+ g(x)g= F ()+ G():
D-kaz. Zjevna, vychazi z vlastnosti koneEnych souft:, v zasad¥ se jedna o distributivni zakon. O

V¥ta 2.11 (Posun v prostoru). Nech” f1(x): f0;1;:::;N 1g! C;N 2 N anech”F1( ) je jeji Fourierovo
spektrum. Uva®ujme funkci

fa(x) = FB(x  xo);
kde xg 2 Z je dan& konstanta. Nech'F,( ) je Fourierovo spektrum f(x). Pak plati

20

Fo()=e ~ XOF():
D-kaz.
X 1 2. X 1 2 N L Xo .
Fo( )= fa(x)e ™% = f(x Xge "X = s=x x, = B(s)e F (5+0) =
x=0 x=0 = Xo
2 N )@- Xo 2 i 2
- e TXO tel(s)e ,\TS —e ’\TXOF]_( )1
S= Xo
p°iEem° posledni rovnost vychazi ze vztahy (2]2). 0
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V¥ta 2.12 (Posun ve spektru, modulace) Nech” f1(x): f0;1;:::;N  1g! C;N 2 N anech Fy( ) je jeji
Fourierovo spektrum. Uvaujme funkci ‘
Fa(x) = € X of 1(x);

kde ¢ 2 Z je danéa konstanta. Nech F,( ) je Fourierovo spektrumf(x). Pak plati

Fa( )= F( 0):
D-kaz.
”( 1 2 i 2 U( 1 2
Fa( )= ev X ofy(x)e WX = fy(x)e v D= g
x=0 x=0

O

V¥ta 2.13 (P°etofeni osy) Nech” f(x) : f0;1;:::;N 1g! C;N 2 N a nech”F( ) je jeji Fourierovo
spektrum. Fourierova transformace funkcef s p°eto£enou osou je funkcE€ s p°etof£enou osou (m-°eme té°
chapat jako £teni dat od konce), tedy

n 0
D & x) =F( )
D-kaz.
n o Xt 2 X0 21
D & x) = R xev*= s= x = Bs)le W o) =r( )
x=0 s= N+1
p°ifem?® posledni rovnost vychazi ze vztahy (2]2). O

V¥ta 2.14 (Komplexni sdru®eni). Nech"f (x) : f0;1;:::;N 1g! C;N 2 Nanech F( ) je jeji Fourierovo
spektrum. Fourierovo spektrum funkce, ktera je komplexn¥ sdru®ena k funkcf , je jeji komplexn¥ sdru®ené
Fourierovo spektrum s oto£enou osou

Dff (xX)g=F ( ):

D-kaz.
|
X 1 L X! 21 % 1 RN
Dff (x)g= f (x)e ¥X = (x)e ( T x) = f(x)e ¥(X) =@ ( )
x=0 x=0 x=0

O

De nice 2.15 (Periodicka konvoluce) Nech” fi;fo(x) : f0;1;:::;N  1g! C;N 2 N. Funkce f (x) se
nazyva diskrétni periodicka konvolucefunkci f 1;f, (znageno jakof (x) = f1(X) f2(x)), jestlie

K 1
fx)= fus’((x s):
s=0
V¥ta 2.16 (Periodicka konvoluce) Nech” funkcef 1(x);f2(x): f0;1;:::;N 1g! C;N 2 N maji Fourierova
spektra F1( ); F2( ). Potom
Dffi(x) fa(x)g= Fi() Fa()

D-kaz. Nech” f (x) = f1(x) fa(x). Pak
|

Dff (x)g = fi1(s)&(x s) e v* = f1(s) B(x se ¥ = p=x s =
x=0 s=0 s=0 x=0
1 Nx1l s . K 1 . Nx1l s .
= fa(s) B(pe ™ P9 = fy(s)e ¥° (pe VP = Fai() Fa():
s=0 p= s s=0 p= s
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Konvoluce je klifovy nastroj p°i ltraci (vice v sekci3.3), a” u® se ltrace provadi pomoci konvoluce, nebo
pomoci nasobeni ve frekven£ni oblasti. P°i teoretickych Gvahach se rozhodn¥ diky jeji vlastnosti uvedené
v posledni v¥t¥, pouiva ve tvaru, jak je uvedena. V praxi m-°e ov2em byt problémem, °e £te hodnoty
periodicky, °e dochazi timto k p°ena2eni hodnot v sousedni kopii periodizovanych dd€ do zakladni periody.
*e2eni mohou byt velmi r-zna, jednou z mao°nosti je dopln¥ni posloupnosti nulami tak, aby nedochazelo ke
£teni sousedni kopie dat (tzv. padding), dal?i mo®nosti mo°nosti je pouCiti tzv. £aste£né konvoluce[T11],
kdy se konvoluce omezuje pouze na p-vodni de niEni obor a konvolu£ni jadro p°enormovava. V jejim® popisu
nebudeme uvaovat funkcef ; de novanou na celémf0;1;:::;N 1g, ale na n¥jaké men2i mnoCin¥.

De nice 2.17 (faste£na konvoluce) Nech f(x): f0;1;:::;N  1g! C;N 2 N,nech'g(x):f M; M +
1,:::;0;1;:::;Mg ! C;M 2 N (g té® nazyvame jadro konvoluce ). Funkce h(x) se nazyvatasteEna dis-
krétni konvolucefunkci f; g (znafeno jakof (x) = f1(x) ¢f2(x)), jestlie

®s x)g(s) (x )
h(x) = =g :

(x s)g(s)

s= M
kde :Z!f 0;1g takova, %
1 prox2f0;1;:::;N 19

=5 jinak

Funkce vynuluje body, které jsou mimo zakladni periodu funkcef€, jmenovatel pak zajiz'uje p°enormo-
vani jadra tak, aby v2ude v obraze byl pouCit soufet jeho hodnotl.

V¥ta 2.18 (Soufin funkci) Nech” funkce f1(x);f2(x) : f0;1;:::;N 1g! C;N 2 N maji Fourierova
spektra F1( );F2( ). Potom

fol(X) fz(X)Qz NiFl( ) FZ( ):

D-kaz.
X 1 2 X 1 1 X 1 2 i | 2 i
Dffy(x) fa(x)g = fi(t)fo(t)e ™' = N Fi( )eV' fao(t)e W' =

t=0 t=0 =0 |
1 X 1% 1 20, 2. 1 X 1 X 1 2 .

= Fi( )fa()e w'ev! = & Fi( ) fa(t)e v'1C ) =

t=0 =0 =0 t=0

1 X! 1

~ N Fa( )E( ) = ﬁFl( ) Fa()

=0

D-sledek 2.19 (Nulty prvek spektra) . P°imo z de nice vidime, %

X 1 . X1
F(0) = f(x)ewX*0= f(x):
x=0 x=0

Tedy nulova frekvence spektra vyjad°uje soufet v2ech prvk- p-vodniho vektoru.
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V¥ta 2.20 (Transformace z transformace) Nech” f (x) : f0;1;:::;N  1g! C;N 2 N anech F( ) je jeji
Fourierovo spektrum. Pak platl'ﬁ]

(@) DfDf f (x)gg= N x);
(b) DD g = —F x);
n N (0]
(©) Dff (x)g= ND * & x) ;
1 n (0]
(d) D 'ff(x)g= ND & x)
D-kaz.
(a)
’Xl 2 le 2 i XO 2 i
DfDf f(x)gg = F()e ™% = F(lew(X)= = = B( )ewmX =
=0 =0 = N+1
n n 00
= ND ! D f x) =N x)
(b)
| |
llkl 1[)(1 2i. 2 :|.’X1"(:L 2 .2i
D! DMfxg == = f(s)evs ewX = — f(sle w(S) ewX =
N N _ N2 )
=0 s=0 | =0 s=0
l'Xl X0 2 . 2 1 1n n 00 1
= - = T u N X = = —
= u= s =g . N+lie( u)e e wP D & x) Nﬁ( X)

(c) ziskame z (a), kdy® pou®ijeme zp¥tnou Fourierovu transformaci na ob¥ strany rovnosti.

(d) ziskdme z (c) nahrazenim x zax a pod¥lenim obou stran rovnostiN .
0

Tato vlastnost je velmi d-le®ita pro praktické vypo£ty. «ikd nam, %e stafi vypo£etn¥ zvladnout dop°ednou
Fourierovu transformaci, zp¥tna je vlastn¥ toté® co dop°edn4, jen s jistymi upravami, které nemaji vliv na
n¥jakou algoritmizaci vypo£tu.

2.1.2 D-sledky zakladnich vlastnosti

V¥ta 2.21 (Transformace realné funkce) Nech” f(x) : f0;1;:::;N  1g! C;N 2 Nanech F() je
jeji Fourierovo spektrum. f je redlna funkce, tj. f(x) = f (x) 8x 2 f0;1;:::;N  1g, prav¥ tehdy, kdy°
F()=F( ).

D-kaz.

(a) P°edpokladejme, %ef je redlna funkce. Pak v¥tg 2.14 o komplexnim sdruCeni °ika, °e
F()=Dff(x)g=Dff (x)g=F ( ):

(b) P°edpokladejme, e F( ) = F (). Pak z ¥ty o komplexnim sdru®eni a v¥ty 2J4 o zp¥tné
transformaci plyne
n o
f(x)=D fF()g=D ! B( ) =D fDff (x)gg=f (X):

5N¥které zdroje, nap°iklad [6], uvad¥ji tyto vlastnosti v jiném tvaru, nepou®ivaji p°evraceni posloupnosti, ale komplexni
sdrueni. Nap°®. tvrzeni (d) by po p°evedeni na na2e znafeni byloD *ff (x)g = Ninf (x)g . PouCitim v¥ty o komplexnim
sdruceni se snadno ukale ekvivalentnost t¥chto dvou tvar-.
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O

Tato v¥ta ma naprosto klifovy vyznam pro aplikace. B¥°n¥ chceme s daty n¥co provést tak, °e spofteme
Fourierovu transformaci, n¥jak modi kujeme spektrum a pak provedeme zp¥tnou transformaci. Vstupni data
byvaji realnd a chceme, aby i po na2i Uprav¥ byla op¥t realna. V¥ta °ika, °e modi kovat musime tak, aby
spektrum z-stalo symetrické ve smysluF( )= B (). Jednim z hojn¥ vyuCivanych zp-sob- modi kace je
vyuliti vdhové funkce G ve smyslu v¥ty[2.23 nie.

V¥ta 2.22. Nech'f je realna funkce, tj.f (x) = f (x) 8x 2f0;1;:::;N 1g. Pak A( )= A( ):
D-kaz. Tvrzeni je p°imym d-sledkem v¥ty [2.2]. O

| tato v¥ta je velmi d-leita pro aplikace. V praxi toti® pracujeme v¥téinou s realnymi daty, realnymi
signaly, obrazy obrazy. Jejich amplitudové spektrum je st°edov¥ symetrické, resp. v p°ipad¥ jednorozm¥r-
nych dat symetrické kolem po£atku, a tedy pokud chceme analyzovat amplitudové spektrum, staf£i nAm ho
analyzovat polovinu, Zbytek nenese °adnou novou informaci. (V p°ipad¥ lichéhdl je pot°eba si uv¥domit,
% jeden prvek, nulty, je symetricky nanejvy? sam se sebou, a tak se nejedna p°esn¥ o polovinu, ale vektor
délky N31:)

V¥ta 2.23. Nech f(x) : f0;1;:::;N  1g! C;N 2 N anech”F( ) je jeji Fourierovo spektrum. Nech’
funkce G( ):f0;1;:::;N  1g! R spl-ujeG( )= G( ). Pak

D YfF() G()g
je realna funkce.

D-kaz. Podle v¥ty[2.2]1, pokudf je realna funkce, pak
F()=F ( )
Wnasobime-li rovnost G, dostaneme
F() G()=F( ) 6 )=(F( ) 6 ) :

Pak znovu podle v¥ty[2.21,
D *fF() G()g

je realna. O

Jak klifova je tato v¥ta pro aplikace, jsme si uvedli ji° v p°ipad¥ funkci realnych prom¥nnych. Zde v
diskrétnim p°ipad¥ diky kone£nosti sumy navic odpada po°adavek na omezenost funkce vzhledem k tomu,
% G je dana n¥jakou matici obsahujici n¥jaka (samoz°ejm¥ kone£nd) redlna £isla. V praxi stejn¥ nejtasty¥ji
poulivame vahy (prvky matice G) z intervalu H0; 1i.

V¥tu P.21 m-°eme diky symetrii diskrétni Fourierovy transformace p°eformulovat i pro reélna spektra.

V¥ta 2.24. Spektrum funkce f je realné, tj. F( ) = F () 8 2 f0;1;:::;N  1g, prav¥ tehdy, kdy°
f(x)=f( x).

D-kaz.
(a) P°edpokladejme, °e spektrumF je realné. Pak
f(x)= D YfF()g=D fF ()g= € ( x):
(b) P°edpokladejme, °ef (x) = f ( x). Pak

n 0
F()=Dff(x)g=D f( x) =F ():
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P°imym d-sledkem této v¥ty je pak v¥ta o transformaci funkci, které jsou redlné a je2t¥ k tomu sudé
(st°edov¥ symetrické) v ramci periodického pokra£ovani nebo toho, jak funkci diky periodickému pokraEovani
fteme od konce .

V¥ta 2.25. Nech” funkcef jeredlna, tj. f(x)=f (x) 8x 2f0;1;:::;N 1g, nech” tato funkce je st’edov¥
symetricka, tj. f(x) = & x) 8x 2 f0;1;:::;N 1g. Pak spektrum funkcef je redlné, ti. F( )= F ()
8x2f0;1;:::;N 1g:

D-kaz. fast (b) d-kazu v¥ty 4.24 Jpou’ita na realné funkce p°imo dava tento vysledek. O

2.1.3 Maticovy zapis diskrétni Fourierovy transformace
Zdroje: |6,[21,[33]

Vzorec pro diskrétni Fourierovu transformaci m-°eme p°epsat

X1 2, X1 2ix X1
F()= f(x)e v* = f(x)e v = f o)
x=0 x=0 x=0
kde! =e ¥ =cos ZW isin ZW , c0° je Ntad odmocnina z jedni£ky. Je vid¥t, °e funkce! * v prom¥nné

X je periodick& s periodouN, jak zndme u® z periodického pokraEovani.
Zkusme zafit SN =4 a prohlédnout si, jak to vypada konkrétn¥.

K 1 K 1
F(0) = f(x) 0= f (X);
x=0 x=0
X 1
F(1) = fox)rx;
x=0
lj(l
F(2)= f(x)! %;
x=0
1
F@) = f(x)! 3
x=0

Takové mocniny ! m-°eme zapsat do matice

0 1 0 1
11 1 1 1 1 1 1
w. Bl 1213« B1 i 1 i ¢
TTHy vz e g0 By 1 1 1§
113 1619 1 i 1 i
p°i£emP plati, °e 0 1 0 1
F(0) f (0)
F(1 f(1
1) - W, 1)
F(2) f (2)
F(3) f(3)
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Obecn¥ m-°eme zapsat

0 1
1 1 1 1 1
1 ! 12 13 INL
1 12 14 16 12N 1)
W =
1 13 | 6 19 1 3(N 1)
1 !N 1 !Z(N 1) !3(N 1) |(N (N 1)

aF =W f; p’ifem°® zdeF af myslime vektory popisujici hodnoty funkciF a f (prost¥ jsme p°echodn¥
p°e?li z funkEniho do maticového zapisu ve smyslu tvodu do sekce 2.1). Mathdl je mo°né vykreslit i gra cky
jako 2ipe£ky znézor-ujici komplexni jednotku pomoci orientované Use£ky, co® m-e takté® ndzorn¥ ukazovat
rychlost zm¥ny prvk- matice viz. obrazek 7.1]

AR ENEUNEVAPEFSE S -
_'\1/"\'/"\1/"\'/
_.\/\t,—\/._\/\‘,\/
_.l._t_.l._t_.l._t_.l._t
_./\,—‘\/\._l\,t\/\
"/'\"/1\"1t\"/1\
_.,//1\\\._ ,—//‘\\\

_.\\\‘//,—._ N 1//,
_.\‘/._\t/_.\‘/._\t/
_.\/\1,\/._\/\‘,—\/
""'l""'l""'l""'l
"I\’l"\"/\"\/\
_./t\._/‘\_./t\._/‘\
_.,//1\\\._,//‘\\\

Obréazek 2.1: MaticeW pro N = 16 naznafend jako sm¥ry jednotkového vektoru, jako komplexni jednotka
naznaf£ena jako orientovana Usefka.

Vzhledem k tomu, °e dop°edna a zp¥tna DFT se lizi pouze ve znaménku v exponentu, které se projevi jako
komplexni sdrueni! , je nasnady¥, °e zp¥tna DFT se da spo£itat pomoci matic&/ * = NiW f=w11F,

2.1.4 Vztah mezi diskrétni Fourierovou transformaci a Fourierovou °adou periodicke
funkce

Zdroje: [3,[10]

Vyjdeme ze spojité funkcef : R! R, ktera je periodicka s periodoup (z d-vodu absolutni konvergence
budeme p°edpokladat spojitost této funkce a° do druhé derivace [39]). OznaEme (X) jeji Fourierovu °adu.
Napi2zeme si ji zde v komplexnim tvaru a ne° se pustime do vlastniho odvozeni vztahu mezi diskrétni Fou-
rierovou transformaci a Fourierovou °adou periodické funkce, pojeme se podivat na vztah mezi komplexnim
a realnym tvarem Fourierovy °ady.
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® e R o kx

£ (x) = o€ i = coe® + o€’ Bt c e 2 = (2.3)
k=1 k=1

R . 2kx 2 kx . 2kx

= Co+ C COS + cisin +C COS—— C (isin—— =

k=1 P P
3 2k 2k

=Gt (Gt C K)COST Hi( G+ C ) sin T (2.4)
k=1 p

kde Z

p -
ck=} f (x)e? b
P o

jsou komplexni £isla. Pojeme koe cienty porovnat s koe cienty realného tvaru

*
f(X) = 0, ay cos2 kx + b,<sin2kX ; (2.5)
2 P P
kde ay; b jsou redlna £isla. Srovnanim vztah- [2.4) a[(2.5) snadno zjistime, °e

_

© T3
Ck + C Kk = ak (26)
i(cc cx) = ha (2.7)

Zde je ji° celkem vid¥t, °e ¢c a ¢ ¢ musi byt komplexn¥ sdru®ené, aby mohla bytay; b realna. M-°eme si
to ov2em i precizn¥ dotdhnout do konce, vhodn¥ pos£itat rovnic¢ (2.6) & (4.7) a dostavame

i 20 = agi+ b
1 H .
&k = é(ak ib):

Vyuili jsme toho, % 1 = 1L = i Podobn¥c x = %(ax +iby). Srovnanimc, ac  zjistime, % ¢ = ¢ .
Nep°ipomind vam to n¥co, tato symetrie koe cient: cc? Fourierovu °adu jsme d¥lali pro realnou funkci
(nabyvajici realnych hodnot) a vy2lo nam, e pro koe cienty plati ¢, = ¢ . Kdy® jsme °e?ili Fourierovu
transformaci realné funkce (v¥ta 1.3p), zjistili jsme, °eF( ) = F (), v diskrétnim p°ipad¥ ve v¥t¥ 2.2l
F()= F ( ), co°je vlastn¥ oboji obdobné tvrzeni jako proci. Prost¥, a” u° se jednd o Fourierovu
transformaci, £i Fourierovu °adu realné funkce, v°dy je tam tato forma symetrie.

Pojeme tea sm¥°ovat k diskrétni Fourierov¥ transformaci. Budeme £ist hodnoty funkcé s ekvidistantnim
d¥lenim sN dilky o délce Nﬂ na ka°dém intervalu délky |cﬂ Oznatme

f(n) = f nNB . n2z 2.8)

Formaln¥ dosadime vztah|[(2.B) (prvni variantu na tomto °adku) do [2.8) v bod¥, kde  konverguje kf (co®
je ve v2ech bodech spojitosti a my p°edpokladdme spojitou funkci).

" . xR e
f(n)= o€ BN = o€ N (2.9)
k=1 k=1

"Mohl by se pou°it pojem vzorkovani, sampling, ale ten se £ast¥ji poutiva v situacich, kdy za pouiti delta distribuce
vytvo°ime funkci takovou, °e ma nenulové hodnoty jen v inkriminovanych diskrétnich bodech, ale integraci dostavame vice
mén¥ to samé jako integraci p-vodni funkce.
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Funkce & ' jsou periodické v prom¥nnék s periodouN , proto m-°eme polo®it k= I+ Nm; kdem 2 Z;1 2

f0;1;:::N  1g, a p°epsat rovnici (2.9) jako

. %K1 . X1 Czy o)1 ow N
f(n)= Cenmen NN = Cenm€ 'v & M = Cenm€ 'V =
m=1 =0 m=1 [|=0 I=0 m=1
X1 %
= 62 I’\T C|+Nm .
=0 i

F ()

Rovnost = je p°erovnani °ady, co® m-°eme za podminky absolutni konvergencex. S novym oznafenim
pizeme
¥ X1, ol
f(n)= F()e? 'v;
1=0

caC je skoro p°esn¥ vztah pro zp¥tnou diskrétni Fourierovu transformaci, pouze faktq% v n¥m chybi. Tedy

MO Xt e XX, 2t o _ 1y
D' F =5 F(e V= f(x)e 2'v € N:ﬁf(n):
1=0 1=0 IX:O {Z }
F (1)
n, o 3 v
D f(t) ()= G+mn = F(I) (2.10)
m=1

Pokud nejsou koe cienty cx nulové mimo n¥jaky rozsah délkyN , pak dojde p°i s£itani k p°ekryvani frekvenci
a pokud k vzorkovani takového signalu poucijemeN dilk-, dojde ke ztrat¥ informaci. S tim souviseji takové
pojmy z oblasti zpracovani signal- jako band-limited function (tedy funkce, u které k p°ekryvani frekvenci
nedojde pro dostateEn¥ velkéN), pasmo, rozsah atd. Viz té° Whittaker-v Nyquist-v Shann-v teorém.
Pro band-limited functions jsou Fourierova °ada a diskrétni Fourierova transformace ekvivalentni pojmy
pro dostate£n¥ vysokéN a vyraz (2.10) m-°eme pou®it k efektivnimu vypo£tu koe cient- Fourierovy °ady
(p°edevzim z toho d-vodu, °e pro vypo£et ¢, bychom jinak pouCili metody jako numericka integrace atd.,
které nepodléhaji tak velké optimalizaci jako vypo£et diskrétni Fourierovy transformace).

2.1.5 Odvozeni diskrétni Fourierovy transformace z Fourierovy transformace funkci
S omezenym nosifem

Zdroj: [1]

P°edpokladejme, °e funkce komplexni funkce realné prom¥nrf§x) je nulovd mimo interval h0; Ai. Vez-
m¥me Fourierovu transformaci této funkce a spof£t¥me ji numericky. D¥leni & dilcich zavedeme nejen
v prostoru, ale i ve spektru. Jak si uk&®eme, p°ejdeme timto od Fourierovy transformace k diskrétni Fourie-
rov¥ transformaci, a tak m-°eme DFT chépat jako aproximaci FT v p°ipad¥ funkci s omezenym nosifem.

VWjdeme tedy z integrélu

z L
F()= f(x)e ™ dx= f(x)e ™ dx:
1 0

Integraci nahradime numerickou integraci pomoci obdélnikové formule s tim, °e hodnoty funkce budeme
£ist v bodechx = A;n=0;1,2;:::;N 1 (dilky jsou tedy délky %).

X 1 .
F() fAN s
n=0



Vidime, e takova suma je periodickd v prom¥nné s periodou%: Zavedeme i ve spektru d¥leni n& dilk-
a budeme poc£itat hodnotyF v bodech = % a posledni vztah p°epi2eme na

21 AXY An ma AXT An Ln
F =— - f — eva=—=f — e'™n
A N N N N
n=0 n=0
OznaEme
An
=t 3
U(l :2n
F = fre "N (2.11)

n=0

Pak spektrum F m-°eme v zavedeném d¥leni vyjad°it jako

2! A
= OF;

F
A N

p°ifem° vztah (2.11) je p°imo diskrétni Fourierovou transformaci posloupnosti, . Vidime tedy, °e Fourierovu
transformaci funkce de nované na omezeném nosifi m-°eme vyjad°it (s n¥jakou p°esnosti) jako diskrétni
Fourierovu transformaci hodnot této funkce na n¥jakém d¥leni vynasobenou konstantou, ktera zavisi na
hustot¥ d¥leni a na velikosti nosife, resp. jeho pou®ité nadmno®iny, intervalu, ktery tento nosi£ obsahuje.

Toto vyjad°eni je naprosto klifové pro aplikace, proto®e my zde budeme b¥°n¥ d¥lat n¥jakd odvozeni na
funkcich jedné nebo dvou reélnych prom¥nnych, ale realné vypo£ty budou probihat diskrétn¥. Pokud budeme
obraz chépat jako diskretizaci n¥jaké realné funkce, ktera je nulovd mimo tento obraz (mimo obdélnik), je
tento postup naprosto opravn¥ny.

2.1.6 Rychla Fourierova transformace (FFT)

Zdroje: [1,5,[6,[36]

Vypo£et diskrétni Fourierovy transformace z de nice je £asov¥ velmi naro£ny kvadraticky, pro vypo£et
DFT pro vektor délky N je pot°eba provéstN 2 komplexnich nasobeni a\ 2 komplexnich s£itani. N¥co jako
diskrétni Fourierova transformace bylo poprvé pouCito ji° v roce 1805 Carlem Friedrichem Gaussem a ji®
tehdy se snaCil o n¥jaké optimalizace vypo£tu. Dal?i auto®i p°ichazeli s dalzimi zrychlenimi. P°elomem byla
prace Jamese Cooleyho a Johna Tukeyhl[5] z roku 1964, kte°i vytvo®ili algoritmus, ktery prdl = 2" ma
vypo£etni naro£nostO(N log, N ), oni ho popsali obecn¥ praN = N1 N» N, . Algoritmus cht¥la IBM, pro
kterou tehdy Cooley pracoval, patentovat, ale nakonec se to nepoda‘ilo z d-vodu, °e Tukey pro n¥ nepracoval,
a tak se stal algoritmus voln¥ pouCitelny. Jimi popsany algoritmus dostal oznaterfast Fourier Transform.
Stale se pracuje na rychlejzich algoritmech, i kdy® jsou zm¥ny v rychlosti stdle men2i a men3i. Pro praktické
uCivatelské pouCiti m-°eme FFT brat jako ekvivalent diskrétni Fourierovy transformace a nemusime °ezit,
jak je uvnit® implementovana. Najdeme ji implementovanou v mnoha prost°edich vEetn¥ Matlabu a Pythonu.

Pro U£ely tohoto kurzu je kliEovou informaci, °e rychla Fourierova transformace je efektivnim zp-sobem
vypo£tu diskrétni Fourierovy transformace, po analytické strance se jedna o to samé, po numerické strance
nema smysl °ezit rozdil. Co je d-leité v¥d¥t, je, e klasicka FFT Cooleyho a Tukeyho je vyrazn¥ nejrychlej?i
pro vektory délky 2", p°ipadn¥ je2t¥k 2", kde n je n¥jaké p°irozené £islo & je n¥jaké malé p°irozené £islo.
Pokro£ilej?i algoritmy mohou pracovat efektivn¥ i pro jiné délky vektor-. V p°ipad¥ implementace vypo£tu
V¥t?iho po£tu Fourierovych transformaci v jednom programu nebo p°i praci s maticemi v¥t?ich rozm¥r- je
vhodné si vyzkouz2et, jak se chova konkrétni poulivana implementace FFT, p°ipadn¥ se preventivh¥ omezit
na matice rozm¥r- uvedeného tvaru.

My si zde uvedeme zékladni my2lenku FFF, a to situaci, kdyN je sudé. Sumu pro vypo£et DFT rozd¥lime
na liché a sudé £leny.
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N1 N1
X 1 . X 5 i X

F()= f(e % = fQ)e ™2 + fRt+le w@* =
x=0 t=0 t=0
NX ' it 2 i NX ' it 2
= f(2t)e 2 +e W~ f(2t+1)e =z =Dy ff(2t)g+re ~ Dnff(2t+1)g
2 2
t=0 t=0

DN7 zde zna£i diskrétni Fourierovu transformaci o délce vstupniho vektorl%. Tyto dv¥ transformace m-°eme
zkracen¥ oznafit jakoS (sudé) £leny aL (liché £leny) a psat tedy

2 i

F()=S8()+e v E():
Periodicka pokrafovani jsou pot°eba, proto®e de niEnim oborens alL je 0;1;:::; Nf 1. M-°eme je chapat
i jako funkce s de niEnim oboremO;1;:::;N 1 s tim, % jsou periodické s periodou'\%. Pojeme si to
p°edstavit pro N = 8.
FO) = $0)+e ‘& °E(0)= S(0)+ L(0)

2

F() = SQ)+e = BQ)= SL)+e 7L(1)=

P53 P35
= S@)+ cosZ isinZ L(1)=SO)+ - i > L(2)
FQ) = SQ)+e T 26(2)= S2)+e zL(2)=
= S(2)+ cosE isinE L(2)= S(2) iL(2)
FB) = $§@B3)+e s 3B@)= S(3)+e +L@3)= |
3 3 Pz P3
= S@3)+ COSZ isinj L(3)= S(3) + > i - L(3)
F4) = S@)+e T %B@4)= S(0)+e 'L(0)=
= S(0) + (cos isin )L(0)= S(0) L(0)
F(5) = $§(5)+e 5 5B(B)= S(1)+e FL(1)= |
5 5 2 P3
= S()+ cos—- isinZ L(1)= S(1)+ +i > L(1)
F6) = $§(6)+e 5 °B®6)= S(2)+e 7 L(2)=
= S(2)+ c0337 isins7 L(2)= S(2)+iL(2)
F(7) = S(7)+e s 'B(7)= S(3)+e 7L(3)= .
7 7 P P3
= S(3)+ COSZ isinZ L(3)= S(3)+ 7+i > L(3)

V p°ipad¥, °e N je mocnina dvojky, bude postup zde uvedeny tak dlouho rekurzivn¥ pokrafovat, a° se
dostaneme do situace, °e budeme mit dvouprvkovou posloupnost a v 8ia L budou viastn¥ p°imo hodnotami
prvk- (transformace z jednoprvkové posloupnosti je z de nice sam tento prvek). Diagram popisujici uvedenou
rekurzi, je mo®né najit nap®iklad v [6].

P°ipad, kdy N = N1 No, je celkem nazorn¥ popsan v [1] (str. 151).

Zde rozebirame pouze dop°ednou Rychlou Fourierovu transformaci. Jak ov2em plyne z v¥ty 2120 a ko-
menta’e pod ni, jakmile umime efektivn¥ po£itat dop°ednou transformaci, umime i zp¥tnou, proto®e zp¥tnou
Ize spofitat pomoci dop°edné a Uprav tam uvedenych, konkrétn¥

1N 0 1
D ff(x)g= 5P & x) ; resp. D ff(x)g= W(fo (x)g) :
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2.2 Dvourozm¥rna diskrétni Fourierova transformace

Zdroje: [3,[9,[16,[25]

Ze v?ech transformaci, které jsme zde uvedli, prav¥ dvourozm¥rna diskrétni Fourierova transformace je
tou, co se ve své rychlé form¥ pou®iva p°i zpracovani obraz-. Jedna se 0 zobecn¥ni jednorozm¥rné diskrétni
Fourierovy transformace, a tak v¥t?inu tvrzeni uvedeme bez d-kaz-, proto®e by se konstruovaly analogicky
jako v jednorozm¥rném p°ipad¥ a nebyly by p°inosem.

De nice 2.26 (Diskrétni Fourierova transformace ). Nech” f(x;y) je funkce f0;1;:::; N 1g
fO;1;:::;M  1g! C;N;M 2 N: Diskrétni Fourierova transformace funkce f (x;y) je funkceDffg(; )=
F(; ):f0;1;:::;N 1g f 0;1;:::;M  1g! C denovana
X 1K 1 x
F(: )= fxy)e 2 1(G+in):
x=0 y=0

De nice 2.27 (Zp¥tna diskrétni Fourierova transformace ). Nech” F(; ) je funkcefO;1; :::;N

g f 0;1;:::;M  1g! C;N;M 2 N. Zp¥tna diskrétni Fourierova transformacefunkce F(; ) je funkce
D 1ng(x;y):fO;l;:::;N g f 0;1;:::;M  1g! C

X 1K 1 L
F(; )e2 '(W+W);

1 . -
D “fFg(x;y)= NM
=0 =0

V¥ta 2.28 (V¥ta o zp¥tné transformaci ). Nech f (x;y) je funkcef0;1;:::;N 1gf 0;1;:::;M 1g!
C;N;M 2 N anech”F(; ) je jeji Fourierova transformace. Pak zp¥tna Fourierova transformace funkce
F(; ) je funkcef (x;y), t.

D *Df f(x;y)gg= f (xy):

De nice 2.29 (Amplitudové spektrum, fazové spektrum ). Amplitudové spektrumfunkcef je funkce
A(; ):f0;L::o;N 1g f 0,1 :::;M  1g! R denované jako

A(; )= iDff(xy)gi=jF(; )i
Fazové spektrumfunkcef je funkce ( ; ):f0;1;:::;N 1g f 0;1,:::;M 1g'!'h 0;2 ) de novana jako

ReF(; )
ImF(; )

A(; )cos ( ; );
A(; )sin( ; ):

Pokud A(; )=0 pro n¥jaké(; ), polo®ime ( ; )=0:

2.2.1 Vlastnosti dvourozm¥rné diskrétni Fourierovy transformace

Poznamka 2.30. Periodické pokrafovani funkce a jejiho spektraf® a F budeme pouPivat analogicky jako

v jednorozm¥rném pC°ipad¥. Je pot°eba si uv¥domit, °e dvourozm¥rna diskrétni Fourierova transformace
k funkci dvou diskrétnich prom¥nnych p°istupuje, jako by byla funkce 2achovnicov¥ rozkopirovana nekone£-
n¥krat v obou prom¥nnych.

Nasleduje klasicka tabulka zakladnich vlastnosti transformace - tabulk@ 2]2 a k ni tato tvrzeni zapsana
jako v¥ty. Linearitu jako v¥tu vynechame.

V¥ta 2.31 (Posun v prostoru). Nech” f1(x;y) je funkcefO;1;:::;N 1g f 0;1;:::M 1g! C;N;M 2 N
anech”Fy1(; ) je jeji Fourierovo spektrum. Uva®ujme funkci

fa(x;y) = B(x X0y Yo);

kde Xo;¥o 2 Z jsou dand £isla. NechF»( ; ) je Fourierovo spektrumf(x;y). Pak plati

Fa(s )=e WOOTYOR(; ):

42



f(x;y) F(; ) vlastnost V¥ta £.

L fxy)+ g(xy) F(G)+ G() linearita

2. | B(x X0y Vo) F(; ) e 21 Rt cyklicky posun v prostoru 2.31
3. | &’ L f(x;y) E( 0; 0) cyklicky posun ve spektru (modulace)| [2.32
4.1 € x; y) B( ; ) oto£eni os 2.33
51 f (xy) EF( ; ) komplexni sdru®eni 2.34
6. | (f g(xy) F(; ) G(; ) periodicka konvoluce 2.36
7.0 T05y) a(xy) W(F G)(; ) sou£in funkci 2.37

Tabulka 2.2: Zakladni vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace funkci dvou prom¥nnych.

V¥ta 2.32 (Posun ve spektru) Nech fq(x;y) je funkcefQ;1;:::;N 1g f 0;1;:::M 1g! C;N;M 2 N
a nech”F1(; ) je jeji Fourierovo spektrum. Uva®ujme funkci

i _0X oY
Nt

facy)=e® ' W fi(xy);
kde o; 02 Z jsou dana £isla. Nech»( ; ) je Fourierovo spektrumf,(x;y). Pak plati
Fa(; )= Fu( 0 0):

V¥ta 2.33 (P°etofeni 0s) Nech” f (x;y) je funkcef(;1;:::;N 1gf 0;1;:::M 1g! C;N;M 2 N s Fou-
rierovym spektrem F (; ). Fourierova transformace funkcef s otof£enymi osami je funkcd= s p°eto£enymi
osami je n 0
D & x y) =F( ; )

V¥ta 2.34 (Komplexni sdru®eni). Nech'f (x;y) je funkcefQ;1;:::;N 1gf 0;1;:::M 1g! C;N;M 2 N
anech’F(; ) jejeji Fourierovo spektrum. Fourierovo spektrum funkce, ktera je komplexn¥ sdruena k funkci
f je jeji komplexn¥ sdruené Fourierovo spektrum s p°eto£enymi osami

Dff (x;y)g=F ( ; )

De nice 2.35 (Periodicka konvoluce) Nech” fi(x;y);f2(x;y) jsou funkcefO;1;:::;N 1g f 0;1;::: M
1g! C;N;M 2 N. Funkce f (x;y) se nazyvadiskrétni periodicka konvolucéunkci f,;f, (znafeno jako
fxy) = fi(xy) fa(xy)), jestlice
X i 1
f(xy)= fisiDf(x sy t):
s=0 t=0

V¥ta 2.36 (Periodicka konvoluce) Nech” funkcef (x;y);f2(x;y) : f0;1;:::;N  1g f 0;1;:::M  1g!
C;N;M 2 N maji Fourierova spektraFi(; );F2(; ). Potom
Dffi(xiy) fa(xy)g= Fu(; ) Fa(; ):

V¥ta 2.37 (Soufin funkci). Nech” funkcef 1(x;y);f2(x;y): f0;1;:::;N 1gf 0;1;:::M 1g! C;N;M 2
N maji Fourierova spektraFi(; );F2(; ). Potom

DI10GY) fo6Y)g= fyrFili ) Fa(i )

D-sledek 2.38 (Nulty prvek spektra). P°imo z de nice vidime, e

X 1ML . oy X I 1T
F(0;0) = f(gy)e? (i) = fxy):
x=0 y=0 x=0 y=0

Tedy nulova frekvence spektra vyjad°uje soufet v2ech prvk- p-vodni matice.
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V¥ta 2.39 (Transformace z transformace) Nech” f (x;y) je funkcef0;1;:::;N 1g f 0;1;:::M 1g!
C;N;M 2 N. Pak plati

(a) DfDf f(x;y)gg= NM & x; vy);
1
(b) D' D f(xy)g = oY)
H\'Mﬁ( xoy)
(©) Dff (x;y)g= NMD ' & x y) ;
n 0
(d) D ff(x;y)g= Ni/l D & x; vy)

2.2.2 D-sledky zakladnich vlastnosti

V¥ta 2.40. Nech f (x;y) je funkcefO;1;:::;N 1gf 0;1;:::M 1g! C;N;M 2 Nanech F(; ) jejeji
Fourierovo spektrum.f je realna funkce, ti.f (x;y) = f (x;y) 8(x;y) 2f0;L1,:::;N 1g f 0;1;:::;M 1g,
prav¥ tehdy, kdy F(; )=F ( ; ).

V¥ta 2.41. Nech  f(x;y) je funkcef0;1;:::;N 1g f 0;1;:::M 1g! C;N;M 2 N anech A(; )
je jeji amplitudové spektrum. Nech” f je redlna funkce, tj. f(x;y) = f (x;y) 8(x;y) 2f0;1;:::;N 1g
fO;1;:::;M  1g:Pak A(; )= &( ; ):

Tato v¥ta je velmi d-leita pro aplikace. V praxi toti® pracujeme v¥t2inou s realnymi daty, nap°iklad
digitalnimi obrazy. Jejich amplitudové spektrum je st’edov¥ symetrické, a tedy pokud chceme analyzovat

amplitudové spektrum, stafi nam ho analyzovat polovinu, nap°®. prvni a druhy kvadrant. Zbytek nenese
°adnou novou informaci. Wu®ijeme nap°iklad p°i hledani vyznamnych sm¥r- v obraze v sekdi 3|2.

V¥ta 2.42. Nech  f (x;y) je funkcef0;1;:::;N 1g f 0;1;:::M 1g! C;N;M 2 Nanech F(; )
je jeji Fourierovo spektrum. Nech” funkceG(; ) : f0;1;:::;N  1g f 0;1;:::;M  1g ! R spluje
G(; )=6( ; ).Pak

D *fF(; ) G(; )g
je realna funkce.

V¥tu m-°eme diky symetrii diskrétni Fourierovy transformace p°eformulovat i pro realna spektra.
V¥ta 2.43. Nech  f(x;y) je funkcefO;1;:::;N 1g f 0;1;:::M 1g! C;N;M 2 Nanech F(; )je
jeji Fourierovo spektrum. Spektrum funkcef jerealné, ti. F(; )= F (; ) 8(x;y)2f0;1:::;N 1g
f0;1;:::;M  1g, prav¥ tehdy, kdy° f (x;y) = € ( x; ).

P°imym d-sledkem této v¥ty je pak v¥ta o transformaci funkci, které jsou realné a je2t¥ k tomu st°edov¥
symetrické v rdmci periodického pokra£ovani.

V¥ta 2.44. Nech’ f (x;y) je funkcef0;1;:::;N 1g f 0;1;:::M 1g! C;N;M 2 Nanech F(; )
je jeji Fourierovo spektrum. Nech” funkcef je redlna, tj. f (x;y) = f (X;y) 8(x;y) 2 f0;1;:::;N 1g
f0;1;:::;M 1g, nech” tato funkce je st°edov¥ symetricka, tj.f (x;y) = & x; y) 8(x;y) 2f0;1;:::;N
1g f 0;1;:::;M 1g. Pak spektrum funkcef jeredlné, ti. F(; )=F (; )8(x;y)2f0;1:::;N 1g
fo;1;:::; M 1g:

2.2.3 Dvourozm¥rna diskrétni Fourierova transformace vybranych funkci

V p°ipad¥ Fourierovy transformace funkci jedné nebo dvou realnych prom¥nnych jsme °ezili transformaci
z Diracovy distribuce. Jeji diskétni obdobou jediskrétni impulz

(
1 (xy)=(0;0)

d(x;y) =
(y) 0 jinak.

Velmi snadno ur£ime Fourierovu transformaci diskrétniho impulzuD f d(x;y)g=1:
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D-kaz.
'X 1'X ! 2 i
Dfd(x;y)g= dix;y)e ¥ **Y)=1 £=1
x=0 y=0

Na zaklad¥ v¥ty[2.39 snadno urEime Fourierovu transformaci z jedni£ky (konstatni funkce)

Dflg= DDf d(x;y)gg= N?& x; y)= NZd(xy):

2.2.4 Wkresleni spektra
Znazorn¥ni matice komplexnich £isel

Whkresleni matice realnych £isel je celkem b¥°na operace, vysledkem je obraz ve stupnich 2edi nebo n¥jaké
barevné 2kale. To d¥la v podstat¥ ka°dy gra cky program. Pak je tu cely obor zpracovani obraz- (image
processing), ktery se mimo jiné v¥nuje i tomu, jak takova data vykreslit, aby na nich bylo vid¥t to, co vid¥t
chceme.

Fourierovskeé spektrum je ov2zem matici obecn¥ komplexnich £isel, tak®e jejich vykresleni neni tak trivialni.
Navic ma i z vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace dal?i vlastnosti, které p°i vykresleni byva pot°eba
zohlednit. Pojeme se nejd°ive v¥novat vykresleni fourierovského spektra n¥jakého jednoduchého um¥le vy-
tvo°eného obrazu. Nasledn¥ si ukd®eme, v £em se li2i spektra obrazk- ziskanych jako digitalni fotogra e.

Lze vykreslit matici komplexnich £isel jako jeden obrazek, ve kterém budou komplexni £isla vykreslena?
Ano, jde nap°®iklad vyu®it barevného prostoru HSV - hue, saturation, value. Mo°na ho neznate teoreticky,
ale jist¥ znate z vyb¥ru barvy v kdekterém programu mo°nost vybrat si barvu a pak m¥nit jen jeji jas.
A tu barvu vybirate ze £tverce, kde na jedné ose se m¥ni odstin (modra, zelend, °luta, ...) a na druhé jakasi
barevna £istota této barvy. Vysv¥tleni, jak funguje barevny prostor HSV, najdete nap®. na[38]. Kdy® chceme
pomoci prostoru HSV vykreslit komplexni £islo, vyu®ijeme toho, °e slo°ka H (barevny odstin) je cyklicka,

a do ni ulo®ime fazi komplexniho £isla. Do slo°ky jasové, tedy V, vio®ime absolutni hodnotu komplexniho
fisla. Slo°ku S, saturaci, sytost barvy, nechame na maximu. Velkou vyhodou takto vytvo°eného obrazu je
i to, °%e v mistech, kde je komplexni £islo nulové, tedy nema smysl de novat fazi (b¥°n¥ se um¥le de nuje
jako nulovd), ani neni pot°eba fazi °ezit, proto®e jas0 °adnou fazi ani odstin ne°e2i. Nevyhodou m-°e byt,
% v mistech s mena3i, ale stale nenulovou absolutni hodnotou nemusi byt faze dob°e vid¥t.

Dal?i mo®nost je vytvo°it obrazky dva, jeden obrazek absolutni hodnoty ve stupnich 2edi a druhy faze,
kde je vhodné pouCit n¥jakou cyklickou barevnou 2kalu. Samoz°ejm¥ jde pouCit i £ernobily obraz pro fazi,
ovZem tam bude nespojitost mezi maximem a minimem (nap°0 a 2 v na2em pojeti, p°ipadn¥ a
v Matlabu), ktera viastn¥ pro fazi splyvaji.

Posledni v¥ci, kterou je pot°eba si uv¥domit, ne® se pustime do vlastniho vykresleni, je to, °%e v2echny
(obrazové) matice, se kterymi pracujeme, maji po£atek v rohu, vlevo naho®e. Ovzem kdy® si vykreslujeme
spektra, jsme zvykli, °e pofatek je uprost®ed, zvla2t¥ jsme tak zvykli z funkci jedné a dvou realnych prom¥n-
nych. Jak za chvili uvidime a jak jsme vid¥li i u spekter, ktera jsme m¥li u funkci jedné nebo dvou realnych
prom¥nnych, maximum hodnot (amplitudového) spektra byva v pofatku. Obrazky spekter, kde maximum
je ve v2ech rozich, by mohly byt 2patn¥ £fitelné, a tak se p°ed vykreslenim spektra po vypo£tu diskrétni
Fourierovy transformace provadi je2t¥ prohozeni kvadrant- matice tak, aby se rohy dostaly doprost°ed, levy
horni se prohodi s pravym spodnim, levy doini s pravym hornim. Této Uprav¥ se °ika té° permutace spektra,
matematicky ji m-°eme pro suda N; M popsat jako

Fo(; )=F oY -

pro p°ipad, °e n¥které z nich sudé neni, je pot°eba misto jeho poloviny volit n¥jak zaokrouhlenou polovinu.
V Matlabu se na to pouCiva funkcefftshift , zp¥tnou konverzi, kterou je nutné provést p°ed dal2im pouCitim
spektra pro vypo£ty, zajisti ifftshift . (Dv¥ funkce jsou pot°eba proto, e v p°ipad¥ matice lichych rozm¥r-
je pot°eba n¥jak rozhodnout, ktery kvadrant bude o jeden sloupec £i °adek v¥t2i a ktery menzi, tedy zda se
bude zaokrouhlovat polovinu nahoru (v¥t?i bude prvni kvadrant pro N i M licha), nebo dol- (v¥t?i bude
£tvrty kvadrant pro N i M lichd). Krom¥ p°ipadu s ob¥ma rozm¥ry sudymi proto nestafi dvakrat provést
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tu samou operaci, ale je pot°eba provést operaci inverzni. V2echna spektra tedy budeme vykreslovat ji°
Zzpermutovana.

Ukazka s jednoduchymi um¥lymi daty

Jako prvni testovaci obrazek pro vykresleni si vezm¥me matidi28 128 odpovidajici funkci

1 pro0 x5y 3

2.12
0 jinak. ( )

f(xy)=

Na obrazku[2.2 si vykreslime fourierovské spektrum v barevném prostoru HSV a samostatn¥ ampli-
tudové spektrum, fazové spektrum £ernobile a fazové spektrum pomoci cyklické barevné 2kaly vychazejici
Z barevného prostoru HSV, v2e zpermutované (nezpermutované spektrum bude nazorné zvla2t¥ pro digitalni
fotogra e ni®). Je hezky vid¥t, °e obrazek v prostoru HSV sice znazor-uje v2e v jednom, ale pro ni®?i hod-
noty amplitudy je faze h-°e £itelna. Takté® je vid¥t, °e v mistech s nulovou intenzitou byla intenzita um¥le
dode novana na nulu dochazi v nich k p°’eskoku faze o .

Co dal?iho se da vy£ist z tohoto spektra? Amplitudove spektrum odpovida hodnotami souf£inu funkce
S‘Q—Xs”‘—y, funkce f je toti® posunutou funkci dvourozm¥rného jednotkového zubu. Pokud by £tverec, kde je
hodnota funkce nenulova (ze vzorce[ (2.12)), byl symetricky kolem pofatku, bylo by spektrum realné (jak
plyne z v¥ty[2.40), faze by byla nula (pro nezaporné hodnoty spektra) nebo (pro zaporné hodnoty spektra).
Spektrum vykreslené pomoci barevného prostoru HSV by m¥lo pouze dv¥ barvy, £ervenou a azurovou. Je
vid¥t, %e £tverec je 02 posunuty v obou sm¥rech, proto®e z vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace
(konkrétn¥ v¥ty [2.31) vime, °e posun na vstupu ndm zp-sobi modulaci ve spektru, neboli vynasobeni spektra
komplexni exponenciélou, a opravdu tato komplexni exponenciala stihne dvakrat rozsah hodnot ; na
ka°dé jeho hran¥.

(©

Obréazek 2.2: Permutované fourierovské spektrum funkcé ze vztahu (2.12): (a) V prostoru HSV. (b) Am-
plitudové spektrum jako negativ, tj. nejvy2i hodnoty jsou nejtmav?i. (c) Fazové spektrum ve stupnich 2edi,
ferna odpovida , bila . (d) Fazové spektrum v cyklické barevné 2kale vychazejici z barevného prostoru
HSV.
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Ukazka s digitalni fotogra i

V dal2im se zam¥°ime na n¥jakou digitalni fotogra i. Jako testovaci obraz si vezmeme obréz.3a. sikejme
mu pracovn¥ Vipan, tak se toti® ta loa jmenovald, Zafneme tim, % vykreslime nezpermutované amplitu-

(a) (b)

(e

Obrazek 2.3: Wkresleni amplitudového spektra: (a) Obrazek Vipan. (b) Amplitudové spektrum Vipanu. (c)
Logaritmické spektrum Vipanu. (d) Permutované logaritmické spektrum Vipanu. (e) Fazové spektrum Vi-
panu pomoci prostoru HSV. V2echna amplitudova spektra jsou vykreslena v negativu, tj. £erna je maximalni
hodnota, bila je minimalni.

dové spektrum obrazek[2.3b. Vidime, % nic nevidime, resp. p°i znaEném p°ibli%eni vidime jediny tmavy
(v negativu) bod na sou°adnicich[0; 0] a jinak nic. Pro£? Proto®e hodnota F (0; 0) dramaticky p°evy2uje
hodnoty v ostatnich bodech. Abychom tedy mohli v amplitudovém spektru n¥co vid¥t, aplikujeme na n¥j

8Fotka ji zachycuje v roce 2009 mezi gdteborgskym p°istavem Saltholmen a jionim géteborgskym souostrovim (Géteborgs
skargard).
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n¥jakou siln¥ nelineérni funkci, kterou potlafime vy2ku peaku. Zvykov¥ se pouCiva funkce logaritmus, tedy
Ai(; )=In(A(; )+1);

kde A je amplitudové spektrum p-vodni. Jednifku p°ifitAme proto, aby vysledny logaritmus byl kladny a
abychom nemuseli °ezit logaritmus nuly. Takto ziskané funkci °ikame té9ogaritmické spektrum Ziskavame
obrazek 2.3c, na n¥m° je krasn¥ vid¥t, °e nejvy%ich hodnot nabyva amplitudové, resp. logaritmické spektrum
kolem po£atku, tj. v bod¥[0; 0] a ve v2ech rozich, proto se provadi permutace spektra. Permutované spektrum
je na obrazku[2.3d. Takovy obrazek bude pro nas standardnim zp-sobem vykresleni amplitudového spektra,
tedy spektra fotogra i a dalzich b¥°nych obrazk- budeme zobrazovat logaritmovana a permutovana. M--
°eme si vykreslit i fazi pomoci prostoru HSV (obrazeK 23e), ale na rozdil od zvld2t¥ jednoduchych funkci,
jako je jednotkovy zub, neobsahuje fazové spektrum digitalnich fotogra i zpravidla °?adnou lidsky £itelnou
informaci, a tak si ve v¥t2in¥ p°ipad- v aplikacich fazové spektrum v-bec nevykreslujeme. Na druhou stranu
je fascinujici, % pouze na fazovém spektru je zalo®ena fazova korelace (viz sekcg 3.4), co® je metoda na se-
sazovani obraz-. Pouze pomoci fazovych spekter obraz- je tato metoda schopné najit posunuti mezi dv¥ma
obrazy.

Pojeme se podivat, co v2e je z tohoto spektra vid¥t. femu odpovida ta tenoufka zcela svisla £ara
v logaritmickém spektru? Odpovida vodorovné hran¥ obrazu. Tim, jak se diskrétni Fourierova transformace
chova k obrazu, jako by byl do v2ech sm¥r- periodicky rozkopirovany jako 2achovnice, tak p°echod mezi
oblohou (horni okraj obrazu) a vodou (dolni okraj obrazu) je znaEny a vytvo°i tuto svislou £4ru. Naopak
vodorovnou £aru v logaritmickém °adnou takto ostrou nevidime, periodické pokratovani doprava a doleva
neznamena nijak ostry p°echod, z oblohy jdeme zase do oblohy, z vody zase do vody, asi tam n¥jakd zm¥na
hodnot pixel- je, ale ne tak vyznamna. Velmi zajimava je ta 2ikma tém¥° svisla neostra £ara v logaritmickém
spektru. Ta toti® odpovida vodorovnym sm¥r-m na lodi, ktera je ovzem celkov¥ trochu naklon¥nd. Vice na
téma t¥chto £ar v sekci o hledani vyznamnych sm¥r- v obrazcich (seke B.2).

2.2.5 CuviEeni
*e?eni najdete v dodatku

1. P°edpokladejme £tvercovy obraz (x;y) o stran¥ N sudé.F(; ) bude jeho fourierovské spektrum.
Spektrum pro lep?i vykresleni zpermutujeme, dostanemé=p( ; ). Provedeme na n¥m n¥jaké Gpravy
(zachovavajici realnost obrazu), dostaneme zpermutované spektrur@p(; ). Chceme ziskat obraz
gx;y)= D fG(; )g, ovzem misto toho, abychom vypofetlD 1fG(; )g, spoftemeD 1fGp(; )g.
Co nam vy2lo? Jak ziskat obrazg bez pouCiti Fourierovy transformace, a” u® zp¥tné, £i dop°edné?

2. P°edpokladejme £tvercovy obraf (x;y) o stran¥N. F(; ) bude jeho fourierovské spektrum. Co do-
stanete, kdy° vezmete fazi a vynasaobite ji minus jedni£kou a nasledn¥ provedete zp¥tnou transformaci?
(My jsme si fazi de novali pouze mezi0 a2 , po vynasobeni 1 samoz°ejm¥ vypadneme z tohoto roz-
sahu, ale p°epokladam, °e nad toto se povzneseme. Funkce sinus a kosinus jsou periodické s periodou
2 aje Upln¥ jedno, zda budu mit fazi2 , nebo % .)
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Kapitola 3

Aplikace

Prakticky v2echny aplikace Fourierovy transformace vy®aduji p°ed vypo£ty Fourierovy transformace ji modi-
kovat tak, aby v 2achovnici , kter4 vznikne periodickym opakovanim obrazu, nebyla hranice mezi obrazy
vyraznou strukturou, resp. mezi jednotlivymi opakovanimi vektoru signalu v p°ipad¥ jednorozm¥rnych dat.
To se zajisti tak, °e hranice mezi obrazy vhodnym zp-sobem odstrani. Hodnoty pixel- v obraze se p°enasobi
vhodnou vahovou funkci takovou, °e uprost®ed obrazu a v n¥jakém dostate£n¥ velkém okoli je vaha 1 a od
urfitého mista dal pak dochazi ke spojitému p°echodu na nulu. PouCijeme-li jadro (oblast, kde je vaha rovna
jednif£ce) kruhové, zcela tim odstranime informaci o okrajich a jejich sm¥ru, co® se m-°e hodit v p°ipad¥, °e
v obraze studujeme vyznamné sm¥ry nebo t°eba °e2ime jeho nato£eni. Na druhou stranu tim odstranime ne-
malou £4ast obrazu, ktera m-°e obsahovat smysluplné struktury. P°i pouCiti £tvercového, resp. obdélnikového
jadra je nutné si uv¥domit, °e informace o sm¥ru okraj- nebyla zcela odstran¥na, ale v mnohych aplika-
cich toto nevadi a naopak vyuCijeme v¥t2i £ast obrazu. Jako funkce postupného p°echodu (okna, window
functions) se nejfast¥ji pou®ivaji dv¥ funkce, které pro kruhové jadro maji nasledujici tvar:

(&) Tukeyova funkce p°echod je tvo°en vhodn¥ posunutym a nazkalovanym kosinem, pro p°ipad kruhového
jadra je to

8
21 pror<r
— 1 1 rr .
g(r)—>§+§cosr(2 rll) prory r Iy
"0 pror>r o

s tim, %e r je vzdalenost od st°edu obrazu a; je polom¥r jadra, r, je polom¥r, od kterého je ji° vahova
funkce rovna nule. Vyhodou této funkce je spojitost v prvni derivaci a to, °e od ur£itého polom¥ru je
vaha zcela nulova. V p°ipad¥; = 0 se takova funkce nazyvdHannovou

(b) Gaussova funkcep®echod je tvo°en posunutou a nazkalovanou Gaussovou funkci, pro p°ipad kruhového

jadra je to 8

<1 pror<r g

ar)=. 2

e 2 jinak
s tim, %e r je vzdalenost od st°edu obrazu a; je polom¥r jadra, je n¥jaké vhodné kladné £islo. fist¥
teoreticky tato funkce nikdy neklesne na nulu, ale v praxi ji od ur£ité hodnoty ji° m-°eme pova®ovat za
nulovou (zavisi na datovém typu, ktery pou®ivame). Ve standardnim nazvoslovi pro okenni funkce se
Gaussovou okenni funkci nazyva p°ipad; = 0, pro na2 p°ipad jsem nena2la oznafeni, a tak z-staneme
u Gaussovy funkce.

3.1 Z&kladni modi kace spektra

Vstupni obraz

V této £asti si ukd®eme zcela zakladni modi kace spektra (vynulovani hodnot spektra v urfité jeho £asti)
a jaké to ma nasledky na obraz. Samo o sob¥ to nema tak velké aplikace, ale umo®ni nam to vid¥t , co
které frekvence znamenayji (a tato znalost se v aplikacich hodi). Testovacim obrazkem v této £4sti nam bude
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obrazek, kterému budeme pracovn¥ °ikat Kapradina obrazek 3]1. Stejn¥ jako Vipan, i kapradina méa rozm¥ry
1024 1024

(b)

Obréazek 3.1: (a) Obrazek Kapradina. (b) Logaritmické spektrum Kapradiny v negativu. (c) Vy°ez z (b)
po zvy2eni kontrastu tak, aby byly Iépe vid¥t viny (obla£ky) odpovidajici frekvencim hlavnich struktur
kapradiny, konkrétn¥ je to vy°ez256 256 pixel-.

V sekci[2.2.2 jsme si uvedli podminky pro modi kace spektra, aby modi kovany obraz po zp¥tné trans-
formaci z-stal realny. Jednou z mo®nosti je v souladu s v¥todi 2.42 pouCiti vahové funkc&, kterd je redlna a
st°edov¥ symetrickd. V této sekci budeme jako zcela zakladni modi kace spektra pou®ivat vynulovani spek-
tra v n¥jaké jeho £asti, co® je podle uvedené v¥ty v po°adku v p°ipad¥, °e vynulovana £ast bude st°edov¥
symetricka.

Je2t¥ ne® se pustime do modi kovani spektra, pojame se podivat na obrazek 3.1b, v detailu 3.1c. Za-
jimavé jsou v n¥m toti° takové viny (obIé£ky)E|, amplitudové spektrum toti° jen tak neklesa se vzr-stajici
frekvenci, ale dvakréat je2t¥ vzroste. Centralni peak je standardni a odpovida pr-m¥rnému jasu obrazu a nej-
ni°2im frekvencim v obrazu (nap®. °e levy spodni roh je temn¥j2i ne° ten pravy). Pak je tu ale dali dvojice
podlouhlych peak- (obla£k:, obloufk-...), ta odpovida velikosti struktur zakladniho tvaru kapradiny, tj.
bo£ni listy kapradiny. Ale kapradina ma listy tak trochu fraktalniho tvaru (biologové by °ekli zpe®ené), a tak
je tu je2t¥ dal?i vyznamny rozm¥r struktur v obraze, a to rozm¥r menz2ich liste£k:, kterych jsou na ka°dém
bo£nim listu desitky. Tomuto rozm¥ru (jejich frekvenci) odpovidaji vn¥j2i dva ploché peaky ve spektru.

Low-pass Itr (Itr typu dolni propust)

Pojeme se podivat, co se stane, kdy® ze spektra odstranime vy??i frekvence obraz¢k B.2. PouCijeme na
spektrum tzv. low-pass Itr, tedy Itr, ktery nizké frekvence propouti. VWkreslime si v°dy modi kované
logaritmické spektrum, vykresluji v negativu, a vedle pak odpovidajici obraz po zp¥tné transformaci. Na
prvnim °adku (a, b) jsou ponechany hodnoty spektra pouze na kruhu o polom¥ru 3 (co® je v diskrétnim
p°ipad¥ £tverec o 25 pixelech obsahujici 13 obecn¥ r-znych komplexnich £isel). Je vid¥t, °e z obrazu z-staly
vice mén¥ jen informace o tom, % v rozich je obraz tmav?i, tam, kde jsou postranni v¥tviEky, je naopak
nejsv¥tlej2i. Na druhém °adku (c, d) jsou zachovana data na kruhu o polom¥ru 20 (cchh celého spektra).
Vidime, °e jsou v obraze ji° krasn¥ vid¥t hlavni tvary vEetn¥ centralni vertikdlni v¥tviEky. Zachovame-li
z obrazu kruh o polom¥ru 50 (ccar; 5 %), dostavame ji° p-vodni obraz, jen viditeln¥ rozmazany a v mistech
bez vyrazn¥j?ich struktur v p-vodnim obraze (p°edeviim po stranach v dolni £asti obrazu) jsou takové
zvl&2tni vinky. M-°eme tuzit, °e vinky jsou zp-sobené tim, °e kdy® v jinych £astech obrazu jsou struktury,
které jsou z principu Fourierovy transformace modelované siny a kosiny, p°enese je to i do jinych mist, kde
vinky na je2t¥ vy22ich frekvencich zp-sobi jejich vymazani za vzniku tém¥° jednolité plochy.

U v2ech modi kovanych obraz- byl navic zvy2en kontrast tak, aby byl vyuit cely rozsah hodnot 0 a°
255 Ukazka toho, co by se stalo, kdy® by kontrast zvy2en nebyl, je na obrazk{i 3]3. Pro£f tomu tak je? Je to
dano tim, °e cely obraz se da ve fourierovském smyslu chapat jako soufet mnoha sin- a kosin- v r-znych

®Je mo®né, °e oblafky nevidite, pokud skripta £tete vyti2t¥na. Na monitoru jsou nadhern¥ viditelné, ma°na by se daly nazvat
té° oblou£ky.
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sm¥rech a p°edevaim o r-znych frekvencich. Amplitudové spektrum nadm vlastn¥ ukazuje amplitudy t¥chto
sin- a kosin- pro r-zné jejich argumenty. Je tedy vid¥t, °e amplituda na vy2?ich frekvencich je spi2e ni®i

ne na ni®2ich u b¥°nych fotogra i. Ubereme-li n¥které z nich, z-stane z t¥chto vin jen £ast a zakonit¥ musi
klesnout rozsah hodnot (co® se stane, a” u® ubirame vy23j frekvence, nebo frekvence ni°?i nebo n¥jakou jinou
£4st). Patrn¥ je2t¥ snadn¥ji se n¥co takového p°edstavi na jednorozm¥rych datech, co® ilustruje obrazeK 3.4.

@

(©

(e)

Obrazek 3.2: Obrazek Kapradina (obrézela, jeho spektrum na obrézl@.lb) po odstran¥ni informaci na
vy2jch frekvencich (tzv. low-pass Itr), tj. v2ech mimo n¥jaky kruh. V levém sloupci logaritmickd spektra

po nahrazeni £asti spektra nulami (jako negativ), v pravém pak odpovidajici obrazy spektra po zp¥tné
transformaci. Prvni °adek ma zachovany diskrétni kruh o polom¥ru8 (co® je v realu £tverec5 5), druhy o
polom¥ru 20 a t°eti o polom¥ru50. U v2ech obraz- upraven rozsah hodnot na 0 a® 255 (jinak by byl rozsah
men2i, zvl&2t¥ u prvnich dvou, tento jev je ilustrovan na obrazcich 3.B 4 3}4).
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(a) (b)

Obrazek 3.3: (a) ObrazeK 3.pb p°ed zvy2enim kontrastu, (b) obrazek 3.2b.
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Obrazek 3.4: llustrace sni®eni rozsahu hodnot obrazu po odstran¥ni vy2ich frekvenci (low-pass Itr) ilustro-
vana na jednorozm¥rnych datech. Jako data jsou pouCity graf hodnot obrazu Kapradina na 500. °adku (plna
£ara) a graf hodnot na tomto °adku po silném low-pass Itru (ponechéana data jen v 15 bodech spektra, diky
symetrii spektra vlastn¥ jen v 8 bodech, které nesou informaci) £arkovana £4ara. Je vid¥t, °e low-pass Itr
hodnoty rozma®e, a tedy omezi lokalni extrémy, co® sni°i rozsah hodnot. P-vodni rozsah hodnot j238 novy
pouze 154
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High-pass Itr (Itr typu horni propust)

Dal2i velmi nazornou modi kaci spektra je tzv. high-pass ltr, tj. ponechani vy2ich frekvenci a potlateni

(v naz2em p°ipad¥ odstran¥ni) t¥ch ni%ich. Na obrézk je ukadzan nasledek odstran¥ni kruhu o polom¥ru
10 z prost®’edku spektra. Do%o k zesileni jemnych struktur v obraze a potlatena a° zcela ztracena byla
informace o tom, které v¥t2i plochy obrazu jsou sv¥tlej2i a které tmavzi (tmav2i byl mimo jiné levy horni
roh). Ze spektra byly odstran¥ny vlastn¥ frekvence se spi2e vy2i amplitudou (siny a kosiny, které maiji
nejvyi amplitudy plus konstantni funkce), logaritmické spektrum toti® ve sm¥ru od po£atku spi2e klesa,
jak je vid¥t z p-vodniho spektra (obrézekb). Z toho d-vodu bylo pot°eba zvy?it kontrast obrazu, podobn¥
jako u p°edchozich obraz-.

(@) (b)

(© (d)

Obréazek 3.5: Obrazek Kapradina po odstran¥ni informaci na niich frekvencich (tzv. high-pass Itr). Vlevo
logaritmicka spektra po nahrazeni £4sti spektra nulami a zvy2eni konstrastu (jako negativ), vpravo spektra
po zp¥tné transformaci a zvy?eni kontrastu. Polom¥r odstran¥ného kruhu je 10 (obrazky a, b) a 50 (obrazky
c, d).

Band-pass lter (Itr typu pasmova propust)

M-°eme zachovat i hodnoty v n¥jakého rozsahu hodnot s tim, °e odstranime v¥t2i i men?i, tzv. band-pass
Itr. To je ilustrovano na obrazku V prvnim p°ipad¥ (obrazky a, b) jsou zachovany hodnoty v mezikru®i

0 polom¥rech10 a® 50, je vid¥t, %e jsou odstran¥ny jak jemn¥j2i detaily, tj. informace na vy#ich frekvencich,
tak hrub?i informace o celkovém rozlo®eni jasu v obrazu, tj. informace na ni%ich frekvencich. Ve druhém
p°ipad¥ (obrazky c, d) jsou zachovany hodnoty v mezikru®i o polom¥rech0 a° 50. To, co bylo v p-vodnim
obrazu, u® ani nejde rozpoznat, za to m-°eme hezky vid¥t, jak velké jsou asi viny o frekvenc#O a°® 50. Je
vid¥t, °e amplituda t¥chto vinek klesa v mistech, kde v obrazu po°adn¥ nic neni , je tam jen pozadi bez
vyrazn¥j2ich struktur (p°edevzim na spodnim okraji obrazku).
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(a) (b)

© (d)

Obrazek 3.6: Obrazek Kapradina po odstran¥ni informaci na ni®ich i vy2?ich frekvencich, ponechan jen
n¥jaky rozsah frekvenci (tzv. band-pass Itr). Vlevo logaritmované amplitudové spektrum po nahrazeni
£asti spektra nulami (jako negativ), vpravo spektrum po zp¥tné transformaci a zvy2eni kontrastu. Polom¥ry
ponechaného mezikru®i jsou na prvnim °adkul0 a® 50, na druhém pak 40 a°® 50.

Dal?i modi kace

Kreativit¥ p°i modi kacich spektra se meze nekladou, jako cvifeni si m-°ete s n¥jakou fotogra i ve vhodném
software, nap°iklad Matlabu, vytva°et dal?i a dal?i modi kace a zkoumat tak, jaky typ obrazovych informaci

je na jakych frekvencich. Pokus tohoto typu najdete na obrazky 3]7, kde byl zachovan vodorovny pruh,
zbytek spektra byl odstran¥n. V prvnim p°ipad¥ (obrazky a, b) byl zachovan pouze obdélnik se stranartiD

a 50 uprost’®ed spektra, ve druhém (obrazky c, d) pak vodorovny pruh o vy2ce20 p°es celé spektrum. Jak je

Z obrézk- vid¥t, tyto £asti spektra obsahuji p°edevzim informace o svislych strukturdch v obraze, v prvnim
p°ipad¥ pouze ni% frekvence, tedy bez detail-, ve druhém pak v celém rozsahu frekvenci, ov2zem jen jediném
sm¥ru, obraz zahrnuje jemné detaily i v¥t2i struktury, informace o jasu v¥t2ich celk-.

Shrnuti

Kdy° si uv¥domime v2e, co jsme zjistili pozorovanim spekter v této sekci a v zav¥ru p°edchozi kapitoly, co
vlastn¥ vyjad°uje skute£nost, °e na n¥jakych sou®adnicich; ] nabyva spektrum n¥jaké komplexni hodnoty?

ZaEn¥me v-bec t¥mi sou®adnicem| ; ], resp. polohou daného pixelu v ramci spektra. Ji° z teorie vime,
% F(0;0) je soufet hodnot (v¥t). V2echny ostatni pixely kdduji n¥jakou sinusoidu. fim déle p-jdeme
od po£atku (od prost®’edka v p°ipad¥ zpermutovaného spektra), tim vy2?i frekvenci tato sinusoida bude mit.
Uhel tohoto bodu (ve smyslu sou®adnicé v polarni soustav¥ sou®adné) zna£i nato£eni takové sinusoidy (vice
v sekci[3.2). Hodnota amplitudového spektra v tomto bod¥ udava, jaka je amplituda této sinusoidy. Hodnota
fazového spektra udava fazi této sinusoidy, tedy jeji posunuti. Je p°imo fascinujici, °e ka°dy obraz je takto
vysEitan z obrovského mno°stvi sinusoid.
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Obrazek 3.7: Obrazek Kapradina po pou®iti speci ckého Itru typu dolni propust. Vlevo logaritmické spekt-
rum po nahrazeni £4sti spektra nulami, vpravo po zp¥tné transformaci a zvy2eni kontrastu. (a,b) ponechan
obdélnik o stranach 21 a 101 (vzdalenost na ose od st°edu do 20, na oseg/ do 50) (c,d) ponechan plny
rozsah na ose, ve sm¥ru osy pruh vy2ky 41 (vzdalenost do 20). Upraveny rozsah hodnot.

3.2 UrEeni vyznamnych sm¥r- v obraze
Zdroj: [26]

Klasickou ulohou, ve které je Fourierova transformace velmi mocna ve srovnéni s jinymi postupy, je
hledani vyznamnych sm¥r- v obraze. Je to £asta Gloha i z technické praxe, kde jde o detailni snimky material-
pouCivanych ve strojirenstvi nebo Iéka°stvi[[20]. Ulohu si vyzkouzime na obrazku Bambus ob.8. Cilem

Obrazek 3.8: Obrazek Bambus.

je urfit uhel tém¥° svislych stojicich bambus-, p°ipadn¥ n¥jaky dal?i vyznamny, nap°iklad sm¥r hromady
le®icich bambus:. Pokud se Ulohu snafime °ezit v prostoru, je zna£n¥ komplikovana tim, e struktury, které
maji n¥jaky sm¥r, jsou rozprost°eny po velké £4sti obrazu. Jak si za chvili uk&®eme, velkou vyhodou metod
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zalo®enych na Fourierov¥ transformaci to, %e diky ni p°estaneme hledat pruhy v celém obraze, v2echny pruhy
toti® budou prochazet po£atkem.

Pojeme se podivat na velmi jednoduché obrazy a jejich spektra, konkrétn¥ obrazky, kde pr-b¥h hodnot
je funkce k kosinus r-znych argument- plus konstanta (kosinus ma hodnoty v intervalu h 1;1i, zatimco
obrazky je maji hodnoty 0; 1;2;:: :; 255) - obrazek[3.9. Navic si to m-°eme odvodit i teoreticky. V sekci1.2.4
jsme odvodili transformaci z kosinu jako

Ffcosx g= (( )+ (+ ): (3.1)

Kdy° navic pouijeme i v¥tu o otofeni (v¥ta[1.52) a linearitu, snadno uvidime, prof maji obrazky na obr.
[3.9 spektra, jakd maji. Odvozujeme pomoci Fourierovy transformace, ale vypo£ty provadime samoz°ejm¥
pomoci diskrétni Fourierovy transformace.

@ (b) (© (d

(e) Q) @ (h)

0} 0

Obréazek 3.9: Ukazkové obrazy pro ilustraci my2lenky hledani vyznamnych sm¥r-. Vlevo vstupni obrazy,
vpravo detail st°edu amplitudového spektra v negativu (Etvere£ky p°edstavuji jednotlivé pixely spektra).

Na obrazku[3.9a vidime v jasu viny odpovidajici funkcicos X pro interval délky 2 (tedy do obrazku
se ve?ly dv¥ periody.) Ve spektru vidime nenulové hodnoty na bodech 2;0], [0; 0] a [2; 0]. Prost°edni bod
odpovida pr-m¥rné hodnot¥ jasu v obraze (byl by nulovy v p°ipad¥, °e bychom m¥li hodnoty pixel- symet-
ricky rozlo®ené kolem nuly, ov2em obraz ma hodnoty0; 1; 2; : : :; 255) a zbyvajici dva funkci kosinus (diskrétni
obdob¥ Diracovych impulz- z rovnice (3.1)). Na obrazku[3.9c jsou viny hust¥j?, konkrétn¥cos 14&. Tomu
odpovidaji nenulové hodnoty v bodect 14;0], [0; 0] a [14;0]. Jde zde i dob’e vid¥t vlastnost zm¥ny m¥°itka
(v¥ta [1.27), obraz[3.9c je vlastn¥ zmen2enym obrazein 3.9a, vezmeme-li v potaz periodicitu, a spektrum
obrazu[3.9c je naopak zv¥t2ené. Oto£ime-li obrazem, oto£ime i spektrem, jak je vid¥t z obraZku]3.9¢e a jeho
spektra (v¥ta[1.52). Z obrazku 3.Dg bychom jen obti°n¥ zjiz'ovali, jaké jsou v n¥m obsaeny viny, ale linea-
rita Fourierovy transformace nam na to umo®ni snadno nahlédnout (je pouCita funkcecos 3 a funkce cos 5
otof£ena 090 ).

V2imn¥me si, °e vodorovn¥ uspo®adanym bod-m ve spektru odpovidaji svislé pruhy a naopak. Zatim jsme
m¥li jen velmi jednoduché funkce co do spektra. Pojame o krok dal. Zname transformaci z tzv. jednotkového
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zubu, je ji funkce S (a° na n¥jaké konstanty) viz p°iklad Na obrazku[3.9i mame vodorovny pruh a
ve spektru tomu odpovida funkceS" naintervalu h ; .

Tim jsme se dostali ke klifové my2lence ulohy. Obecn¥ n¥jakému pruhu, struktu®e svislé odpovida ve
spektru pruh vodorovny a naopak. A pooto£en¥. Nadchazi £as vykreslit si spektrum Bambusu. Samoz°ejm¥
velmi vyznamnymi strukturami v obraze budou jeho hrany, proto je pot°eba p°ed vypo£tem spektra okraje
odstranit pomoci kruhové masky. Bambus s odmaskovanymi okraji a jeho spektrum najdeme na obrazku

B.1Q. P°i pohledu na spektrum vidime, %e nejfast¥j2i sm¥r je p°ibli°n¥ svisly (ve spektru je viditelny neostry

@) (b)
Obrazek 3.10: Bambus po vymaskovani okraj- obrazu a jeho logaritmické spektrum v negativu.

svazek pcibli°n¥ vodorovnych p°imek prochazejicich pof£atkem) a °e jsou v obraze dal?i vyznamné sm¥ry,
které odpovidaji r-znym op°enym nebo polo®enym stébl-m bambusu. P°echod od obrazu k jeho spektru p°i-
nesl velké zjednoduz2eni, zatimco jednotliva stébla bambusu jsou r-zn¥ rozptylena po celém obrazu, p°imky a
pruhy ve spektru prochazi v2echny pofatkem. Dale si m-°eme pov2imnout, °e spektrum je st’edov¥ symet-
rické, co® vychazi z v¥ty[1.55. Pro dal?i analyzu nam tedy posta£i jen polovina spektra. Jak pomoci vypo£tu
automaticky zjistit sm¥r polop°imek vychazejicich ze st°edu spektra, na kterych jsou hodnoty amplitudo-
vého spektra nejvy2i? Efektivni metodou je numericky integrovat amplitudové spektrum podél polop°imek
vychazejicich ze st’edu spektra. Z d-vodu r-znych délek polop°imek (spektrum je obdélnikové) je pot°eba
integrovat pouze podél Usefek stejné délky, viastn¥ tato délka je polom¥r kru®nice vepsané do spektra, co® je
polovina krat?i strany obdélniku. VWtvo®ime tedy funkci A!(" ) pro' 2 hO; ), jeji® hodnoty budou numerické
integraly podél t¥chto Usefek s tim, %e Usefky sviraji s kladnym sm¥rem osyuhel ' . Prakticky vypofet
provedeme nap°iklad pomoci parametrického vyjad°eni svazku Usefek s tim, °e budeme s n¥jakym d¥lenim
kraEet podél Usefek, dostaneme se do bod- o necelo£iselnych sou®adnicich a hodnotu spektra v nich urfime
pomoci interpolace. Graf funkceA'(' ) vykreslime, zjistime maximéalni hodnotu funkce, ktera pak odpovida
Ghlu ' pro hlavni vyznamny sm¥r. Zdrojovy kdd takového vypo£tu najdete v p°ilozé A.3]1.

Na obrézku je vykresleny graf funkceA!(' ) pro obrédzek Bambus. Je vid¥t, °e nejvyznamn¥j2im
sm¥rem je sm¥r kolem®0 . Jsou vid¥t i dal?i vyznamné sm¥ry, jako nap’iklad peak na cc&5 odpovidajici
samostatnému 2ikmému stéblu v pop°edi, i ploché maximum kolemi80 pro hromadky le®icich stébel.

Metoda neni vypo£etn¥ naro£na, programatorsky je na ni patrn¥ nejkomplikovan¥j?i interpolace p°i in-
tegraci po Usefkach. Poskytuje velmi UEinny nastroj pro analyzu struktur v obraze, ktera d¥lana ruEn¥ je
vlastn¥ velmi intuitivni (sm¥r n¥£eho v obraze p°ece ka°dy vidi), ale bez Fourierovy transformace by byl
automatizovany vypo£et komplikovany.
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Obrazek 3.11: Graf funkceA!(' ) pro obrazek Bambus. Na osex je Ghel ve stupnich, m¥°itko na osey
neni d-le°ité, jde o relativni hodnotu. VZimn¥me si, °e osay neni od nuly, p°ece jen logaritimické spektrum
dosahuje nezanedbatelnych hodnot i mimo vyznamné sm¥ry. Sm¥ry jsou toti® vyznamné, ale i tak je v obraze
mnoho jinych struktur, které nejsou v hlavnich sm¥rech.

3.3 Obrazove ltry

Obrazové ltry jsou velmi 2iroké téma, oblast, které se v¥nuje plno matematik- a informatik- na celém sv¥t¥.
ProtoCe prost¥ zviditelnit v obraze informace, které jsou v n¥m viditeIné 2patn¥, automaticky analyzovat n¥co,
co lidsky zrak jasn¥ vidi, p°ipadn¥ odstranit z obrazu n¥co, co tam nechceme, jsou témata, kterd se v dne2ni
dob¥ velmi rozvijeji a je jich pot°eba v mnoha oblastech lidské £innosti. Zajimavé je, °e jsem nena2la °adnou
matematicky rozumnou de nici obrazového Itru, co® patrn¥ souvisi s tim, °e pro matematiky je toto p°ili2
aplikovana oblast a také oblast velmi 2irokd. My si zde vystaEime s tim, %e se jedna o n¥jakou transformaci
obrazu takovou, ktera zachovava rozm¥ry obrazu a kterd nejde vyjad°it ani geometrickou transformaci (posun,
zm¥na m¥°itka, otofeni, deformace), ani jako transformace hodnot pixel- (tj. °@ nova hodnota by zavisela
pouze na p-vodni hodnot¥ pixelu v daném bod¥).

Zpravidla se p°i vypo£tu nové hodnoty pixelu vyulivaji hodnoty pixel- v n¥jakém okoli pixelu, zakladni
Itry pou®ivaji linearni kombinaci hodnot pixel- (vyjad°enou £asto pomoci konvoluce), a proto se oznafuji
jako linearni ltry . Z pojm- z oblasti ltrace stoji za zminku t°ida Itr- zvana adaptivni ltry , které p°i
vypo£tu n¥jak vyu®iji i informace o obrazovych datech (nap°. rozd¥li obraz na tmavou a sv¥tlou £ast a
ka°dou zpracuji zvla?", vyuCiji utivatelem nebo zdrojem dat dodané informace o poloze vyznamnych objekt-
v obraze atd.).

D-vodem, pro£ se budeme Itry zabyvat my ve skriptech o Fourierov¥ transformaci, je to, °e Fourierova
transformace nam dava velmi mocny zp-sob rozboru vlastnosti linearniho ltru diky tomu, °e Fourierova
transformace z konvoluce dvou funkci je soufin Fourierovych spekter t¥chto funkci. To vyu®ijeme na ltry,
které slou®i k zaost°eni nebo rozmazani obrazu. Dal?i kategorii Itr-, kterym se zde budeme v¥novat, jsou I-
try, které velmi cilen¥ pracuji s konkrétnimi misty ve spektru za U£elem cilenych modi kaci obraz-, nap°iklad
odstran¥ni periodickych struktur v obraze tzv. notch ltry.

3.3.1 Zaost°eni, rozmazani

Standardni postup pro zaost®°eni obrazu nebo i jeho rozmazani t°eba za U£elem omezeni aditivniho 2umu je
pomoci (zpravidla £aste£né) konvoluce, tzn. hodnoty pixel- nového obrazg(x;y) jsou linearni kombinaci
hodnot okolnich pixel-, p°’i£em® vahy jednotlivych okolnich pixel- byvaji zachovany pro r-zna mista v obraze
(s vyjimkou okraj-). My zde k situaci p°istoupime spi2e teoreticky, budeme p°edpokladat, °e koe cienty line-
arni kombinace (vahy pixel-) jsou v obraze v2ude stejné, navic budeme p°edpokladat konvoluci periodickou,
abychom mohli pou®it v¥tu o transformaci konvoluce.

ZaEn¥me rozmazanim. Zakladni Itr pro rozmazani obrazu lze vyjad®it pomoci konvoluce

ax;y) = f(xy) k(xy);
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kde maticek je konvolu£ni jadro. Jak ji° zndme ze sekce 31, rozmazéanim zpravidla dojde ke zmen2eni rozsahu
hodnot pixel- v obraze, tak®e po rozmazani nasleduje je2t¥ linearni transformace hodnot pixel- tak, aby byl
rozsah hodnot zachovan. Zde v této teoretické £asti budeme ale tuto lineérni transformaci vynechavat, p-jde
nam opravdu jen o konvoluci jako takovou. V¥ta o konvoluci 2.3 nam umao®ni na ni nahlédnout pomoci
spekter, a tak m-°eme pséat

G(; )= Dff(xy) k(xy)g=F(; ) K(; ): 3.2)

Toto vyjad°eni mé dva obrovské p°inosy. Umo®-uje ndm hodnotit vlastnosti Itr- ze zcela nového pohledu
a navic nam i dava nastroj na praktickou realizaci Itru. Vlastni vypo£et konvoluce toti® p°edstavuje £ty°-
nasobny cyklusfor (pro ka°dy pixel v obraze a pro ka°dy pixel v jeho okoli). Pokud je konvoluEnim jadrem
matice malych rozm¥r- (co jsou to malé rozm¥ry, zavisi na po£itafi a na pou®itém software), je p°imy vypo£et
£asov¥ rozumny. Pro velké obrazy a p°edev?im velka jadra m-°eme dostavat dlouhé vypo£etni £asy. Vim-
n¥me si, %e pouCiti vzorce [(3.R) pro vypo£et Itru p°edstavuije sice t°i Fourierovy transformace (dv¥ dop°edné
a jednu zp¥tnou, k se p°ed vypof£tem dopini nulami na stejné rozm¥ry jakd ), ale jeho £asova naro£nost
prakticky nezavisi na velikosti konvoluEniho jadra, proto®e misto konvoluce se po£itd soufin (dvojitjor ,
resp. maticova operace v Matlabu a podobnych software). Pot°ebujeme-li navic jeden a ten samy obrazek
zpracovavat opakovan¥, jeden vypofet FFT u2et®ime tim, %e si v pam¥ti dreime ji° spo£tenou transformaci
obrazu, nemusime ji po£itat pro ka°dé zpracovani znovu. Na druhou stranu p°i vypo£tu pomoci konvoluce je
podstatn¥ jednodu??i vy°ezit okraje obrazu, konvolu£ni jadro se jen usekne a p°enormuje (Easte£na konvoluce
ve smyslu de nice[2.17).

Pojeme nyni vyulit na2e znalosti ohledn¥ z oblasti Fourierovy transformace k navrhu sluzného a
matematicky korektniho Itru pro rozmazani obrazu. Jaké vlastnosti by m¥lo mit spektrum jadra K (; ) a
pro£?

1. St°edova symetrie spektra.  Obrazova data jsou z principu realna. Pokud Itr realizujeme pomoci
konvoluce p°imo na obrazovych datech, logicky z-stanou po°ad realna. Co to ov2em znamena z hlediska
jejich spektra? Z v¥ty[1.55, resp. v diskrétnim p°ipad¥ se jedna o v¥fu 2J40, vime, %e funkce je realna,
prav¥ tehdy kdy® F(; )= F ( ; );resp.F(; )= B ( ; ) v diskrétnim p°ipad¥. Budeme
tedy pot°ebovat, aby D 1fG(; )g= D fF(; ) K(; )gbylo realné. Na to vyulijeme v¥tu[1.57,
resp.[2.42 v diskrétnim p°ipad¥, kterd implikuje, °e spektrumK musi byt redlné a navicK (; ) =

( ; ):Podobn¥ ijadrok by m¥lo byt vyjadeiteiné jako k(r);r? = x?+ y2,
Jaké funkce splini tento p°edpoklad? Vlastn¥ jakdkoli realna funkce, kterd je st®’edov¥ symetricka kolem
po£atku.

2. Nezavislost na sm¥ru. Mira rozmazani struktur by nem¥la zaviset na jejich sm¥ru. Tedy mimo jiné,
pokud bychom obraz oto£ili, rozmazali a oto£ili zase zp¥t, vysledek by m¥l byt stejny, jako kdy® obraz
pouze rozma®eme (a° na drobné zm¥ny zp-sobené rotaci, tj. interpolaci diskrétnich dat). Z toho plyne,
e spektrumK (; ) by m¥lo byt vyjadeitelné jako K ( ) pro 2= 2+ 2 tedy hodnotaK v konkrétnim
bod¥ by m¥la zaviset pouze na vzdalenosti bodu od pof£atku. M-°eme ji chapat jako vahovou funkci
na frekvence.

Od tohoto mista dal ji°® budeme pracovat ji° jen s K ( ) misto K(; ). Funkce k, které toto spl-uji,
t¥ch je samoz°ejm¥ nekone£n¥ mnoho a velmi mnoho r-znych typ- a tvar-.

Je ov2em jedna funkce, ktera se pou®iva k nejhloup¥j2imu rozmazani, kterd toto nespl-uje. Je to
funkce k takova, ktera je nulova v2ude s vyjimkou £tvercového okoli zpracovavaného bodu, na n¥m®° je
konstantni. K je v takovém p°ipad¥ funkce typu2™ 3" (a° na n¥jaké konstanty), co® takové spektrum
rozhodn¥ neni st°edov¥ symetrické, nejde vyjad®it jen v zavislosti na.

3. Nezapornost K ( ). Funkci K ( ) m-°eme také chapat jako vahovou funkci na frekvence. Jak moc
data na té které frekvenci zachovame, £i potlafime. Z £eho® plyne, °e by hodnotg ( ) m¥ly byt
nezaporné. Logické by bylo, aby byly mezi nulou a jednifkou, na druhou stranu omezenim dat na
n¥kterych frekvencich dojde o omezeni rozsahu hodnot, jak jsme mohli vid¥t na obrazku B.1, a tak
abychom roztahli data na p-vodni rozsah hodnot, m-°e davat smysl mit vahy v¥t2i ne® 1. Horni mez ale
neni tak d-leita, klifové je, °e dolni mez je nula. Pokud by pro n¥které frekvence byla vaha zaporna,
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mohla by se ndm tato frekvence v obrazu vyskytnout v negativu. Zpravidla to neni post°ehnutelné
vizualn¥, ale takovy obraz by nebyl vhodny pro dal?i analyzu. Podminka nezapornosti je d-vodem, pro£
konvolu£ni jadro typu jednotkovy zub neni vhodné, funkce®™- nabyva i zapornych hodnot. Abychom
byli korektni, pou®ijeme-li funkci jednotkového zubu kruhov¥ symetricky (funkce nabyva hodnoty 1 na
kruhu se st°edem v po£atku, jinak nabyva hodnoty 0), jako transformaci dostaneme Besselovu funkci.
Besselovym funkcim se zde v¥novat nebudeme, jeji pr-b¥h ovzem peipomind-.

4. Monotonnost v-£i frekvencim. Stale je pot°eba mit na pams¥ti, ° nam jde o rozmazani obrazu, a
tedy by bylo vhodné, aby vy#i frekvence byly potlaEeny vice ne® ni®2%i. Obecn¥, pro; < » bychom
m¥li mit K( 1) K( 2), . K( ) je nerostouci funkce.

Na tomto mist¥ neni od v¥ci inspirovat se v n¥jakém slovniku Fourierovy transformace, kde najdeme
funkce i s jejich spektry, osobn¥ doporufuji nap°iklad anglickou Wikipedii[[35], my poufivame Fourierovu
transformaci ve tvaru t°etiho sloupce, tj. Fourier transform non-unitary, angular frequency. Pojeme se tedy
podivat do tabulky, jaké funkce spl-uji v2echny uvedené p°edpoklady. Zde si uvedeme £ty°i zakladni funkce,
obecn¥ takové zadani mohou splnit i dal?i funkcek, v2echny typu kopefek! kopefek .

(a) _
k(r) =sinc(ar) = sinar

) K()= a%lrect 7a (3.3)

pro a > 0; kde rect je funkce jednotkového zubu nenulova prcn 0;5; 0;5i, viz p°iklad [L.3F9 Wja-
d°eni pomoci sinu samoz°ejm¥ plati s vyjimkou bod®. Jedn& se o velmi zakladni konvolu£ni jadro,
p°i pohledu na jeho spektrum vidime, °e pro informace na frekvencich od nuly da jsou zcela zacho-
vany, zatimco od této hodnoty dal jsou zcela odstran¥ny. Co je takové neintuitivni, je, °e hodnotk(r)
nabyvaji jak kladnych, tak zapornych hodnot, a tedy n¥které hodnoty pixel- v okoli jsou p°i vypo£tu
konvoluce nasobeny kladnymi, jiné zapornymi vahami (potencialn¥ n¥které nulou). Pro svou jedno-
duchost ve spektru se tento Itr v praxi pouCiva, i kdy® Itry uvedené ni® jsou £ast¥ji, p°edeviim
Gauss:v.

(b)

k(r) = sinc?(ar) ) K()= a}lm TS

pro a > 0; kde tri( x) = max(1 j xj;0) je funkce tzv. trojuahelnikova funkce, ktera vznikne konvoluci
funkce rect samy se sebou i diky tomu, °e zde manm€r) jako sou£ink(r) z p°edchoziho bodu samotného
se sebou, tedy jeho druhou mocninou. (Co° je moc krasn¥ vid¥t na animaci na n¥mecké Wikipedii
k pojmu Dreiecksfunktion [34]).

(©) r
k(n=e & ) K()= e

pro a > 0; tedy Gaussova funkce. Toto je s p°ehledem nejfast¥ji pou®ivany Itr pro rozost°eni obraz-.
D-vodem je p°edev2im to, % funkce je monotdnni nejen ve spektru, ale i v prostoru, co® je tak n¥jak
intuitivni p°edpoklad, °e vahy pixel- pro konvoluci se vzdalenosti od centralniho pixelu klesaji, i kdy®°

z fourierovské teorie tento p°edpoklad nevyplyva. P°edchozi dv¥ funkce (a) a (b) tento p°edpoklad
nespl-uji. Dal?i p°ilemnou vlastnosti Gaussovy funkce je to, %e jeji transformaci je stale Gaussova
funkce, tedy je zachovan typ funkce. Gaussovsky ltr je implementovan v mnoha b¥°nych softwarech,
dokonce se tam uCivatel p°imo setka s popisem, % se jedna o Gaussovu funkci, nap®. byva uvedeno
Gaussian blur .

Ovztah ( m-°eme odvodit nasledovn¥: Za pouciti v¥ty o transformaci z transformace (v¥ta 1{30) & se znalosti p°ikladu 1
odvodime, %e F fF f rect(t)gg=2 rect(t)= F sincs— . Pak oznaf£imef(r) = sinc ;- a nasledn¥ hledanou funkci budeme mit

jako k(r) = sinc ar = f1(2 ar ). Pomoci v¥ty 0 zm¥n¥ m¥°itka (v¥ta) pak dostanemeK ( ) =2 rect 5 ﬁ = %rect 5
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(d)
2a

a2 + 2
pro a > 0; tedy (oboustrann¥) klesajici exponencialni funkce, jeji° transformaci je Lorentzova funkce,
viz p°iklad [1.39.
Co m-%° byt d-vodem rozmazavat obraz? D-vodem k rozmazani obrazu, tj. potlafeni informaci na
vy2ich prostorovych frekvencich byva zpravidla potlafeni aditivniho 2umu. Vyrazn¥ £ast¥j2im d-vodem je

pouCiti rozmazaného obrazu jako tzv.neostré maskypro zaost’°eni obrazu. Zaost’eny obraz m-°eme vyjad°it
jako

k(nj=e = ) K()=

h(x;y)= f(xy) m glxy)=f m f(xy) kixy); (3.4)
kde m 2 (0;1) je mira zaost°eni s tim, °e pokud chceme zachovat p-vodni rozsah hodnot, bude pot°eba
jet¥ linearn¥ roztahnout hodnoty funkceh na p-vodni rozsah. Takto sestrojeny high-pass Itr pro zaost®eni
obrazu zavisi na dvou parametrech, konvoluEnim jadrik a mi°e zaost°enim. Zpravidla pro ltry, které
zaost°uji jemn¥j2i detally, tj. pou®iji siln¥j2i low-pass Itr, nap®. 2tihlej2i Gaussovu funkci v prostoru, se
pouCivaji vy22i miry m ne® pro v¥t?i struktury. V b¥°nych softwarech se tyto dva parametry zpravidla daji
nastavit, nap®. v GIMPu se p°i pouiti Filters ! Enhance! Sharpen (Unsharp mask) nastavuji parametry
Radius a Amount.

V praxi se m-°e hodit pou®iti vice neostrych masek naraz, ka°da z nich zvyraz-ujici jinak velké struktury,
nap°iklad Gaussovy funkce pro r-zné . Vztah (B.4) pak nahradime obecn¥j?im tvarem

h(x;y)=1f mg f(xy) ki(xy) mz2 f(xy) ka(xiy) 0 mp f(Xy) Ka(Xy):

3.3.2 Odstran¥ni periodickych struktur z obrazu notch Itr

Jednou z dal?ich oblasti, kde je Fourierova transformace mocnd, je nakladani s periodickymi strukturami
v obraze vEetn¥ jejich odstran¥ni. Typickym p°ikladem jsou nap°iklad struktury viditelné na fotogra i na-
skenované z novin. Takové struktury mohou ale vznikat i jako vlastnost n¥jaké sloCit¥j2i optické soustavy.
V anglické literatu®e se takovym strukturam °ik& periodic noise a Itr-m k tomu pou®ivanym ve frekven£ni
oblasti se °ika notch ltry (anglicky notch znamenda z&°ez, vrub). V této sekci si ukd®eme, jak vyueit
Fourierovu transformaci k odstran¥ni necht¥nych periodickych struktur z obrazu. Jako ukézkovy obréazek si
vezmeme obrézek Cook obrazek 3.12a. P°i detailnim studiu obrazku je vid¥t, °e v obrazku je periodicka
struktura, ktera vznikla novinovym tiskem a naslednym skenovanim. Tim, ®e struktura je velmi jemna a pra-
videlnd, projevi se na konkrétnich vysokych frekvencich, co? je viditelné na logaritmickém spektru obrazek
[3.12b. Je jasné, °e cilem Itrace bude peaky odpovidajici necht¥nym periodickym strukturdm odstranit, jen
jde o to, jak kvalitn¥. Nejjednodu?3i a b¥°n¥ pouCivany postup spofiva v nahrazeni £4asti spektra, ve které
se peaky nachazeji, nulami. Tento postup je ilustrovan na obrazk[ 3.13. Oblasti jsem na2la ruEn¥, je nutné,
aby peaky byly odstran¥ny p°esn¥ symetricky, aby byla zachovana reélnost obrazu. Zvolila jsem kru®nice o
polom¥ru 15. | p°es svou jednoduchost je tento postup velmi efektivni.

Je ov2em pot°eba si uv¥domit, °e idealni obraz neobsahujici necht¥né periodické struktury nebude mit
takové diry ve spektru, ale spektrum bude v t¥chto mistech vypadat n¥jak ofekavateln¥, bez d¥r. Dirami
jsme toti® zp-sobili, °e p°esto®e jiné okolni frekvence se v obrazu vyskytuji v n¥jakém b¥°ném zastoupeni,
vymazané frekvence se v obrazu nevyskytuji v-bec. Korektn¥j2i notch Itr tedy bude nahrazovat ne nulami,
ale n¥jakymi of£ekavanymi hodnotami spektra. Je vhodné tedy pou®it n¥jakou interpolaci, jeji konkrétni tvar
bude zaviset na tvaru peaku. Navic je pot°eba si uv¥domit, °e spektrum je komplexni a faze se velmi rychle
m¥ni, nema tedy smysl interpolovat n¥jak realnou nebo imaginarni £ast, interpolace dava smysl v amplitud¥,
fazi nechat nezm¥n¥nou. Navic ja jsem odstranila relativn¥ velké oblasti, i body spektra, které nebyly zasa®eny
necht¥nymi strukturami. V p°ipad¥ dat pro v¥decké U£ely je pot°eba odstranit pouze zasa®ené body, n¥jak je
detekovat. A ty pak interpolovat. Zda®ilou implementaci takového Itru na astronomicka data m-°ete najit
v bakala®°ské praci[Z28].

Je ovZem pot°eba si uv¥domit, °e cely tento postup p°edpoklada, °e k n¥jakému idealnimu obraZubyl
p°iften obraz periodickych struktur g a my mame k dispozici jen tento soufet a sna’ime se ziskat obréiz
V praxi to ovZem v-bec nemusi byt soufet, obraz m-%e byt nap°iklad po2kozen tim vic, £im je vy??i jas, tedy
multiplikativn¥. Nebo také UpIn¥ jinak. V takovych situacich je to slo®it¥j2i, vysledek po pouCiti notch Itru
nebude tak dobry jako v p°ipad¥ aditivniho vlivu, ale £asto je to i tak velmi dobré °e2eni.
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@ (b)

Obrazek 3.12: Obrazek Cook a jeho logaritmické spektrum.

@ (b)

Obrazek 3.13: Logaritmické spektrum obrazku Cook, kde oblasti peak- odpovidajicich periodickym struktu-
ram jsou nahrazeny nulami. Obrazek Cook po zp¥tné transformaci takto upraveného spekitra.

3.4 Sesazovani obraz- fazova korelace

V této sekci si odvodime aparat pro sesazovani digitalnich obraz-. Sesazovani obraz- je Gloha, kdy hledame
vzajemnou geometrickou transformaci mezi obrazy, které zobrazuji to stejné nebo se £aste£n¥ p°ekryvaji.
D-vody, prof n¥co takového d¥lat, jsou velmi r-znorodé, m-°e to byt nap°iklad slo®eni men2ich £astef£n¥
se p°ekryvajicich obraz- v jeden v¥t2i, tedy mozaikovani, m-°e to byt slo®eni v¥t2iho po£tu obraz- tého®,
p°iEem?° vysledny obraz ma vy?3i kvalitu (men2i 2um, p°ipadn¥ vy2?i dynamicky rozsah). Metody sesazovani
se mohou lizit podle toho, zda o£ekavana geometrickd transformace je obecnd, nebo zda se jedna o podobnost
(zm¥na m¥°itka, rotace, posun), nebo zda jsou obrazy vzajemn¥ pouze posunuté. Takté® je d-le°ité, jak moc
z°etelné jsou struktury v obrazech. Samoz°ejm¥ pokud jdou struktury ostré a z°etelné a sesazovanych obraz-
je par, je mo°na pouCivat n¥jaké ru£ni metody s oznafovanim bod-. Metoda, kterou si p°edstavime zde, je
velmi robustni, nepot°ebuje nijak ostré hrany, pracuje navic diky Fourierov¥ transformaci s obrazem jako
celkem.

Digitalni obrazy si zde budeme modelovat jako funkce dvou reélnych prom¥nnych, a to p°edevzim proto, °e
necelofiselna posunuti a p°edevzim rotace a zm¥ny m¥°itka se na diskrétnich maticich velmi 2patn¥ modeluji.
Proto odvozeni provadime na funkcich dvou redlnych prom¥nnych a a° vlastni vypo£ty provadime samoz°ejm¥
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diskrétn¥, co® zpravidla p°i aplikaci nalezenych transformaci znamena interpolace obrazovych dat. PouCiti
funkce dvou realnych prom¥nnych ospravedi-uje i odvozeni DFT z FT funkci se omezenym nosi£em uvedené
v sekciZ.15.

3.4.1 Posunuti

Zdroj: [9, 17
Budeme mit dv¥ funkce, které jsou vzajemn¥ posunuté, (x;y) a

fa(x;y) = f1(x  Xojy VYo):

My ov2em jsme v aplikacich v situaci, kdy zname vicemén¥ pr-b¥h funkce popsany matici hodnot v diskrét-
nich bodech a neznamy vektor posunut(Xo; yo) hledame. V p°ipad¥ posunutych funkci se jejich spektra li2i
pouze ve fazi

Fo(; )= Fa(; e i( X0+ yo)-

Jak jsme si uvedli v sekc[ 1.2, plati
Ff (x xoy Yyog=e '(Xorvo):

Srovnanim poslednich dvou vztah- vidime, °e bychom pot°ebovali ziskat jen to fazové posunuti, pak ud¥lat
Zp¥tnou transformaci a jsme hotovi. Ale jak na to? Co t°eba

f ,f =F 1 =
(Tf2) JF1j iFa]

? (3.5)
Tento vzorec bude fungovat a je to vysledny vzorec pro fazovou korelaci. Pro ov¥°eni je2t¥ dosadimeRzaa
dostavame
. )
F1 Fpe (xo*yo) . F1Fy

f ,f = F 1 - =F rree——
(f1;f2) jF1j Fie i(xo*yo) JF1) jF4j

d(xo* yo)

no 0
=F 1 1 dXorYoy = (x+ xqy+ yo):

Oznafeni ( f1;f2) je mé vlastni, v literatu®e jsem po°adn¥ °adné oznafeni vzorce nevid¥la. Pokud se tedy
dva obrazy lizi pouze posunutim, ziskdme aplikaci fazové korelace deltu posunutou prav¥ o vektor posunuti
t¥ch dvou obraz-.

Pro£ je tam nutné to komplexni sdru®eni? Proto, °e pot°ebujeme v £itateli ziskat inkriminovanou kom-
plexni exponencialu kratjFij jF1j, co® prav¥jFij jF1j = F1 F,; (rovnost se da velmi rychle odvodit, kdy®
misto F; budeme uva®ovata + hi). Samoz°ejm¥ se m-°eme rozhodnout pou®it komplexni sdru®eni u prvni
z funkci, ne druhé, co® bude ekvivalentni, jen budou vychazet opagné vektory posunuti.

Co se ov2em stane, kdy® pouCijeme vzored (3|5) na obrazy, které se li?i vice ne® posunutim, t°eba 2umem?
Bez d-kazu (jak p°esn¥ ho vlastn¥ d¥lat?) si zde uvedeme, °e v takovém p°ipad¥ nam vzorec da funkci, ktera
bude mit vyrazné maximum na sou°adnicich odpovidajicich posunuti. Abychom mohli hledat maximum
n¥jaké funkce, pot°ebujeme, aby tato funkce nabyvala pouze realnych hodnot. Toto je na2t¥sti spIn¥no pro
jakékoli dv¥ funkcef 1; f o, které nabyvaji realnych hodnot (a maji omezeny nosif), jak si hned uka®eme.

V¥ta 3.1. Nech fq1;f22L1(R). Pak F 1fF, F, g je realna funkce.
D-kaz.
F YR ) Fo(s )alxy)=F MR fi(xy)g Ffy( X y)gg=
=F MEffixy) fo( x5 y)=fixy) f2( x5 y)og:

Wyu®ili jsme v¥tu o transformaci z konvoluce[1.49, nasledn¥ v¥tu o transformace komplexn¥ sdru®ené funkce
a v poslednim kroku toho, °e se jedna o funkci nabyvajici pouze reédlnych hodnot (v¥ta 1]55). O

1 Aparét pro posunuti urfeni posunuti dvou obraz- pomoci fazové korelace poprvé publikovali v roce 1977 Kuglin a Hines
[L7]. Detailn¥ jej rozebiram ve své diplomové praci [9].
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Zbyva je?t¥ vy°e?it nasledek d¥leni amplitudovymi spektry. Zde vyutijeme v¥tu 1.5¢ a vidime, °e pod¥leni
amplitudovymi spektry spl-uje p°edpoklady na funkciG diky st®edové symetrii amplitudového spektra realné
funkce (v¥ta[1.56). Jediny p°ipad, kdy tyto p°edpoklady spin¥ny nejsou, je p°ipad, kdy n¥které ze spekter
nabyva v n¥kterych bodech nulovych hodnot, d¥leni nulou je problém. V realnych aplikacich s digitalnimi
obrazy tato situace prakticky nenastava, ale i tak je vhodné toto ve vzorci o2et°it. Vzorec zmodi kujeme na

Fi F, .

(iFa+") (Fai+")
kde" je n¥jaké malé kladné realné £islo, p°edpoklady pro funkde z-stavaji spin¥ny, i funkce - je tedy pro
realné vstupy redlna. P°idani" nas p°isouva o kousek bli°e ke k°i°ové korelaci, kterd ma jen £itatel a neméa
jmenovatel. | ta ma v inkriminovaném bod¥ maximum, jen zdaleka neni tak hezké jako u fazové korelace.

Dale v zavislosti na kvalit¥ obrazu a jeho dal?ich vlastnostech m-°eme vzorec je2t¥ vice modi kovat.
Nap°iklad n¥které frekvence mohou byt pro sesazeni irelevantni, neni na nich nic p°inosného pro sesazeni.
Nap°iklad 2um na vy2ich frekvencich nebo naopak celkovy jas obrazu, vin¥tace a podobn¥ na frekvencich
nizkych. Pak dava smysl pouit p°ed zp¥tnou transformaci vhodnou vahovou funkci, ktera splﬂi p°edpoklady
pro vahovou funkci G ve v¥t¥, idedln¥ je zavisla pouze na na vzdalenosti od pofatks = 2+ 2

(fyf)=F !

(Faj+ ") (F2+")

Stale po v2ech t¥chto modi kacich plati, °e ziskana funkce nabyva realnych hodnot, m-°eme hledat jeji
maximum. Funkci si m-°eme vykreslit, zkontrolovat, °¢ maximum je jediné, pokud neni nebo neni dost
hezké , je pot°eba postup n¥jak dale modi kovat, 8" u°® zm¥nami funkceH , nebo n¥jakou vhodnou modi kaci
vstupnich obraz-. Dal2i mo®nosti modi kace funkce  je n¥jaka lItrace aplikovana na tuto funkci a° po
zp¥tné transformaci, p°edeviim n¥jaké rozmazani konvoluce s vhodnym jadrem. To je sice ekvivalentni
s vhodnou funkciH ( ), ov2em v p°ipad¥ konvoluce stafi pofitat jen s n¥jakym men2im okolim maxima,
ne s celou funkci (pokud tedy n¥jaké viditelné maximum mame). P°i vykreslovani poufivame funkci
zpermutovanou podobn¥ jako spektra, a to z toho d-vodu, aby posuny blizké nule nebyly kolem bodj®; 0],
aby ziskany peak nebyl nijak roztr°eny a dal se prohli°et. Jen sou®adnice takto zobrazeného peaku je pot°eba
spravn¥ p°epo£itat na vektor posunuti.

P°ed pouCitim fazové korelace je vhodné odstranit okraje obrazu viz Gvod této kapitoly. Pokud bychom
tak neu£inili, mohly by nam skoky na p°echodu do sousedniho obrazu u periodického pokrafovani zp-sobit
peak na sou®adnicichl0; 0]. Tento peak tam stejn¥ alespo- £aste£n¥ vznika, nap®iklad z d-vodu struktury
snima£e nebo prachu na snima&i.

Zav¥rem si uv¥domme mocnost tohoto postupu. Na vstupu mame dva obrazy, na vystupu peak, jeho®
sou’adnice ndm udavaji hledany vektor posunuti. Pracujeme-li davkov¥ s v¥t2im po£tem obraz-, které maji
obdobné vlastnosti, je mo°né parametry (vice mén¥ funkcH ) jednou nastavit vizualn¥ zkou2enim a sledo-
vanim peaku a pak hromadn¥ pou®it zcela automaticky na vZechny obrazy. Obrazy nemusi obsahovat nijak
ostré hrany nebo p°esn¥ oznafitelné struktury, metoda je velmi robustni.

w ()= F 1 OH()

3.4.2 Oto£eni, posun
Zdroj: [9] 22]

Metody prezentované v této a nasledujici £asti jsou relativn¥ velmi mladé, teprve z 90. let 20. stoleti,
co° je zp-sobeno p°edevzim tim, %e d°iv¥j2i vypoLetni technika neumo®-ovala v rozumnych £asech vypo£ty
s n¥kolika Fourierovymi transformacemi po sob¥.

Otofeni kolem n¥jakého obecného st°edu je toté°, co otofeni kolem pofatku a posun. Diky tomu se
m-°eme omezit pouze tuto druhou variantu. ZaEneme oto£enim kolem po£atku. M¥jme tedy k funkdii (x;y)
funkci

fa(x;y) = f1(xcos ysin ;x sin + ycos ):

Z v¥ty [1.52 u° vime, %e
Fa(; )= Fi( cos sin; sin + cos):
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Klifovou my2lenkou pouCiti fazové korelace pro oto£ené obrazy je ta, se kterou p°idli v roce ]@96 Reddy a
Chatterji [22]. PouCijeme amplitudova spektra a p°evedeme je do polarni soustavy sou®adné.= 2+ 2

= cos, = sin" Pokud amplitudové spektrum f; je v polarni soustav¥ souadnéAl(;' ), pak
amplitudové spektrum druhého je

AS(;' )= Ay( cos' cos sin' sin; cos sin + sin' cos )=
= Ay( cos( + ); sin( + )= Al + )

Ter vidime, % v polarni soustav¥ sou°adné se funkce li?i pouze o posunpodél osy' . Znate to s tim,
jak matematik va°i kafe, ne’E] Posuny umime hledat pomoci fazové korelace. Tak®e pomoci fazové korelace
aplikované na amplitudova spektra v polarni soustav¥ sou®adné zjistime Uhel pooto£eni funkci, ten poucijeme
tak, °e funkci pooto£ime, aby ji° byly nato£ené stejn¥. Ze symetrie amplitudového spektra realné funkce vime,
%e stafi brat jen jeho polovinu ve smyslu osy .

Je2t¥ nam zbyva vy°e?t ten posun, ktery jsme na za£atku vynechali. Vlastn¥ jde o otof£eni kolem nezna-
mého st’edu. Nov¥ tedy budeme p°edpokladat funkdi, takovou, °e

fa(x;y) = f1(xcos ysin Xp;XSin +ycos  Yp):
Kombinaci v¥t o posunu a o rotaci snadno zjistime, °e
Fo(; )= Fi( cos sin; sin + cos )e (Xo*yo):

Ucasné pro fazovou korelaci tea je to, °e exponenciéla na konci posledniho vztahu ma vliv jen na fazové
spektrum, v amplitudovém se neprojevi. Tak® i kdy® funkce byly vzajemn¥ pootof£ené, v amplitudovych
spektrech ji° tato informace o oto£eni neni obsaena. M-°eme tedy pouCit postup vy2e, pomoci kterého
ur£ime Uhel oto£eni funkci v-£i sob¥. Ten kompenzujeme otof£enim jedné z funkci a nasledn¥ nam zbyde u®
jen posun. Ten urEime pomoci fazové korelace dle sekce 34.1. Aby bylo co sesazovat, aby byly struktury
amplitudového spektra dob°e viditelné, pou®ijeme misto amplitudového spektra spektrum logaritmické.

3.4.3 Zm¥na m¥°itka, rotace, posun

Zdroje: [9,[22]

Nejobecn¥j?i p°ipad, jakym se budeme zabyvat, bude zm¥na m¥°itka, rotace a posun. My2lenka bude
analogicka jako u rotace a posunu. K funkcif 1(x;y) tedy budeme mit funkci

fao(x;y) = f1( x cos y sin Xp; X Sin + y coS  Yp):

Jeji fourierovské spektrum je
1 . . i
Fo(; )= —F1 —cos —sin; —sin + —cos e (Xo* Yol

Posun se projevil exponencialou, ktera se nasledn¥ v amplitudovém spektru neprojevi.

1 . .
Ax(; )= A1 — cos  —sin; —sin + —cos
g ij itmi arni ° o '
Tentokrat pouCijeme logaritmicko-polarni soustavu sou®adnou, tedye = + 4 =e cos; =

e sin' . Pokud amplitudové spektrum f1 je v logaritmicko-polarni soustav¥ sou°adnéf\'1p( '), pak ampli-
tudové spektrum druhého je

1 e e . . e . e .
A'Zp(;' )= —2A1 — coS' cos —sin' sin ; —cos' sin + —sin' cos =

= %Al(e N cos( + );e ™ sin( + )=APC I o+ )

12pro ty, kte°i neznaji: Kafe budeme vacit t°eba rozpustné. ZaEneme tim, °%e vezmeme z police 24lek, ze 2upliku I°ifku a z jiné
police sklenici s kavou, I°ifkou dame do hrnifku po®adované mnao°stvi kavy, sklenici uklidime, I°iEku nechame v 2alku, 2alek
nechame na stole. Do konvice nabereme vodu a zapneme ji. A tak dale, v2ak vite. Co d¥la matematik v okameiku, kdy na stole
stoji konvice a v ni voda, vedle ni 2alek s rozpustnou kavou a v n¥m I[°ifka? Z 2alku vysype kavu do sklenice, I%£ku da do
2upliku, vodu vylije, konvici uklidi k podstavci a dal u® postup zna.
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Op#¥t vidime, °e jak zm¥na m¥°itka, tak rotace se projevily jako posun. Vezm¥me tedy amplitudova spektra
v logaritmicko-polarni soustav¥ sou®adné, pomoci fazové korelace zjistime koe cient zm¥ny m¥°itka a thel
rotace, ty na obrazy pouCijeme tak, aby ji° byly natof£ené stejn¥ a m¥ly stejné m¥°itko. Nasledn¥ ji° zbyva jen
urEit¥ posunuti pomoci fazové korelace. Op¥t pouCijeme misto amplitudovych spekter spektra logaritmicka.

Ukazka toho, jak vypada v p°ipad¥ otof£eni a zm¥ny m¥°itka amplitudové spektrum a amplitudové speki-
rum v logaritmicko-polarni soustav¥ sou°adné, je na obrazku 3.14.

(@) (b) ()

(d) (e) ()

Obrazek 3.14: Zm¥na m¥°itka a otofeni ukézka logaritmického spektra a logaritmického spektra v
logaritmicko-polarni soustav¥ sou®adné. (a) Obrazek Vipan s odstran¥nymi okraji. (b) Logaritmické spektrum
obrazu (a). (c) Logaritmické spektrum obrazku (a) v logaritmicko-polarni soustav¥ sou°adné. (d) Obrazek
Vipan pootofeny a zv¥t2eny, pak odstran¥ny okraje. (e) Logaritmické spektrum obrazu (d), nefekané struk-
tury v rozich (které z 2ikmého k°i°e d¥laji tvar podobny svastice) patrn¥ zp-sobeny tim, °e obrazek byl
Zv¥t2en um¥le, zv¥t2eni v prostoru ma za nasledek zmen2eni ve spektru, a tedy v rozich vidime vlastn¥
periodické pokrafEovani p-vodniho spektra. (f) Logaritmické spektrum obrazku (d) v logaritmicko-polarni
soustav¥ sou®adné. Pravo-levy posun mezi obrazky (c) a (f) je mo°né ofima viditelny, vrcho-spodni je jasn¥
viditelny diky ostrym vodorovnym strukturam.

3.4.4 Pro£ se fazové korelaci °ika fazova korelace, vztah ke konvoluci
Zdroje: [9,[14]
Z teorie pravd¥podobnosti, ale nejen odtud zndme k°i®ovou korelaci dvou funkdig : R! C a jejich
konvoluci jako
A A
(f a(s)= f (Ho(t+ s)dt; (f o(t)y= f(sgt s)ds:
1 1

My navic mame funkce jen realné, tji.f;g : R! R, co® ov2em nevadi a m-°eme zatim nechat vzorce, jak
jsou a uvidime, °e i kdyby funkce realné nebyly, bude to i tak fungovat. Pojeme vyjad°it k°i®ovou korelaci

66



pomoci konvoluce.

Z { = u Z
fg= f (Holt+s)dt= = f(Cugs uwdu=f ( u) g(u)
d = du
1 1
Na ob¥ strany rovnosti aplikujeme Fourierovu transformaci a vyuCijeme toho, °e Fourierova transformace

z konvoluce je soufin spekter (v¥ta 1.26).

Fff gg=Fff ( u g(wg=Fff ( ug Ffg(u)g

Dale vyu®ijeme dv¥ zékladni vlastnosti Fourierovy transformace, a toFff g=F ( ) aFff( t)g =
F( ). Z t¥ch dohromady vyvodime, °eFff ( t)g=F ( ( ))= F (), z £eho® vyvodime, %e

Fff ogg=F ()G():

Na rovnost aplikujeme zp¥tnou Fourierovu transformaci, co® nam umo®ni ziskat vyjad°eni k°i°ové korelace
pomoci spekter korelovanych funkci (a zp¥tné Fourierovy transformace).

f g=F fF Gg

Toto vyjad°eni neni jen hezky teoreticky vysledek, ale ma navic praktické u®iti v tom, °e vypo£et Fourierovy
transformace byva v softwarech optimalizovan a tento vzorec tak umo®-uje velmi efektivni vypo£et k°i°ové
korelace, vyrazn¥ efektivn¥ji ne® z de nice. Fazovéa korelace je korelace ne celych funkci, ale pouze jejich fazi.
Tj. misto spekter poulijeme spektra pod¥lena amplitudami. Vysledn¥ tedy budeme mit

1 F G
IFj IGj
Zda se vam, % v pasa’ o fazové korelaci a sesazovani obraz- jsme m¥li komplexni sdru®eni ne u prvniho
spektra, ale u druhého? Zda se vam to spravn¥. Ale to u® tak holt je, °e v r-znych oblastech je obfas

r-zné zna£eni. Ony jsou ty vzorce v podstat¥ ekvivalentni, jen sou°adnice peaku vyjdou na opa£né stran¥ od
po£atku.

3.4.5 Diskrétni obrazy

V p°edchozich sekcich jsme si uvedli princip fazové korelace pro sesazovani digitalnich obraz-. Odvozeni
jsme provedli prav¥ na funkcich dvou realnych prom¥nnych proto, °e i kdy® obrazy byvaji pooto£ené nebo
maji r-zné m¥°itko, n¥co takového je velmi obti°né a nepraktické modelovat pomoci matic. Dochazi tam
toti® ke £teni hodnot pixel- na necelo£iselnych sou’adnicich, co® se d¥la interpolaci. Spojité odvozeni je
oproti tomu velmi ndzorné. Na druhou stranu nakonec realné vypo£ty opravdu ji° probihaji na (diskrétnich)
maticich. V této sekci si tedy uka®eme, jak realny vypo£et fazové korelace probihd pomoci diskrétni Fourierovy
transformace.

Pro posunuté obrazy sice plati v¥ta o posunuti[(2.31), ale ta zahrnuje periodické pokraf£ovani, co® nesedi
na b¥°né vzajemn¥ posunuté obrazy, které jsou jako by ka°dé trochu jinym vy°ezem z té% scény. Jako
model ndm to ov?em posta£i. Pou®ijeme-li vzorec|(3]5) pro fazovou korelaci na diskrétni data, samoz°ejm¥
s tim, °e Fourierova transformace je tea diskrétni Fourierovou transformaci a funkcd 1(x;y);f2(x;y) budou
fo;L:::;N 1g f O;L;:::;N 1g=f0;L:::;N  1g°! C;N 2 Nstim, % fy(x;y)= (X Xoy VYo),
dostaneme

8 2 i 9 .
F, F, 1< Fi Fpe W (Xotyo = _ . F1 Fle%(xo*'yo) _

f ,f =D 1 —=— =D - =D — =
(Tait2) JFa] JF2j " jF4j Fre W (xotyo) ; jF1j2

, (0]
_p ! e%(onfyo) = d(x + Xo;¥ *+ Yo)

s tim, e druh& rovnost vychazi z v¥ty o posunuti, £tvrta ze zakladni vlastnosti komplexnich £is@j? = z z
(prot®e pro z= a+ bijez z =(a+b) (a h)= a® Ki%2= a2+ ? = jzj?) a posledni pak je v¥tou o
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posunuti aplikovanou na diskrétni impulz. Fazovou korelaci dvou posunutych funkci je tedy diskrétni impulz
posunuty tak, °e sou®adnice jeho nenulového prvku (jedni£ky) vyjad°uji posunuti t¥chto dvou funkci.

D-le®ita v¥c, kterou je pot°eba o2et’it, jsou okraje obrazu. Jak u® jsme si uvedli, diskrétni Fourierova
transformace p°istupuje k obrazu, jako by to byla nekone£na 2achovnice slo®ena periodicky z toho obrazu
a jeho dokonalych kopii. Snadno pak dochazi k tomu, °e p°echod z jedné kopie do druhé je nejvyrazn¥j2i
strukturou v oné 2achovnici. Co° je samoz®ejm¥ nevhodné pro zjiz"ovani n¥jakych posun- v obraze, snadno
toti® dostaneme posun nespravny nulovy. Nutnym °e2enim tedy je z obrazu odstranit okraje p°ed vypoftem
fazoveé korelace, jak jsme popsali na zaEatku kapitoly o aplikacich. Obraz s odstran¥nymi okraji je samoz°ejm¥
pouze pomocny pracovni pro urfeni parametr- geometrické transformace, vlastni transformaci provadime
S p-vodnimi obrazy.

3.4.6 Subpixelova p°esnost

Zdroje: |2,[9,8,[14/31]

P°i sesazovani realnych obraz- z principu jejich posunuti nebyva celofiselné. Je tedy £asto vhodné pou®it
metodu, kterd urfi posun obraz- s vy?i p°esnosti. Zv¥t2eni obrazu p°ed sesazovanim vede k vypof£t-m
s obrovskymi maticemi a i tak neumo®ni “adové zvy2eni p°esnosti sesazeni (nap®. desetina pixelu). Vhodn¥j2im
postupem je vyu°it stavajici peak funkce a n¥jak zjistit sou°adnice jeho vrcholu s p°esnosti vy jeden
pixel. Zde se mohou metody li%it v zavislosti na tvaru peaku (jeho 2i°ce), co® zale® p°edevzim na kvalit¥
a mi°e r-znosti sesazovanych obraz-. Pokud je peak velmi Uzky, bli°ici se diskrétnimu impulzu, m-°e byt
vhodné pou®it n¥jakou metodu, ktera proklada vhodnou funkci n¥kolika body v okoli maxima. Pou®iva se
kvadratickd funkce, Gaussova funkce nebo modi kovana funkcé%, kterd vychazi z toho, e v p°ipad¥
obraz- s velmi malym necelofiselnym posunem ma tvar modi kované funkce S'”i‘(ﬂ V p°ipad¥, °e je
peak 2ir?, je vhodné pou®it n¥jakou metodu, ktera zahrne v2echny body ve vhodném okoli. V p°ipad¥ snimk-
slune£ni korény po°izenych b¥hem Uplnych zatm¥ni Slunce se osv¥d£ila metoda, ktera ziskava vektor posunuti
ze sou’adnic t¥°i2t¥ peaku po£itaného p°es vhodné okoli, tedy

(XoiYo) = == o

kde My, je geometricky moment po£itany p°es kruh se st°eder{xo;yo) (sou°adnice maxima jako cela
£isla) o polom¥ru" 2 R*, tedy

XX
My = XKy (X0 + X; Yo+ V); kil=0:1

X2+ y2<"

B¥°n¥ pouCivané hodnoty" jsou 3 a® 8. Vypo£et sou°adnic vrcholu peaku je mo°né provad¥t i iterativn¥ tak,
% se interpolaci zv¥t2i vhodné okoli(Xg;yo) a na n¥m se a°® hleda t¥°i2t¥.
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P°iloha A

Dodatek

A.1 Odvozeni, d-kazy

A.1.1 D-kaz v¥ty o inverzni Fourierov¥ transformaci

Ne° budeme maci pistoupit k samotnému d-kazu, budeme pot°ebovat dokazat n¥jaké pomocné vlastnosti.

Peiklad A.1. Uka‘te, °e
sinpx

dx = = A.l
5 (A1)
0
se2eni. Zdroj: P°iklad vychazi ze zkouzkového p°ikladu z p°edm¥tu Fourier Analysis na Chalmers University

of Technology ve 2védském Goéteborgu 24. °ijna 2009, autorem zadani byl Hjalmar Rosengren.
Zafn¥me tim, °e se omezime na p°ipaul= 1, co® si m-°eme dovolit z d-vodu,

Z z
1 t = px 1 g 1 g
sinpx dx = p _ S|tnt dt _ sint qt
o X dt = pdx o P o Ut

Odvozeni se sklada ze dvou krok-. Nejd®iv uka®eme, °e
i R
¥=lb+ b, cosx); O0<x< ;
n=1

kde Z (n+1)
n .
b = 1 sinx dx:

(n 1 X

Pak vyulijeme této vlastnosti k d-kazu integralu (A.T)|
S8X je sudé funkce, proto ji m-°eme vyjad°it pomoci kosinové °ady jako

ﬁ:@+ by cos(x); O<x<
X 2
n=1
kde 5 zZ
b= 2 %cos(nx)dx: (A.2)
0

Znamy goniometricky vzorec °ika, °e pro realndA; B plati

+
2cosA ZB sinA ZB =sin A sinB:

Vezmeme-li 28 = x; 248 = nx a vyjad°ime A; B, zjistime, %

2sinx cosfx) =sin(x(n+1)) sin(x(n 1)):
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Dosazenim tohoto do vztahub, dostaneme

b, = EZ sinx(n+1)) sin(x(n 1))

dx:
0 X X
1 z sin(x(n + 1)) t=x(n+1) O07!'0 1 Z (n+1) sint
= — > "% dx = = — —dt (A3)
0 X dt=(n+1)dx 7! (n+1) 0 t
Podobny postup nam d4, °e
z z
i (n 1) gj
0 X 0 t

Rozdil vztah- (A.3)] a (A.4)|ndm d& poCadovany vztah pro b, ve tvaru

Z
17 (D) sinx
b, = — dx:

7(n1) X

Dosazenimn = 0 do posledniho vztahu zp-sobi, e dostaneme“% pro x = 0, co® neni de nované, ale

v limit¥ je to rovno 1 a v dalim budeme s jistou davnou nekorektnosti brat, % je to rovnol. S m-%eme
na0<x< psatjako

) Z . Z .
sinx 1 sint 1R (n+1)  sint
—= — —dt+ = cos(x) —dt:
X 2 t n=1 (n 1) t
Polo®ime-li tea x = 0, dostavame

1 sint 1R < () gjnt
1 = = —dt —dt=
2 t hep (1) t
Z
1 sint 1 R (n+1)  gint 1~ sint
= -, pdte s
0 n=1 n 1
n60
To znamena, °e
sint
2 dt =
t
1
a my m-°eme uzav®it, e
1 sinx
— dx =
0 X

O

V¥ta A.2 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma)Nech” f (x) je integrovatelna v absolutni hodnot¥ naR. Pak
plati [24]

!Iilm F()=0:
D-kaz. D-kaz vychazi z [24].

P°edpokladejme nejd°iv, %ef je tvaru

F(x) = ¢ pokuda<x<b

0 jinak
pro n¥jakad a;b;c2 R;a<b, v dalkim budeme pouCivat oznaEenibbdélnikova funkcePak
X ce IX
F()= ce " dx = . ;
a I x=a
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co®jde knule pro ! 1 . Nyni p°edpokladejme, °ef je po £astech konstantni, tj. je linearni kombinaci
obdélnikovych funkci. Diky linearit¥ Riemannova integralu Fourierova transformace funkce je linearni

kombinaci fourierovskych spekter jednotlivych obdélnikovych funkci. Z de nice Riemannova integralu pokud
f je redlna integrovatelna v absolutni hodnot¥, existuje posloupnost obdélnikovych funkdg, takovych, °e

2
Im jfa() () dx=0:

Pak pro ka°dé 2 R

nIli{n iFn() F(Q)j= rI]ilrln fan(x)e ™ dx f (x)e ™ dx

a proto®e f, i f jsou integrovatelné

A
Im Fa() FOI=lm  (fa00  FO0)e X dx

A yA

Im  (fa0) O dx  lim jfa(x) f(x)jdx=0
1 1

Z trojuhelnikové nerovnosti vidime, e

F() J F(C) Fa(Q)i+iFn()j;
kde prvni £len je shora omezefi > 0 pro dostate£n¥ velkéna druhy £len jde k nule pro ' 1 . Proto
!Iilm F()=0:
Pokud f nabyva komplexnich hodnot,
f(x) = u(x) +iv(x);
kde u a v jsou reélné funkce realné prom¥nné integrovatelné v absolutni hodnot¥ R Za p°edpokladu, °e
u(x);v(x) maji spektra U( );V( ), dostavame
!Iilm U()=0; !Iilm V()=0;

proto i
'Iilm F()=0:

Nyni m-°eme p°istoupit k vlastnimu d-kazu v¥ty o inverzni Fourierov¥ transformaci.
D-kaz. D-kaz vychazi z [24].
z

1" z

140 2 -
T F iXdzi
2 (e 2

0
@ f(s)e's dshAe* d
r r
1

Vzhledem k integrovatelnosti funkcef
0 1

1 z, 2 1 2 Z,
— @ f(sleSdshexd == (s dx 9 d ds=
2 r 2 "
1 1
Z : Z .
_ 1 f(s)sm(r(x - S)) ds = 1 (x S)smrs ds:
1 1
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Zavermme si Usporn¥j?i zna£eni pro pravostranné a levostranné limity:
f(x )= lim f(t); f(x™)= lim f(t):
t! x t! x+
Pak m-°eme p°espatf (x s) jako

(f(x+)+(f(x s) f(x*)) pokuds<O

flx 9= f(x )+(f(x s) f(x)) pokuds O

Toto je d-le®ité pro °e2eni bod- nespojitosti funkce f. Vzhledem k tomu, e funkEni hodnota v jediném bod¥
nema vliv na hodnotu Riemannova integralu, neni podstatné, jak se vy°e2i p°ipad = 0. M-°eme ho p°idat
ke kterémukoli z p°ipad- vy2e. Pak m-°eme p°epsat posledni integral jako

2 . Z, .
1t ¢3Sy = 1 FOXAY+(F(x s) F(x*) 0 gs+
1
1
Z
171 i
S fxO)+(f(x s f(x ) smsrst:
0
Z l . Z l .
sinrs f(x) sinrs f(x) f(x)
_ f = = — =
. (x ) S ds , S ds > 5
Zd-vodn¥ni p°edposledni rovnosti °e?i p°iklad A.1 vy?e. Podobn¥
z
1Y ,.sinrs | f(x*).
- f(x") S ds = 5
Zbyva dokazat, °e zbyvajici £leny jdou k nule pror ! 1
Z 1 .
L i s fx ) INrS gs=
0
Z Z
17K [ 171 i
= (f(x s f(x ))S";rS ds+ = (f(x ) f(x ))S'”Srs ds
|2 {z R {z }
oznaEme a(x) ozna£me b(x)
pro pevnéK > 0. Nyni oznaEme
f(x s f(x
o) = romy(9) 5T
pro libovolné pevn¥ zvolené. Pak
2 2 irs irs
a(x) = 1 g(s)sinrsds = 1 g(s)el;dsz %(G( ry G(r));

1 1

kde G je Fourierova transformaceg. Z d-vodu integrovatelnosti funkce f diky Riemannovu-Lebesgueov¥
lemmatu (v¥ta[A.2) vy2e) dostdvamea(x) ! Opror !l :Vzhledem k tomu, %ejsinrsj 1,

i rs = t
b Lt 9ids+ 1 fx )SMSys =
K S K S rds = dt
z z
191 1 if(x )j <1 si
= jf (x s)J—ds+J (x )i Lntdt
K K kr L

Vzhledem k integrovatelnosti funkcef
Z,
jf(x s)jds! OproK !'1 ;
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proto prvni £len jb(x)j jde k nule pro K jdouci do nekone£na. Vlastnost

sinx
—dx= =<1
X 2
0
implikuje 7
1 sint
——dt! OproK!1
Kr t

Proto, zvolime-li libovolné " > 0, m-°eme v°dy najit tak velké K, % jb(x)j <" pro v2echnax 2 R. Dokazali
jsme, %e z,

1 S s 1)

jde k nule pror jdouci do nekone£na. Podobnym zp-sobem m-°eme dokazat, °e

1Zl
- f(x s) f(x%)

sinrs

ds

sinrs
ds

jde k nule pror jdouci do nekone£na. Diky tomu m-°eme uzav’it, °e

Z
. 1" ix _dimy xe FX)+1lim g x (X))
rI!llm 'R rF( e’ d = 5 :

Pokud spektrum F je integrovatelné v absolutni hodnot¥ naR, m-°eme pou®it argumentaci z poznamky
1.12. Dostaneme, % prox 2 R, F 1fFg(x) existuje a je kone£nym £islem. Proto

z 2
1T ix _ ix _ Cdimy xe FX)+lim g x (X))
rl!llmz— rF()e d—z— F()* d =F “fF()g= > :
1
Zav¥rem pokudf je spoijita a integrovatelna,
F YfFf f(xX)gg= f (X):
O
A.1.2 Fourierova transformace Gaussovy funkce
Zdroj: [16]
Nech’
1 x?
f(x)= pzfe 272:
Jeji Fourierova transformace je
2 1 2 1 2 2
F()= |azje72e'X dxzﬁ% e 22e ' dx
1 1
Vzhledem k tomu, °ef je kladna funkce, m-°eme rozd¥lit integral na dva
1 2 x2 1 2 x2
F() = ﬂQ? e 22 cosx dx + 49? e 27jsin x dx =
1 1
| {z }
y 77’
1 b2 2 S1 e X oy
= —p=2 e 272¢cosx dx = p— e27? (x)" dx:
2 o 2 o =g (2N
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Diky v¥t¥ Beppo Leviho [4],

Z
2 R (L, Tt 2
F() = = ((Zn; 2n x?e 27 dx:
S T S 2
I'n
Integraci per partes dostanemd  jako
N x2
I _ Uu = e 22 ud = % ez2?2
n - =
0 — 2 _ 2n+1
Vo= oxe V. = e
2 y2n+l 1 Z, x2n+1 X 2
= ez27 — e 22dx=
2n+1_._, o 2n+1 2
1 “1 2n+l) o 2 1
= 0+ 01— X e22dx= ————Ins1:
22n+1) 22n+1) "t

Pron> 0

2 n
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A.2 ee2eni cviEeni

1. V ramci cvi€eni bylo vypo£tenoD 1fGp(; )g. Pojeme vyjadeit permutaci pomoci posunutého peri-
odického pokrafovani spektraG, Gp(; )= G N7; N7 , a tedy na zaklad¥ v¥ 0 modulaci
NN
2

D *fGp(; )g=D * & 2 = e/ 0Mg(xy):

Aneb posun ve spektru zp-sobi ndsobeni exponencialou v obraze. Ziskat z tolgpje u® pak velmi
jednoduché, stafi spo£itat absolutni hodnotu, ktera exponencialu odstrani.

2. Dostanete obraz st°edov¥ symetricky v-£i p-vodnimu. Pro£? VWnasobit fazi minus jedniEkou znamena
imaginarni slo°ku vynasobit minus jedni£kou (pokud to nevidite, pom-°e jednoduchy nafrtek kom-
plexni roviny), co® je komplexni sdru®eni, tak®e se pou‘ije v¥ta 2.34 o komplexnim sdrueni, ktera
°ika

Dff (xxy)g=F ( ; )

nam se bude hodit spi2e varianta

Dff ( x; y)ga=F (; )

kterd p°esn¥ odpovida na?i situaci. Zav¥rem vidime z posledniho vztahu, °e ziskdme obraz st°edov¥
symetricky v-£i p-vodnimu.
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A.3 Zdrojové kody

A.3.1 Urfeni vyznamnych sm¥r- v obraze Matlab
Zdroj: vychazi z [26)].

f = imread('Bamboo.jpg’); % predpoklada cernobily obrazek

%% Low-pass Hanning
sx = floor((m+1)/2)+1; sy = floor((n+1)/2)+1,;
R = min(sx,sy); r = round(0.8*R); % do r ponechano, mezi r a R postupny prechod, od R nula
for i=1:m
for j = 1:n
rho2=(i-sx)"2+(j-sy)"2; %vzdalenost od stredu, optimalizace kodu
if (rho2>R"2)
f(i.)) = 0;
elseif rho2>r"2
f(i,) = f(i,))*( 0.5 + 0.5*cos(pi*(sqrt(rho2)-r)/(R-r)) );
end
end

end
%% Vykresleni
imagesc(f); colormap gray; axis equal;% vykresleni fotky
F = fft2(f); %transformace
F_shift = fftshift(F); %prohozeni kvadrantu
figure;
Amplit_spek = abs(F_shift);
imagesc(log(Amplit_spek+1)); colormap gray; axis equal;%vykresleni amplitudoveho spektrum
%Amplit_spek=log(Amplit_spek+1); %vyzkousej obe verze, zatim lepe vypada nelogaritmovane

%% Integrace po jednotlivych primkach
param_max = min(floor(m/2),floor(n/2));
param = 0:1l:param_max;

size_param = size(param,2);

Integral = zeros(180,1);
for theta = 1:180
X = sx + cos(theta/180*pi)*param;
y = sy - sin(theta/180*pi)*param;%minus protoze osa y jde dolu

x_down = floor(x);
x_up = ceil(x);
y_down = floor(y);
y_up = ceil(y);
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InterpolovaneAmpSpNaPoloprimce = zeros(size_param,1);
for i = 1l:size_param
it x()<1 || x()>m || y()<1 || y()>n
f(i) = 0; %prepsat, tato podminka nikdy nenastane, je to historicka kontrola, zda nejsme mimc
else
xx = X(i)-x_down(i);
yy = y(i)-y_down(i);
bl = Amplit_spek(x_down(i),y_down(i));
b2 = Amplit_spek(x_up(i),y_down(i))- Amplit_spek(x_down(i),y_down(i));
b3 = Amplit_spek(x_down(i),y_up(i))- Amplit_spek(x_down(i),y_down(i));
b4 = Amplit_spek(x_down(i),y_down(i)) - Amplit_spek(x_up(i),y_down(i)) -...
Amplit_spek(x_down(i),y_up(i)) + Amplit_spek(x_up(i),y_up(i));
InterpolovaneAmpSpNaPoloprimce(i) = bl + b2*xx + b3*yy + b4*xx*yy;
end
end

Integral(theta) = sum(InterpolovaneAmpSpNaPoloprimce);

end
%% Vykresleni

figure
plot(Integral)
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