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P°edmluva

Fourierovská analýza a její aplikace jsou pro m¥ fascinující oblastí aplikované matematiky. Dostala jsem
se k ní tak, ºe jsem m¥la v plánu diplomovou práci na téma n¥jakého speci�ckého vyuºití fázové korelace
jako metody pro sesazování obraz·, ov²em k tomuto vyuºití nikdy nedo²lo, aspo¬ tedy u ne m¥. P°istoupila
jsem k tomu totiº v rámci svého zam¥°ení na detaily po svém. Za£ala jsem od £lánku autor· Reddyho a
Chatterjiho, An FFT-based technique for translation, rotation, and scale-invariant image registration[22] a
nechápav¥ jsem se zeptala: �Pro£1 to platí? Pro£ m·ºu hledat maximum té funkce? Vºdy´ jsou tam komplexní
£ísla. . . � Odpov¥di na mé otázky jsem získala p°edev²ím b¥hem svého erasmovského pobytu na Chalmersov¥
technické univerzit¥ (Chalmers tekniska högskola) ve ²védském Göteborgu v roce 2009, kde jsem absolvovala
se skv¥lým u£itelem Hjalmarem Rosengrenem p°edm¥t Fourierovská analýza (Fourier Analysis). V Göteborgu,
m¥st¥ obklopeném mo°em s malebnými ostr·vky a lesy s modrými jezery a r·ºovými v°esy, jsem na základ¥
p°edná²ek, cvi£ení, diskuzí z p°edná²ejícím a dostupné literatury vytvo°ila zásadní pasáºe diplomové práce,
aparát odpovídající na p·vodní otázku pro£. Na²la jsem d·kazy v¥t, které se u toho pot°ebují. N¥které jsou
tak náro£né, ºe jsem je nepobrala a jen odkázala do literatury, n¥které jsou del²í, ale práv¥ ve ’védsku jsem
k nim na²la cestu. A n¥které jsou naopak tak jednoduché, ºe je v literatu°e ani nenajdete, a tak jsem je
napsala sama.

Dva roky p°ede mnou byla v Göteborgu i moje o rok star²í spoluºa£ka Petra Rozehnalová (tehdy Nová£-
ková), fourierovsky zam¥°ený p°edm¥t tam absolvovala téº, i kdyº s n¥kým jiným a s jiným obsahem. Ob¥
nás fourierovská analýza zaujala, já jsem více na ty obrazy, ona je více numerik p°es diferenciální rovnice.
A tak jsme se rozhodly, ºe na²e znalosti a nad²ení pro fourierovskou analýzu chceme p°edat dál. V roce 2012
jsme jako doktorandky na Ústavu matematiky Fakulty strojního inºenýrství Vysokého u£ení technického
v Brn¥ (ÚM FSI VUT) zaloºily nepovinný p°edm¥t Aplikace Fourierovy analýzy (SF0). První rok jsme ho
vyu£ovaly velmi pestrou skupinu od t°e´ák· aº po na²e spoluºáky doktorandy a na²i studenti nám tehdy
na poslední p°edná²ku donesli p°ekvapení v podob¥ dortu s písmenemF (a pak jsem se dozv¥d¥la historky,
jak paní v cukrárn¥ dostala objednávku naF a kdyº moje spoluºa£ka pro dort p°i²la, bylo na n¥m F, paní
cukrá°ka v·bec nechápala, v £em je problém, ºe prý to je jedno, na²t¥stí to zvládla opravit). V pozd¥j²ích
letech m¥l p°edm¥t r·zné p°estávky z d·vodu mých, p°ípadn¥ Pet°iných rodi£ovských radostí a starostí a
od roku 2020 p°inesl do p°edm¥tu sv¥ºí vítr doktorand na ÚM FSI VUT Jind°ich Dospiva (tehdy Dvo°ák),
absolvent Fyzikálního inºenýrství a nanotechnologií. V roce 2022 jsme se rozhodli, ºe p°edm¥tu pom·ºe, kdyº
poznámky sepsané po r·zných papírech, salátovité kusy mé diplomky a dizertace a r·zné dal²í zdroje n¥jak
dáme dohromady, a tak jsem se pustila do sepisování prvotního pokusu o skripta. S pomocí v teoretické £ásti
se pak p°idala doktorandka ÚM FSI Petra Kalenská (tehdy Kosová). Od roku 2024 byla témata ze skript
za°azena i do p°edm¥tu Numerické metody analýzy obraz· (TNM) ur£eného pro studenty pátého ro£níku
obor· Matematické inºenýrství, Fyzikální inºenýrství a nanotechnologie a P°esná mechanika a optika.

Cílem skript je podat teorii pot°ebnou pro aplikace fourierovské analýzy ve £tivé form¥ tak, aby byl
text uchopitelný pro absolventy základních kurz· vysoko²kolské matematiky se zájmem o zpracování obraz·.
(Základními kurzy matematiky se zde myslí Matematika 1, 2 a 3 v rámci FSI VUT nebo jim odpovídající
p°edm¥ty jiných obor·, hodit se mohou i základy funkcionální analýzy a teorie pravd¥podobnosti. Po£ítá
se p°edev²ím se znalostí komplexních £ísel, integrál· funkcí jedné prom¥nné v£etn¥ nevlastních integrál·,
integrál· funkcí dvou prom¥nných, Fourierových °ad.) Krom¥ de�nic, v¥t a jejich d·kaz· v textu najdete i
doprovodný text, odkazy na souvislosti a aplikace. I v aplika£ní £ásti si tato skripta kladou za cíl maximální
srozumitelnost. Fourierova transformace má velmi ²iroké praktické i teoretické vyuºití, mnohem ²ir²í, neº
skripta obsahují, a´ uº je to v zobrazovacích metodách nejen v léka°ství nebo nap°íklad ve zpracování signál·.

1Jiº od tercie nás na Gymnáziu Brno-•e£kovice Dalibor Kott u£il, ºe matematika je o tom, ptát se pro£.
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Zde p°edloºené aplikace jsou opravdu základní, s d·razem na (aº intuitivní) pochopení spektra, schopnosti
£íst z n¥j atd.

V kapitole 1 projdeme Fourierovu transformaci funkcí jedné a dvou reálných prom¥nných, coº nám dá
základní aparát pro aplikace. Zjistíme, co to Fourierova transformace je, jaké má zcela základní vlastnosti,
jak se chová, jak funguje. Vlastní data bývají ov²em v aplikacích diskrétní: obrazy, signály, a proto v kapitole
2 rozebíráme diskrétní Fourierovu transformaci v£etn¥ moºností jejího znázorn¥ní, vykreslení a efektivního
výpo£tu. Vlastní aplikace na obrazových datech (p°edev²ím ur£ení významných sm¥r· v obraze, obrazové
�ltry a sesazování obraz· pomocí fázové korelace) jsou pak v kapitole 3. T¥²ím se, ºe vám p°edám aspo¬ £ást
svého nad²ení pro fourierku. Jsem otev°ená va²im p°ipomínkám a nápad·m.

Hana Druckmüllerová, druckmullerova.h@fme.vutbr.cz

Pod¥kování

V prvé °ad¥ chci pod¥kovat svému otci Miloslavu Druckmüllerovi za to, ºe m¥ p°ivedl ke zpracování obraz· a
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Kapitola 1

Fourierova transformace

V této kapitole se seznámíme s Fourierovou transformací funkcí jedné a dvou reálných prom¥nných (zkrácen¥
jako FT). Fourierova transformace je podobn¥ jako jiné integrální transformace transformací, která z funkce
prostorové prom¥nné/prom¥nných vytvo°í funkci, jejíº prom¥nná/prom¥nné mají zcela jiný význam, v p°í-
pad¥ Fourierovy transformace je to význam frekven£ní, pokud jednotkou na osex je metr, jednotkou na ose
� je m� 1, v p°ípad¥ sekundy je to hertz (p°ípadn¥ jejich násobky, viz poznámka 1.13).

V £em je zrovna Fourierova transformace tak výjime£ná, pro£ se jí budeme zabývat? Vypíchla bych její
dv¥ obrovské výhody:

1. Známe vzorec pro inverzní transformaci a tento vzorec je navíc velmi podobný vzorci pro dop°ednou
transformaci. Toto v·bec není samoz°ejmé u jiných integrálních transformací, nap°íklad u Laplaceovy
transformace se zpravidla snaºíme hledat n¥jaké speciální funkce, které zp¥t transformovat umíme,
pouºívá se vlastn¥ tzv. slovník, ºádný obecn¥ pouºitelný vzorec na zp¥tnou transformaci u Laplaceovy
transformace neexistuje.

2. Fourierovské spektrum (funkce, kterou transformací získáme) má celkem p°edstavitelnou interpretaci
a navíc se z ní n¥které jevy, vlastnosti p·vodní funkce p°ímo vid¥t, coº si v²e ukáºeme v kapitole 3.

Nejd°íve si v sekci 1.1 zavedeme základní pojmy, které budeme pot°ebovat, p°edev²ím prostor funkcí,
které budeme pouºívat. Dále v sekci 1.2 zavedeme Fourierovu transformaci funkcí jedné reálné prom¥nné,
odvodíme si n¥které její vlastnosti a transformaci vybraných funkcí. V sekci 1.3 si pak zavedeme Fourierovu
transformaci funkcí dvou reálných prom¥nných s tím, ºe mnohé její vlastnosti budou analogické s vlastnostmi
v jednorozm¥rném p°ípad¥, a proto mnohá odvození jiº p°esko£íme.

1.1 Základní pojmy

Zdroje: [3, 7, 23]

De�nice 1.1. Nech´ f (x) je komplexní funkce reálné prom¥nné, tedyf : M ! C, M � R,

f (x) = u(x) + i v(x);

kde u; v : M ! R jsou reálné funkce reálné prom¥nné. Nechh́a; bi � M; a < b a u; v jsou riemannovsky
integrovatelné funkce na intervaluha; bi . Potom °ekneme, ºe funkcef je integrovatelná na ha; bi a platí

bZ

a

f (x) dx =

bZ

a

u(x) dx + i

bZ

a

v(x) dx:

Poznámka 1.2. Analogicky by se de�noval i nevlastní integrál komplexní funkce reálné prom¥nné

1Z

�1

f (x) dx =

0Z

�1

f (x) dx +

1Z

0

f (x) dx

(sou£et uvaºujeme za p°edpokladu konvergence jednotlivých integrál·, v p°ípad¥ divergence není de�nován).
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De�nice 1.3 (L 1(R)). Ozna£meL 1(R) jako prostor v²ech funkcí R ! C takových, ºe

1Z

�1

jf (x)j dx

existuje a je kone£ný.

B¥ºn¥ se ve funkcionální analýze pod pojmemL 1 ozna£uje obdobný prostor funkcí, jen tyto funkce
nabývají pouze reálných hodnot. Zde budeme pouºívat roz²í°ení na funkce nabývající obecn¥ komplexních
hodnot.

De�nice 1.4 (L 1(R2)). Ozna£meL 1(R2) jako prostor v²ech funkcí R2 ! C takových, ºe

1Z

�1

1Z

�1

jf (x; y)j dx dy (1.1)

existuje a je kone£ný.

Co je vlastn¥ integrál z poslední de�nice? V p°ípad¥ jednorozm¥rného integrálu (de�nice 1.3) se reálná
osa rozd¥lí na dv¥ £ásti, nap°íklad v nule a v p°ípad¥ konvergence obou integrál· provedeme jejich sou£et.
V p°ípad¥ dvourozm¥rného integrálu si taktéº zvolíme n¥jaké bod, nap°íklad po£átek, a vzniknou nám £ty°i
integrály

Z 1

0

� Z 1

0
jf (x; y)j dx

�
dy = A

Z 0

�1

� Z 1

0
jf (x; y)j dx

�
dy = B

Z 1

0

� Z 0

�1
jf (x; y)j dx

�
dy = C

Z 0

�1

� Z 0

�1
jf (x; y)j dx

�
dy = D;

a v p°ípad¥ konvergence v²ech z nich pak je integrál (1.1) roven sou£tuA + B + C + D.

De�nice 1.5 (Hlavní hodnota integrálu (Cauchy principal value)). Nech´ f je funkce R ! C. Za p°edpo-
kladu, ºe limita existuje, se hodnota limity

lim
r !1

rZ

� r

f (x) dx

nazývá hlavní hodnota (Cauchy principal value)integrálu
1R

�1
f (x) dx: Zna£íme

(P:V:)

1Z

�1

f (x) dx = lim
r !1

rZ

� r

f (x) dx:

De�nice 1.6 (C1 funkce). Funkce f : R ! C pat°í do t°ídy C1 (zkrácen¥ téº funkce je t°ídyC1), jestliºe je
spojitá a jak reálná tak imaginární £ást mají spojité derivace.

De�nice 1.7 (Po £ástechC1 funkce). Funkce f : R ! C je po £ástechC1, jestliºe je spojitá aº na ko-
ne£ný po£et bod· nespojitosti v libovolném ohrani£eném intervalu a derivace jak reálné tak imaginární
£ásti jsou spojité aº na kone£ný po£et bod· nespojitosti v libovolném ohrani£eném intervalu. Navíc, jestliºe
f (x); (Ref (x))

0
, nebo (Im f (x))

0
je nespojité v x0, pak f (x); (Ref (x))

0
a (Im f (x))

0
mají v x0 limitu zprava

a zleva.
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De�nice 1.8 (Konvoluce 1D). Nech´ f 1(x); f 2(x) 2 L 1(R). Konvoluce2 f 1 � f 2 funkcí f 1; f 2 je funkce

f (x) =

1Z

�1

f 1(s)f 2(x � s) ds:

De�nice 1.9 (Konvoluce 2D). Nech´ f 1(x; y); f 2(x; y) 2 L 1(R2). Konvoluce f 1 � f 2 funkcí f 1; f 2 je funkce

f (x; y) =

1Z

�1

1Z

�1

f 1(s; t)f 2(x � s; y � t) dsdt:

1.2 Jednorozm¥rná Fourierova transformace

Zdroje: [6, 15, 24]

De�nice 1.10 (Fourierova transformace funkce vL 1(R)). Nech´ f (x) 2 L 1(R). Fourierova transformace
funkce f je funkce F f f g(� ) = F (� ) : R ! C de�novaná jako

F (� ) =

1Z

�1

f (x)e� ix� dx:

Funkce F se také nazýváFourierovo spektrumfunkce f .

De�nice 1.11 (Inverzní Fourierova transformace funkce vL 1(R)). Nech´ G(� ) 2 L 1(R). Inverzní Fourierova
transformace funkce G je funkce F � 1 f Gg(x) = g(x) : R ! C de�novaná jako

g(x) =
1

2�

1Z

�1

G(� )eix� d�:

Poznámka 1.12. Pro£ p°ipou²tíme funkce z L 1(R)? Protoºe u nich je jisté, ºe je integrál de�nován a
je kone£ný pro kaºdé� . Je-li totiº funkce absolutn¥ integrovatelná, jsou integrály v de�nicích 1.10 a 1.11
rozhodn¥ kone£né díky tomu, ºe funkcef je vynásobená n¥£ím, co má absolutní hodnotu1.

Poznámka 1.13. Tvar·, jak de�novat Fourierovu transformaci funkcí jedné prom¥nné, je více, p°esn¥ji
nespo£etn¥ mnoho. Ve v²í obecnosti se dá Fourierova transformace a zp¥tná Fourierova transformace zavést
jako

F f f g = A

1Z

�1

f (x)e� kix� dx

F � 1 f Gg = B

1Z

�1

G(� )ekix� d�

s tím, ºe

AB =
jkj
2�

:

Takto obecn¥ pouºívá Fourierovu transformaci nap°. profesor Komrska ve svých skriptech [16]. ƒast¥j²í
ov²em bývá, ºe si autor ve svém textu vºdy provede konkrétní volbu konstantA; B; k . Nej£ast¥j²í volby jsou

(a) k = 1 ; A = 1 ; B = 1
2� , coº je forma zvolená zde a taktéº nap°íklad v [3], její výhodou je nejjednodu²²í

p°edpis transforma£ního vztahu pro Fourierovu transformaci,
2Toto je standardní de�nice konvoluce, která se pouºívá i v oblasti fourierovské analýzy. V p°ípad¥ Laplaceovy transformace

se pouºívá tvar
Rx

0 f (x � t)g(t) dt, coº ov²em dáno p°edev²ím tím, ºe Laplaceova transformace pracuje s funkcemi de�novanými
na h0; 1 ). Detaily nap°. v [19].
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(b) k = 1 ; A = 1p
2�

; B = 1p
2�

� výhodou tohoto tvaru je jeho symetrie,

(c) k = 2 �; A = 1 ; B = 1 � tento chápe � jako frekvenci v herzích, zatímco dva p°ede²lé ji chápou jako
úhlovou frekvenci v radiánech za sekundu.

Poznámka 1.14. Krom¥ zna£ení Fourierovy transformace a zp¥tné Fourierovy transformace pouºitého v de-
�nicích 1.10 a 1.11, tj. psacího písmeneF a páru velkého a malého písmene pro ozna£ení funkce a jejího
spektra se pouºívá je²t¥ zna£ení pomocí st°í²ky, kdŷf je ekvivalentní s F f f g a �F je ekvivalentní s F � 1 f F g.

V¥ta 1.15 (V¥ta o inverzní Fourierov¥ transformaci � 1D). Nech´ funkce f (x) 2 L 1(R) je po £ástechC1.
Pak

1
2�

(P:V:)

1Z

�1

F (� )eix� d� = lim
r !1

1
2�

rZ

� r

F (� )eix� d� =
lim x! x+ f (x) + lim x! x� f (x)

2
:

Navíc v p°ípad¥, ºef je spojitá,

1
2�

(P:V:)

1Z

�1

F (� )eix� d� = f (x):

Navíc, pokud i F (� ) 2 L 1(R),

F � 1 fF f f (x)gg =
lim x! x+ f (x) + lim x! x� f (x)

2
;

a pro spojité funkcef , jejichº spektrum je v L 1(R), dostáváme

F � 1 fF f f (x)gg = f (x):

D·kaz v¥ty je rozsáhlý a je uveden v dodatku A.1.1.

De�nice 1.16 (Amplitudové a fázové spektrum). Nech´ f (x) 2 L (R) má Fourierovo spektrum F (� ). Am-
plitudové spektrumfunkce f je funkce A(� ) : R ! R+

0 de�novaná jako

A(� ) = jFf f (x)gj = jF (� )j.

Fázové spektrumfunkce f je funkce �( � ) : R ! h 0; 2� ) de�novaná jako

ReF (� ) = A(� ) cos �( � );

Im F (� ) = A(� ) sin �( � ):

Jestliºe A(� ) = 0 pro n¥jaké � , pak de�nujeme �( � ) = 0 :

1.2.1 Vlastnosti Fourierovy transformace funkcí jedné reálné prom¥nné

Zdroje: [1, 3, 9, 12, 16, 18].

V této £ásti si uvedeme základní vlastnosti Fourierovy transformace. Vztahy mají celkem snadné d·kazy,
a proto si je uvedeme. Tyto vlastnosti budou vyuºívány k odvození dal²ích vlastností, k p°ímému vyuºité
v aplikacích a podobn¥. Vyuºití jednotlivých vlastností budeme uvád¥t v textu p°ímo u nich.

Poznámka 1.17. Pokud nebude uvedeno jinak,f; f 1; f 2; g budou funkce takové, ºe k nim existuje Fourierova
transformace a ke spektru i zp¥tná Fourierova transformace, ob¥ jsou navíc spojité aF � 1 fF f f gg = f . Odpo-
vídajícími velkými písmeny budeme zna£it jejich spektra. K funkcímf; f 1; f 2 navíc A(�; � ); A1(�; � ); A2(�; � )
budou amplitudová spektra. ƒísla �; �; x 0; � 0 libovolná reálná £ísla, v p°ípad¥ vlastnosti £. 4 navíc p·jde o
£íslo nenulové.

Pro p°ehlednost si vlastnosti uvedeme v tabulce, d·kazy a vyuºití budou následovat.

V¥ta 1.18 (Linearita) . Nech´ f (x); g(x) 2 L 1(R) a nech´ F (� ); G(� ) jsou jejich Fourierova spektra, nech´
�; � 2 R libovolná. Pak

F f �f (x) + �g (x)g = �F (� ) + �G (� ):
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funkce její spektrum vlastnost v¥ta £.

1. �f (x) + �g (x) �F (� ) + �G (� ) linearita 1.18

2. f (x � x0) F (� )e� i �x 0 posun v prostoru 1.19

3. ei � 0x f (x) F (� � � 0) posun ve spektru (modulace) 1.20

4. f (�x ) 1
� F

�
�
�

�
zm¥na m¥°ítka v prostoru 1.21

5. f (� x) F (� � ) p°eto£ení osy v prostoru 1.22

6. f � (x) F � (� � ) komplexní sdruºení 1.23

7. (f � g)(x) F (� )G(� ) konvoluce 1.26

8. f (x)g(x) 1
2� (F � G)( � ) sou£in funkcí 1.27

Tabulka 1.1: Základní vlastnosti Fourierovy transformace funkcí jedné prom¥nné

D·kaz. Zjevný, vychází z linearity integrálu.

V¥ta 1.19 (Posun v prostoru). Nech´ f 1(x) 2 L 1(R) a nech´ F1(� ) je její Fourierovo spektrum. Uvaºujme
funkci

f 2(x) = f 1(x � x0);

kde x0 2 R je daná konstanta. Nech´F2(� ) je Fourierovo spektrum f 2(x). Pak platí

F2(� ) = F1(� )e� i �x 0 ;

A2(� ) = A1(� );

� 2(� ) = � 1(� ) � (� �x 0);

kde � zna£í s£ítání modulo2� , tj. a � b � a + b (mod 2� ) = ( a + b) � 2�
� a+ b

2�

�
:

D·kaz.

F2(� ) =

1Z

�1

f 1(x � x0)e� ix� dx =

�
�
�
�
�
�
�
�

s = x � x0

x = s + x0

ds = d x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

=

1Z

�1

f 1(s)e� i � (s+ x0 ) ds =

1Z

�1

f 1(s)e� i �s e� i �x 0 ds = F1(� )e� i �x 0

A2(� ) = jF1(� )e� i �x 0 j = jF1(� )jje� i �x 0 j = A1(� ) � 1 = A1(� )

Pro d·kaz fázového spektra p°epí²emeF2 jako

F2(� ) = F1(� )e� i �x 0 = F1(� )(cos(�x 0) + i sin( �x 0))

a pouºitím Moivreovy v¥ty dostaneme

� 2(� ) = � 1(� ) � (� �x 0):

Tato v¥ta nám p°iná²í poznatek d·leºitý nejen p°i hledání vzájemných posuv· mezi obrazy. Pokud se dv¥
funkce (v pozd¥j²ích sekcích obrazy) li²í pouze tím, ºe jsou vzájemn¥ posunuté, na amplitudovém spektru se
to nijak neprojeví. Projeví se to pouze na fázi, která u obraz· zpravidla neobsahuje ºádné intuitivn¥ £itelné
informace, p°esto je klí£ová pro hledání tohoto posuvu.
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V¥ta 1.20 (Posun ve spektru, modulace). Nech´ f 1(x) 2 L 1(R) a nech´ F1(� ) 2 L 1(R) je její Fourierovo
spektrum. Uvaºujme funkci f 2(x) = e i � 0x f 1(x); kde � 0 2 R je konstanta. Pak platí

F f f 2(x)g = F1(� � � 0):

D·kaz.

F
n

ei � 0x f 1(x)
o

=

1Z

�1

f 1(x)ei � 0xe� ix� dx =

1Z

�1

f 1(x)e� ix(� � � 0 ) dx = F (� � � 0):

V¥ta 1.21 (Zm¥na m¥°ítka v prostoru). Nech´ f 1(x) 2 L 1(R) a nech´ F1(� ) je její Fourierovo spektrum.
Uvaºujme funkci

f 2(x) = f 1(�x );

kde � 2 R+ je daná konstanta. Nech´F2(� ) je Fourierovo spektrum f 2(x). Pak platí

F2(� ) =
1
�

F1

�
�
�

�
:

D·kaz.

F2(� ) =

1Z

�1

f 1(�x )e� ix� dx =

�
�
�
�
�
�
�
�

s = �x

x = s
�

dx = ds
�

�
�
�
�
�
�
�
�

=
1
�

1Z

�1

f 1(s)e� i s
� � ds =

1
�

F1

�
�
�

�

Je vid¥t, ºe pro � > 1 je funkce f 2 z hlediska grafu zúºenou kopií funkcef 1, zatímco ve spektru dojde k
roztaºení grafu. Pro � < 1 je tomu naopak.

V¥ta 1.22 (P°eto£ení osy). Nech´ f (x) 2 L 1(R) a nech´ F (� ) je její Fourierovo spektrum. Pak platí

F f f (� x)g = F (� � ):

D·kaz. D·kaz bude obdobný jako p°i zm¥n¥ m¥°ítka, jen je t°eba si uv¥domit, ºe v¥ta o zm¥n¥ m¥°ítka
v prostoru nep°ipou²tí záporné � .

F f f (� x)g =

1Z

�1

f (� x)e� ix� dx =

�
�
�
�
�
�
�
�

s = � x

x = � s

dx = � ds

�
�
�
�
�
�
�
�

=

1Z

�1

f (s)e� i( � s)� ds =

1Z

�1

f (s)e� is(� � ) ds = F (� � );

p°i£emº sou£ástí substituce je i to, ºe p°i p°epo£tu mezí p°ejde�1 na 1 a naopak a následné prohození
mezí integrálu (abychom integrovali od men²í do v¥t²í meze) zru²í minus, které vznikne substitucí p°ed
integrálem.

V¥ta 1.23 (Komplexní sdruºení). Nech´ f (x) 2 L 1(R) a nech´F (� ) je její Fourierovo spektrum. Fourierovo
spektrum funkce, která je komplexn¥ sdruºená k funkcif , je její komplexn¥ sdruºené Fourierovo spektrum
s p°eto£enou osou

F f f � (x)g = F � (� � )

D·kaz.

F f f � (x)g =

1Z

�1

f � (x)e� ix� dx =

1Z

�1

f � (x)ei( � x� ) dx =

0

@
1Z

�1

f (x)e� ix(� � ) dx

1

A

�

= F � (� � );

t°etí rovnost platí proto, ºe pro a 2 R platí eia = cos a + i sin a, e� ia = cos a + i sin( � a) = cos a � i sin a.
Proto eia =

�
e� ia

� � .
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Poznámka 1.24. Zde i dále v textu by bylo p°esn¥j²í a správn¥j²í místoF � (� ) pouºívat (F (� )) � , ale z d·vodu
p°ehlednosti z·staneme u první z t¥chto variant.

Neº se pustíme do odvození Fourierovy transformace z konvoluce, zjistíme, zda v·bec pro funkcef 1(x);
f 2(x) 2 L 1(R) je obecn¥ i jejich konvoluce integrovatelná v absolutní hodnot¥, abychom z ní následn¥ mohli
ur£it Fourierovu transformaci.

V¥ta 1.25. Nech´ funkcef 1(x); f 2(x) 2 L 1(R). Pak f 1 � f 2 2 L 1(R).

D·kaz. Za£neme tím, ºe dokáºeme, ºef 1(x) � f 2(u) 2 L 1
�
R2

�
platí, ºe

1Z

�1

1Z

�1

jf 1(x)f 2(u)j du dx < 1 :

1Z

�1

1Z

�1

jf 1(x)f 2(u)j du dx =

1Z

�1

1Z

�1

jf 1(x)j � j f 2(u)j du dx =

1Z

�1

jf 1(x)j

0

@
1Z

�1

jf 2(u)j du

1

A

| {z }
ozna£me I

dx

Víme, ºe 0 � I < 1 , protoºe f 2 2 L 1(R). Proto

1Z

�1

jf 1(x)j

0

@
1Z

�1

jf 2(u)j du

1

A dx =

1Z

�1

jf 1(x)j dx

1Z

�1

jf 2(u)j du < 1 :

Provedeme substituciu = p � s; x = s a dostáváme

1Z

�1

1Z

�1

f 1(x)f 2(u) du dx =

1Z

�1

1Z

�1

f 1(s)f 2(p � s) dsdp;

coº °íká, ºe

(f 1 � f 2)(p) =

1Z

�1

f 1(s)f 2(p � s) ds 2 L 1(R):

V¥ta 1.26 (Konvoluce). Nech´ f 1(x); f 2(x) 2 L 1(R) a nech´F1(� ); F2(� ) jsou jejich Fourierova spektra. Pak

F f f 1(x) � f 2(x)g = F1(� ) � F2� )

D·kaz.

F f f 1 � f 2g =

1Z

�1

0

@
1Z

�1

f 1(s)f 2(x � s) ds

1

A e� ix� dx =

1Z

�1

0

@
1Z

�1

f 1(s)f 2(x � s)e� ix� dx

1

A ds =

=

1Z

�1

f 1(s)

0

@
1Z

�1

f 2(x � s)e� ix� dx

1

A ds =

1Z

�1

f 1(s)F2(� )e� i �s ds = F1(� ) � F2(� )

s tím, ºe prohození po°adí integrace ve druhé rovnosti m·ºeme provézt díky tomu, ºe funkce jsou integrova-
telné v absolutní hodnot¥. V p°edposlední rovnosti byla vyuºita v¥ta o posunu v prostoru (1.19).

V¥ta 1.27 (Sou£in funkcí). Nech´ f 1(x); f 2(x) 2 L 1(R) a jsou spojité. Nech´ jejich Fourierova spektra
F1(� ); F2(� ) 2 L 1(R). Poté

F f f 1(x) � f 2(x)g =
1

2�
F1(� ) � F2(� ):
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D·kaz.

F f f 1(x) � f 2(x)g =

1Z

�1

f 1(x)f 2(x)e� ix� dx =

1Z

�1

0

@ 1
2�

1Z

�1

F1(� )eix� d�

1

A f 2(x)e� ix� dx =

=
1

2�

1Z

�1

F1(� )

0

@
1Z

�1

f 2(x)e� ix(� � � ) dx

1

A d� =
1

2�

1Z

�1

F1(� )F2(� � � ) d� =

=
1

2�
F1(� ) � F2(� )

V¥ta o transformaci sou£inu a transformaci konvoluci jsou vzájemn¥ duální. Tyto vlastnosti mají obrovské
pouºití v r·zných oblastech zpracování signál· a obraz·, protoºe konvoluce a sou£in jsou dv¥ zcela r·zné
operace, ale díky Fourierov¥ transformaci je moºné p°echázet mezi nimi a úlohy vyjád°ené pomocí sou£inu je
moºné °e²it pomocí konvoluce a naopak. V rámci t¥chto skript si ukáºeme vyuºití p°i �ltraci obraz· v sekci
3.3.

V¥ta 1.28 (Skalární sou£in). Nech´ f 1(x); f 2(x) 2 L 1(R) [ L 2(R). Nech´ jejich Fourierova spektra F1(� );
F2(� ) 2 L 1(R). Pak skalární sou£in Fourierových spekter t¥chto funkcí je roven2� násobku skalárního sou£inu
p·vodních funkcí.

2� hf; g i = hF; Gi

D·kaz.

2� hf; g i = 2 �

1Z

�1

fg � dx =

1Z

�1

1Z

�1

f (x)
�

ei�x G(� )
� �

d� dx =

1Z

�1

1Z

�1

f (x)e� i �x G� (� ) dx d� =

=

1Z

�1

F (� )G(� ) d� = hF; Gi

D·sledek 1.29 (Nultý prvek spektra) .

P°ímo z de�nice vidíme, ºe

F (0) =

1Z

�1

f (x)e� ix �0 dx =

1Z

�1

f (x) dx:

Tedy nulová frekvence spektra vyjad°uje integrál funkce p°es celéR.

V¥ta 1.30 (Transformace z transformace). Nech´ f (x) 2 L 1(R) je spojitá, nech´ její Fourierovo spektrum
F (� ) 2 L 1(R) a je spojité. Pak

(a) F f f (x)g = 2 � F � 1 f f (� x)g ;

(b) F � 1 f f (x)g =
1

2�
F f f (� x)g:

(c) F fF f f (x)gg = 2 �f (� x);

(d) F � 1 �
F � 1 f f (x)g

	
=

1
2�

f (� x):
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D·kaz.

(a)

2� F � 1 f f (� x)g = 2 �
1

2�

1Z

�1

f (� x)eix� dx =

�
�
�
�
�
�

s = � x

ds = � dx

�
�
�
�
�
�

=

1Z

�1

f (s)e� is� ds = F f f (x)g:

(b) Tuto vlastnost získáme z (a) nahrazenímx za � x a pod¥lením rovnosti2� .

(c)

F fF f f (x)gg =

1Z

�1

F (� )e� ix� d� =

1Z

�1

F (� )eix � � d� =

�
�
�
�
�
�

� = � �

d� = � d�

�
�
�
�
�
�

=

=

1Z

�1

F (� � )eix� d� = 2 � F � 1 fF f f (� x)gg = 2 �f (� x)

s tím, ºe p°edposlední rovnost platí díky v¥t¥ 1.22.

(d)

F � 1 �
F � 1 f f (x)g

	
=

1
2�

1Z

�1

0

@ 1
2�

1Z

�1

f (s)eis� ds

1

A eix� d� =
1

4� 2

1Z

�1

0

@
1Z

�1

f (s)e� i( � s)� ds

1

A eix� d� =

=

�
�
�
�
�
�

u = � s

du = � ds

�
�
�
�
�
�

=
1

4� 2

1Z

�1

0

@
1Z

�1

f (� u)e� iu� du

1

A eix� d� =
1

2�
F � 1 fF f f (� x)gg =

1
2�

f (� x)

s tím, ºe p°edposlední rovnost platí díky v¥t¥ 1.22.

Tato vlastnost je velmi praktická pro výpo£ty. •íká nám, ºe sta£í výpo£etn¥ zvládnout dop°ednou Fourie-
rovu transformaci, zp¥tná je vlastn¥ totéº co dop°edná, jen s jistými úpravami, které nemají vliv na n¥jakou
algoritmizaci výpo£tu. Tedy sta£í nám v jádru jediný algoritmus.

1.2.2 D·sledky základních vlastností

Zdroje: [9, 16]
V této £ásti se budeme zabývat p°edev²ím transformací ve speci�ckých p°ípadech, nap°íklad v p°ípad¥,

ºe funkce je reálná, coº je v praxi velmi £astý p°ípad.

D·sledek 1.31. Nech´ f (x) 2 L 1(R) je spojitá funkce a nech´F (� ) je její Fourierovo spektrum. Inverzní
Fourierova transformace z komplexn¥ sdruºeného Fourierova spektra funkcef je komplexn¥ sdruºená funkce
f s p°eto£enou osou, tedy

F � 1 f F � (� )g = f � (� x):

D·kaz. Jedná se o p°ímý d·sledek v¥t o komplexním sdruºení (1.23) a o p°eto£ení osy (1.22).

V¥ta 1.32 (Transformace reálné funkce). Nech´ f (x) 2 L 1(R) a nech´ F (� ) je její Fourierovo spektrum. f
je reálná funkce, tj. f (x) = f � (x) 8x 2 R, práv¥ tehdy, kdyº

F (� ) = F � (� � ):
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D·kaz.

(a) P°edpokládejme, ºef je reálná funkce. Pak podle v¥ty 1.23 platí, ºe

F (� ) = F f f (x)g = F f f � (x)g = F � (� � ):

(b) P°edpokládejme, ºeF (� ) = F � (� � ). Pak z v¥ty 1.31 plyne, ºe

f (x) = F � 1 f F (� )g = F � 1 f F � (� � )g = f � (x):

V¥ta 1.33. Nech´ f (x) 2 L 1(R) a nech´F (� ) je její Fourierovo spektrum. Nech´f je reálná, tj. f (x) = f � (x)
8(x) 2 R. Pak amplitudové spektrum této funkce je sudé, tj. jF (� )j = jF (� � )j:

D·kaz. Tvrzení je p°ímým d·sledkem v¥ty 1.32.

Tato v¥ta je velmi d·leºitá pro aplikace. V praxi totiº pracujeme v¥t²inou s reálnými daty, jejich ampli-
tudové spektrum je sudé, a tedy pokud chceme analyzovat amplitudové spektrum, sta£í nám ho analyzovat
polovinu, nap°íklad jen nezápornou £ást osyx. Zbytek nenese ºádnou novou informaci.

V¥ta 1.34. Nech´ f (x) 2 L 1(R) a nech´F (� ) je její Fourierovo spektrum. Nech´ f je reálná. Nech´G(� ) je
omezená funkce taková, ºeG(� ) = G(� � ). Pak

F � 1 f F (� ) � G(� )g

je reálná.

D·kaz. Podle v¥ty 1.32, pokudf je reálná, pakF (� ) = F � (� � ): Vynásobíme rovnostG a dostaneme

F (� ) � G(� ) = F � (� � ) � G(� � ) = ( F (� � ) � G(� � )) � :

Vzhledem k tomu, ºe G je omezená, není pochyb o existenci zp¥tné transformace. Pak znovu podle v¥ty 1.32
dostaneme, ºe

F � 1 f F (� ) � G(� )g

je reálná.

Tato v¥ta je naprosto klí£ová pro aplikace. Velmi £asto se nám totiº hodí vzít spektrum a aplikovat na n¥j
n¥jakou váhovou funkci, p°edev²ím n¥jaké frekvence utlumit, potla£it. Jiné nechat. M·ºeme si to dovolit? Co
kdyº zp¥tná transformace z takto modi�kovaného spektra nebude reálná? To bychom zp¥tnou transformací
nedostali reálnou funkci. Tato v¥ta nám ov²em dává jednoduché kritérium, které kdyº váhová funkce splní,
tak po zp¥tné transformaci dostaneme reálnou funkci. Sta£í, kdyº funkce je omezená a st°edov¥ symetrická.
Samoz°ejm¥ existují i jiné modi�kace spektra, které m·ºeme provézt a funkce z·stane po zp¥tné transformaci
reálná. Ve v²í obecnosti sta£í to, co uvádí v¥ta 1.32.

V¥tu 1.32 m·ºeme díky symetrii Fourierovy transformace p°eformulovat i pro reálná spektra:

V¥ta 1.35. Nech´ f (x) 2 L 1(R) je spojitá funkce a nech´F (� ) je její Fourierovo spektrum. Spektrum F je
reálné, tj. F (� ) = F � (� ) 8� 2 R, práv¥ tehdy, kdyº f (x) = f � (� x).

D·kaz.

(a) P°edpokládejme, ºe spektrumF je reálné. Pak

f (x) = F � 1 f F (� )g = F � 1 f F � (� )g = f � (� x):
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(b) P°edpokládejme, ºef (x) = f � (� x). Pak

F (� ) = F f f (x)g = F f f � (� x)g = F � (� ):

P°ímým d·sledkem této v¥ty je pak v¥ta o transformaci funkcí, které jsou reálné a je²t¥ k tomu sudé:

V¥ta 1.36. Nech´ f (x) 2 L 1(R) je spojitá funkce a nech´F (� ) je její Fourierovo spektrum. Nech´ funkce
f je reálná, tj. f (x) = f � (x) 8x 2 R a nech´ je sudá, tj. f (x) = f (� x) 8x 2 R. Pak spektrum funkce f je
reálné, tj. F (� ) = F � (� ) 8� 2 R:

D·kaz. ƒást (b) d·kazu v¥ty 1.35 pouºitá na reálné funkce p°ímo dává tento výsledek.

1.2.3 Odvození Fourierovy transformace pomocí Fourierovy °ady

Zdroj: [15]3 s vyuºitím poznámek Petry Rozehnalové
Doposud jsme de�ni£ní vztah pro Fourierovu transformaci funkcí jedné reálné prom¥nné brali jako daný.

V této sekci si ukáºeme jeho odvození z Fourierových °ad periodických s periodou2l a dostaneme Fourierovu
transformaci v reálném tvaru, kterou si následn¥ p°evedeme na tvar komplexní, se kterým se mnohem lépe
pracuje.

Vyjdeme z Fourierovy °ady funkcef (x) na intervalu h� l; l i v reálném tvaru, tj. funkce f je periodická
s periodou2l. Budeme rovnou p°edpokládat, ºe funkce je spojitá a integrovatelná v absolutní hodnot¥.

f (x) =
a0

2
+

1X

k=1

�
ak cos

�
k�
l

x
�

+ bk sin
�

k�
l

x
��

; (1.2)

a0 =
1
l

lZ

� l

f (t) dt; ak =
1
l

lZ

� l

f (t) cos
�

k�
l

t
�

dt; bk =
1
l

lZ

� l

f (t) sin
�

k�
l

t
�

dt: (1.3)

Dosadíme (1.3) do (1.2) a vtáhneme v²e do jediného integrálu

f (x) =
1
2l

lZ

� l

f (t) dt +
1X

k=1

1
l

lZ

� l

f (t)
�

cos
�

k�
l

t
�

cos
�

k�
l

x
�

+ sin
�

k�
l

t
�

sin
�

k�
l

x
��

dt:

Aby byl výraz krat²í, s vyuºitím vzorce cos(� � � ) = cos � cos� + sin � sin � ho upravíme na

f (x) =
1
2l

lZ

� l

f (t) dt

| {z }
A

+
1X

k=1

1
l

lZ

� l

f (t) cos
�

k�
l

(x � t)
�

dt

| {z }
B (x)

:

Fourierova °ada se pouºívá na periodické funkce s periodou2l. My se te¤ budeme snaºit ol ! 1 a budeme
se snaºit odvodit, jak bude v takovém p°ípad¥ �°ada� vypadat. Provedeme tedy limitní p°echod prol ! 1 a
budeme p°edpokládat, ºe

R
R jf (t)j dt < + 1 . Pak A ! 0; protoºe je to vlastn¥ 1

1 � kone£né £íslo. Podívejme
se, jak dopadneB (x). Nejd°ív si ho pon¥kud upravíme (mj. roz²í°íme� ) a zavedeme si nové zna£ení.

B (x) =
1
�

1X

k=1

� �
z}|{

�
l

C(� k )
z }| {

lZ

� l

f (t) cos
k�
l|{z}

� k

(x � t) dt (1.4)

3Kniha Kolmogorov, Fomin: Základy teorie funkcí a funkcionální analýzy je biblí funkcionální analýzy, je napsaná £tiv¥ a
srozumiteln¥, doporu£uji.
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Zavedeme posloupnostf � kg1
k=0 = k�

l . Její po sob¥ jdoucí £leny se li²í o� � = � k+1 � � k = �
l . Tady si te¤

vzpome¬me na de�nici Riemannova integrálu. Máme tady d¥lení o délce dílku� � a tímto po obdélní£cích
�integrovanou� funkci C. Viz obrázek 1.1. Vlastní integrál pak je

1Z

0

C(� ) d� = lim
� � ! 0

1X

k=1

C(� k )� �:

�

C(� )

C(� )

� k � 2

C(� k � 2)

� k � 1

C(� k � 1)

� k

C(� k )

� k +1

C(� k +1 )

� k +2

C(� k +2 )

Obrázek 1.1: Riemann·v integrál v tom zna£ení, co my tu máme.

Na vztahu (1.4) provedeme Riemannovu integraci. Kdyº po²lemel ! 1 , budeme mít � � ! d� , � k ! � a
následn¥ kosinus rozepí²eme zp¥t do del²ího tvaru

B (x) !
1
�

1Z

0

0

@
1Z

�1

f (t) cos(� (x � t)) d t

1

A d� =
1
�

1Z

0

1Z

�1

f (t)(cos�t cos�x + sin �t sin �x ) dt d� =

1Z

0

 
1
�

Z

R

f (t) cos�t dt

| {z }
a�

cos�x +
1
�

Z

R

f (t) sin �t dt

| {z }
b�

sin �x

!

d�: (1.5)

Pomocí Riemannovy integrace jsme p°e²li ze situace spo£etné na nespo£etnou, coº je vlastn¥ princip Rie-
mannovy integrace. U spojité funkce zde nenastává problém. Odvodili jsme, ºe

f (x) !
1
�

1Z

0

(a� cos�x + b� sin �x ) d�;

tedy obdobu Fourierovy °ady pro neperiodické funkce de�nované naR: Rovnost platí za podmínek

ˆ
R

R jf (t)j dt < 1

ˆ f (t) má kone£nou derivaci zleva i zprava8t (tato podmínka jde je²t¥ zeslabit).

Výraz (1.5) budeme dále upravovat, na²e snaha bude ud¥lat jej více symetrický a �krásn¥j²í� . Vyjdeme
z tvaru

f (x) =
1
�

1Z

0

Z

R

f (t) cos(� (x � t)) d t d�:
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Te¤ je klí£ové si uv¥domit, ºe vnit°ní integrál je sudá funkce prom¥nné� . Moºná to vypadá docela abstraktn¥,
ale zkuste si do toho prost¥ jednou dosadit� a jednou � � a vidíte, ºe výsledek je stejný. Díky sudosti funkce
m·ºeme vn¥j²í integrál roz²í°it na celé R, jen ho musíme pod¥lit dv¥ma, aby jeho hodnota z·stala zachována.

f (x) =
1

2�

Z

R

Z

R

f (t) cos(� (x � t)) d t d�

Dále platí, ºe
R

R f (t) sin(� (x � t)) d t je lichou funkcí prom¥nné� , a tedy

Z

R

Z

R

f (t) sin(� (x � t)) d t d� = 0 :

Te¤ p°i£teme k f (x) nulu ve tvaru z p°edchozího °ádku krát i
2� . Pro£ to d¥láme? Abychom dostali tvar, se

kterým se lépe pracuje a který bude prost¥ krásný,

f (x) =
1

2�

Z

R

Z

R

f (t) cos(� (x � t)) d t d� +
1

2�
i
Z

R

Z

R

f (t) sin(� (x � t)) d t d� =

=
1

2�

Z

R

Z

R

f (t) (cos(� (x � t)) + i sin( � (x � t))) d t d� =
1

2�

Z

R

Z

R

f (t)ei � (x � t ) dt d� =

=
1

2�

Z

R

Z

R

f (t)e� i �t dt

| {z }
g(� )

ei �x d� (1.6)

To g, které nám zde vy²lo, není to nic jiného neº Fourierova transformace funkcef , vn¥j²í integrál rovnice
(1.6) je pak zp¥tnou Fourierovou transformací z funkceg.

1.2.4 Fourierova transformace vybraných funkcí

V této sekci si ukáºeme Fourierovu transformaci n¥kolika uºite£ných funkcí. V praxi pracujeme v¥t²inou
se signály nebo obrazy, které máme n¥jak diskrétn¥, a proto pro praktické výpo£ty pouºíváme diskrétní
Fourierovu transformaci (implementovanou jako Fast Fourier Transform nebo její je²t¥ efektivn¥j²í varianty).
Pro teoretické úvahy p°edcházející n¥které implementace jsou ov²em d·leºité i n¥které funkce jedné nebo dvou
reálných prom¥nných. Navíc t°eba v p°ípad¥ �ltr· pouºíváme p°i praktických výpo£tech b¥ºn¥ diskretizované
varianty funkcí, které budou následovat, p°edev²ím Gaussovy funkce a tzv. jednotkového zubu. Pokud byste
hledali transformace dal²ích funkcí, v°ele doporu£uji anglickou Wikipedii pod heslem Fourier transform [35],
která je velmi obsáhlá a velmi kvalitn¥ zpracovaná a obsahuje i tabulku s p°ehledem transformací mnoha
funkcí pro r·zné tvary Fourierovy transformace.

P°íklad 1.37 (Jednotkový zub). Spo£t¥me Fourierovu transformaci funkce

f (x) =

(
1 pro � 1 � x � 1

0 jinak.

F (� ) =
Z 1

� 1
e� ix� dx =

�
e� ix�

� i�

� 1

x= � 1
=

ei � � e� i �

i�
= 2

sin �
�

:

Poslední rovnost platí s výjimkou � = 0 , tam to musíme vzít v limit¥, lim
� ! 0

F (� ) = 2 : Pokud v £itateli p°ímo

nevidíte funkci sinus, b¥ºte o pár stránek dále k transformaci sinu ve vztahu (1.9), tam je odvozené, jak se
vyjád°í sinus pomocí komplexních exponenciál.

Na tomto p°íkladu je vid¥t, ºe funkce je sudá a její spektrum je reálné, coº je v souladu s v¥tou 1.36.
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Pro stru£né ozna£ení funkcesin x
x dode�nované pomocí limity v nule se pouºívá funkce sinc. V literatu°e

se vyskytují dv¥ alternativní de�nice funkce sinc, a to bu¤

sinc1 x =

(
sin x

x x 6= 0

1 x = 0 ;
nebo sincx =

(
sin �x

�x x 6= 0

1 x = 0 :

Pro na²e ú£ely si tyto de�nice rozli²íme dolním indexem u první z nich, která je historicky p·vodní. Ta druhá
je v sou£asné dob¥ b¥ºn¥j²í a její výhodou je, ºe protíhá osux v p°irozených hodnotách. Pomocí funkce sinc
tedy m·ºeme psát, ºe F (� ) = 2 sinc1(� ).

V literatu°e se m·ºeme setkat s tzv. rectangular function (zna£enírect), která má nosi£ neh� 1; 1i , ale
pouze



� 1

2 ; 1
2

�
. Snadno zjistíme, ºerect(x) = f (2x), a tedy pomocí v¥ty o zm¥n¥ m¥°ítka (1.21)

F f rectg =
1
2

F
�

�
2

�
=

1
2

� 2 �
sin

�
�
2

�

2 �
2

=
sin �

2
�
2

= sinc
�

�
2�

�
:

To v²e pro v²echna � 6= 0 , pro nulu to platí v limit¥.

P°íklad 1.38 (Posunutý jednotkový zub). Zkusme si je²t¥ funkci f posunout a sledovat, k jaké zm¥n¥ ve
spektu dojde. Ozna£me tedy

f 1(x) =

(
1 pro 0 � x � 2

0 jinak,

tedy f 1(x) = f (x � 1). Spektrum si spo£ítáme ob¥ma zp·soby, a to jak p°ímo z de�nice, tak pomocí v¥ty o
posunutí. Nejd°íve tedy p°ímo

F1(� ) =
Z 2

0
e� ix� dx =

�
e� ix�

� i�

� 2

x=0
=

e� 2i�

� i�
�

e0

� i�
=

i
�

(cos 2� � i sin 2� � 1) =
1
�

(i cos 2� + sin 2� � i)

s tím, ºe jsme vyuºili toho, ºe 1
i = i

i �i = � i.
Pomocí v¥ty o posunutí

F1(� ) = F (� )e� 1i� = 2
sin �

�
e� i � = 2

sin �
�

(cos� � i sin � ) �=
2
�

�
1
2

sin 2� � i sin2 �
�

��=

��=
2
�

�
1
2

sin 2� � i
1 � cos 2�

2

�
=

1
�

(i cos 2� + sin 2� � i) :

V rovnosti ozna£ené �= jsme vyuºili vzorce sin 2x = 2 sin x cosx a v rovnosti ozna£ené��= vzorce sinx =
1� cos 2x

2 . Uvedené vztahy samoz°ejm¥ platí krom¥� = 0 , kde bychom museli p°esn¥ji psát pomocí funkce sinc,
ov²em tento zápis by uº neumoº¬oval kroky dále uvedené. Proto bude snaz²í nulu z na²ich úvah vynechat a
pak jen zp¥tn¥ zkontrolovat, zda to limitn¥ funguje i v ní, coº funguje.

Zajímavé je²t¥ m·ºe být ov¥°it si zde d·sledek v¥ty o posunutí, a to ºe posunuté funkce mají stejné
amplitudové spektrum. Amplitudové spektrum p·vodní funkce je jF (� )j = 2

�
�
� sin �

�

�
�
� . Amplitudové spektrum

posunuté funkce je

jF1(� )j =

r
1
� 2

�
sin2 2� + (cos 2� � 1)2

�
=

r
1
� 2

�
sin2 2� + cos2 2� � 2 cos 2� + 1

�
=

r
1
� 2 (2 � 2 cos 2� ) =

=

s
4
� 2 �

1 � cos 2�
2

= 2

�
�
�
�
sin �

�

�
�
�
� :

A je vid¥t, ºe v²e funguje, jak má.
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P°íklad 1.39 (Oboustrann¥ klesající exponenciála).
Zdroj: [27]

Vypo£t¥te Fourierovu transformaci funkce f (x) = e �j x j . Z°ejm¥ platí:
1R

�1

�
�e�j x j

�
� dx = 2 < 1 , a tedy

f 2 L 1(R):

F (� ) =

1Z

�1

e�j x je� ix� dx =

0Z

�1

ex� ix� dx +

1Z

0

e� x � ix� dx =
�

ex� ix�

1 � i�

� 0

�1
+

�
e� x � ix�

� 1 � i�

� 1

0
=

=
1

1 � i�
�

1
1 � i�

lim
x!�1

ex� ix�

| {z }
=0

+
1

� 1 � i�
lim

x!1
e� x � ix�

| {z }
=0

�
1

� 1 � i�
=

1
1 � i�

+
1

1 + i �
=

=
1 + i � + 1 � i�

1 + � 2 =
2

1 + � 2

Graf funkce f a jejího spektra je obrázku 1.2. FunkceF se nazývá téº Lorentzova funkce a aº na konstanty
se jedná o hustotu Cauchyova rozd¥lení � hustota Cauchyova rozd¥lení je udávána nap°íklad ve tvaru [32]

1

�

�

1 +
�

x� x0



� 2
� : (1.7)

Pokud zvolíme 
 = 1 ; x0 = 0 a vzorec vynásobíme2
� , místo x uºijeme � , dostáváme ze vztahu (1.7) tvar

2
1+ � 2 .

� 8 � 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 1 1 2 3 4 5 6 7 8

0:5

1

1:5

2

0

x; �

f (x) = e �j x j

F (� ) = 2
1+ � 2

Obrázek 1.2: Graf funkcef (x) = e �j x j a jejího fourierovského spektra.

V¥ta 1.40 (Gaussova funkce). Platí:

F
�

1
p

2�� 2
e� x 2

2� 2

�
= e � � 2 � 2

2 :

D·kaz tohoto tvrzení je dlouhý a jeho prostudování nep°iná²í ºádný zvlá²tní p°ínos pro ná² p°edm¥t, proto si
ho neuvedeme zde, ale v dodatku A.1.2. Pokud se oprostíme od multiplikativní konstanty p°ed exponenciálou,
vidíme, ºe Fourierovou transformací Gaussovy funkce je Gaussova funkce s tím, ºe £ím je Gaussova funkce
v prostoru �²tíhlej²í� , tím je Gaussova ve spektru �²ir²í� , coº je téº v souladu s v¥tou 1.21 o zm¥n¥ m¥°ítka
v prostoru. Gaussova funkce má dalekosáhlé vyuºití v aplikacích Fourierovy analýzy, nap°íklad pro ú£ely
�ltrace.

Diracova distribuce

Zdroj: [13]
My jsme se tu zatím zabývali �b¥ºnými� funkcemi a navíc takovými, u kterých jsou spln¥ny dal²í pod-

mínky, aby funkce byly ve smyslu Fourierovy transformace �slu²né� (tj. byla zaru£ena existence Fourierovy
transformace). Pro mnohé aplikace se nám bude hodit ale i zobecn¥ná Fourierova transformace funkcí, k nimº
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vlastn¥ Fourierova transformace ve smyslu, jaký zde pouºíváme, neexistuje, protoºe integrál nekonverguje.
Nebo je²t¥ h·°, nebudeme transformovat funkce, ale distribuce. Teorie, která za tímto je, je mimo tento p°ed-
m¥t (detaily je moºné nalézt nap°. v [29]), ale s jistou mírou nadhledu bude v²e do sebe zapadat. A hlavn¥,
my si to tady teoreticky ukáºeme s Diracovou delta distribucí, ale v reálu stejn¥ výpo£ty budou probíhat na
kone£ných vektorech nebo maticích pomocí diskrétní Fourierovy transformace, která díky kone£nosti t¥chto
vektor· nebo matic je zcela �bezpe£ná� , ºe existuje vºdy, ne°e²íme ºádnou konvergenci apod.

Za£n¥me Fourierovou transformací z delta distribuce. D·leºitou vlastností delta distribuce je tzv.sifting
property (s £eským ekvivalentem jsem se zatím nesetkala)

1Z

�1

f (x)� (x) dx = f (0):

Na základ¥ této vlastnosti snadno ur£íme Fourierovu transformaci z delta distribuce jako

F f � (x)g =

1Z

�1

� (x)e� ix� dx = e � i �0�� = e0 = 1 (1.8)

s tím, ºe komplexní exponenciála zde hrála roli funkcef . Z toho na základ¥ v¥ty 1.19 o posunu v prostoru
odvodíme, ºe

F f � (x � x0)g = e � i �x 0

a na základ¥ v¥ty 1.30 o transformaci z tranformace (F fF f f (x)gg = 2 �f (� x)) pouºité na vztah (1.8)
dostaneme, ºe

F f 1g = 2 �� (x):

Komplexní exponenciála, sinus, kosinus

Kdyº uº jsme se jednou pustili na tenký led a p°ijali jsme, ºe existuje (zobecn¥ná) Fourierova transformace
z jedni£ky, m·ºeme p°ipustit, ºe existují i transformace dal²ích funkcí, které nejsou dle standardní de�nice
Fourierovy transformace transformovatelné. Hodit se nám budou nap°íklad p°i úvodu do metody hledání
významných sm¥r· v obrazech (sekce 3.2).

V¥ta 1.20 o modulaci °íká, ºe
F

n
ei � 0x f (x)

o
= F (� � � 0):

Dále víme, ºe
F f 1g = 2 �� (� ):

Kdyº tyto dv¥ vlastnosti pouºijeme dohromady s tím, ºe f (x) ve vztahu pro modulaci bude jedni£ka, dosta-
neme vztah pro Fourierovu transformaci z komplexní exponenciály:

F
�

ei �x 	
= 2 �� (� � � ):

Dále budeme pot°ebovat vyjád°it sinus a kosinus pomocí komplexních exponenciál. Pokud tyto neznáme
z hlavy, snadno to odvodíme se£tením, resp. ode£tením vztah·

ei �x = cos �x + i sin �x

e� i �x = cos �x � i sin �x: (1.9)

My tato vyjád°ení budeme rovnou transformovat.

F f cos�x g = F
�

ei �x + e � i �x

2

�
=

2�� (� � � ) + 2 �� (� + � )
2

= � (� (� � � ) + � (� + � ))

F f sin �x g = F
�

ei �x � e� i �x

2i

�
=

2�� (� � � ) � 2�� (� + � )
2i

= � i� (� (� � � ) � � (� + � ))
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Na t¥chto vztazích je k pov²imnutí je²t¥ jedna v¥c. Amplitudová spektra obou funkcí jsou stejná.

jF f cos�x g j = jF f sin �x g j = F f cos�x g = � (� (� � � ) + � (� + � ))

Li²í se pouze ve fázi. Coº je v souladu s v¥tou 1.19 o posunutí. Sinus a kosinus jsou tém¥° stejné funkce,
li²í se totiº pouze o posunutí cosx = sin

�
x + �

2

�
, resp. cos�x = sin

�
�

�
x + �

2�

��
. Pokud se dv¥ funkce li²í

o posunutí, jejich spektra se podle v¥ty o posunutí li²í pouze o komplexní exponenciálu, tedy se li²í ve fázi,
jejich amplitudová spektra jsou stejná.

1.3 Dvourozm¥rná Fourierova transformace

Zdroje: [1, 3, 9, 12, 16, 22]
V t¥chto skriptech se z aplikací budeme v¥novat p°edev²ím aplikacím ve zpracování digitálních obraz·.

Ty jsou reprezentovány maticemi, jsou dvourozm¥rné. Praktické výpo£ty sice probíhají pomocí diskrétní
Fourierovy transformace, v mnoha situacích se ov²em hodí i teoretický p°ístup p°es Fourierovu transformaci
funkcí de�novaných na R2 - tzv. dvourozm¥rnou Fourierovu transformaci. V této sekci tedy probereme dvou-
rozm¥rnou Fourierovu transformaci. Mnohé v¥ty necháme bez d·kazu, protoºe by se konstruoval analogicky
jako v jednorozm¥rném p°ípad¥ a nebyl by p°ínosem.

De�nice 1.41 (Fourierova transformace funkce vL 1(R2)). Nech´ f (x; y) 2 L 1(R2). Fourierova transformace
funkce f je funkce F f f g(�; � ) = F (�; � ) : R2 ! C de�novaná jako

F (�; � ) =

1Z

�1

1Z

�1

f (x; y)e� i( x� + y� ) dx dy:

Funkce F se také nazýváFourierovo spektrumfunkce f .

De�nice 1.42 (Inverzní Fourierova transformace funkce vL 1(R2)). Nech´ G(�; � ) 2 L 1(R2): Inverzní Fou-
rierova transformace funkce G je funkce F � 1 f Gg(x; y) = g(x; y) : R2 ! C de�novaná jako

g(x; y) =
1

4� 2

1Z

�1

1Z

�1

G(�; � )ei( x� + y� ) d� d�:

V¥ta 1.43 (V¥ta o inverzní Fourierov¥ transformaci pro funkce vL 1(R2)). Jestliºe f (x; y) 2 L 1(R2) a je
spojitá na R2, pak pro kaºdé (�; � ) 2 R2 platí

f (x; y) = lim
� ! 0

1
4� 2

1Z

�1

1Z

�1

F (�; � )ei( x� + y� )e� � 2 � 2+ � 2

2 d� d�:

D·kaz. D·kaz lze najít v [30].

Analogicky jako pro funkce jedné prom¥nné zavedeme amplitudové a fázové spektrum i pro funkce dvou
prom¥nných.

1.3.1 Vlastnosti Fourierovy transformace funkcí dvou reálných prom¥nných

Vlastnosti si uvedeme pro p°ehlednost v tabulce (tabulka 1.2), dále uvedeme jako samostatné v¥ty (krom¥
linearity, ta je opravdu zjevná). D·kazy uvedeme jen tam, kde p°iná²ejí n¥co nového oproti jednorozm¥rnému
p°ípadu.

V¥ta 1.44 (Posun v prostoru). Nech´ f 1(x; y) 2 L 1(R2) a nech´ F1(�; � ) je její Fourierovo spektrum.
Uvaºujme funkci

f 2(x; y) = f 1(x � x0; y � y0);
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funkce její spektrum vlastnost v¥ta £.

1. �f (x; y) + �g (x; y) �F (�; � ) + �G (�; � ) linearita

2. f (x � x0; y � y0) F (�; � )e� i( �x 0+ �y 0 ) posun v prostoru 1.44

3. ei( � 0x+ � 0y) f (x; y) F (� � � 0; � � � 0) posun ve spektru (modulace) 1.45

4. f (�x; �y ) 1
�� F

�
�
� ; �

�

�
zm¥na m¥°ítka v prostoru 1.46

5. f (� x; � y) F (� �; � � ) oto£ení os 1.47

6. f � (x; y) F � (� �; � � ) komplexní sdruºení 1.48

7. (f � g)(x; y) F (�; � )G(�; � ) konvoluce 1.49

8. f (x; y)g(x; y) 1
4� 2 (F � G)( �; � ) sou£in funkcí 1.50

Tabulka 1.2: Základní vlastnosti Fourierovy transformace funkcí dvou prom¥nných

kde x0; y0 2 R jsou dané konstanty. Nech´F2(�; � ) je Fourierovo spektrum f 2(x; y). Pak platí

F2(�; � ) = F1(�; � )e� i( �x 0+ �y 0 ) ;

A2(�; � ) = A1(�� );

� 2(�; � ) = � 1(�; � ) � (� �x 0 � �y 0):

V¥ta 1.45 (Posun ve spektru, modulace). Nech´ f 1(x; y) 2 L 1(R2) je spojitá funkce a nech´F1(�; � ) 2
L 1(R2) je její Fourierovo spektrum. Uvaºujme spektrum

F2(�; � ) = F1(� � � 0; � � � 0);

kde � 0; � 0 2 R jsou dané konstanty. Pak platí

F � 1 f F2(�; � )g = e i( � 0x+ � 0y) f 1(x; y):

V¥ta 1.46 (Zobecn¥ná zm¥na m¥°ítka v prostoru). Nech´ f 1(x; y) 2 L 1(R2) a nech´F1(�; � ) je její Fourierovo
spektrum. Uvaºujme funkci

f 2(x; y) = f 1(�x; �y );

kde �; � 2 R+ jsou dané konstanty. Nech´F2(�; � ) je Fourierovo spektrum f 2(x; y). Pak platí

F2(�; � ) =
1

��
F1

�
�
�

;
�
�

�
;

D·kaz.

F2(�; � ) =

1Z

�1

1Z

�1

f 1(�x; �y )e� i( x� + y� ) dx dy =

�
�
�
�
�
�

s = �x x = s
� dx = ds

�

t = �y y = t
� dy = dt

�

�
�
�
�
�
�

=

=
1

��

1Z

�1

1Z

�1

f 1(s; t)e
� i

�
s
� � + t

� �
�

dsdt =
1

��
F1

�
�
�

;
�
�

�

V¥ta 1.47 (P°eto£ení os). Nech´ f (x; y) 2 L 1(R2) a nech´ F (�; � ) je její Fourierovo spektrum. Pak platí

F f f (� x; � y)g = F (� �; � � ):

V¥ta 1.48 (Komplexní sdruºení). Nech´ f (x; y) 2 L 1(R2) a nech´ F (�; � ) je její Fourierovo spektrum.
Fourierovo spektrum funkce, která je komplexn¥ sdruºená k funkcif je její komplexn¥ sdruºené Fourierovo
spektrum s p°eto£enými osami

F f f � (x; y)g = F � (� �; � � )
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V¥ta 1.49 (Konvoluce). Nech´ f 1(x; y); f 2(x; y) 2 L 1(R2) a nech´ F1(�; � ); F2(�; � ) jsou jejich Fourierova
spektra. Pak

F f f 1(x; y) � f 2(x; y)g = F1(�; � ) � F2(�; � )

V¥ta 1.50 (Sou£in funkcí). Nech´ f 1(x; y); f 2(x; y) 2 L 1(R2) a jsou spojité. Nech´ jejich Fourierova spektra
F1(�; � ); F2(�; � ) 2 L 1(R2). Pak

F f f 1(x; y) � f 2(x; y)g =
1

4� 2 F1(�; � ) � F2(�; � ):

V¥ta 1.51 (Transformace z transformace).

(a) F f f (x; y)g = 4 � 2F � 1 f f (� x; � y)g;

(b) F � 1 f f (x; y)g =
1

4� 2 F f f (� x; � y)g:

(c) F fF f f (x; y)gg = 4 � 2f (� x; � y);

(d) F � 1 �
F � 1 f f (x; y)g

	
=

1
4� 2 f (� x; � y):

V¥ta 1.52 (Rotace sou°adného systému). Nech´ f 1(x; y) 2 L 1(R2) a nech´F1(�; � ) je její Fourierovo spekt-
rum. Uvaºujme funkci

f 2(x; y) = f 1(x cos� � y sin �; x sin � + y cos� );

kde � 2 h0; 2� ) (tj. funkce f 2 je oto£ená okolo po£átku o úhel� oproti funkci f 1, viz obrázek 1.3). Pak platí

F2(�; � ) = F1(� cos� � � sin �; � sin � + � cos� ):

0

�

x

y

x0

y0
A

a1

a2

a1 cos�

a1 sin �

a2 cos�

� a2 sin�

Obrázek 1.3: Odvození p°epo£tu sou°adnic p°i oto£ení kolem po£átku. BodA má sou°adnice(a1; a2) v sou-
°adném systémux; y, který je oto£ený oproti sou°adnému systémux0; y0 o úhel � . Bod (a1; 0) v x; y má
sou°adnice(a1 cos�; a 1 sin � ) v x0; y0. Podobn¥ bod(0; a2) v x; y má sou°adnice(� a2 sin �; a 2 cos� ) v x0; y0.
Proto bod A = ( a1; a2) v sou°adném systémux; y má sou°adnice(a1 cos� � a2 sin �; a 1 sin � + a2 cos� ) v sou-
°adném systémux0; y0.
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D·kaz.

F2(�; � ) =

1Z

�1

1Z

�1

f 2(x; y)e� i( x� + y� ) dx dy =

=

1Z

�1

1Z

�1

f 1(x cos� � y sin �; x sin � + y cos� )e� i( x� + y� ) dx dy =

=

�
�
�
�
�
�

s = x cos� � y sin � x = scos� + t sin �

t = x sin � + y cos� y = � ssin � + t cos�

�
�
�
�
�
�

=

=

�
�
�
�
�
�

cos� sin �

� sin � cos�

�
�
�
�
�
�

1Z

�1

1Z

�1

f 1(s; t)e� i[ � (s cos� + t sin � )+ � (� s sin � + t cos� )] dsdt =

=

1Z

�1

1Z

�1

f 1(s; t)e� i[s(� cos� � � sin � )+ t (� sin � + � cos� )] dsdt =

= F1(� cos� � � sin �; � sin � + � cos� )

V¥ta 1.53 (Zm¥na m¥°ítka, rotace, posun). Nech´ f 1(x; y) 2 L 1(R2) a nech´ F1(�; � ) je její Fourierovo
spektrum. Uvaºujme funkci

f 2(x; y) = f 1(�x cos� � �y sin � � x0; �x sin � + �y cos� � y0);

kde � 2 h0; 2� ), � 2 R+ , x0; y0 2 R jsou konstanty. Pak platí:

F2(�; � ) =
1

� 2 e� i( �x 0+ �y 0 )F1

�
�
�

cos� �
�
�

sin �;
�
�

sin � +
�
�

cos�
�

:

D·kaz. P°edpokládejme funkce

f 2(x; y) = f 1(�x cos� � �y sin � � x0; �x sin � + �y cos� � y0);

f 3(x; y) = f 1(�x cos� � �y sin �; �x sin � + �y cos� );

f 4(x; y) = f 1(x cos� � y sin �; x sin � + y cos� ):

Pak z v¥t o posunutí v prostoru (1.44), o rotaci (1.52) a o zobecn¥né zm¥n¥ m¥°ítka v prostor (1.46) plyne

F2(�; � ) = F3(�; � )e� i( �x 0+ �y 0 ) =
1

� 2 F4

�
�
�

;
�
�

�
e� i( �x 0+ �y 0 ) =

=
1

� 2 e� i( �x 0+ �y 0 )F1

�
�
�

cos� �
�
�

sin �;
�
�

sin � +
�
�

cos�
�

:

V¥ta má vyuºití nap°íklad p°i sesazování obraz·, které jsou po°ízené r·znými optickými soustavami,
r·znými p°ístroji. Takové obrazy jsou obecn¥ pooto£ené, mají r·zné m¥°ítko a i proto, ºe to£it m·ºeme
kolem obecného st°edu otá£ení, je tam i posun. V¥tu vyuºijeme v sekci 3.4.3 k tomu, abychom úhel oto£ení,
faktor zv¥t²ení / zmen²ení a vektor posunutí na²li mezi obrazy, kde tyto údaje neznáme.

1.3.2 D·sledky základních vlastností

Zdroje: [9, 16]
D·sledky, které si uvedeme v této sekci, vyuºijeme nap°íklad p°i posuzování obrazových �ltr· v sekci 3.3.
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V¥ta 1.54. Nech´ f (x; y) 2 L 1(R2) je spojitá funkce a nech´F (�; � ) 2 L 1(R2) je její Fourierovo spektrum.
Inverzní Fourierova transformace z komplexn¥ sdruºeného Fourierova spektra funkcef je komplexn¥ sdruºená
funkce f s p°eto£enými osami, tedy

F � 1 f F � (�; � )g = f � (� x; � y):

V¥ta 1.55 (Transformace reálné funkce). f (x; y) 2 L 1(R2) je reálná funkce, tj. f (x; y) = f � (x; y) 8(x; y) 2
R2, práv¥ tehdy, kdyº F (�; � ) = F � (� �; � � ).

V¥ta 1.56. Nech´ f (x; y) 2 L 1(R2) je reálná funkce, tj. f (x; y) = f � (x; y) 8(x; y) 2 R2. Pak amplitudové
spektrum této funkce je st°edov¥ symetrické, tj.A(�; � ) = A(� �; � � ):

V¥ta 1.57. Nech´ f (x; y) 2 L 1(R2) je reálná. Nech´G(�; � ) je omezená funkceR2 ! R taková, ºe G(�; � ) =
G(� �; � � ). Pak

F � 1 f F (�; � ) � G(�; � )g

je reálná.

V¥ta 1.58. Spektrum funkce f (x; y) 2 L 1(R2) je reálné, tj. F (�; � ) = F � (�; � ) 8(�; � ) 2 R2, práv¥ tehdy,
kdyº f (x; y) = f � (� x; � y).

V¥ta 1.59. Nech´ funkce f (x; y) 2 L 1(R2) je reálná, tj. f (x; y) = f � (x; y) 8(x; y) 2 R2, nech´ tato funkce
je st°edov¥ symetrická, tj. f (x; y) = f (� x; � y) 8(x; y) 2 R2. Pak spektrum funkce f je reálné, tj. F (�; � ) =
F � (�; � ) 8(�; � ) 2 R2:
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Kapitola 2

Diskrétní Fourierova transformace

2.1 Jednorozm¥rná diskrétní Fourierova transformace

Zdroje: [3, 6, 9, 16]

Diskrétní Fourierova transformace (DFT) transformuje v jednorozm¥rném p°ípad¥ obecn¥ komplexní
vektor na komplexní vektor, ve dvourozm¥rném obecn¥ komplexní matici na komplexní matici, vºdy stejných
rozm¥r·. Pouºívá se p°i praktických výpo£tech se signály nebo obrazy. Oproti její �spojité� obdob¥ je krásná
v tom, u ní nejsou ºádné problémy s existencí £i konvergencí, díky tomu, ºe se s£ítá kone£ný po£et s£ítanc·.

V literatu°e jsou dva p°ístupy k jejímu zna£ení a dva p°ístupy k tomu, co je na vstupu a výstupu.
My se budeme zde drºet zna£ení pomocí malého a velkého písmene, tedy transformace vektoruf bude
vektor F , vlastní transformaci pak budeme zna£itD. V literatu°e je moºné se setkat i se zna£ením dop°ední
transformace jako f̂ a zp¥tné jako �f . Pokud jde o to, co máme na vstupu a výstupu, n¥kte°í auto°i se drºí
vektorového a maticového zápisu pomocí index·, tedy nap°.ak , resp.ak;l , jako nap°íklad [6]4. Druhý p°ístup
je zápis jako funkce jedné nebo dvou prom¥nnýchf (x) nebof (x; y), jen je pot°eba vnímat, ºe de�ni£ní obor
je diskrétní. Tento p°ístup pouºívá nap°íklad [3] a budeme ho pouºívat i v tomto textu, povaºujeme ho za
p°ehledn¥j²í, zvlá²t¥ ve dvourozm¥rném p°ípad¥.

De�nice 2.1 (Diskrétní Fourierova transformace). Nech´ f (x) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N:
Diskrétní Fourierova transformace funkce f (x) je funkce D f f (x)g = F (� ) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C

F (� ) =
N � 1X

x=0

f (x)e� 2� i
N x� (2.1)

Funkci F nazýváme téº fourierovské spektrumfunkce f .

De�nice 2.2 (Zp¥tná diskrétní Fourierova transformace). Nech´ F (� ) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1gC; N 2 N.
Zp¥tná diskrétní Fourierova transformacefunkce F (� ) je funkce D � 1 f F g(x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C

D � 1 f F (� )g =
1
N

N � 1X

� =0

F (� )e
2� i
N x� :

Poznámka 2.3. Dále budeme slovodiskrétní vynechávat, pokud to bude v dané situaci zjevné, ºe je tím
my²lena. Která transformace je my²lena, se p°ípadn¥ rozli²í podle de�ni£ního oboru funkce.

Na rozdíl od �spojité� transformace, kde je to sloºit¥j²í, diskrétní zp¥tná transformace vºdy p°esn¥
funguje, platí, ºe zp¥tná transformace z dop°edné transformace se rovná p·vodní funkci. Navíc d·kaz tohoto
tvrzení není nijak obtíºný, a proto si jej zde uvedeme.

4Václav ƒíºek: Diskrétní Fourierova transformace a její pouºití [6] je útlá a p°esto obsáhlá kníºka, obsahuje velký po£et v¥t
týkajících se DFT, které by se jinde obtíºn¥ hledaly. Ov²em pozor, kdyº byste cht¥li z kníºky £erpat n¥jaké tvrzení, rad¥ji si ho
sami dokaºte, kdyº to jde, d·kazy jsou £asto na pár °ádk·. Kniha totiº obsahuje obrovské mnoºství chyb.
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V¥ta 2.4 (V¥ta o zp¥tné transformaci). Nech´ f (x) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´F (� ) je
její Fourierovo spektrum. Pak zp¥tná Fourierova transformace funkceF (� ) je funkce f (x), tj.

D � 1 fD f f (x)gg = f (x):

D·kaz. 5 Prove¤me formální dosazení dop°edné a zp¥tné transformace, p°eskládání po°adí sumace (u kone£-
ných sum lze vºdy) a následn¥ ozna£ení vnit°ní sumy.

D � 1 fD f f (x)gg =
1
N

N � 1X

� =0

F (� )e
2� i
N (x� ) =

1
N

N � 1X

� =0

N � 1X

s=0

f (s)e� 2� i
N s� e

2� i
N x� =

=
1
N

N � 1X

s=0

f (s)

0

@
N � 1X

� =0

e� 2� i
N (x� s)

1

A =
1
N

N � 1X

s=0

f (s)

0

@
N � 1X

� =0

�
e

2� i
N (x� s)

� �

1

A

| {z }
g(s)

:

Vzhledem k tomu, ºe g(s) je kone£ná geometrická °ada, m·ºeme ur£it její sou£et (p°ipome¬me, ºe vzorec pro
sou£et geometrické °ady oN prvcích a kvocientu jqj 2 (0; 1) je 1� qN

1� q ).

(a) Pokud x = s, pak e
2� i
N (x� s) = 1 , tedy s£ítámeN jedni£ek, g(s) = N .

(b) Pokud x 6= s, víme, ºe 1 � e
2� i
N (x� s) 6= 0 (protoºe x i s jsou z f 0; 1; : : : ; N � 1g, je opravdu x = s jediný

p°ípad toho, kdy ona komplexní exponenciála je rovna 1), a proto m·ºeme tímto výrazem d¥lit

g(s) =
1 �

�
e

2� i
N (x� s)

� N

1 � e
2� i
N (x� s)

=
1 � e2� i( x� s)

1 � e
2� i
N (x� s)

=
1 � 1

1 � e
2� i
N (x� s)

= 0 :

Proto,

D � 1 fD f f (x)gg =
1
N

f (x) � N = f (x):

De�nice 2.5 (Amplitudové spektrum, fázové spektrum). Amplitudové spektrumfunkce f (x) je funkceA(� ) :
f 0; 1; : : : ; N � 1g ! R de�novaná jako

A(� ) = jD f f (x)gj = jF (� )j:

Fázové spektrumfunkce f je funkce �( � ) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! h 0; 2� ) de�novaná jako

ReF (� ) = A(� ) cos �( � );

Im F (� ) = A(� ) sin �( �; ):

Pokud A(� ) = 0 pro n¥jaké (� ), poloºíme �( � ) = 0 :

5Osobn¥ neznám ºádný kniºní zdroj, kde by byl tento d·kaz uveden. Sama ho mám z p°edná²ky Hjalmara Rosengrena z mého
pobytu na Chalmers tekniska högskola ve ²védském Göteborgu [25]. Pokud zdroj znáte, odkaºte m¥ na n¥j, ráda ho zde uvedu.
Ale ono na tom d·kazu není nic objevného ani technicky náro£ného.
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2.1.1 Vlastnosti diskrétní Fourierovy transformace

V této £ásti si uvedeme vlastnosti diskrétní Fourierovy transformace funkcí jedné diskrétní prom¥nné (vek-
toru).

Periodické pokra£ování

První z vlastností diskrétní Fourierovy transformace, kterou si zde uvedeme, je taková, co p°ímo �£ní�
z de�nice, p°esn¥ji z de�ni£ního oboru. V²imn¥me si, ºe funkcee

2� i
N x� je periodická v prom¥nné� s periodou

N . Navíc formáln¥ nic nebrání tomu, abychom do vztahu (2.1) za� dosadili libovolné celé £íslo.

De�nice 2.6 (Periodické pokra£ování spektra). Nech´ f (x) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´
F (� ) je její Fourierovo spektrum. Periodickým pokra£ováním spektraF nazveme funkci eF (� ) : Z ! C

eF (� ) =
N � 1X

x=0

f (x)e� 2� i
N x� :

De�nice 2.7 (Periodické pokra£ování funkce). Nech´ f (x) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´
F (� ) je její Fourierovo spektrum. Periodickým pokra£ováním funkcef nazveme funkci ef (x) : Z ! C

ef (x) =
1
N

N � 1X

x=0

F (� )e
2� i
N x� :

Vidíme, ºe jsme neud¥lali nic jiného neº �rozkopírování� spektra, resp. funkce nekone£n¥krát na ob¥
strany p°es celéZ, coº ²lo zapsat podstatn¥ snadn¥ji, ov²em tímto zp·sobem je vid¥t souvislost s Fourierovou
transformací, ºe to není prosté rozkopírování, ale ºe ona se tak z de�nice chová.

Zcela intuitivn¥ m·ºeme zavést Df ef g a D � 1f eF g restrikcí t¥chto funkcí na p·vodní de�ni£ní obor.
Následující d·sledek (uvedený bez d·kazu, pokládáme za zjevné) nám ukáºe eleganci a p°ínos periodického

pokra£ování. Totiº pokud bychom z·stali u p·vodního zna£ení, musíme si hlídat, aby argumentem funkce
a jejího spektra byla vºdy £ísla z pat°i£ného de�ni£ního oboru. Toto m·ºe ov²em být poºadavek celkem
nep°íjemný na zna£ení, pokud chceme °e²it t°eba posunutí v datech. (Mnozí auto°i toto zna£ení nezavádí a
opravdu se striktn¥ drºí p·vodního de�ni£ního oboru a pí²ou nap°íklad F (N � � ) tam, kde my budeme psát
eF (� � ).)

D·sledek 2.8. Nech´ f (x) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´F (� ) je její Fourierovo spektrum.
Pak pro kaºdé k 2 Z platí.

f (x) = ef (x + kN ); F (� ) = eF (� + kN )

a odtud

ef (x) = f (x); ef (� x) = f (N � x); eF (� ) = F (� ); eF (� � ) = F (N � � ):

Vidíme, ºe na rozdíl o autor·, kte°í toto zna£ení nezavedou, my m·ºeme pouºívat jednodu²eeF (� � ) nebo
ef (x � x0) pro x0 celé a m·ºeme se tak p°iblíºit ke zna£ení u FT. Je pot°eba si uv¥domit, ºe na rozdíl od FT,
zde nemáme b¥ºné posunutí, ale cyklické posunutí.

Taktéº bez d·kazu si uvedeme te¤ jiº p°edpokládám z°ejmý d·sledek, který nám v d·kazech zjednodu²í
práci.

D·sledek 2.9. Nech´ f (x) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´F (� ) je její Fourierovo spektrum.
Pak pro kaºdé k 2 Z platí.

f (x) = ef (x + kN ); F (� ) = eF (� + kN )

a odtud

D f f (x)g =
k+ N � 1X

x= k

ef (x)e� 2� i
N x� ; D � 1 f F (� )g =

k+ N � 1X

x= k

eF (� )e� 2� i
N x� : (2.2)
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Tyto vztahy mají velký d·sledek p°i zpracování signálu a obraz·. Je totiº vid¥t, ºe Fourierova transfor-
mace bere vektorová data, jako by byla periodická, vektor naskládaný opakovan¥ za sebe. Digitální obrazy
bere, jako by byly periodicky vyskládané do ²achovnice. B¥ºn¥ mají data n¥jaký �postupný� pr·b¥h, ne-
bývají tam dramatické skoky mezi sousedními body díky tomu, ºe data jsou diskretizací n¥jakého reálného
d¥je. Jenºe práv¥ díky této periodicit¥ tam £asto p°irozen¥ skoky vznikají na p°echodu z jedné periody do té
dal²í. ƒasto pak v p°ípad¥ obraz· tento skok je nejvýrazn¥j²í strukturou v té ²achovnici. V p°ípad¥ signál·
jsou celé skupiny v¥dc·, kte°í se v¥nují odstran¥ní vliv· tzv. boundary e�ects p°i analýze signál·. V p°ípad¥
obraz· je proto velmi d·leºité pro dal²í zpracování n¥jak odstranit okraje obraz·, v¥t²inou se to °e²í n¥ja-
kou váhovou funkcí, kterou vynásobíme obraz tak, aby na okraji jiº ºádná data nebyla, aby tam byly nuly.
V závislosti na tom, na jakou analýzu bude takto modi�kovaný obraz a jeho spektrum pouºito, se volí bu¤
váhové funkce radiáln¥ symetrické (jádro, kde je váha rovna nule, je kruh, p°ípadn¥ elipsa), nebo obdélníkové
(jádro je £tverec, p°ípadn¥ obdélník). Více k tomuto tématu uvádíme v úvodu kapitoly 3.

Základní vlastnosti

Neº si uvedeme jednotlivé v¥ty, obdoby t¥ch, které známe z FT, shrneme si je op¥t v p°ehledné tabulce -
Tabulka 2.1.

funkce její spektrum vlastnost v¥ta £.

1. �f (x) + �g (x) �F (� ) + �G (� ) linearita 2.10

2. ef (x � x0) F (� ) � e� 2� i
N �x 0 cyklický posun v prostoru 2.11

3. e
2� i
N � 0x f (x) eF (� � � 0) cyklický posun ve spektru (modulace) 2.12

4. ef (� x) eF (� � ) p°eto£ení osy 2.13

5. f � (x) eF � (� � ) komplexní sdruºení 2.14

6. (f � g)(x) F (� ) � G(� ) periodická konvoluce 2.16

7. f (x) � g(x) 1
N (F � G)( � ) sou£in funkcí 2.18

Tabulka 2.1: Základní vlastnosti diskrétní Fourierovy transformace funkcí jedné prom¥nné.

V¥ta 2.10 (Linearita) . Nech´ f (x); g(x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´ F (� ); G(� ) jsou jejich
Fourierova spektra, nech´�; � 2 R libovolná. Pak

D f �f (x) + �g (x)g = �F (� ) + �G (� ):

D·kaz. Zjevná, vychází z vlastností kone£ných sou£t·, v zásad¥ se jedná o distributivní zákon.

V¥ta 2.11 (Posun v prostoru). Nech´ f 1(x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´ F1(� ) je její Fourierovo
spektrum. Uvaºujme funkci

f 2(x) = ef 1(x � x0);

kde x0 2 Z je daná konstanta. Nech´F2(� ) je Fourierovo spektrum f 2(x). Pak platí

F2(� ) = e � 2� i
N �x 0 F1(� ):

D·kaz.

F2(� ) =
N � 1X

x=0

f 2(x)e� 2� i
N x� =

N � 1X

x=0

ef 1(x � x0)e� 2� i
N x� =

�
�
� s = x � x0

�
�
� =

N � 1� x0X

s= � x0

ef 1(s)e� 2� i
N � (s+ x0 ) =

= e � 2� i
N �x 0

N � 1� x0X

s= � x0

ef 1(s)e� 2� i
N s� = e � 2� i

N �x 0 F1(� );

p°i£emº poslední rovnost vychází ze vztahu (2.2).
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V¥ta 2.12 (Posun ve spektru, modulace). Nech´ f 1(x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´ F1(� ) je její
Fourierovo spektrum. Uvaºujme funkci

f 2(x) = e
2� i
N x� 0 f 1(x);

kde � 0 2 Z je daná konstanta. Nech´F2(� ) je Fourierovo spektrum f 2(x). Pak platí

F2(� ) = eF (� � � 0):

D·kaz.

F2(� ) =
N � 1X

x=0

e
2� i
N x� 0 f 1(x)e� 2� i

N x� =
N � 1X

x=0

f 1(x)e� 2� i
N x(� � � 0 ) = eF (� � � 0)

V¥ta 2.13 (P°eto£ení osy). Nech´ f (x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´ F (� ) je její Fourierovo
spektrum. Fourierova transformace funkcef s p°eto£enou osou je funkceF s p°eto£enou osou (m·ºeme téº
chápat jako £tení dat od konce), tedy

D
n

ef (� x)
o

= eF (� � )

D·kaz.

D
n

ef (� x)
o

=
N � 1X

x=0

ef (� x)e� 2� i
N x� =

�
�
� s = � x

�
�
� =

0X

s= � N +1

ef (s)e� 2� i
N (� s� ) = eF (� � );

p°i£emº poslední rovnost vychází ze vztahu (2.2).

V¥ta 2.14 (Komplexní sdruºení). Nech´ f (x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´F (� ) je její Fourierovo
spektrum. Fourierovo spektrum funkce, která je komplexn¥ sdruºená k funkcif , je její komplexn¥ sdruºené
Fourierovo spektrum s oto£enou osou

D f f � (x)g = F � (� � ):

D·kaz.

D f f � (x)g =
N � 1X

x=0

f � (x)e� 2� i
N x� =

N � 1X

x=0

f � (x)e� ( � 2� i
N )(� x� ) =

 
N � 1X

x=0

f (x)e� 2� i
N (� x� )

! �

= eF � (� � ):

De�nice 2.15 (Periodická konvoluce). Nech´ f 1; f 2(x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N. Funkce f (x) se
nazývá diskrétní periodická konvolucefunkcí f 1; f 2 (zna£eno jakof (x) = f 1(x) � f 2(x)), jestliºe

f (x) =
N � 1X

s=0

f 1(s) ef 2(x � s):

V¥ta 2.16 (Periodická konvoluce). Nech´ funkcef 1(x); f 2(x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N mají Fourierova
spektra F1(� ); F2(� ). Potom

D f f 1(x) � f 2(x)g = F1(� ) � F2(� )

D·kaz. Nech´ f (x) = f 1(x) � f 2(x). Pak

D f f (x)g =
N � 1X

x=0

 
N � 1X

s=0

f 1(s) ef 2(x � s)

!

e� 2� i
N x� =

N � 1X

s=0

f 1(s)
N � 1X

x=0

ef 2(x � s)e� 2� i
N x� =

�
�
� p = x � s

�
�
� =

=
N � 1X

s=0

f 1(s)
N � 1� sX

p= � s

ef 2(p)e� 2� i
N � (p+ s) =

N � 1X

s=0

f 1(s)e� 2� i
N s� �

N � 1� sX

p= � s

ef 2(p)e� 2� i
N p� = F1(� ) � F2(� ):
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Konvoluce je klí£ový nástroj p°i �ltraci (více v sekci 3.3), a´ uº se �ltrace provádí pomocí konvoluce, nebo
pomocí násobení ve frekven£ní oblasti. P°i teoretických úvahách se rozhodn¥ díky její vlastnosti uvedené
v poslední v¥t¥, pouºívá ve tvaru, jak je uvedená. V praxi m·ºe ov²em být problémem, ºe �£te hodnoty�
periodicky, ºe dochází tímto k p°ená²ení hodnot v sousední kopii periodizovaných datef do základní periody.
•e²ení mohou být velmi r·zná, jednou z moºností je dopln¥ní posloupnosti nulami tak, aby nedocházelo ke
£tení sousední kopie dat (tzv. padding), dal²í moºností moºností je pouºití tzv. �£áste£né konvoluce� [11],
kdy se konvoluce omezuje pouze na p·vodní de�ni£ní obor a konvolu£ní jádro p°enormovává. V jejímº popisu
nebudeme uvaºovat funkcef 1 de�novanou na celémf 0; 1; : : : ; N � 1g, ale na n¥jaké men²í mnoºin¥.

De�nice 2.17 (ƒáste£ná konvoluce). Nech´ f (x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N, nech´ g(x) : f� M; � M +
1; : : : ; 0; 1; : : : ; M g ! C; M 2 N (g téº nazýváme �jádro konvoluce�). Funkceh(x) se nazývá£áste£ná dis-
krétní konvolucefunkcí f; g (zna£eno jakof (x) = f 1(x) � c f 2(x)), jestliºe

h(x) =

MP

s= � M

ef (s � x)g(s)� (x � s)

MP

s= � M
� (x � s)g(s)

;

kde � : Z ! f 0; 1g taková, ºe

� (x) =

(
1 pro x 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g

0 jinak.

Funkce � vynuluje body, které jsou mimo základní periodu funkceef , jmenovatel pak zaji²´uje p°enormo-
vání jádra tak, aby v²ude v obraze byl pouºit sou£et jeho hodnot1.

V¥ta 2.18 (Sou£in funkcí). Nech´ funkce f 1(x); f 2(x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N mají Fourierova
spektra F1(� ); F2(� ). Potom

D f f 1(x) � f 2(x)g =
1
N

F1(� ) � F2(� ):

D·kaz.

D f f 1(x) � f 2(x)g =
N � 1X

t=0

f 1(t)f 2(t)e� 2� i
N t� =

N � 1X

t=0

 
1
N

N � 1X

� =0

F1(� )e
2� i
N t�

!

f 2(t)e� 2� i
N t� =

=
1
N

N � 1X

t=0

N � 1X

� =0

F1(� )f 2(t)e� 2� i
N t� e

2� i
N t� =

1
N

N � 1X

� =0

 

F1(� )
N � 1X

t=0

f 2(t)e� 2� i
N t (� � � )

!

=

=
1
N

N � 1X

� =0

F1(� ) eF2(� � � ) =
1
N

F1(� ) � F2(� )

D·sledek 2.19 (Nultý prvek spektra) . P°ímo z de�nice vidíme, ºe

F (0) =
N � 1X

x=0

f (x)e
2� i
N x�0 =

N � 1X

x=0

f (x):

Tedy nulová frekvence spektra vyjad°uje sou£et v²ech prvk· p·vodního vektoru.
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V¥ta 2.20 (Transformace z transformace). Nech´ f (x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´ F (� ) je její
Fourierovo spektrum. Pak platí:6

(a) D fD f f (x)gg = N ef (� x);

(b) D � 1 �
D � 1 f f (x)g

	
=

1
N

ef (� x);

(c) D f f (x)g = N D � 1
n

ef (� x)
o

;

(d) D � 1 f f (x)g =
1
N

D
n

ef (� x)
o

D·kaz.

(a)

D fD f f (x)gg =
N � 1X

� =0

F (� )e� 2� i
N x� =

N � 1X

� =0

F (� )e
2� i
N (� x� ) =

�
�
� � = � �

�
�
� =

0X

� = � N +1

eF (� � )e
2� i
N x� =

= N D � 1
n

D
n

ef (� x)
oo

= N ef (� x)

(b)

D � 1 �
D � 1 f f (x)g

	
=

1
N

N � 1X

� =0

 
1
N

N � 1X

s=0

f (s)e
2� i
N s�

!

e
2� i
N x� =

1
N 2

N � 1X

� =0

 
N � 1X

s=0

f (s)e� 2� i
N (� s� )

!

e
2� i
N x� =

=
�
�
� u = � s

�
�
� =

1
N 2

N � 1X

� =0

 
0X

u= � N +1

ef (� u)e� 2� i
N u�

!

e
2� i
N x� =

1
N

D � 1
n

D
n

ef (� x)
oo

=
1
N

ef (� x)

(c) získáme z (a), kdyº pouºijeme zp¥tnou Fourierovu transformaci na ob¥ strany rovnosti.

(d) získáme z (c) nahrazením� x za x a pod¥lením obou stran rovnostiN .

Tato vlastnost je velmi d·leºitá pro praktické výpo£ty. •íká nám, ºe sta£í výpo£etn¥ zvládnout dop°ednou
Fourierovu transformaci, zp¥tná je vlastn¥ totéº co dop°edná, jen s jistými úpravami, které nemají vliv na
n¥jakou algoritmizaci výpo£tu.

2.1.2 D·sledky základních vlastností

V¥ta 2.21 (Transformace reálné funkce). Nech´ f (x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´ F (� ) je
její Fourierovo spektrum. f je reálná funkce, tj. f (x) = f � (x) 8x 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g, práv¥ tehdy, kdyº
F (� ) = eF � (� � ).

D·kaz.

(a) P°edpokládejme, ºef je reálná funkce. Pak v¥ta 2.14 o komplexním sdruºení °íká, ºe

F (� ) = D f f (x)g = D f f � (x)g = F � (� � ):

(b) P°edpokládejme, ºe F (� ) = F � (� � ). Pak z v¥ty 2.14 o komplexním sdruºení a v¥ty 2.4 o zp¥tné
transformaci plyne

f (x) = D � 1 f F (� )g = D � 1
n

eF � (� � )
o

= D � 1 fD f f � (x)gg = f � (x):
6N¥které zdroje, nap°íklad [6], uvád¥jí tyto vlastnosti v jiném tvaru, nepouºívají p°evrácení posloupnosti, ale komplexní

sdruºení. Nap°. tvrzení (d) by po p°evedení na na²e zna£ení bylo D � 1 f f (x)g =
�

1
N D f f � (x)g

� � . Pouºitím v¥ty o komplexním
sdruºení (2.14) se snadno ukáºe ekvivalentnost t¥chto dvou tvar·.
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Tato v¥ta má naprosto klí£ový význam pro aplikace. B¥ºn¥ chceme s daty n¥co provést tak, ºe spo£teme
Fourierovu transformaci, n¥jak modi�kujeme spektrum a pak provedeme zp¥tnou transformaci. Vstupní data
bývají reálná a chceme, aby i po na²í úprav¥ byla op¥t reálná. V¥ta °íká, ºe modi�kovat musíme tak, aby
spektrum z·stalo symetrické ve smysluF (� ) = eF � (� � ). Jedním z hojn¥ vyuºívaných zp·sob· modi�kace je
vyuºití váhové funkce G ve smyslu v¥ty 2.23 níºe.

V¥ta 2.22. Nech´ f je reálná funkce, tj. f (x) = f � (x) 8x 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g. Pak A(� ) = A(� � ):

D·kaz. Tvrzení je p°ímým d·sledkem v¥ty 2.21.

I tato v¥ta je velmi d·leºitá pro aplikace. V praxi totiº pracujeme v¥t²inou s reálnými daty, reálnými
signály, obrazy obrazy. Jejich amplitudové spektrum je st°edov¥ symetrické, resp. v p°ípad¥ jednorozm¥r-
ných dat symetrické kolem po£átku, a tedy pokud chceme analyzovat amplitudové spektrum, sta£í nám ho
analyzovat polovinu, Zbytek nenese ºádnou novou informaci. (V p°ípad¥ lichéhoN je pot°eba si uv¥domit,
ºe jeden prvek, nultý, je symetrický nanejvý² sám se sebou, a tak se nejedná p°esn¥ o polovinu, ale vektor
délky N +1

2 :)

V¥ta 2.23. Nech´ f (x) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! C; N 2 N a nech´ F (� ) je její Fourierovo spektrum. Nech´
funkce G(� ) : f 0; 1; : : : ; N � 1g ! R spl¬uje G(� ) = eG(� � ). Pak

D � 1 f F (� ) � G(� )g

je reálná funkce.

D·kaz. Podle v¥ty 2.21, pokudf je reálná funkce, pak

F (� ) = eF � (� � ):

Vynásobíme-li rovnost G, dostaneme

F (� ) � G(� ) = eF � (� � ) � eG(� � ) = ( eF (� � ) � eG(� � )) � :

Pak znovu podle v¥ty 2.21,
D � 1 f F (� ) � G(� )g

je reálná.

Jak klí£ová je tato v¥ta pro aplikace, jsme si uvedli jiº v p°ípad¥ funkcí reálných prom¥nných. Zde v
diskrétním p°ípad¥ díky kone£nosti sumy navíc odpadá poºadavek na omezenost funkce vzhledem k tomu,
ºe G je dána n¥jakou maticí obsahující n¥jaká (samoz°ejm¥ kone£ná) reálná £ísla. V praxi stejn¥ nej£ast¥ji
pouºíváme váhy (prvky matice G) z intervalu h0; 1i .

V¥tu 2.21 m·ºeme díky symetrii diskrétní Fourierovy transformace p°eformulovat i pro reálná spektra.

V¥ta 2.24. Spektrum funkce f je reálné, tj. F (� ) = F � (� ) 8x 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g, práv¥ tehdy, kdyº
f (x) = ef � (� x).

D·kaz.

(a) P°edpokládejme, ºe spektrumF je reálné. Pak

f (x) = D � 1 f F (� )g = D � 1 f F � (� )g = ef � (� x):

(b) P°edpokládejme, ºef (x) = f � (� x). Pak

F (� ) = D f f (x)g = D
n

ef � (� x)
o

= F � (� ):
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P°ímým d·sledkem této v¥ty je pak v¥ta o transformaci funkcí, které jsou reálné a je²t¥ k tomu sudé
(st°edov¥ symetrické) v rámci periodického pokra£ování nebo toho, jak funkci díky periodickému pokra£ování
£teme �od konce� .

V¥ta 2.25. Nech´ funkcef je reálná, tj. f (x) = f � (x) 8x 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g, nech´ tato funkce je st°edov¥
symetrická, tj. f (x) = ef (� x) 8x 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g. Pak spektrum funkce f je reálné, tj. F (� ) = F � (� )
8x 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g:

D·kaz. ƒást (b) d·kazu v¥ty 2.24 pouºitá na reálné funkce p°ímo dává tento výsledek.

2.1.3 Maticový zápis diskrétní Fourierovy transformace

Zdroje: [6, 21, 33]

Vzorec pro diskrétní Fourierovu transformaci m·ºeme p°epsat

F (� ) =
N � 1X

x=0

f (x)e� 2� i
N x� =

N � 1X

x=0

f (x)e� 2� i
N

x�
=

N � 1X

x=0

f (x)! x� ;

kde ! = e � 2� i
N = cos

� 2�
N

�
� i sin

� 2�
N

�
, coº je N tá odmocnina z jedni£ky. Je vid¥t, ºe funkce! �x v prom¥nné

x je periodická s periodouN , jak známe uº z periodického pokra£ování.
Zkusme za£ít sN = 4 a prohlédnout si, jak to vypadá konkrétn¥.

F (0) =
N � 1X

x=0

f (x)! 0 =
N � 1X

x=0

f (x);

F (1) =
N � 1X

x=0

f (x)! x ;

F (2) =
N � 1X

x=0

f (x)! 2x ;

F (3) =
N � 1X

x=0

f (x)! 3x :

Takové mocniny ! m·ºeme zapsat do matice

W4 =

0

B
B
B
B
B
@

1 1 1 1

1 ! ! 2 ! 3

1 ! 2 ! 4 ! 6

1 ! 3 ! 6 ! 9

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

1 1 1 1

1 � i � 1 i

1 � 1 1 � 1

1 i � 1 � i

1

C
C
C
C
C
A

;

p°i£emº platí, ºe 0

B
B
B
B
B
@

F (0)

F (1)

F (2)

F (3)

1

C
C
C
C
C
A

= W4 �

0

B
B
B
B
B
@

f (0)

f (1)

f (2)

f (3)

1

C
C
C
C
C
A

:
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Obecn¥ m·ºeme zapsat

W =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 1 1 1 � � � 1

1 ! ! 2 ! 3 � � � ! N � 1

1 ! 2 ! 4 ! 6 � � � ! 2(N � 1)

1 ! 3 ! 6 ! 9 � � � ! 3(N � 1)

...
...

...
...

. . .
...

1 ! N � 1 ! 2(N � 1) ! 3(N � 1) � � � ! (N � 1)(N � 1)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

a F = W � f; p°i£emº zdeF a f myslíme vektory popisující hodnoty funkcí F a f (prost¥ jsme p°echodn¥
p°e²li z funk£ního do maticového zápisu ve smyslu úvodu do sekce 2.1). MaticiW je moºné vykreslit i gra�cky
jako ²ipe£ky znázor¬ující komplexní jednotku pomocí orientované úse£ky, coº m·ºe taktéº názorn¥ ukazovat
�rychlost zm¥ny� prvk· matice � viz. obrázek 2.1.

Obrázek 2.1: MaticeW pro N = 16 nazna£ená jako sm¥ry jednotkového vektoru, jako komplexní jednotka
nazna£ená jako orientovaná úse£ka.

Vzhledem k tomu, ºe dop°edná a zp¥tná DFT se li²í pouze ve znaménku v exponentu, které se projeví jako
komplexní sdruºení ! , je nasnad¥, ºe zp¥tná DFT se dá spo£ítat pomocí maticeW � 1 = 1

N W � ; f = W � 1 � F .

2.1.4 Vztah mezi diskrétní Fourierovou transformací a Fourierovou °adou periodické
funkce

Zdroje: [3, 10]
Vyjdeme ze spojité funkcef : R ! R, která je periodická s periodoup (z d·vodu absolutní konvergence

budeme p°edpokládat spojitost této funkce aº do druhé derivace [39]). Ozna£me� f (x) její Fourierovu °adu.
Napí²eme si ji zde v komplexním tvaru a neº se pustíme do vlastního odvození vztahu mezi diskrétní Fou-
rierovou transformací a Fourierovou °adou periodické funkce, poj¤me se podívat na vztah mezi komplexním
a reálným tvarem Fourierovy °ady.
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� f (x) =
1X

k= �1

cke2� i kx
p = c0e0 +

1X

k=1

�
cke2� i kx

p + c� ke� 2� i kx
p

�
= (2.3)

= c0 +
1X

k=1

�
ck cos

2�kx
p

+ ck i sin
2�kx

p
+ c� k cos

2�kx
p

� c� k i sin
2�kx

p

�
=

= c0 +
1X

k=1

�
(ck + c� k ) cos

2�kx
p

+ i( ck + c� k ) sin
2�kx

p

�
; (2.4)

kde

ck =
1
p

Z p

0
f (x)e2� i kx

p :

jsou komplexní £ísla. Poj¤me koe�cienty porovnat s koe�cienty reálného tvaru

� f (x) =
a0

2
+

1X

k=1

�
ak cos

2�kx
p

+ bk sin
2�kx

p

�
; (2.5)

kde ak ; bk jsou reálná £ísla. Srovnáním vztah· (2.4) a (2.5) snadno zjistíme, ºe

c0 =
a0

2
ck + c� k = ak (2.6)

i(ck � c� k ) = bk : (2.7)

Zde je jiº celkem vid¥t, ºe ck a c� k musí být komplexn¥ sdruºené, aby mohla býtak ; bk reálná. M·ºeme si
to ov²em i precizn¥ dotáhnout do konce, vhodn¥ pos£ítat rovnice (2.6) a (2.7) a dostáváme

i � 2ck = ak i + bk

ck =
1
2

(ak � ibk ):

Vyuºili jsme toho, ºe 1
i = i

i �i = � i: Podobn¥ c� k = 1
2(ak + i bk ). Srovnáním ck a c� k zjistíme, ºe ck = c�

� k .
Nep°ipomíná vám to n¥co, tato symetrie koe�cient· ck? Fourierovu °adu jsme d¥lali pro reálnou funkci
(nabývající reálných hodnot) a vy²lo nám, ºe pro koe�cienty platí ck = c�

� k . Kdyº jsme °e²ili Fourierovu
transformaci reálné funkce (v¥ta 1.32), zjistili jsme, ºeF (� ) = F � (� � ), v diskrétním p°ípad¥ ve v¥t¥ 2.21
F (� ) = F � (� � ), coº je vlastn¥ obojí obdobné tvrzení jako prock . Prost¥, a´ uº se jedná o Fourierovu
transformaci, £i Fourierovu °adu reálné funkce, vºdy je tam tato forma symetrie.

Poj¤me te¤ sm¥°ovat k diskrétní Fourierov¥ transformaci. Budeme £íst hodnoty funkcef s ekvidistantním
d¥lením sN dílky o délce p

N na kaºdém intervalu délky p7. Ozna£me

u

f (n) = f
�

n
p
N

�
; n 2 Z: (2.8)

Formáln¥ dosadíme vztah (2.3) (první variantu na tomto °ádku) do (2.8) v bod¥, kde� f konverguje k f (coº
je ve v²ech bodech spojitosti a my p°edpokládáme spojitou funkci).

u

f (n) =
1X

k= �1

cke2� i k
p n p

N =
1X

k= �1

cke2� i kn
N : (2.9)

7Mohl by se pouºít pojem vzorkování, sampling, ale ten se £ast¥ji pouºívá v situacích, kdy za pouºití delta distribuce
vytvo°íme �funkci� takovou, ºe má nenulové hodnoty jen v inkriminovaných diskrétních bodech, ale integrací dostáváme více
mén¥ to samé jako integrací p·vodní funkce.
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Funkce e2� i kn
N jsou periodické v prom¥nnék s periodouN , proto m·ºeme poloºit k = l + Nm; kde m 2 Z; l 2

f 0; 1; : : : N � 1g, a p°epsat rovnici (2.9) jako

u

f (n) =
1X

m= �1

N � 1X

l=0

cl+ Nm e
2� i
N n(l+ Nm ) =

1X

m= �1

N � 1X

l=0

cl+ Nm e2� i nl
N

=1
z }| {
e2� imn �=

N � 1X

l=0

1X

m= �1

cl+ Nm e2� i nl
N =

=
N � 1X

l=0

e2� i nl
N

1X

m= �1

cl+ Nm

| {z }
u
F (l )

:

Rovnost �= je p°erovnání °ady, coº m·ºeme za podmínky absolutní konvergenceck . S novým ozna£ením
pí²eme

u

f (n) =
N � 1X

l=0

u
F (l)e2� i nl

N ;

coº je skoro p°esn¥ vztah pro zp¥tnou diskrétní Fourierovu transformaci, pouze faktor1N v n¥m chybí. Tedy

D � 1
n

u
F

o
=

1
N

N � 1X

l=0

u
F (l)e2� i nl

N =
1
N

N � 1X

l=0

N � 1X

x=0

u

f (x)e� 2� i xl
N

| {z }
u
F (l )

e2� i nl
N =

1
N

u

f (n):

D
n u

f (t)
o

(l ) =
1X

m= �1

cl+ mN =
u
F (l) (2.10)

Pokud nejsou koe�cienty ck nulové mimo n¥jaký rozsah délkyN , pak dojde p°i s£ítání k p°ekrývání frekvencí
a pokud k vzorkování takového signálu pouºijemeN dílk·, dojde ke ztrát¥ informací. S tím souvisejí takové
pojmy z oblasti zpracování signál· jako band-limited function (tedy funkce, u které k p°ekrývání frekvencí
nedojde pro dostate£n¥ velkéN ), pásmo, rozsah atd. Viz téº Whittaker·v�Nyquist·v�Shann·v teorém.
Pro band-limited functions jsou Fourierova °ada a diskrétní Fourierova transformace ekvivalentní pojmy
pro dostate£n¥ vysokéN a výraz (2.10) m·ºeme pouºít k efektivnímu výpo£tu koe�cient· Fourierovy °ady
(p°edev²ím z toho d·vodu, ºe pro výpo£et ck bychom jinak pouºili metody jako numerická integrace atd.,
které nepodléhají tak velké optimalizaci jako výpo£et diskrétní Fourierovy transformace).

2.1.5 Odvození diskrétní Fourierovy transformace z Fourierovy transformace funkcí
s omezeným nosi£em

Zdroj: [1]
P°edpokládejme, ºe funkce komplexní funkce reálné prom¥nnéf (x) je nulová mimo interval h0; Ai . Vez-

m¥me Fourierovu transformaci této funkce a spo£t¥me ji numericky. D¥lení oN dílcích zavedeme nejen
v prostoru, ale i ve spektru. Jak si ukáºeme, p°ejdeme tímto od Fourierovy transformace k diskrétní Fourie-
rov¥ transformaci, a tak m·ºeme DFT chápat jako aproximaci FT v p°ípad¥ funkcí s omezeným nosi£em.

Vyjdeme tedy z integrálu

F (� ) =

1Z

�1

f (x)e� ix� dx =

AZ

0

f (x)e� ix� dx:

Integraci nahradíme numerickou integrací pomocí obdélníkové formule s tím, ºe hodnoty funkcef budeme
£íst v bodechx = A n

N ; n = 0 ; 1; 2; : : : ; N � 1 (dílky jsou tedy délky A
N ).

F (� ) �
N � 1X

n=0

f
�

An
N

�
e� i An

N � A
N
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Vidíme, ºe taková suma je periodická v prom¥nné� s periodou 2�N
A : Zavedeme i ve spektru d¥lení naN dílk·

a budeme po£ítat hodnotyF v bodech� = 2�!
A a poslední vztah p°epí²eme na

F
�

2�!
A

�
�

A
N

N � 1X

n=0

f
�

An
N

�
e� i An

N
2�!

A =
A
N

N � 1X

n=0

f
�

An
N

�
e� i 2�!n

N :

Ozna£me

f n = f
�

An
N

�

F! =
N � 1X

n=0

f ne� i 2�!n
N : (2.11)

Pak spektrum F m·ºeme v zavedeném d¥lení vyjád°it jako

F
�

2�!
A

�
�

A
N

F! ;

p°i£emº vztah (2.11) je p°ímo diskrétní Fourierovou transformací posloupnostif n . Vidíme tedy, ºe Fourierovu
transformaci funkce de�nované na omezeném nosi£i m·ºeme vyjád°it (s n¥jakou p°esností) jako diskrétní
Fourierovu transformaci hodnot této funkce na n¥jakém d¥lení vynásobenou konstantou, která závisí na
hustot¥ d¥lení a na velikosti nosi£e, resp. jeho pouºité nadmnoºiny, intervalu, který tento nosi£ obsahuje.

Toto vyjád°ení je naprosto klí£ové pro aplikace, protoºe my zde budeme b¥ºn¥ d¥lat n¥jaká odvození na
funkcích jedné nebo dvou reálných prom¥nných, ale reálné výpo£ty budou probíhat diskrétn¥. Pokud budeme
obraz chápat jako diskretizaci n¥jaké reálné funkce, která je nulová mimo tento obraz (mimo obdélník), je
tento postup naprosto oprávn¥ný.

2.1.6 Rychlá Fourierova transformace (FFT)

Zdroje: [1, 5, 6, 36]
Výpo£et diskrétní Fourierovy transformace z de�nice je £asov¥ velmi náro£ný � kvadraticky, pro výpo£et

DFT pro vektor délky N je pot°eba provéstN 2 komplexních násobení aN 2 komplexních s£ítání. N¥co jako
diskrétní Fourierova transformace bylo poprvé pouºito jiº v roce 1805 Carlem Friedrichem Gaussem a jiº
tehdy se snaºil o n¥jaké optimalizace výpo£tu. Dal²í auto°i p°icházeli s dal²ími zrychleními. P°elomem byla
práce Jamese Cooleyho a Johna Tukeyho [5] z roku 1964, kte°í vytvo°ili algoritmus, který proN = 2 n má
výpo£etní náro£nostO(N log2 N ), oni ho popsali obecn¥ proN = N1 �N2 �� � �� Nn . Algoritmus cht¥la IBM, pro
kterou tehdy Cooley pracoval, patentovat, ale nakonec se to nepoda°ilo z d·vodu, ºe Tukey pro n¥ nepracoval,
a tak se stal algoritmus voln¥ pouºitelný. Jimi popsaný algoritmus dostal ozna£eníFast Fourier Transform .
Stále se pracuje na rychlej²ích algoritmech, i kdyº jsou zm¥ny v rychlosti stále men²í a men²í. Pro praktické
uºivatelské pouºití m·ºeme FFT brát jako ekvivalent diskrétní Fourierovy transformace a nemusíme °e²it,
jak je uvnit° implementována. Najdeme ji implementovanou v mnoha prost°edích v£etn¥ Matlabu a Pythonu.

Pro ú£ely tohoto kurzu je klí£ovou informací, ºe rychlá Fourierova transformace je efektivním zp·sobem
výpo£tu diskrétní Fourierovy transformace, po analytické stránce se jedná o to samé, po numerické stránce
nemá smysl °e²it rozdíl. Co je d·leºité v¥d¥t, je, ºe klasická FFT Cooleyho a Tukeyho je výrazn¥ nejrychlej²í
pro vektory délky 2n , p°ípadn¥ je²t¥k � 2n , kde n je n¥jaké p°irozené £íslo ak je n¥jaké malé p°irozené £íslo.
Pokro£ilej²í algoritmy mohou pracovat efektivn¥ i pro jiné délky vektor·. V p°ípad¥ implementace výpo£tu
v¥t²ího po£tu Fourierových transformací v jednom programu nebo p°i práci s maticemi v¥t²ích rozm¥r· je
vhodné si vyzkou²et, jak se chová konkrétní pouºívaná implementace FFT, p°ípadn¥ se preventivn¥ omezit
na matice rozm¥r· uvedeného tvaru.

My si zde uvedeme základní my²lenku FFF, a to situaci, kdyN je sudé. Sumu pro výpo£et DFT rozd¥líme
na liché a sudé £leny.
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F (� ) =
N � 1X

x=0

f (x)e� 2� i
N x� =

N
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t=0

f (2t)e� 2� i
N 2t� +

N
2 � 1X

t=0

f (2t + 1)e � 2� i
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� 2� i

N
2

t�
+ e � 2� i

N �

N
2 � 1X

t=0

f (2t + 1)e
� 2� i

N
2

t�
= D N

2
f f (2t)g + e � 2� i

N � D N
2

f f (2t + 1) g

D N
2

zde zna£í diskrétní Fourierovu transformaci o délce vstupního vektoruN2 . Tyto dv¥ transformace m·ºeme

zkrácen¥ ozna£it jakoS (sudé) £leny aL (liché £leny) a psát tedy

F (� ) = eS(� ) + e � 2� i
N � eL(� ):

Periodická pokra£ování jsou pot°eba, protoºe de�ni£ním oboremS a L je 0; 1; : : : ; N
2 � 1. M·ºeme je chápat

i jako funkce s de�ni£ním oborem 0; 1; : : : ; N � 1 s tím, ºe jsou periodické s periodouN
2 . Poj¤me si to

p°edstavit pro N = 8 .

F (0) = eS(0) + e � 2� i
8 �0eL(0) = S(0) + L(0)

F (1) = eS(1) + e � 2� i
8 �1eL(1) = S(1) + e � � i

4 L(1) =

= S(1) +
�

cos
�
4

� i sin
�
4

�
L (1) = S(1) +

 p
2

2
� i �

p
2

2

!

L (1)

F (2) = eS(2) + e � 2� i
8 �2eL(2) = S(2) + e � � i

2 L(2) =

= S(2) +
�

cos
�
2

� i sin
�
2

�
L (2) = S(2) � iL (2)

F (3) = eS(3) + e � 2� i
8 �3eL(3) = S(3) + e � 3� i

4 L(3) =

= S(3) +
�

cos
3�
4

� i sin
3�
4

�
L (3) = S(3) +

 

�

p
2

2
� i �

p
2

2

!

L (3)

F (4) = eS(4) + e � 2� i
8 �4eL(4) = S(0) + e � � iL(0) =

= S(0) + (cos � � i sin � ) L (0) = S(0) � L (0)

F (5) = eS(5) + e � 2� i
8 �5eL(5) = S(1) + e � 5� i

4 L(1) =

= S(1) +
�

cos
5�
4

� i sin
5�
4

�
L (1) = S(1) +

 
�

p
2

2
+ i �

p
2

2

!

L (1)

F (6) = eS(6) + e � 2� i
8 �6eL(6) = S(2) + e � 3� i

2 L(2) =

= S(2) +
�

cos
3�
2

� i sin
3�
2

�
L (2) = S(2) + i L (2)

F (7) = eS(7) + e � 2� i
8 �7eL(7) = S(3) + e � 7� i

4 L(3) =

= S(3) +
�

cos
7�
4

� i sin
7�
4

�
L (3) = S(3) +

 p
2

2
+ i �

p
2

2

!

L (3)

V p°ípad¥, ºe N je mocnina dvojky, bude postup zde uvedený tak dlouho rekurzivn¥ pokra£ovat, aº se
dostaneme do situace, ºe budeme mít dvouprvkovou posloupnost a v níS a L budou vlastn¥ p°ímo hodnotami
prvk· (transformace z jednoprvkové posloupnosti je z de�nice sám tento prvek). Diagram popisující uvedenou
rekurzi, je moºné najít nap°íklad v [6].

P°ípad, kdy N = N1 � N2, je celkem názorn¥ popsán v [1] (str. 151).
Zde rozebíráme pouze dop°ednou Rychlou Fourierovu transformaci. Jak ov²em plyne z v¥ty 2.20 a ko-

mentá°e pod ní, jakmile umíme efektivn¥ po£ítat dop°ednou transformaci, umíme i zp¥tnou, protoºe zp¥tnou
lze spo£ítat pomocí dop°edné a úprav tam uvedených, konkrétn¥

D � 1 f f (x)g =
1
N

D
n

ef (� x)
o

; resp. D � 1 f f (x)g =
1
N

(D f f � (x)g) � :
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2.2 Dvourozm¥rná diskrétní Fourierova transformace

Zdroje: [3, 9, 16, 25]
Ze v²ech transformací, které jsme zde uvedli, práv¥ dvourozm¥rná diskrétní Fourierova transformace je

tou, co se ve své rychlé form¥ pouºívá p°i zpracování obraz·. Jedná se o zobecn¥ní jednorozm¥rné diskrétní
Fourierovy transformace, a tak v¥t²inu tvrzení uvedeme bez d·kaz·, protoºe by se konstruovaly analogicky
jako v jednorozm¥rném p°ípad¥ a nebyly by p°ínosem.

De�nice 2.26 (Diskrétní Fourierova transformace ). Nech´ f (x; y) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g �
f 0; 1; : : : ; M � 1g ! C; N; M 2 N: Diskrétní Fourierova transformace funkce f (x; y) je funkce D f f g(�; � ) =
F (�; � ) : f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : ; M � 1g ! C de�novaná

F (�; � ) =
N � 1X

x=0

M � 1X

y=0

f (x; y)e� 2� i( x�
N + y�

M ) :

De�nice 2.27 (Zp¥tná diskrétní Fourierova transformace ). Nech´ F (�; � ) je funkce f 0; 1; : : : ; N �
1g � f 0; 1; : : : ; M � 1g ! C; N; M 2 N. Zp¥tná diskrétní Fourierova transformacefunkce F (�; � ) je funkce
D � 1 f F g(x; y) : f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : ; M � 1g ! C

D � 1 f F g(x; y) =
1

NM

N � 1X

� =0

M � 1X

� =0

F (�; � )e2� i( x�
N + y�

M ) :

V¥ta 2.28 (V¥ta o zp¥tné transformaci ). Nech´ f (x; y) je funkcef 0; 1; : : : ; N � 1g�f 0; 1; : : : ; M � 1g !
C; N; M 2 N a nech´ F (�; � ) je její Fourierova transformace. Pak zp¥tná Fourierova transformace funkce
F (�; � ) je funkce f (x; y), tj.

D � 1 fD f f (x; y)gg = f (x; y):

De�nice 2.29 (Amplitudové spektrum, fázové spektrum ). Amplitudové spektrumfunkce f je funkce
A(�; � ) : f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : ; M � 1g ! R de�novaná jako

A(�; � ) = jD f f (x; y)gj = jF (�; � )j:

Fázové spektrumfunkce f je funkce �( �; � ) : f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : ; M � 1g ! h 0; 2� ) de�novaná jako

ReF (�; � ) = A(�; � ) cos �( �; � );

Im F (�; � ) = A(�; � ) sin �( �; � ):

Pokud A(�; � ) = 0 pro n¥jaké (�; � ), poloºíme �( �; � ) = 0 :

2.2.1 Vlastnosti dvourozm¥rné diskrétní Fourierovy transformace

Poznámka 2.30. Periodické pokra£ování funkce a jejího spektra,ef a eF budeme pouºívat analogicky jako
v jednorozm¥rném p°ípad¥. Je pot°eba si uv¥domit, ºe dvourozm¥rná diskrétní Fourierova transformace
k funkci dvou diskrétních prom¥nných p°istupuje, jako by byla funkce ²achovnicov¥ rozkopírovaná nekone£-
n¥krát v obou prom¥nných.

Následuje klasická tabulka základních vlastností transformace - tabulka 2.2 a k ní tato tvrzení zapsaná
jako v¥ty. Linearitu jako v¥tu vynecháme.

V¥ta 2.31 (Posun v prostoru). Nech´ f 1(x; y) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2 N
a nech´ F1(�; � ) je její Fourierovo spektrum. Uvaºujme funkci

f 2(x; y) = ef 1(x � x0; y � y0);

kde x0; y0 2 Z jsou daná £ísla. NechF́2(�; � ) je Fourierovo spektrum f 2(x; y). Pak platí

F2(�; � ) = e � 2� i
N (�x 0+ �y 0 )F1(�; � ):
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f (x; y) F (�; � ) vlastnost v¥ta £.

1. �f (x; y) + �g (x; y) �F (�; � ) + �G (�; � ) linearita

2. ef (x � x0; y � y0) F (�; � ) � e
� 2� i

�
�x 0
N + �y 0

M

�

cyklický posun v prostoru 2.31

3. e
2� i

�
� 0 x
N + � 0 y

M

�

f (x; y) eF (� � � 0; � � � 0) cyklický posun ve spektru (modulace) 2.32

4. ef (� x; � y) eF (� �; � � ) oto£ení os 2.33

5. f � (x; y) eF � (� �; � � ) komplexní sdruºení 2.34

6. (f � g)(x; y) F (�; � ) � G(�; � ) periodická konvoluce 2.36

7. f (x; y) � g(x; y) 1
NM (F � G)( �; � ) sou£in funkcí 2.37

Tabulka 2.2: Základní vlastnosti diskrétní Fourierovy transformace funkcí dvou prom¥nných.

V¥ta 2.32 (Posun ve spektru). Nech´ f 1(x; y) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2 N
a nech´ F1(�; � ) je její Fourierovo spektrum. Uvaºujme funkci

f 2(x; y) = e
2� i

�
� 0 x
N + � 0 y

M

�

f 1(x; y);

kde � 0; � 0 2 Z jsou daná £ísla. NechF́2(�; � ) je Fourierovo spektrum f 2(x; y). Pak platí

F2(�; � ) = F1(� � � 0; � � � 0):

V¥ta 2.33 (P°eto£ení os). Nech´ f (x; y) je funkcef 0; 1; : : : ; N � 1g� f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2 N s Fou-
rierovým spektrem F (�; � ). Fourierova transformace funkcef s oto£enými osami je funkceF s p°eto£enými
osami je

D
n

ef (� x; � y)
o

= eF (� �; � � ):

V¥ta 2.34 (Komplexní sdruºení). Nech´ f (x; y) je funkcef 0; 1; : : : ; N � 1g�f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2 N
a nech´F (�; � ) je její Fourierovo spektrum. Fourierovo spektrum funkce, která je komplexn¥ sdruºená k funkci
f je její komplexn¥ sdruºené Fourierovo spektrum s p°eto£enými osami

D f f � (x; y)g = F � (� �; � � ):

De�nice 2.35 (Periodická konvoluce). Nech´ f 1(x; y); f 2(x; y) jsou funkcef 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : M �
1g ! C; N; M 2 N. Funkce f (x; y) se nazývádiskrétní periodická konvolucefunkcí f 1; f 2 (zna£eno jako
f (x; y) = f 1(x; y) � f 2(x; y)), jestliºe

f (x; y) =
N � 1X

s=0

M � 1X

t=0

f 1(s; t) ef 2(x � s; y � t):

V¥ta 2.36 (Periodická konvoluce). Nech´ funkce f 1(x; y); f 2(x; y) : f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : M � 1g !
C; N; M 2 N mají Fourierova spektra F1(�; � ); F2(�; � ). Potom

D f f 1(x; y) � f 2(x; y)g = F1(�; � ) � F2(�; � ):

V¥ta 2.37 (Sou£in funkcí). Nech´ funkcef 1(x; y); f 2(x; y) : f 0; 1; : : : ; N � 1g�f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2
N mají Fourierova spektra F1(�; � ); F2(�; � ). Potom

D f f 1(x; y) � f 2(x; y)g =
1

NM
F1(�; � ) � F2(�; � ):

D·sledek 2.38 (Nultý prvek spektra) . P°ímo z de�nice vidíme, ºe

F (0; 0) =
N � 1X

x=0

M � 1X

y=0

f (x; y)e2� i( x �0
N + y �0

M ) =
N � 1X

x=0

M � 1X

y=0

f (x; y):

Tedy nulová frekvence spektra vyjad°uje sou£et v²ech prvk· p·vodní matice.
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V¥ta 2.39 (Transformace z transformace). Nech´ f (x; y) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : M � 1g !
C; N; M 2 N. Pak platí

(a) D fD f f (x; y)gg = NM ef (� x; � y);

(b) D � 1 �
D � 1 f f (x; y)g

	
=

1
NM

ef (� x; � y);

(c) D f f (x; y)g = NM D � 1
n

ef (� x; � y)
o

;

(d) D � 1 f f (x; y)g =
1

NM
D

n
ef (� x; � y)

o

2.2.2 D·sledky základních vlastností

V¥ta 2.40. Nech´ f (x; y) je funkcef 0; 1; : : : ; N � 1g� f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2 N a nech´F (�; � ) je její
Fourierovo spektrum. f je reálná funkce, tj. f (x; y) = f � (x; y) 8(x; y) 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : ; M � 1g,
práv¥ tehdy, kdyº F (�; � ) = eF � (� �; � � ).

V¥ta 2.41. Nech´ f (x; y) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2 N a nech´ A(�; � )
je její amplitudové spektrum. Nech´ f je reálná funkce, tj. f (x; y) = f � (x; y) 8(x; y) 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g �
f 0; 1; : : : ; M � 1g: Pak A(�; � ) = eA(� �; � � ):

Tato v¥ta je velmi d·leºitá pro aplikace. V praxi totiº pracujeme v¥t²inou s reálnými daty, nap°íklad
digitálními obrazy. Jejich amplitudové spektrum je st°edov¥ symetrické, a tedy pokud chceme analyzovat
amplitudové spektrum, sta£í nám ho analyzovat polovinu, nap°. první a druhý kvadrant. Zbytek nenese
ºádnou novou informaci. Vyuºijeme nap°íklad p°i hledání významných sm¥r· v obraze v sekci 3.2.

V¥ta 2.42. Nech´ f (x; y) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2 N a nech´ F (�; � )
je její Fourierovo spektrum. Nech´ funkce G(�; � ) : f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : ; M � 1g ! R spl¬uje
G(�; � ) = eG(� �; � � ). Pak

D � 1 f F (�; � ) � G(�; � )g

je reálná funkce.

V¥tu 2.40 m·ºeme díky symetrii diskrétní Fourierovy transformace p°eformulovat i pro reálná spektra.

V¥ta 2.43. Nech´ f (x; y) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2 N a nech´ F (�; � ) je
její Fourierovo spektrum. Spektrum funkce f je reálné, tj. F (�; � ) = F � (�; � ) 8(x; y) 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g �
f 0; 1; : : : ; M � 1g, práv¥ tehdy, kdyº f (x; y) = ef � (� x; � y).

P°ímým d·sledkem této v¥ty je pak v¥ta o transformaci funkcí, které jsou reálné a je²t¥ k tomu st°edov¥
symetrické v rámci periodického pokra£ování.

V¥ta 2.44. Nech´ f (x; y) je funkce f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : M � 1g ! C; N; M 2 N a nech´ F (�; � )
je její Fourierovo spektrum. Nech´ funkcef je reálná, tj. f (x; y) = f � (x; y) 8(x; y) 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g �
f 0; 1; : : : ; M � 1g, nech´ tato funkce je st°edov¥ symetrická, tj.f (x; y) = ef (� x; � y) 8(x; y) 2 f 0; 1; : : : ; N �
1g � f 0; 1; : : : ; M � 1g. Pak spektrum funkce f je reálné, tj. F (�; � ) = F � (�; � ) 8(x; y) 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g �
f 0; 1; : : : ; M � 1g:

2.2.3 Dvourozm¥rná diskrétní Fourierova transformace vybraných funkcí

V p°ípad¥ Fourierovy transformace funkcí jedné nebo dvou reálných prom¥nných jsme °e²ili transformaci
z Diracovy distribuce. Její diskétní obdobou jediskrétní impulz

d(x; y) =

(
1 (x; y) = (0 ; 0)

0 jinak.

Velmi snadno ur£íme Fourierovu transformaci diskrétního impulzuD f d(x; y)g = 1 :
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D·kaz.

D f d(x; y)g =
N � 1X

x=0

N � 1X

y=0

d(x; y)e� 2� i
N (x� + y� ) = 1 � e0 = 1

Na základ¥ v¥ty 2.39 snadno ur£íme Fourierovu transformaci z jedni£ky (konstatní funkce)

D f 1g = D fD f d(x; y)gg = N 2 ed(� x; � y) = N 2d(x; y):

2.2.4 Vykreslení spektra

Znázorn¥ní matice komplexních £ísel

Vykreslení matice reálných £ísel je celkem b¥ºná operace, výsledkem je obraz ve stupních ²edi nebo n¥jaké
barevné ²kále. To d¥lá v podstat¥ kaºdý gra�cký program. Pak je tu celý obor zpracování obraz· (image
processing), který se mimo jiné v¥nuje i tomu, jak taková data vykreslit, aby na nich bylo vid¥t to, co vid¥t
chceme.

Fourierovské spektrum je ov²em maticí obecn¥ komplexních £ísel, takºe jejich vykreslení není tak triviální.
Navíc má i z vlastností diskrétní Fourierovy transformace dal²í vlastnosti, které p°i vykreslení bývá pot°eba
zohlednit. Poj¤me se nejd°íve v¥novat vykreslení fourierovského spektra n¥jakého jednoduchého um¥le vy-
tvo°eného obrazu. Následn¥ si ukáºeme, v £em se li²í spektra obrázk· získaných jako digitální fotogra�e.

Lze vykreslit matici komplexních £ísel jako jeden obrázek, ve kterém budou komplexní £ísla vykreslená?
Ano, jde nap°íklad vyuºít barevného prostoru HSV - hue, saturation, value. Moºná ho neznáte teoreticky,
ale jist¥ znáte z výb¥ru barvy v kdekterém programu moºnost vybrat si barvu a pak m¥nit jen její jas.
A tu barvu vybíráte ze £tverce, kde na jedné ose se m¥ní odstín (modrá, zelená, ºlutá, . . . ) a na druhé jakási
barevná £istota této barvy. Vysv¥tlení, jak funguje barevný prostor HSV, najdete nap°. na [38]. Kdyº chceme
pomocí prostoru HSV vykreslit komplexní £íslo, vyuºijeme toho, ºe sloºka H (barevný odstín) je cyklická,
a do ní uloºíme fázi komplexního £ísla. Do sloºky jasové, tedy V, vloºíme absolutní hodnotu komplexního
£ísla. Sloºku S, saturaci, sytost barvy, necháme na maximu. Velkou výhodou takto vytvo°eného obrazu je
i to, ºe v místech, kde je komplexní £íslo nulové, tedy nemá smysl de�novat fázi (b¥ºn¥ se um¥le de�nuje
jako nulová), ani není pot°eba fázi °e²it, protoºe jas0 ºádnou fázi ani odstín ne°e²í. Nevýhodou m·ºe být,
ºe v místech s men²í, ale stále nenulovou absolutní hodnotou nemusí být fáze dob°e vid¥t.

Dal²í moºnost je vytvo°it obrázky dva, jeden obrázek absolutní hodnoty ve stupních ²edi a druhý fáze,
kde je vhodné pouºít n¥jakou cyklickou barevnou ²kálu. Samoz°ejm¥ jde pouºít i £ernobílý obraz pro fázi,
ov²em tam bude nespojitost mezi maximem a minimem (nap°.0 a 2� v na²em pojetí, p°ípadn¥ � � a �
v Matlabu), která vlastn¥ pro fázi splývají.

Poslední v¥cí, kterou je pot°eba si uv¥domit, neº se pustíme do vlastního vykreslení, je to, ºe v²echny
(obrazové) matice, se kterými pracujeme, mají po£átek v rohu, vlevo naho°e. Ov²em kdyº si vykreslujeme
spektra, jsme zvyklí, ºe po£átek je uprost°ed, zvlá²t¥ jsme tak zvyklí z funkcí jedné a dvou reálných prom¥n-
ných. Jak za chvíli uvidíme a jak jsme vid¥li i u spekter, která jsme m¥li u funkcí jedné nebo dvou reálných
prom¥nných, maximum hodnot (amplitudového) spektra bývá v po£átku. Obrázky spekter, kde maximum
je ve v²ech rozích, by mohly být ²patn¥ £itelné, a tak se p°ed vykreslením spektra po výpo£tu diskrétní
Fourierovy transformace provádí je²t¥ prohození kvadrant· matice tak, aby se rohy dostaly doprost°ed, levý
horní se prohodí s pravým spodním, levý dolní s pravým horním. Této úprav¥ se °íká téº permutace spektra,
matematicky ji m·ºeme pro sudá N; M popsat jako

Fp(�; � ) = eF
�

� �
N
2

; � �
M
2

�
;

pro p°ípad, ºe n¥které z nich sudé není, je pot°eba místo jeho poloviny volit n¥jak zaokrouhlenou polovinu.
V Matlabu se na to pouºívá funkcefftshift , zp¥tnou konverzi, kterou je nutné provést p°ed dal²ím pouºitím
spektra pro výpo£ty, zajistí ifftshift . (Dv¥ funkce jsou pot°eba proto, ºe v p°ípad¥ matice lichých rozm¥r·
je pot°eba n¥jak rozhodnout, který kvadrant bude o jeden sloupec £i °ádek v¥t²í a který men²í, tedy zda se
bude zaokrouhlovat polovinu nahoru (v¥t²í bude první kvadrant pro N i M lichá), nebo dol· (v¥t²í bude
£tvrtý kvadrant pro N i M lichá). Krom¥ p°ípadu s ob¥ma rozm¥ry sudými proto nesta£í dvakrát provést
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tu samou operaci, ale je pot°eba provést operaci inverzní. V²echna spektra tedy budeme vykreslovat jiº
zpermutovaná.

Ukázka s jednoduchými �um¥lými� daty

Jako první testovací obrázek pro vykreslení si vezm¥me matici128� 128 odpovídající funkci

f (x; y) =

(
1 pro 0 � x; y � 3

0 jinak.
(2.12)

Na obrázku 2.2 si vykreslíme fourierovské spektrum v barevném prostoru HSV a samostatn¥ ampli-
tudové spektrum, fázové spektrum £ernobíle a fázové spektrum pomocí cyklické barevné ²kály vycházející
z barevného prostoru HSV, v²e zpermutované (nezpermutované spektrum bude názorné zvlá²t¥ pro digitální
fotogra�e níºe). Je hezky vid¥t, ºe obrázek v prostoru HSV sice znázor¬uje v²e v jednom, ale pro niº²í hod-
noty amplitudy je fáze h·°e £itelná. Taktéº je vid¥t, ºe v místech s nulovou intenzitou byla intenzita �um¥le
dode�nována� na nulu dochází v nich k p°eskoku fáze o� .

Co dal²ího se dá vy£íst z tohoto spektra? Amplitudové spektrum odpovídá hodnotami sou£inu funkce
sin x

x
sin y

y , funkce f je totiº posunutou funkcí dvourozm¥rného jednotkového zubu. Pokud by £tverec, kde je
hodnota funkce nenulová (ze vzorce (2.12)), byl symetrický kolem po£átku, bylo by spektrum reálné (jak
plyne z v¥ty 2.40), fáze by byla nula (pro nezáporné hodnoty spektra) nebo� (pro záporné hodnoty spektra).
Spektrum vykreslené pomocí barevného prostoru HSV by m¥lo pouze dv¥ barvy, £ervenou a azurovou. Je
vid¥t, ºe £tverec je o 2 posunutý v obou sm¥rech, protoºe z vlastností diskrétní Fourierovy transformace
(konkrétn¥ v¥ty 2.31) víme, ºe posun na vstupu nám zp·sobí modulaci ve spektru, neboli vynásobení spektra
komplexní exponenciálou, a opravdu tato komplexní exponenciála stihne dvakrát rozsah hodnot� �; � na
kaºdé jeho hran¥.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 2.2: Permutované fourierovské spektrum funkcef ze vztahu (2.12): (a) V prostoru HSV. (b) Am-
plitudové spektrum jako negativ, tj. nejvy²²í hodnoty jsou nejtmav²í. (c) Fázové spektrum ve stupních ²edi,
£erná odpovídá� � , bílá � . (d) Fázové spektrum v cyklické barevné ²kále vycházející z barevného prostoru
HSV.
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Ukázka s digitální fotogra�í

V dal²ím se zam¥°íme na n¥jakou digitální fotogra�i. Jako testovací obraz si vezmeme obrázek 2.3a. •íkejme
mu pracovn¥ Vipan, tak se totiº ta lo¤ jmenovala8. Za£neme tím, ºe vykreslíme nezpermutované amplitu-

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Obrázek 2.3: Vykreslení amplitudového spektra: (a) Obrázek Vipan. (b) Amplitudové spektrum Vipanu. (c)
Logaritmické spektrum Vipanu. (d) Permutované logaritmické spektrum Vipanu. (e) Fázové spektrum Vi-
panu pomocí prostoru HSV. V²echna amplitudová spektra jsou vykreslena v negativu, tj. £erná je maximální
hodnota, bílá je minimální.

dové spektrum � obrázek 2.3b. Vidíme, ºe nic nevidíme, resp. p°i zna£ném p°iblíºení vidíme jediný tmavý
(v negativu) bod na sou°adnicích[0; 0] a jinak nic. Pro£? Protoºe hodnota F (0; 0) dramaticky p°evy²uje
hodnoty v ostatních bodech. Abychom tedy mohli v amplitudovém spektru n¥co vid¥t, aplikujeme na n¥j

8Fotka ji zachycuje v roce 2009 mezi göteborgským p°ístavem Saltholmen a jiºním göteborgským souostrovím (Göteborgs
skärgård).
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n¥jakou siln¥ nelineární funkci, kterou potla£íme vý²ku peaku. Zvykov¥ se pouºívá funkce logaritmus, tedy

A1(�; � ) = ln( A(�; � ) + 1) ;

kde A je amplitudové spektrum p·vodní. Jedni£ku p°i£ítáme proto, aby výsledný logaritmus byl kladný a
abychom nemuseli °e²it logaritmus nuly. Takto získané funkci °íkáme téºlogaritmické spektrum. Získáváme
obrázek 2.3c, na n¥mº je krásn¥ vid¥t, ºe nejvy²²ích hodnot nabývá amplitudové, resp. logaritmické spektrum
kolem po£átku, tj. v bod¥[0; 0] a ve v²ech rozích, proto se provádí permutace spektra. Permutované spektrum
je na obrázku 2.3d. Takový obrázek bude pro nás standardním zp·sobem vykreslení amplitudového spektra,
tedy spektra fotogra�í a dal²ích �b¥ºných� obrázk· budeme zobrazovat logaritmovaná a permutovaná. M·-
ºeme si vykreslit i fázi pomocí prostoru HSV (obrázek 2.3e), ale na rozdíl od zvlá²t¥ jednoduchých funkcí,
jako je jednotkový zub, neobsahuje fázové spektrum digitálních fotogra�í zpravidla ºádnou lidsky £itelnou
informaci, a tak si ve v¥t²in¥ p°ípad· v aplikacích fázové spektrum v·bec nevykreslujeme. Na druhou stranu
je fascinující, ºe pouze na fázovém spektru je zaloºena fázová korelace (viz sekce 3.4), coº je metoda na se-
sazování obraz·. Pouze pomocí fázových spekter obraz· je tato metoda schopná najít posunutí mezi dv¥ma
obrazy.

Poj¤me se podívat, co v²e je z tohoto spektra vid¥t. ƒemu odpovídá ta tenou£ká zcela svislá £ára
v logaritmickém spektru? Odpovídá vodorovné hran¥ obrazu. Tím, jak se diskrétní Fourierova transformace
chová k obrazu, jako by byl do v²ech sm¥r· periodicky rozkopírovaný jako ²achovnice, tak p°echod mezi
oblohou (horní okraj obrazu) a vodou (dolní okraj obrazu) je zna£ný a vytvo°í tuto svislou £áru. Naopak
vodorovnou £áru v logaritmickém ºádnou takto ostrou nevidíme, periodické pokra£ování doprava a doleva
neznamená nijak ostrý p°echod, z oblohy jdeme zase do oblohy, z vody zase do vody, asi tam n¥jaká zm¥na
hodnot pixel· je, ale ne tak významná. Velmi zajímavá je ta ²ikmá tém¥° svislá neostrá £ára v logaritmickém
spektru. Ta totiº odpovídá vodorovným sm¥r·m na lodi, která je ov²em celkov¥ trochu naklon¥ná. Více na
téma t¥chto £ar v sekci o hledání významných sm¥r· v obrázcích (sekce 3.2).

2.2.5 Cvi£ení

•e²ení najdete v dodatku A.2.

1. P°edpokládejme £tvercový obrazf (x; y) o stran¥ N sudé. F (�; � ) bude jeho fourierovské spektrum.
Spektrum pro lep²í vykreslení zpermutujeme, dostanemeFp(�; � ). Provedeme na n¥m n¥jaké úpravy
(zachovávající reálnost obrazu), dostaneme zpermutované spektrumGp(�; � ). Chceme získat obraz
g(x; y) = D � 1 f G(�; � )g, ov²em místo toho, abychom vypo£etliD � 1 f G(�; � )g, spo£temeD � 1 f Gp(�; � )g.
Co nám vy²lo? Jak získat obrazg bez pouºití Fourierovy transformace, a´ uº zp¥tné, £i dop°edné?

2. P°edpokládejme £tvercový obrazf (x; y) o stran¥ N . F (�; � ) bude jeho fourierovské spektrum. Co do-
stanete, kdyº vezmete fázi a vynásobíte ji minus jedni£kou a následn¥ provedete zp¥tnou transformaci?
(My jsme si fázi de�novali pouze mezi0 a 2� , po vynásobení� 1 samoz°ejm¥ vypadneme z tohoto roz-
sahu, ale p°epokládám, ºe nad toto se povzneseme. Funkce sinus a kosinus jsou periodické s periodou
2� a je úpln¥ jedno, zda budu mít fázi5

6 � , nebo � 1
6 � .)
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Kapitola 3

Aplikace

Prakticky v²echny aplikace Fourierovy transformace vyºadují p°ed výpo£ty Fourierovy transformace ji modi-
�kovat tak, aby v �²achovnici� , která vznikne periodickým opakováním obrazu, nebyla hranice mezi obrazy
výraznou strukturou, resp. mezi jednotlivými opakováními vektoru signálu v p°ípad¥ jednorozm¥rných dat.
To se zajistí tak, ºe hranice mezi obrazy vhodným zp·sobem odstraní. Hodnoty pixel· v obraze se p°enásobí
vhodnou váhovou funkcí takovou, ºe uprost°ed obrazu a v n¥jakém dostate£n¥ velkém okolí je váha 1 a od
ur£itého místa dál pak dochází ke spojitému p°echodu na nulu. Pouºijeme-li jádro (oblast, kde je váha rovná
jedni£ce) kruhové, zcela tím odstraníme informaci o okrajích a jejich sm¥ru, coº se m·ºe hodit v p°ípad¥, ºe
v obraze studujeme významné sm¥ry nebo t°eba °e²íme jeho nato£ení. Na druhou stranu tím odstraníme ne-
malou £ást obrazu, která m·ºe obsahovat smysluplné struktury. P°i pouºití £tvercového, resp. obdélníkového
jádra je nutné si uv¥domit, ºe informace o sm¥ru okraj· nebyla zcela odstran¥na, ale v mnohých aplika-
cích toto nevadí a naopak vyuºijeme v¥t²í £ást obrazu. Jako funkce postupného p°echodu (okna, window
functions) se nej£ast¥ji pouºívají dv¥ funkce, které pro kruhové jádro mají následující tvar:

(a) Tukeyova funkce, p°echod je tvo°en vhodn¥ posunutým a na²kálovaným kosinem, pro p°ípad kruhového
jádra je to

g(r ) =

8
><

>:

1 pro r < r 1;
1
2 + 1

2 cos � (r � r 1 )
r 2 � r 1

pro r1 � r � r2;

0 pro r > r 2

s tím, ºe r je vzdálenost od st°edu obrazu ar1 je polom¥r jádra, r2 je polom¥r, od kterého je jiº váhová
funkce rovna nule. Výhodou této funkce je spojitost v první derivaci a to, ºe od ur£itého polom¥ru je
váha zcela nulová. V p°ípad¥r1 = 0 se taková funkce nazýváHannovou.

(b) Gaussova funkce, p°echod je tvo°en posunutou a na²kálovanou Gaussovou funkcí, pro p°ípad kruhového
jádra je to

g(r ) =

8
<

:

1 pro r < r 1;

e� ( r � r 1 ) 2

� 2 jinak

s tím, ºe r je vzdálenost od st°edu obrazu ar1 je polom¥r jádra, � je n¥jaké vhodné kladné £íslo. ƒist¥
teoreticky tato funkce nikdy neklesne na nulu, ale v praxi ji od ur£ité hodnoty jiº m·ºeme povaºovat za
nulovou (závisí na datovém typu, který pouºíváme). Ve standardním názvosloví pro okenní funkce se
Gaussovou okenní funkcí nazývá p°ípadr1 = 0 , pro ná² p°ípad jsem nena²la ozna£ení, a tak z·staneme
u Gaussovy funkce.

3.1 Základní modi�kace spektra

Vstupní obraz

V této £ásti si ukáºeme zcela základní modi�kace spektra (vynulování hodnot spektra v ur£ité jeho £ásti)
a jaké to má následky na obraz. Samo o sob¥ to nemá tak velké aplikace, ale umoºní nám to �vid¥t� , co
které frekvence znamenají (a tato znalost se v aplikacích hodí). Testovacím obrázkem v této £ásti nám bude

49



obrázek, kterému budeme pracovn¥ °íkat Kapradina� obrázek 3.1. Stejn¥ jako Vipan, i kapradina má rozm¥ry
1024� 1024.

(a) (b) (c)

Obrázek 3.1: (a) Obrázek Kapradina. (b) Logaritmické spektrum Kapradiny v negativu. (c) Vý°ez z (b)
po zvý²ení kontrastu tak, aby byly lépe vid¥t vlny (oblá£ky) odpovídající frekvencím hlavních struktur
kapradiny, konkrétn¥ je to vý°ez 256� 256 pixel·.

V sekci 2.2.2 jsme si uvedli podmínky pro modi�kace spektra, aby modi�kovaný obraz po zp¥tné trans-
formaci z·stal reálný. Jednou z moºností je v souladu s v¥tou 2.42 pouºití váhové funkceG, která je reálná a
st°edov¥ symetrická. V této sekci budeme jako zcela základní modi�kace spektra pouºívat vynulování spek-
tra v n¥jaké jeho £ásti, coº je podle uvedené v¥ty v po°ádku v p°ípad¥, ºe vynulovaná £ást bude st°edov¥
symetrická.

Je²t¥ neº se pustíme do modi�kování spektra, poj¤me se podívat na obrázek 3.1b, v detailu 3.1c. Za-
jímavé jsou v n¥m totiº takové vlny (oblá£ky)9, amplitudové spektrum totiº jen tak neklesá se vzr·stající
frekvencí, ale dvakrát je²t¥ vzroste. Centrální peak je standardní a odpovídá pr·m¥rnému jasu obrazu a nej-
niº²ím frekvencím v obrazu (nap°. ºe levý spodní roh je temn¥j²í neº ten pravý). Pak je tu ale dal²í dvojice
podlouhlých peak· (oblá£k·, oblou£k·. . . ), ta odpovídá velikosti struktur základního tvaru kapradiny, tj.
bo£ní listy kapradiny. Ale kapradina má listy tak trochu fraktálního tvaru (biologové by °ekli zpe°ené), a tak
je tu je²t¥ dal²í významný rozm¥r struktur v obraze, a to rozm¥r men²ích líste£k·, kterých jsou na kaºdém
bo£ním listu desítky. Tomuto rozm¥ru (jejich frekvenci) odpovídají vn¥j²í dva ploché peaky ve spektru.

Low-pass �ltr (�ltr typu dolní propust)

Poj¤me se podívat, co se stane, kdyº ze spektra odstraníme vy²²í frekvence � obrázek 3.2. Pouºijeme na
spektrum tzv. low-pass �ltr, tedy �ltr, který nízké frekvence propou²tí. Vykreslíme si vºdy modi�kované
logaritmické spektrum, vykresluji v negativu, a vedle pak odpovídající obraz po zp¥tné transformaci. Na
prvním °ádku (a, b) jsou ponechány hodnoty spektra pouze na kruhu o polom¥ru 3 (coº je v diskrétním
p°ípad¥ £tverec o 25 pixelech obsahující 13 obecn¥ r·zných komplexních £ísel). Je vid¥t, ºe z obrazu z·staly
více mén¥ jen informace o tom, ºe v rozích je obraz tmav²í, tam, kde jsou postranní v¥tvi£ky, je naopak
nejsv¥tlej²í. Na druhém °ádku (c, d) jsou zachována data na kruhu o polom¥ru 20 (cca1h celého spektra).
Vidíme, ºe jsou v obraze jiº krásn¥ vid¥t hlavní tvary v£etn¥ centrální vertikální v¥tvi£ky. Zachováme-li
z obrazu kruh o polom¥ru 50 (cca7; 5 %), dostáváme jiº p·vodní obraz, jen viditeln¥ rozmazaný a v místech
bez výrazn¥j²ích struktur v p·vodním obraze (p°edev²ím po stranách v dolní £ásti obrazu) jsou takové
zvlá²tní vlnky. M·ºeme tu²it, ºe vlnky jsou zp·sobené tím, ºe kdyº v jiných £ástech obrazu jsou struktury,
které jsou z principu Fourierovy transformace modelované siny a kosiny, p°enese je to i do jiných míst, kde
vlnky na je²t¥ vy²²ích frekvencích zp·sobí jejich vymazání za vzniku tém¥° jednolité plochy.

U v²ech modi�kovaných obraz· byl navíc zvý²en kontrast tak, aby byl vyuºit celý rozsah hodnot 0 aº
255. Ukázka toho, co by se stalo, kdyº by kontrast zvý²en nebyl, je na obrázku 3.3. Pro£ tomu tak je? Je to
dáno tím, ºe celý obraz se dá ve fourierovském smyslu chápat jako sou£et mnoha sin· a kosin· v r·zných

9Je moºné, ºe oblá£ky nevidíte, pokud skripta £tete vyti²t¥ná. Na monitoru jsou nádhern¥ viditelné, moºná by se daly nazvat
téº oblou£ky.
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sm¥rech a p°edev²ím o r·zných frekvencích. Amplitudové spektrum nám vlastn¥ ukazuje amplitudy t¥chto
sin· a kosin· pro r·zné jejich argumenty. Je tedy vid¥t, ºe amplituda na vy²²ích frekvencích je spí²e niº²í
neº na niº²ích u b¥ºných fotogra�í. Ubereme-li n¥které z nich, z·stane z t¥chto vln jen £ást a zákonit¥ musí
klesnout rozsah hodnot (coº se stane, a´ uº ubíráme vy²²í frekvence, nebo frekvence niº²í nebo n¥jakou jinou
£ást). Patrn¥ je²t¥ snadn¥ji se n¥co takového p°edstaví na jednorozm¥rných datech, coº ilustruje obrázek 3.4.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 3.2: Obrázek Kapradina (obrázek 3.1a, jeho spektrum na obrázku 3.1b) po odstran¥ní informací na
vy²²ích frekvencích (tzv. low-pass �ltr), tj. v²ech mimo n¥jaký kruh. V levém sloupci logaritmická spektra
po nahrazení £ástí spektra nulami (jako negativ), v pravém pak odpovídající obrazy � spektra po zp¥tné
transformaci. První °ádek má zachovaný diskrétní kruh o polom¥ru3 (coº je v reálu £tverec5 � 5), druhý o
polom¥ru 20 a t°etí o polom¥ru 50. U v²ech obraz· upraven rozsah hodnot na 0 aº 255 (jinak by byl rozsah
men²í, zvlá²t¥ u prvních dvou, tento jev je ilustrován na obrázcích 3.3 a 3.4).

51



(a) (b)

Obrázek 3.3: (a) Obrázek 3.2b p°ed zvý²ením kontrastu, (b) obrázek 3.2b.
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Obrázek 3.4: Ilustrace sníºení rozsahu hodnot obrazu po odstran¥ní vy²²ích frekvencí (low-pass �ltr) ilustro-
vaná na jednorozm¥rných datech. Jako data jsou pouºity graf hodnot obrazu Kapradina na 500. °ádku (plná
£ára) a graf hodnot na tomto °ádku po silném low-pass �ltru (ponechána data jen v 15 bodech spektra, díky
symetrii spektra vlastn¥ jen v 8 bodech, které nesou informaci) � £árkovaná £ára. Je vid¥t, ºe low-pass �ltr
hodnoty rozmaºe, a tedy omezí lokální extrémy, coº sníºí rozsah hodnot. P·vodní rozsah hodnot je238, nový
pouze154.
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High-pass �ltr (�ltr typu horní propust)

Dal²í velmi názornou modi�kací spektra je tzv. high-pass �ltr, tj. ponechání vy²²ích frekvencí a potla£ení
(v na²em p°ípad¥ odstran¥ní) t¥ch niº²ích. Na obrázku 3.5 je ukázán následek odstran¥ní kruhu o polom¥ru
10 z prost°edku spektra. Do²lo k zesílení jemných struktur v obraze a potla£ena aº zcela ztracena byla
informace o tom, které v¥t²í plochy obrazu jsou sv¥tlej²í a které tmav²í (tmav²í byl mimo jiné levý horní
roh). Ze spektra byly odstran¥ny vlastn¥ frekvence se spí²e vy²²í amplitudou (siny a kosiny, které mají
nejvy²²í amplitudy plus konstantní funkce), logaritmické spektrum totiº ve sm¥ru od po£átku spí²e klesá,
jak je vid¥t z p·vodního spektra (obrázek 3.1b). Z toho d·vodu bylo pot°eba zvý²it kontrast obrazu, podobn¥
jako u p°edchozích obraz·.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 3.5: Obrázek Kapradina po odstran¥ní informací na niº²ích frekvencích (tzv. high-pass �ltr). Vlevo
logaritmická spektra po nahrazení £ásti spektra nulami a zvý²ení konstrastu (jako negativ), vpravo spektra
po zp¥tné transformaci a zvý²ení kontrastu. Polom¥r odstran¥ného kruhu je 10 (obrázky a, b) a 50 (obrázky
c, d).

Band-pass �lter (�ltr typu pásmová propust)

M·ºeme zachovat i hodnoty v n¥jakého rozsahu hodnot s tím, ºe odstraníme v¥t²í i men²í, tzv. band-pass
�ltr. To je ilustrováno na obrázku 3.6. V prvním p°ípad¥ (obrázky a, b) jsou zachovány hodnoty v mezikruºí
o polom¥rech10 aº 50, je vid¥t, ºe jsou odstran¥ny jak jemn¥j²í detaily, tj. informace na vy²²ích frekvencích,
tak hrub²í informace o celkovém rozloºení jasu v obrazu, tj. informace na niº²ích frekvencích. Ve druhém
p°ípad¥ (obrázky c, d) jsou zachovány hodnoty v mezikruºí o polom¥rech40 aº 50. To, co bylo v p·vodním
obrazu, uº ani nejde rozpoznat, za to m·ºeme hezky vid¥t, jak velké jsou asi vlny o frekvenci40 aº 50. Je
vid¥t, ºe amplituda t¥chto vlnek klesá v místech, kde v obrazu �po°ádn¥ nic není� , je tam jen pozadí bez
výrazn¥j²ích struktur (p°edev²ím na spodním okraji obrázku).
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 3.6: Obrázek Kapradina po odstran¥ní informací na niº²ích i vy²²ích frekvencích, ponechán jen
n¥jaký rozsah frekvencí (tzv. band-pass �ltr). Vlevo logaritmované amplitudové spektrum po nahrazení
£ásti spektra nulami (jako negativ), vpravo spektrum po zp¥tné transformaci a zvý²ení kontrastu. Polom¥ry
ponechaného mezikruºí jsou na prvním °ádku10 aº 50, na druhém pak 40 aº 50.

Dal²í modi�kace

Kreativit¥ p°i modi�kacích spektra se meze nekladou, jako cvi£ení si m·ºete s n¥jakou fotogra�í ve vhodném
software, nap°íklad Matlabu, vytvá°et dal²í a dal²í modi�kace a zkoumat tak, jaký typ obrazových informací
je na jakých frekvencích. Pokus tohoto typu najdete na obrázku 3.7, kde byl zachován vodorovný pruh,
zbytek spektra byl odstran¥n. V prvním p°ípad¥ (obrázky a, b) byl zachován pouze obdélník se stranami10
a 50 uprost°ed spektra, ve druhém (obrázky c, d) pak vodorovný pruh o vý²ce20 p°es celé spektrum. Jak je
z obrázk· vid¥t, tyto £ásti spektra obsahují p°edev²ím informace o svislých strukturách v obraze, v prvním
p°ípad¥ pouze niº²í frekvence, tedy bez detail·, ve druhém pak v celém rozsahu frekvencí, ov²em jen jediném
sm¥ru, obraz zahrnuje jemné detaily i v¥t²í struktury, informace o jasu v¥t²ích celk·.

Shrnutí

Kdyº si uv¥domíme v²e, co jsme zjistili pozorováním spekter v této sekci a v záv¥ru p°edchozí kapitoly, co
vlastn¥ vyjad°uje skute£nost, ºe na n¥jakých sou°adnicích[�; � ] nabývá spektrum n¥jaké komplexní hodnoty?

Za£n¥me v·bec t¥mi sou°adnicemi[�; � ], resp. polohou daného pixelu v rámci spektra. Jiº z teorie víme,
ºe F (0; 0) je sou£et hodnot (v¥ta 2.38). V²echny ostatní pixely kódují n¥jakou sinusoidu. ƒím dále p·jdeme
od po£átku (od prost°edka v p°ípad¥ zpermutovaného spektra), tím vy²²í frekvenci tato sinusoida bude mít.
Úhel tohoto bodu (ve smyslu sou°adnice' v polární soustav¥ sou°adné) zna£í nato£ení takové sinusoidy (více
v sekci 3.2). Hodnota amplitudového spektra v tomto bod¥ udává, jaká je amplituda této sinusoidy. Hodnota
fázového spektra udává fázi této sinusoidy, tedy její posunutí. Je p°ímo fascinující, ºe kaºdý obraz je takto
vys£ítán z obrovského mnoºství sinusoid.
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 3.7: Obrázek Kapradina po pouºití speci�ckého �ltru typu dolní propust. Vlevo logaritmické spekt-
rum po nahrazení £ásti spektra nulami, vpravo po zp¥tné transformaci a zvý²ení kontrastu. (a,b) ponechán
obdélník o stranách 21 a 101 (vzdálenost na osex od st°edu do 20, na osey do 50) (c,d) ponechán plný
rozsah na ose� , ve sm¥ru osy� pruh vý²ky 41 (vzdálenost do 20). Upravený rozsah hodnot.

3.2 Ur£ení významných sm¥r· v obraze

Zdroj: [26]
Klasickou úlohou, ve které je Fourierova transformace velmi mocná ve srovnání s jinými postupy, je

hledání významných sm¥r· v obraze. Je to £astá úloha i z technické praxe, kde jde o detailní snímky materiál·
pouºívaných ve strojírenství nebo léka°ství [20]. Úlohu si vyzkou²íme na obrázku Bambus � obr. 3.8. Cílem

Obrázek 3.8: Obrázek Bambus.

je ur£it úhel tém¥° svislých stojících bambus·, p°ípadn¥ n¥jaký dal²í významný, nap°íklad sm¥r hromady
leºících bambus·. Pokud se úlohu snaºíme °e²it v prostoru, je zna£n¥ komplikovaná tím, ºe struktury, které
mají n¥jaký sm¥r, jsou rozprost°eny po velké £ásti obrazu. Jak si za chvíli ukáºeme, velkou výhodou metod
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zaloºených na Fourierov¥ transformaci to, ºe díky ní p°estaneme hledat pruhy v celém obraze, v²echny pruhy
totiº budou procházet po£átkem.

Poj¤me se podívat na velmi jednoduché obrazy a jejich spektra, konkrétn¥ obrázky, kde pr·b¥h hodnot
je funkce k�kosinus r·zných argument· plus konstanta (kosinus má hodnoty v intervalu h� 1; 1i , zatímco
obrázky je mají hodnoty 0; 1; 2; : : : ; 255) - obrázek 3.9. Navíc si to m·ºeme odvodit i teoreticky. V sekci 1.2.4
jsme odvodili transformaci z kosinu jako

F f cos�x g = � (� (� � � ) + � (� + � )) : (3.1)

Kdyº navíc pouºijeme i v¥tu o oto£ení (v¥ta 1.52) a linearitu, snadno uvidíme, pro£ mají obrázky na obr.
3.9 spektra, jaká mají. Odvozujeme pomocí Fourierovy transformace, ale výpo£ty provádíme samoz°ejm¥
pomocí diskrétní Fourierovy transformace.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j)

Obrázek 3.9: Ukázkové obrazy pro ilustraci my²lenky hledání významných sm¥r·. Vlevo vstupní obrazy,
vpravo detail st°edu amplitudového spektra v negativu (£tvere£ky p°edstavují jednotlivé pixely spektra).

Na obrázku 3.9a vidíme v jasu vlny odpovídající funkcicos 2x pro interval délky 2� (tedy do obrázku
se ve²ly dv¥ periody.) Ve spektru vidíme nenulové hodnoty na bodech[� 2; 0], [0; 0] a [2; 0]. Prost°ední bod
odpovídá pr·m¥rné hodnot¥ jasu v obraze (byl by nulový v p°ípad¥, ºe bychom m¥li hodnoty pixel· symet-
ricky rozloºené kolem nuly, ov²em obraz má hodnoty0; 1; 2; : : : ; 255) a zbývající dva funkci kosinus (diskrétní
obdob¥ Diracových impulz· z rovnice (3.1)). Na obrázku 3.9c jsou vlny hust¥j²í, konkrétn¥cos 14x. Tomu
odpovídají nenulové hodnoty v bodech[� 14; 0], [0; 0] a [14; 0]. Jde zde i dob°e vid¥t vlastnost zm¥ny m¥°ítka
(v¥ta 1.21), obraz 3.9c je vlastn¥ zmen²eným obrazem 3.9a, vezmeme-li v potaz periodicitu, a spektrum
obrazu 3.9c je naopak zv¥t²ené. Oto£íme-li obrazem, oto£íme i spektrem, jak je vid¥t z obrázku 3.9e a jeho
spektra (v¥ta 1.52). Z obrázku 3.9g bychom jen obtíºn¥ zji²´ovali, jaké jsou v n¥m obsaºeny vlny, ale linea-
rita Fourierovy transformace nám na to umoºní snadno nahlédnout (je pouºita funkcecos 3x a funkcecos 5x
oto£ená o90� ).

V²imn¥me si, ºe vodorovn¥ uspo°ádaným bod·m ve spektru odpovídají svislé pruhy a naopak. Zatím jsme
m¥li jen velmi jednoduché funkce co do spektra. Poj¤me o krok dál. Známe transformaci z tzv. jednotkového
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zubu, je jí funkce sin x
x (aº na n¥jaké konstanty) � viz p°íklad 1.37. Na obrázku 3.9i máme vodorovný pruh a

ve spektru tomu odpovídá funkcesin �
� na intervalu h� �; � i .

Tím jsme se dostali ke klí£ové my²lence úlohy. Obecn¥ n¥jakému pruhu, struktu°e svislé odpovídá ve
spektru pruh vodorovný a naopak. A pooto£en¥. Nadchází £as vykreslit si spektrum Bambusu. Samoz°ejm¥
velmi významnými strukturami v obraze budou jeho hrany, proto je pot°eba p°ed výpo£tem spektra okraje
odstranit pomocí kruhové masky. Bambus s odmaskovanými okraji a jeho spektrum najdeme na obrázku
3.10. P°i pohledu na spektrum vidíme, ºe nej£ast¥j²í sm¥r je p°ibliºn¥ svislý (ve spektru je viditelný neostrý

(a) (b)

Obrázek 3.10: Bambus po vymaskování okraj· obrazu a jeho logaritmické spektrum v negativu.

svazek p°ibliºn¥ vodorovných p°ímek procházejících po£átkem) a ºe jsou v obraze dal²í významné sm¥ry,
které odpovídají r·zným op°eným nebo poloºeným stébl·m bambusu. P°echod od obrazu k jeho spektru p°i-
nesl velké zjednodu²ení, zatímco jednotlivá stébla bambusu jsou r·zn¥ rozptýlená po celém obrazu, p°ímky a
pruhy ve spektru prochází v²echny po£átkem. Dále si m·ºeme pov²imnout, ºe spektrum je st°edov¥ symet-
rické, coº vychází z v¥ty 1.55. Pro dal²í analýzu nám tedy posta£í jen polovina spektra. Jak pomocí výpo£tu
automaticky zjistit sm¥r polop°ímek vycházejících ze st°edu spektra, na kterých jsou hodnoty amplitudo-
vého spektra nejvy²²í? Efektivní metodou je numericky integrovat amplitudové spektrum podél polop°ímek
vycházejících ze st°edu spektra. Z d·vodu r·zných délek polop°ímek (spektrum je obdélníkové) je pot°eba
integrovat pouze podél úse£ek stejné délky, vlastn¥ tato délka je polom¥r kruºnice vepsané do spektra, coº je
polovina krat²í strany obdélníku. Vytvo°íme tedy funkci A l (' ) pro ' 2 h0; � ), jejíº hodnoty budou numerické
integrály podél t¥chto úse£ek s tím, ºe úse£ky svírají s kladným sm¥rem osy� úhel ' . Praktický výpo£et
provedeme nap°íklad pomocí parametrického vyjád°ení svazku úse£ek s tím, ºe budeme s n¥jakým d¥lením
krá£et podél úse£ek, dostaneme se do bod· o necelo£íselných sou°adnicích a hodnotu spektra v nich ur£íme
pomocí interpolace. Graf funkceA l (' ) vykreslíme, zjistíme maximální hodnotu funkce, která pak odpovídá
úhlu ' pro hlavní významný sm¥r. Zdrojový kód takového výpo£tu najdete v p°íloze A.3.1.

Na obrázku 3.11 je vykreslený graf funkceA l (' ) pro obrázek Bambus. Je vid¥t, ºe nejvýznamn¥j²ím
sm¥rem je sm¥r kolem90� . Jsou vid¥t i dal²í významné sm¥ry, jako nap°íklad peak na cca65� odpovídající
samostatnému ²ikmému stéblu v pop°edí, i ploché maximum kolem180� pro hromádky leºících stébel.

Metoda není výpo£etn¥ náro£ná, programátorsky je na ní patrn¥ nejkomplikovan¥j²í interpolace p°i in-
tegraci po úse£kách. Poskytuje velmi ú£inný nástroj pro analýzu struktur v obraze, která d¥laná ru£n¥ je
vlastn¥ velmi intuitivní (sm¥r n¥£eho v obraze p°ece kaºdý vidí), ale bez Fourierovy transformace by byl
automatizovaný výpo£et komplikovaný.
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Obrázek 3.11: Graf funkceA l (' ) pro obrázek Bambus. Na osex je úhel ve stupních, m¥°ítko na osey
není d·leºité, jde o relativní hodnotu. V²imn¥me si, ºe osa y není od nuly, p°ece jen logaritimické spektrum
dosahuje nezanedbatelných hodnot i mimo významné sm¥ry. Sm¥ry jsou totiº významné, ale i tak je v obraze
mnoho jiných struktur, které nejsou v hlavních sm¥rech.

3.3 Obrazové �ltry

Obrazové �ltry jsou velmi ²iroké téma, oblast, které se v¥nuje plno matematik· a informatik· na celém sv¥t¥.
Protoºe prost¥ zviditelnit v obraze informace, které jsou v n¥m viditelné ²patn¥, automaticky analyzovat n¥co,
co lidský zrak jasn¥ vidí, p°ípadn¥ odstranit z obrazu n¥co, co tam nechceme, jsou témata, která se v dne²ní
dob¥ velmi rozvíjejí a je jich pot°eba v mnoha oblastech lidské £innosti. Zajímavé je, ºe jsem nena²la ºádnou
matematicky rozumnou de�nici obrazového �ltru, coº patrn¥ souvisí s tím, ºe pro matematiky je toto �p°íli²
aplikovaná� oblast a také oblast velmi ²iroká. My si zde vysta£íme s tím, ºe se jedná o n¥jakou transformaci
obrazu takovou, která zachovává rozm¥ry obrazu a která nejde vyjád°it ani geometrickou transformací (posun,
zm¥na m¥°ítka, oto£ení, deformace), ani jako transformace hodnot pixel· (tj. ºe nová hodnota by závisela
pouze na p·vodní hodnot¥ pixelu v daném bod¥).

Zpravidla se p°i výpo£tu nové hodnoty pixelu vyuºívají hodnoty pixel· v n¥jakém okolí pixelu, základní
�ltry pouºívají lineární kombinaci hodnot pixel· (vyjád°enou £asto pomocí konvoluce), a proto se ozna£ují
jako lineární �ltry . Z pojm· z oblasti �ltrace stojí za zmínku t°ída �ltr· zvaná adaptivní �ltry , které p°i
výpo£tu n¥jak vyuºijí i informace o obrazových datech (nap°. rozd¥lí obraz na tmavou a sv¥tlou £ást a
kaºdou zpracují zvlá²´, vyuºijí uºivatelem nebo zdrojem dat dodané informace o poloze významných objekt·
v obraze atd.).

D·vodem, pro£ se budeme �ltry zabývat my ve skriptech o Fourierov¥ transformaci, je to, ºe Fourierova
transformace nám dává velmi mocný zp·sob rozboru vlastností lineárního �ltru díky tomu, ºe Fourierova
transformace z konvoluce dvou funkcí je sou£in Fourierových spekter t¥chto funkcí. To vyuºijeme na �ltry,
které slouºí k zaost°ení nebo rozmazání obrazu. Dal²í kategorií �ltr·, kterým se zde budeme v¥novat, jsou �l-
try, které velmi cílen¥ pracují s konkrétními místy ve spektru za ú£elem cílených modi�kací obraz·, nap°íklad
odstran¥ní periodických struktur v obraze � tzv. notch �ltry.

3.3.1 Zaost°ení, rozmazání

Standardní postup pro zaost°ení obrazu nebo i jeho rozmazání t°eba za ú£elem omezení aditivního ²umu je
pomocí (zpravidla £áste£né) konvoluce, tzn. hodnoty pixel· nového obrazug(x; y) jsou lineární kombinací
hodnot okolních pixel·, p°i£emº váhy jednotlivých okolních pixel· bývají zachovány pro r·zná místa v obraze
(s výjimkou okraj·). My zde k situaci p°istoupíme spí²e teoreticky, budeme p°edpokládat, ºe koe�cienty line-
ární kombinace (váhy pixel·) jsou v obraze v²ude stejné, navíc budeme p°edpokládat konvoluci periodickou,
abychom mohli pouºít v¥tu o transformaci konvoluce.

Za£n¥me rozmazáním. Základní �ltr pro rozmazání obrazu lze vyjád°it pomocí konvoluce

g(x; y) = f (x; y) � k(x; y);
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kde maticek je konvolu£ní jádro. Jak jiº známe ze sekce 3.1, rozmazáním zpravidla dojde ke zmen²ení rozsahu
hodnot pixel· v obraze, takºe po rozmazání následuje je²t¥ lineární transformace hodnot pixel· tak, aby byl
rozsah hodnot zachován. Zde v této teoretické £ásti budeme ale tuto lineární transformaci vynechávat, p·jde
nám opravdu jen o konvoluci jako takovou. V¥ta o konvoluci 2.36 nám umoºní na ni nahlédnout pomocí
spekter, a tak m·ºeme psát

G(�; � ) = D f f (x; y) � k(x; y)g = F (�; � ) � K (�; � ): (3.2)

Toto vyjád°ení má dva obrovské p°ínosy. Umoº¬uje nám hodnotit vlastnosti �ltr· ze zcela nového pohledu
a navíc nám i dává nástroj na praktickou realizaci �ltru. Vlastní výpo£et konvoluce totiº p°edstavuje £ty°-
násobný cyklusfor (pro kaºdý pixel v obraze a pro kaºdý pixel v jeho okolí). Pokud je konvolu£ním jádrem
matice malých rozm¥r· (co jsou to malé rozm¥ry, závisí na po£íta£i a na pouºitém software), je p°ímý výpo£et
£asov¥ rozumný. Pro velké obrazy a p°edev²ím velká jádra m·ºeme dostávat dlouhé výpo£etní £asy. V²im-
n¥me si, ºe pouºití vzorce (3.2) pro výpo£et �ltru p°edstavuje sice t°i Fourierovy transformace (dv¥ dop°edné
a jednu zp¥tnou, k se p°ed výpo£tem doplní nulami na stejné rozm¥ry jakof ), ale jeho £asová náro£nost
prakticky nezávisí na velikosti konvolu£ního jádra, protoºe místo konvoluce se po£ítá sou£in (dvojitýfor ,
resp. maticová operace v Matlabu a podobných software). Pot°ebujeme-li navíc jeden a ten samý obrázek
zpracovávat opakovan¥, jeden výpo£et FFT u²et°íme tím, ºe si v pam¥ti drºíme jiº spo£tenou transformaci
obrazu, nemusíme ji po£ítat pro kaºdé zpracování znovu. Na druhou stranu p°i výpo£tu pomocí konvoluce je
podstatn¥ jednodu²²í vy°e²it okraje obrazu, konvolu£ní jádro se jen usekne a p°enormuje (£áste£ná konvoluce
ve smyslu de�nice 2.17).

Poj¤me nyní vyuºít na²e znalosti ohledn¥ z oblasti Fourierovy transformace k návrhu �slu²ného� a
matematicky korektního �ltru pro rozmazání obrazu. Jaké vlastnosti by m¥lo mít spektrum jádra K (�; � ) a
pro£?

1. St°edová symetrie spektra. Obrazová data jsou z principu reálná. Pokud �ltr realizujeme pomocí
konvoluce p°ímo na obrazových datech, logicky z·stanou po°ád reálná. Co to ov²em znamená z hlediska
jejich spektra? Z v¥ty 1.55, resp. v diskrétním p°ípad¥ se jedná o v¥tu 2.40, víme, ºe funkce je reálná,
práv¥ tehdy kdyº F (�; � ) = F � (� �; � � ); resp. F (�; � ) = eF � (� �; � � ) v diskrétním p°ípad¥. Budeme
tedy pot°ebovat, aby D � 1 f G(�; � )g = D � 1 f F (�; � ) � K (�; � )g bylo reálné. Na to vyuºijeme v¥tu 1.57,
resp. 2.42 v diskrétním p°ípad¥, která implikuje, ºe spektrumK musí být reálné a navícK (�; � ) =
eK (� �; � � ): Podobn¥ i jádro k by m¥lo být vyjád°itelné jako k(r ); r 2 = x2 + y2.

Jaké funkce splní tento p°edpoklad? Vlastn¥ jakákoli reálná funkce, která je st°edov¥ symetrická kolem
po£átku.

2. Nezávislost na sm¥ru. Míra rozmazání struktur by nem¥la záviset na jejich sm¥ru. Tedy mimo jiné,
pokud bychom obraz oto£ili, rozmazali a oto£ili zase zp¥t, výsledek by m¥l být stejný, jako kdyº obraz
pouze rozmaºeme (aº na drobné zm¥ny zp·sobené rotací, tj. interpolací diskrétních dat). Z toho plyne,
ºe spektrum K (�; � ) by m¥lo být vyjád°itelné jako K (� ) pro � 2 = � 2+ � 2, tedy hodnota K v konkrétním
bod¥ by m¥la záviset pouze na vzdálenosti bodu od po£átku. M·ºeme ji chápat jako váhovou funkci
na frekvence.

Od tohoto místa dál jiº budeme pracovat jiº jen s K (� ) místo K (�; � ). Funkce k, které toto spl¬ují,
t¥ch je samoz°ejm¥ nekone£n¥ mnoho a velmi mnoho r·zných typ· a tvar·.

Je ov²em jedna funkce, která se pouºívá k �nejhloup¥j²ímu� rozmazání, která toto nespl¬uje. Je to
funkce k taková, která je nulová v²ude s výjimkou £tvercového okolí zpracovávaného bodu, na n¥mº je
konstantní. K je v takovém p°ípad¥ funkce typusin �

�
sin �

� (aº na n¥jaké konstanty), coº takové spektrum
rozhodn¥ není st°edov¥ symetrické, nejde vyjád°it jen v závislosti na� .

3. Nezápornost K ( � ) . Funkci K (� ) m·ºeme také chápat jako váhovou funkci na frekvence. Jak moc
data na té které frekvenci zachováme, £i potla£íme. Z £ehoº plyne, ºe by hodnotyK (� ) m¥ly být
nezáporné. Logické by bylo, aby byly mezi nulou a jedni£kou, na druhou stranu omezením dat na
n¥kterých frekvencích dojde o omezení rozsahu hodnot, jak jsme mohli vid¥t na obrázku 3.1, a tak
abychom roztáhli data na p·vodní rozsah hodnot, m·ºe dávat smysl mít váhy v¥t²í neº 1. Horní mez ale
není tak d·leºitá, klí£ové je, ºe dolní mez je nula. Pokud by pro n¥které frekvence byla váha záporná,

59



mohla by se nám tato frekvence v obrazu vyskytnout v negativu. Zpravidla to není post°ehnutelné
vizuáln¥, ale takový obraz by nebyl vhodný pro dal²í analýzu. Podmínka nezápornosti je d·vodem, pro£
konvolu£ní jádro typu jednotkový zub není vhodné, funkcesin �

� nabývá i záporných hodnot. Abychom
byli korektní, pouºijeme-li funkci jednotkového zubu kruhov¥ symetricky (funkce nabývá hodnoty 1 na
kruhu se st°edem v po£átku, jinak nabývá hodnoty 0), jako transformaci dostaneme Besselovu funkci.
Besselovým funkcím se zde v¥novat nebudeme, její pr·b¥h ov²em p°ipomínásin �

� .

4. Monotónnost v·£i frekvencím. Stále je pot°eba mít na pam¥ti, ºe nám jde o rozmazání obrazu, a
tedy by bylo vhodné, aby vy²²í frekvence byly potla£eny více neº niº²í. Obecn¥, pro� 1 < � 2 bychom
m¥li mít K (� 1) � K (� 2), tj. K (� ) je nerostoucí funkce.

Na tomto míst¥ není od v¥ci inspirovat se v n¥jakém �slovníku� Fourierovy transformace, kde najdeme
funkce i s jejich spektry, osobn¥ doporu£uji nap°íklad anglickou Wikipedii [35], my pouºíváme Fourierovu
transformaci ve tvaru t°etího sloupce, tj. Fourier transform non-unitary, angular frequency. Poj¤me se tedy
podívat do tabulky, jaké funkce spl¬ují v²echny uvedené p°edpoklady. Zde si uvedeme £ty°i základní funkce,
obecn¥ takové zadání mohou splnit i dal²í funkcek, v²echny typu �kope£ek! kope£ek� .

(a)

k(r ) = sinc( ar ) =
sina�r

�r
) K (� ) =

1
a

rect
� �

2�a

�
(3.3)

pro a > 0; kde rect je funkce jednotkového zubu nenulová proh� 0; 5; 0; 5i , viz p°íklad 1.3710. Vyjá-
d°ení pomocí sinu samoz°ejm¥ platí s výjimkou bodu0. Jedná se o velmi základní konvolu£ní jádro,
p°i pohledu na jeho spektrum vidíme, ºe pro informace na frekvencích od nuly do�a jsou zcela zacho-
vány, zatímco od této hodnoty dál jsou zcela odstran¥ny. Co je takové neintuitivní, je, ºe hodnotyk(r )
nabývají jak kladných, tak záporných hodnot, a tedy n¥které hodnoty pixel· v okolí jsou p°i výpo£tu
konvoluce násobeny kladnými, jiné zápornými váhami (potenciáln¥ n¥které nulou). Pro svou jedno-
duchost ve spektru se tento �ltr v praxi pouºívá, i kdyº �ltry uvedené níºe jsou £ast¥j²í, p°edev²ím
Gauss·v.

(b)

k(r ) = sinc 2(ar ) ) K (� ) =
1
a

tri
� �

2�a

�

pro a > 0; kde tri( x) = max(1 � j xj; 0) je funkce tzv. trojúhelníková funkce, která vznikne konvolucí
funkce rect samy se sebou i díky tomu, ºe zde mámek(r ) jako sou£ink(r ) z p°edchozího bodu samotného
se sebou, tedy jeho druhou mocninou. (Coº je moc krásn¥ vid¥t na animaci na n¥mecké Wikipedii
k pojmu Dreiecksfunktion [34]).

(c)

k(r ) = e � ar 2
) K (� ) =

r
�
a

e� � 2

4a

pro a > 0; tedy Gaussova funkce. Toto je s p°ehledem nej£ast¥ji pouºívaný �ltr pro rozost°ení obraz·.
D·vodem je p°edev²ím to, ºe funkce je monotónní nejen ve spektru, ale i v prostoru, coº je tak n¥jak
intuitivní p°edpoklad, ºe váhy pixel· pro konvoluci se vzdáleností od centrálního pixelu klesají, i kdyº
z fourierovské teorie tento p°edpoklad nevyplývá. P°edchozí dv¥ funkce (a) a (b) tento p°edpoklad
nespl¬ují. Dal²í p°íjemnou vlastností Gaussovy funkce je to, ºe její transformací je stále Gaussova
funkce, tedy je zachován �typ� funkce. Gaussovský �ltr je implementován v mnoha b¥ºných softwarech,
dokonce se tam uºivatel p°ímo setká s popisem, ºe se jedná o Gaussovu funkci, nap°. bývá uvedeno
�Gaussian blur� .

10 Vztah (3.3) m·ºeme odvodit následovn¥: Za pouºití v¥ty o transformaci z transformace (v¥ta 1.30) a se znalostí p°íkladu 1.37
odvodíme, ºe F fF f rect( t)gg = 2 � rect( t) = F

�
sinc �

2�

	
. Pak ozna£ímef 1(r ) = sinc r

2� a následn¥ hledanou funkci budeme mít
jako k(r ) = sinc ar = f 1(2�ar ). Pomocí v¥ty o zm¥n¥ m¥°ítka (v¥ta 1.21) pak dostanemeK (� ) = 2 � rect

� �
2�a

�
� 1

2�a = 1
a rect �

2�a .
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(d)

k(r ) = e � ar ) K (� ) =
2a

a2 + � 2

pro a > 0; tedy (oboustrann¥) klesající exponenciální funkce, jejíº transformací je Lorentzova funkce,
viz p°íklad 1.39.

Co m·ºe být d·vodem rozmazávat obraz? D·vodem k rozmazání obrazu, tj. potla£ení informací na
vy²²ích prostorových frekvencích bývá zpravidla potla£ení aditivního ²umu. Výrazn¥ £ast¥j²ím d·vodem je
pouºití rozmazaného obrazu jako tzv.neostré maskypro zaost°ení obrazu. Zaost°ený obraz m·ºeme vyjád°it
jako

h(x; y) = f (x; y) � m � g(x; y) = f � m � f (x; y) � k(x; y); (3.4)

kde m 2 (0; 1) je míra zaost°ení s tím, ºe pokud chceme zachovat p·vodní rozsah hodnot, bude pot°eba
je²t¥ lineárn¥ roztáhnout hodnoty funkceh na p·vodní rozsah. Takto sestrojený high-pass �ltr pro zaost°ení
obrazu závisí na dvou parametrech, konvolu£ním jádruk a mí°e zaost°ením. Zpravidla pro �ltry, které
zaost°ují jemn¥j²í detaily, tj. pouºijí siln¥j²í low-pass �ltr, nap°. �²tíhlej²í� Gaussovu funkci v prostoru, se
pouºívají vy²²í míry m neº pro v¥t²í struktury. V b¥ºných softwarech se tyto dva parametry zpravidla dají
nastavit, nap°. v GIMPu se p°i pouºití Filters ! Enhance! Sharpen (Unsharp mask) nastavují parametry
Radius a Amount.

V praxi se m·ºe hodit pouºití více neostrých masek naráz, kaºdá z nich zvýraz¬ující jinak velké struktury,
nap°íklad Gaussovy funkce pro r·zné� . Vztah (3.4) pak nahradíme obecn¥j²ím tvarem

h(x; y) = f � m1 � f (x; y) � k1(x; y) � m2 � f (x; y) � k2(x; y) � : : : � mn � f (x; y) � kn (x; y):

3.3.2 Odstran¥ní periodických struktur z obrazu � notch �ltr

Jednou z dal²ích oblastí, kde je Fourierova transformace mocná, je nakládání s periodickými strukturami
v obraze v£etn¥ jejich odstran¥ní. Typickým p°íkladem jsou nap°íklad struktury viditelné na fotogra�i na-
skenované z novin. Takové struktury mohou ale vznikat i jako vlastnost n¥jaké sloºit¥j²í optické soustavy.
V anglické literatu°e se takovým strukturám °íká periodic noise a �ltr·m k tomu pouºívaným ve frekven£ní
oblasti se °íká �notch� �ltry (anglicky notch znamená zá°ez, vrub). V této sekci si ukáºeme, jak vyuºít
Fourierovu transformaci k odstran¥ní necht¥ných periodických struktur z obrazu. Jako ukázkový obrázek si
vezmeme obrázek Cook � obrázek 3.12a. P°i detailním studiu obrázku je vid¥t, ºe v obrázku je periodická
struktura, která vznikla novinovým tiskem a následným skenováním. Tím, ºe struktura je velmi jemná a pra-
videlná, projeví se na konkrétních vysokých frekvencích, coº je viditelné na logaritmickém spektru � obrázek
3.12b. Je jasné, ºe cílem �ltrace bude peaky odpovídající necht¥ným periodickým strukturám odstranit, jen
jde o to, jak kvalitn¥. Nejjednodu²²í a b¥ºn¥ pouºívaný postup spo£ívá v nahrazení £ásti spektra, ve které
se peaky nacházejí, nulami. Tento postup je ilustrován na obrázku 3.13. Oblasti jsem na²la ru£n¥, je nutné,
aby peaky byly odstran¥ny p°esn¥ symetricky, aby byla zachována reálnost obrazu. Zvolila jsem kruºnice o
polom¥ru 15. I p°es svou jednoduchost je tento postup velmi efektivní.

Je ov²em pot°eba si uv¥domit, ºe ideální obraz neobsahující necht¥né periodické struktury nebude mít
takové �díry� ve spektru, ale spektrum bude v t¥chto místech vypadat n¥jak o£ekávateln¥, bez d¥r. Dírami
jsme totiº zp·sobili, ºe p°estoºe jiné okolní frekvence se v obrazu vyskytují v n¥jakém �b¥ºném� zastoupení,
vymazané frekvence se v obrazu nevyskytují v·bec. Korektn¥j²í notch �ltr tedy bude nahrazovat ne nulami,
ale n¥jakými o£ekávanými hodnotami spektra. Je vhodné tedy pouºít n¥jakou interpolaci, její konkrétní tvar
bude záviset na tvaru peaku. Navíc je pot°eba si uv¥domit, ºe spektrum je komplexní a fáze se velmi rychle
m¥ní, nemá tedy smysl interpolovat n¥jak reálnou nebo imaginární £ást, interpolace dává smysl v amplitud¥,
fázi nechat nezm¥n¥nou. Navíc já jsem odstranila relativn¥ velké oblasti, i body spektra, které nebyly zasaºeny
necht¥nými strukturami. V p°ípad¥ dat pro v¥decké ú£ely je pot°eba odstranit pouze zasaºené body, n¥jak je
detekovat. A ty pak interpolovat. Zda°ilou implementaci takového �ltru na astronomická data m·ºete najít
v bakalá°ské práci [28].

Je ov²em pot°eba si uv¥domit, ºe celý tento postup p°edpokládá, ºe k n¥jakému ideálnímu obrazuf byl
p°i£ten obraz periodických struktur g a my máme k dispozici jen tento sou£et a snaºíme se získat obrazf .
V praxi to ov²em v·bec nemusí být sou£et, obraz m·ºe být nap°íklad po²kozen tím víc, £ím je vy²²í jas, tedy
multiplikativn¥. Nebo také úpln¥ jinak. V takových situacích je to sloºit¥j²í, výsledek po pouºití notch �ltru
nebude tak dobrý jako v p°ípad¥ aditivního vlivu, ale £asto je to i tak velmi dobré °e²ení.

61



(a) (b)

Obrázek 3.12: Obrázek Cook a jeho logaritmické spektrum.

(a) (b)

Obrázek 3.13: Logaritmické spektrum obrázku Cook, kde oblasti peak· odpovídajících periodickým struktu-
rám jsou nahrazeny nulami. Obrázek Cook po zp¥tné transformaci takto upraveného spektra.

3.4 Sesazování obraz· � fázová korelace

V této sekci si odvodíme aparát pro sesazování digitálních obraz·. Sesazování obraz· je úloha, kdy hledáme
vzájemnou geometrickou transformaci mezi obrazy, které zobrazují to stejné nebo se £áste£n¥ p°ekrývají.
D·vody, pro£ n¥co takového d¥lat, jsou velmi r·znorodé, m·ºe to být nap°íklad sloºení men²ích £áste£n¥
se p°ekrývajících obraz· v jeden v¥t²í, tedy mozaikování, m·ºe to být sloºení v¥t²ího po£tu obraz· téhoº,
p°i£emº výsledný obraz má vy²²í kvalitu (men²í ²um, p°ípadn¥ vy²²í dynamický rozsah). Metody sesazování
se mohou li²it podle toho, zda o£ekávaná geometrická transformace je obecná, nebo zda se jedná o podobnost
(zm¥na m¥°ítka, rotace, posun), nebo zda jsou obrazy vzájemn¥ pouze posunuté. Taktéº je d·leºité, jak moc
z°etelné jsou struktury v obrazech. Samoz°ejm¥ pokud jdou struktury ostré a z°etelné a sesazovaných obraz·
je pár, je moºná pouºívat n¥jaké ru£ní metody s ozna£ováním bod·. Metoda, kterou si p°edstavíme zde, je
velmi robustní, nepot°ebuje nijak ostré hrany, pracuje navíc díky Fourierov¥ transformaci s obrazem jako
celkem.

Digitální obrazy si zde budeme modelovat jako funkce dvou reálných prom¥nných, a to p°edev²ím proto, ºe
necelo£íselná posunutí a p°edev²ím rotace a zm¥ny m¥°ítka se na diskrétních maticích velmi ²patn¥ modelují.
Proto odvození provádíme na funkcích dvou reálných prom¥nných a aº vlastní výpo£ty provádíme samoz°ejm¥
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diskrétn¥, coº zpravidla p°i aplikaci nalezených transformací znamená interpolace obrazových dat. Pouºití
funkce dvou reálných prom¥nných ospravedl¬uje i odvození DFT z FT funkcí se omezeným nosi£em uvedené
v sekci 2.1.5.

3.4.1 Posunutí

Zdroj: [9, 17]11

Budeme mít dv¥ funkce, které jsou vzájemn¥ posunuté,f 1(x; y) a

f 2(x; y) = f 1(x � x0; y � y0):

My ov²em jsme v aplikacích v situaci, kdy známe vícemén¥ pr·b¥h funkce popsaný maticí hodnot v diskrét-
ních bodech a neznámý vektor posunutí(x0; y0) hledáme. V p°ípad¥ posunutých funkcí se jejich spektra li²í
pouze ve fázi

F2(�; � ) = F1(�; � )e� i( �x 0+ �y 0 ) :

Jak jsme si uvedli v sekci 1.2.4, platí

F f � (x � x0; y � y0)g = e � i( �x 0+ �y 0 ) :

Srovnáním posledních dvou vztah· vidíme, ºe bychom pot°ebovali získat jen to fázové posunutí, pak ud¥lat
zp¥tnou transformaci a jsme hotovi. Ale jak na to? Co t°eba

�( f 1; f 2) = F � 1
�

F1 � F �
2

jF1j � j F2j

�
? (3.5)

Tento vzorec bude fungovat a je to výsledný vzorec pro fázovou korelaci. Pro ov¥°ení je²t¥ dosadíme zaF2 a
dostáváme

�( f 1; f 2) = F � 1

(
F1 �

�
F1e� i( �x 0+ �y 0 )

� �

jF1j �
�
�F1e� i( �x 0+ �y 0 )

�
�

)

= F � 1
�

F1 � F �
1

jF1j � j F1j
� ei( �x 0+ �y 0 )

�
=

= F � 1
n

1 � ei( �x 0+ �y 0 ) )
o

= � (x + x0; y + y0):

Ozna£ení�( f 1; f 2) je mé vlastní, v literatu°e jsem po°ádn¥ ºádné ozna£ení vzorce nevid¥la. Pokud se tedy
dva obrazy li²í pouze posunutím, získáme aplikací fázové korelace deltu posunutou práv¥ o vektor posunutí
t¥ch dvou obraz·.

Pro£ je tam nutné to komplexní sdruºení? Proto, ºe pot°ebujeme v £itateli získat inkriminovanou kom-
plexní exponenciálu krát jF1j � j F1j, coº práv¥ jF1j � j F1j = F1 � F �

1 (rovnost se dá velmi rychle odvodit, kdyº
místo F1 budeme uvaºovat a + bi). Samoz°ejm¥ se m·ºeme rozhodnout pouºít komplexní sdruºení u první
z funkcí, ne druhé, coº bude ekvivalentní, jen budou vycházet opa£né vektory posunutí.

Co se ov²em stane, kdyº pouºijeme vzorec (3.5) na obrazy, které se li²í více neº posunutím, t°eba ²umem?
Bez d·kazu (jak p°esn¥ ho vlastn¥ d¥lat?) si zde uvedeme, ºe v takovém p°ípad¥ nám vzorec dá funkci, která
bude mít výrazné maximum na sou°adnicích odpovídajících posunutí. Abychom mohli hledat maximum
n¥jaké funkce, pot°ebujeme, aby tato funkce nabývala pouze reálných hodnot. Toto je na²t¥stí spln¥no pro
jakékoli dv¥ funkcef 1; f 2, které nabývají reálných hodnot (a mají omezený nosi£), jak si hned ukáºeme.

V¥ta 3.1. Nech´ f 1; f 2 2 L 1(R). Pak F � 1 f F1 � F �
2 g je reálná funkce.

D·kaz.

F � 1 f F1(�; � ) � F �
2 (�; � )g(x; y) = F � 1 fF f f 1(x; y)g � F f f �

2 (� x; � y)gg =

= F � 1 fF f f 1(x; y) � f �
2 (� x; � y) = f 1(x; y) � f 2(� x; � y)gg:

Vyuºili jsme v¥tu o transformaci z konvoluce 1.49, následn¥ v¥tu o transformace komplexn¥ sdruºené funkce
1.48 a v posledním kroku toho, ºe se jedná o funkci nabývající pouze reálných hodnot (v¥ta 1.55).

11 Aparát pro posunutí ur£ení posunutí dvou obraz· pomocí fázové korelace poprvé publikovali v roce 1977 Kuglin a Hines
[17]. Detailn¥ jej rozebírám ve své diplomové práci [9].
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Zbývá je²t¥ vy°e²it následek d¥lení amplitudovými spektry. Zde vyuºijeme v¥tu 1.57 a vidíme, ºe pod¥lení
amplitudovými spektry spl¬uje p°edpoklady na funkciG díky st°edové symetrii amplitudového spektra reálné
funkce (v¥ta 1.56). Jediný p°ípad, kdy tyto p°edpoklady spln¥ny nejsou, je p°ípad, kdy n¥které ze spekter
nabývá v n¥kterých bodech nulových hodnot, d¥lení nulou je problém. V reálných aplikacích s digitálními
obrazy tato situace prakticky nenastává, ale i tak je vhodné toto ve vzorci o²et°it. Vzorec zmodi�kujeme na

� " (f 1; f 2) = F � 1
�

F1 � F �
2

(jF1j + " ) � (jF2j + " )

�
;

kde " je n¥jaké malé kladné reálné £íslo, p°edpoklady pro funkceG z·stávají spln¥ny, i funkce � " je tedy pro
reálné vstupy reálná. P°idání" nás p°isouvá o kousek blíºe ke k°íºové korelaci, která má jen £itatel a nemá
jmenovatel. I ta má v inkriminovaném bod¥ maximum, jen zdaleka není tak hezké jako u fázové korelace.

Dále v závislosti na kvalit¥ obrazu a jeho dal²ích vlastnostech m·ºeme vzorec je²t¥ více modi�kovat.
Nap°íklad n¥které frekvence mohou být pro sesazení irelevantní, není na nich nic p°ínosného pro sesazení.
Nap°íklad ²um na vy²²ích frekvencích nebo naopak celkový jas obrazu, vin¥tace a podobn¥ na frekvencích
nízkých. Pak dává smysl pouºít p°ed zp¥tnou transformací vhodnou váhovou funkci, která splní p°edpoklady
pro váhovou funkci G ve v¥t¥ 1.57, ideáln¥ je závislá pouze na na vzdálenosti od po£átku� =

p
� 2 + � 2,

� ";H (f 1; f 2) = F � 1
�

H (� )
F1 � F �

2

(jF1j + " ) � (jF2j + " )

�
:

Stále po v²ech t¥chto modi�kacích platí, ºe získaná funkce nabývá reálných hodnot, m·ºeme hledat její
maximum. Funkci si m·ºeme vykreslit, zkontrolovat, ºe maximum je jediné, pokud není nebo není dost
�hezké� , je pot°eba postup n¥jak dále modi�kovat, a´ uº zm¥nami funkceH , nebo n¥jakou vhodnou modi�kací
vstupních obraz·. Dal²í moºností modi�kace funkce � je n¥jaká �ltrace aplikovaná na tuto funkci aº po
zp¥tné transformaci, p°edev²ím n¥jaké rozmazání � konvoluce s vhodným jádrem. To je sice ekvivalentní
s vhodnou funkcí H (� ), ov²em v p°ípad¥ konvoluce sta£í po£ítat jen s n¥jakým men²ím okolím maxima,
ne s celou funkcí� (pokud tedy n¥jaké viditelné maximum máme). P°i vykreslování pouºíváme funkci�
zpermutovanou podobn¥ jako spektra, a to z toho d·vodu, aby posuny blízké nule nebyly kolem bodu[0; 0],
aby získaný peak nebyl nijak roztrºený a dal se prohlíºet. Jen sou°adnice takto zobrazeného peaku je pot°eba
správn¥ p°epo£ítat na vektor posunutí.

P°ed pouºitím fázové korelace je vhodné odstranit okraje obrazu � viz úvod této kapitoly. Pokud bychom
tak neu£inili, mohly by nám skoky na p°echodu do sousedního obrazu u periodického pokra£ování zp·sobit
peak na sou°adnicích[0; 0]. Tento peak tam stejn¥ alespo¬ £áste£n¥ vzniká, nap°íklad z d·vodu struktury
sníma£e nebo prachu na sníma£i.

Záv¥rem si uv¥domme mocnost tohoto postupu. Na vstupu máme dva obrazy, na výstupu peak, jehoº
sou°adnice nám udávají hledaný vektor posunutí. Pracujeme-li dávkov¥ s v¥t²ím po£tem obraz·, které mají
obdobné vlastnosti, je moºné parametry (více mén¥ funkciH ) jednou nastavit vizuáln¥ zkou²ením a sledo-
váním peaku a pak hromadn¥ pouºít zcela automaticky na v²echny obrazy. Obrazy nemusí obsahovat nijak
ostré hrany nebo p°esn¥ ozna£itelné struktury, metoda je velmi robustní.

3.4.2 Oto£ení, posun

Zdroj: [9, 22]

Metody prezentované v této a následující £ásti jsou relativn¥ velmi mladé, teprve z 90. let 20. století,
coº je zp·sobeno p°edev²ím tím, ºe d°ív¥j²í výpo£etní technika neumoº¬ovala v rozumných £asech výpo£ty
s n¥kolika Fourierovými transformacemi po sob¥.

Oto£ení kolem n¥jakého obecného st°edu je totéº, co oto£ení kolem po£átku a posun. Díky tomu se
m·ºeme omezit pouze tuto druhou variantu. Za£neme oto£ením kolem po£átku. M¥jme tedy k funkcif 1(x; y)
funkci

f 2(x; y) = f 1(x cos� � y sin �; x sin � + y cos� ):

Z v¥ty 1.52 uº víme, ºe
F2(�; � ) = F1(� cos� � � sin �; � sin � + � cos� ):
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Klí£ovou my²lenkou pouºití fázové korelace pro oto£ené obrazy je ta, se kterou p°i²li v roce 1996 Reddy a
Chatterji [22]. Pouºijeme amplitudová spektra a p°evedeme je do polární soustavy sou°adné.� =

p
� 2 + � 2;

� = � cos'; � = � sin ': Pokud amplitudové spektrum f 1 je v polární soustav¥ sou°adnéAp
1(�; ' ), pak

amplitudové spektrum druhého je

Ap
2(�; ' ) = A1(� cos' cos� � � sin ' sin �; � cos' sin � + � sin ' cos� ) =

= A1(� cos(' + � ); � sin(� + � )) = Ap
1(�; ' + � ):

Te¤ vidíme, ºe v polární soustav¥ sou°adné se funkce li²í pouze o posun� podél osy ' . Znáte to s tím,
jak matematik va°í kafe, ne?12 Posuny umíme hledat pomocí fázové korelace. Takºe pomocí fázové korelace
aplikované na amplitudová spektra v polární soustav¥ sou°adné zjistíme úhel pooto£ení funkcí, ten pouºijeme
tak, ºe funkci pooto£íme, aby jiº byly nato£ené stejn¥. Ze symetrie amplitudového spektra reálné funkce víme,
ºe sta£í brát jen jeho polovinu ve smyslu osy' .

Je²t¥ nám zbývá vy°e²it ten posun, který jsme na za£átku vynechali. Vlastn¥ jde o oto£ení kolem nezná-
mého st°edu. Nov¥ tedy budeme p°edpokládat funkcif 2 takovou, ºe

f 2(x; y) = f 1(x cos� � y sin � � x0; x sin � + y cos� � y0):

Kombinací v¥t o posunu a o rotaci snadno zjistíme, ºe

F2(�; � ) = F1(� cos� � � sin �; � sin � + � cos� )e� i( �x 0+ �y 0 ) :

Úºasné pro fázovou korelaci te¤ je to, ºe exponenciála na konci posledního vztahu má vliv jen na fázové
spektrum, v amplitudovém se neprojeví. Takºe i kdyº funkce byly vzájemn¥ pooto£ené, v amplitudových
spektrech jiº tato informace o oto£ení není obsaºena. M·ºeme tedy pouºít postup vý²e, pomocí kterého
ur£íme úhel oto£ení funkcí v·£i sob¥. Ten kompenzujeme oto£ením jedné z funkcí a následn¥ nám zbyde uº
jen posun. Ten ur£íme pomocí fázové korelace dle sekce 3.4.1. Aby bylo co sesazovat, aby byly struktury
amplitudového spektra dob°e viditelné, pouºijeme místo amplitudového spektra spektrum logaritmické.

3.4.3 Zm¥na m¥°ítka, rotace, posun

Zdroje: [9, 22]

Nejobecn¥j²í p°ípad, jakým se budeme zabývat, bude zm¥na m¥°ítka, rotace a posun. My²lenka bude
analogická jako u rotace a posunu. K funkcif 1(x; y) tedy budeme mít funkci

f 2(x; y) = f 1(�x cos� � �y sin � � x0; �x sin � + �y cos� � y0):

Její fourierovské spektrum je

F2(�; � ) =
1

� 2 F1

�
�
�

cos� �
�
�

sin �;
�
�

sin � +
�
�

cos�
�

e� i( �x 0+ �y 0 ) :

Posun se projevil exponenciálou, která se následn¥ v amplitudovém spektru neprojeví.

A2(�; � ) =
1

� 2 A1

�
�
�

� cos� �
�
�

sin �;
�
�

sin � +
�
�

cos�
�

:

Tentokrát pouºijeme logaritmicko-polární soustavu sou°adnou, tedye� =
p

� 2 + � 2; � = e � cos'; � =
e� sin ' . Pokud amplitudové spektrum f 1 je v logaritmicko-polární soustav¥ sou°adnéA lp

1 (�; ' ), pak ampli-
tudové spektrum druhého je

A lp
2 (�; ' ) =

1
� 2 A1

�
e�

�
cos' cos� �

e�

�
sin ' sin �;

e�

�
cos' sin � +

e�

�
sin ' cos�

�
=

=
1

� 2 A1(e� � ln � cos(' + � ); e� � ln � sin(� + � )) = A lp
1 (� � ln �; ' + � ):

12 Pro ty, kte°í neznají: Kafe budeme va°it t°eba rozpustné. Za£neme tím, ºe vezmeme z police ²álek, ze ²uplíku lºi£ku a z jiné
police sklenici s kávou, lºi£kou dáme do hrní£ku poºadované mnoºství kávy, sklenici uklidíme, lºi£ku necháme v ²álku, ²álek
necháme na stole. Do konvice nabereme vodu a zapneme ji. A tak dále, v²ak víte. Co d¥lá matematik v okamºiku, kdy na stole
stojí konvice a v ní voda, vedle ní ²álek s rozpustnou kávou a v n¥m lºi£ka? Z ²álku vysype kávu do sklenice, lºi£ku dá do
²uplíku, vodu vylije, konvici uklidí k podstavci a dál uº postup zná.
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Op¥t vidíme, ºe jak zm¥na m¥°ítka, tak rotace se projevily jako posun. Vezm¥me tedy amplitudová spektra
v logaritmicko-polární soustav¥ sou°adné, pomocí fázové korelace zjistíme koe�cient zm¥ny m¥°ítka a úhel
rotace, ty na obrazy pouºijeme tak, aby jiº byly nato£ené stejn¥ a m¥ly stejné m¥°ítko. Následn¥ jiº zbývá jen
ur£it¥ posunutí pomocí fázové korelace. Op¥t pouºijeme místo amplitudových spekter spektra logaritmická.

Ukázka toho, jak vypadá v p°ípad¥ oto£ení a zm¥ny m¥°ítka amplitudové spektrum a amplitudové spekt-
rum v logaritmicko-polární soustav¥ sou°adné, je na obrázku 3.14.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Obrázek 3.14: Zm¥na m¥°ítka a oto£ení � ukázka logaritmického spektra a logaritmického spektra v
logaritmicko-polární soustav¥ sou°adné. (a) Obrázek Vipan s odstran¥nými okraji. (b) Logaritmické spektrum
obrazu (a). (c) Logaritmické spektrum obrázku (a) v logaritmicko-polární soustav¥ sou°adné. (d) Obrázek
Vipan pooto£ený a zv¥t²ený, pak odstran¥ny okraje. (e) Logaritmické spektrum obrazu (d), ne£ekané struk-
tury v rozích (které z ²ikmého k°íºe d¥lají tvar podobný svastice) patrn¥ zp·sobeny tím, ºe obrázek byl
zv¥t²en um¥le, zv¥t²ení v prostoru má za následek zmen²ení ve spektru, a tedy v rozích vidíme vlastn¥
periodické pokra£ování p·vodního spektra. (f) Logaritmické spektrum obrázku (d) v logaritmicko-polární
soustav¥ sou°adné. Pravo-levý posun mezi obrázky (c) a (f) je moºná o£ima viditelný, vrcho-spodní je jasn¥
viditelný díky ostrým vodorovným strukturám.

3.4.4 Pro£ se fázové korelaci °íká fázová korelace, vztah ke konvoluci

Zdroje: [9, 14]

Z teorie pravd¥podobnosti, ale nejen odtud známe k°íºovou korelaci dvou funkcíf; g : R ! C a jejich
konvoluci jako

(f � g)(s) =

1Z

�1

f � (t)g(t + s) dt; (f � g)( t) =

1Z

�1

f (s)g(t � s) ds:

My navíc máme funkce jen reálné, tj.f; g : R ! R, coº ov²em nevadí a m·ºeme zatím nechat vzorce, jak
jsou a uvidíme, ºe i kdyby funkce reálné nebyly, bude to i tak fungovat. Poj¤me vyjád°it k°íºovou korelaci
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pomocí konvoluce.

f � g =

1Z

�1

f � (t)g(t + s) dt =

�
�
�
�
�
�

t = � u

dt = � du

�
�
�
�
�
�

=

1Z

�1

f � (� u)g(s � u) du = f � (� u) � g(u)

Na ob¥ strany rovnosti aplikujeme Fourierovu transformaci a vyuºijeme toho, ºe Fourierova transformace
z konvoluce je sou£in spekter (v¥ta 1.26).

F f f � gg = F f f � (� u) � g(u)g = F f f � (� u)g � F f g(u)g

Dále vyuºijeme dv¥ základní vlastnosti Fourierovy transformace, a toF f f � g = F � (� � ) a F f f (� t)g =
F (� � ). Z t¥ch dohromady vyvodíme, ºeF f f � (� t)g = F � (� (� � )) = F � (� ), z £ehoº vyvodíme, ºe

F f f � gg = F � (� )G(� ):

Na rovnost aplikujeme zp¥tnou Fourierovu transformaci, coº nám umoºní získat vyjád°ení k°íºové korelace
pomocí spekter korelovaných funkcí (a zp¥tné Fourierovy transformace).

f � g = F � 1 f F � � Gg

Toto vyjád°ení není jen hezký teoretický výsledek, ale má navíc praktické uºití v tom, ºe výpo£et Fourierovy
transformace bývá v softwarech optimalizován a tento vzorec tak umoº¬uje velmi efektivní výpo£et k°íºové
korelace, výrazn¥ efektivn¥ji neº z de�nice. Fázová korelace je korelace ne celých funkcí, ale pouze jejích fází.
Tj. místo spekter pouºijeme spektra pod¥lená amplitudami. Výsledn¥ tedy budeme mít

F � 1
�

F �

jF j
�

G
jGj

�
:

Zdá se vám, ºe v pasáºi o fázové korelaci a sesazování obraz· jsme m¥li komplexní sdruºení ne u prvního
spektra, ale u druhého? Zdá se vám to správn¥. Ale to uº tak holt je, ºe v r·zných oblastech je ob£as
r·zné zna£ení. Ony jsou ty vzorce v podstat¥ ekvivalentní, jen sou°adnice peaku vyjdou na opa£né stran¥ od
po£átku.

3.4.5 Diskrétní obrazy

V p°edchozích sekcích jsme si uvedli princip fázové korelace pro sesazování digitálních obraz·. Odvození
jsme provedli práv¥ na funkcích dvou reálných prom¥nných proto, ºe i kdyº obrazy bývají pooto£ené nebo
mají r·zné m¥°ítko, n¥co takového je velmi obtíºné a nepraktické modelovat pomocí matic. Dochází tam
totiº ke £tení hodnot pixel· na necelo£íselných sou°adnicích, coº se d¥lá interpolací. �Spojité� odvození je
oproti tomu velmi názorné. Na druhou stranu nakonec reálné výpo£ty opravdu jiº probíhají na (diskrétních)
maticích. V této sekci si tedy ukáºeme, jak reálný výpo£et fázové korelace probíhá pomocí diskrétní Fourierovy
transformace.

Pro posunuté obrazy sice platí v¥ta o posunutí (2.31), ale ta zahrnuje periodické pokra£ování, coº nesedí
na b¥ºné vzájemn¥ posunuté obrazy, které jsou jako by kaºdé trochu jiným vý°ezem z téºe scény. Jako
model nám to ov²em posta£í. Pouºijeme-li vzorec (3.5) pro fázovou korelaci na diskrétní data, samoz°ejm¥
s tím, ºe Fourierova transformace je te¤ diskrétní Fourierovou transformací a funkcef 1(x; y); f 2(x; y) budou
f 0; 1; : : : ; N � 1g � f 0; 1; : : : ; N � 1g = f 0; 1; : : : ; N � 1g2 ! C; N 2 N s tím, ºe f 2(x; y) = ef 1(x � x0; y � y0),
dostaneme

�( f 1; f 2) = D � 1
�

F1 � F �
2

jF1j � j F2j

�
= D � 1

8
<

:

F1 �
�

F1e� 2� i
N (�x 0+ �y 0 )

� �

jF1j �
�
�
�F1e� 2� i

N (�x 0+ �y 0 )
�
�
�

9
=

;
= D � 1

(
F1 � F �

1 e
2� i
N (�x 0+ �y 0 )

jF1j2

)

=

= D � 1
n

e
2� i
N (�x 0+ �y 0 )

o
= d(x + x0; y + y0)

s tím, ºe druhá rovnost vychází z v¥ty o posunutí, £tvrtá ze základní vlastnosti komplexních £íseljzj2 = z � z�

(protoºe pro z = a + bi je z � z� = ( a + bi) � (a � bi) = a2 � b2i2 = a2 + b2 = jzj2) a poslední pak je v¥tou o
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posunutí aplikovanou na diskrétní impulz. Fázovou korelací dvou posunutých funkcí je tedy diskrétní impulz
posunutý tak, ºe sou°adnice jeho nenulového prvku (jedni£ky) vyjad°ují posunutí t¥chto dvou funkcí.

D·leºitá v¥c, kterou je pot°eba o²et°it, jsou okraje obrazu. Jak uº jsme si uvedli, diskrétní Fourierova
transformace p°istupuje k obrazu, jako by to byla nekone£ná ²achovnice sloºená periodicky z toho obrazu
a jeho dokonalých kopií. Snadno pak dochází k tomu, ºe p°echod z jedné kopie do druhé je nejvýrazn¥j²í
strukturou v oné ²achovnici. Coº je samoz°ejm¥ nevhodné pro zji²´ování n¥jakých posun· v obraze, snadno
totiº dostaneme posun nesprávný nulový. Nutným °e²ením tedy je z obrazu �odstranit� okraje p°ed výpo£tem
fázové korelace, jak jsme popsali na za£átku kapitoly o aplikacích. Obraz s odstran¥nými okraji je samoz°ejm¥
pouze pomocný pracovní pro ur£ení parametr· geometrické transformace, vlastní transformaci provádíme
s p·vodními obrazy.

3.4.6 Subpixelová p°esnost

Zdroje: [2, 9, 8, 14, 31]
P°i sesazování reálných obraz· z principu jejich posunutí nebývá celo£íselné. Je tedy £asto vhodné pouºít

metodu, která ur£í posun obraz· s vy²²í p°esností. Zv¥t²ení obrazu p°ed sesazováním vede k výpo£t·m
s obrovskými maticemi a i tak neumoºní °ádové zvý²ení p°esnosti sesazení (nap°. desetina pixelu). Vhodn¥j²ím
postupem je vyuºít stávající peak funkce� a n¥jak zjistit sou°adnice jeho vrcholu s p°esností vy²²í jeden
pixel. Zde se mohou metody li²it v závislosti na tvaru peaku (jeho ²í°ce), coº záleºí p°edev²ím na kvalit¥
a mí°e r·znosti sesazovaných obraz·. Pokud je peak velmi úzký, blíºící se diskrétnímu impulzu, m·ºe být
vhodné pouºít n¥jakou metodu, která prokládá vhodnou funkci n¥kolika body v okolí maxima. Pouºívá se
kvadratická funkce, Gaussova funkce nebo modi�kovaná funkcesin x sin y

xy , která vychází z toho, ºe v p°ípad¥

obraz· s velmi malým necelo£íselným posunem má� tvar modi�kované funkce sin x sin y
xy . V p°ípad¥, ºe je

peak ²ir²í, je vhodné pouºít n¥jakou metodu, která zahrne v²echny body ve vhodném okolí. V p°ípad¥ snímk·
slune£ní koróny po°ízených b¥hem úplných zatm¥ní Slunce se osv¥d£ila metoda, která získává vektor posunutí
ze sou°adnic t¥ºi²t¥ peaku po£ítaného p°es vhodné okolí, tedy

(�x0; �y0) =
�

M 1;0

M 0;0
;
M 0;1

M 0;0

�
;

kde M k;l je geometrický moment po£ítaný p°es kruh se st°edem(x0; y0) (sou°adnice maxima� jako celá
£ísla) o polom¥ru" 2 R+ , tedy

M k;l =
X X

x2+ y2<"

xkyl �( x0 + x; y0 + y); k; l = 0 ; 1:

B¥ºn¥ pouºívané hodnoty" jsou 3 aº 8. Výpo£et sou°adnic vrcholu peaku je moºné provád¥t i iterativn¥ tak,
ºe se interpolací zv¥t²í vhodné okolí(x0; y0) a na n¥m se aº hledá t¥ºi²t¥.
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P°íloha A

Dodatek

A.1 Odvození, d·kazy

A.1.1 D·kaz v¥ty o inverzní Fourierov¥ transformaci

Neº budeme moci p°istoupit k samotnému d·kazu, budeme pot°ebovat dokázat n¥jaké pomocné vlastnosti.

P°íklad A.1. Ukaºte, ºe
1Z

0

sinpx
x

dx =
�
2

(A.1)

•e²ení. Zdroj: P°íklad vychází ze zkou²kového p°íkladu z p°edm¥tu Fourier Analysis na Chalmers University
of Technology ve ²védském Göteborgu 24. °íjna 2009, autorem zadání byl Hjalmar Rosengren.

Za£n¥me tím, ºe se omezíme na p°ípadp = 1 , coº si m·ºeme dovolit z d·vodu,

Z 1

0

sinpx
x

dx =

�
�
�
�
�
�

t = px

dt = pdx

�
�
�
�
�
�

=
Z 1

0

sin t
t
p

dt
p

=
Z 1

0

sin t
t

dt:

Odvození se skládá ze dvou krok·. Nejd°ív ukáºeme, ºe

sinx
x

= b0 +
1X

n=1

bn cos(nx); 0 < x < �;

kde

bn =
1
�

Z (n+1) �

(n� 1)�

sinx
x

dx:

Pak vyuºijeme této vlastnosti k d·kazu integrálu (A.1).
sin x

x je sudá funkce, proto ji m·ºeme vyjád°it pomocí kosinové °ady jako

sinx
x

=
b0

2
+

1X

n=1

bn cos(nx); 0 < x < �;

kde

bn =
2
�

Z �

0

sinx
x

cos(nx) dx: (A.2)

Známý goniometrický vzorec °íká, ºe pro reálnáA; B platí

2 cos
A + B

2
sin

A � B
2

= sin A � sinB:

Vezmeme-li A� B
2 = x; A+ B

2 = nx a vyjád°íme A; B , zjistíme, ºe

2 sinx cos(nx) = sin( x(n + 1)) � sin(x(n � 1)):
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Dosazením tohoto do vztahubn (A.2) dostaneme

bn =
1
�

Z �

0

�
sin(x(n + 1))

x
�

sin(x(n � 1))
x

�
dx:

1
�

Z �

0

sin(x(n + 1))
x

dx =

�
�
�
�
�
�

t = x(n + 1) 0 7! 0

dt = ( n + 1) d x � 7! � (n + 1)

�
�
�
�
�
�

=
1
�

Z � (n+1)

0

sin t
t

dt (A.3)

Podobný postup nám dá, ºe

1
�

Z �

0

sin(x(n � 1))
x

dx =
1
�

Z � (n� 1)

0

sin t
t

dt (A.4)

Rozdíl vztah· (A.3) a (A.4) nám dá poºadovaný vztah pro bn ve tvaru

bn =
1
�

Z (n+1) �

(n� 1)�

sinx
x

dx:

Dosazenímn = 0 do posledního vztahu zp·sobí, ºe dostanemesin x
x pro x = 0 , coº není de�nované, ale

v limit¥ je to rovno 1 a v dal²ím budeme s jistou dávnou nekorektnosti brát, ºe je to rovno1. sin x
x m·ºeme

na 0 < x < � psát jako

sinx
x

=
1

2�

Z �

� �

sin t
t

dt +
1
�

1X

n=1

cos(nx)
Z (n+1) �

(n� 1)�

sin t
t

dt:

Poloºíme-li te¤ x = 0 , dostáváme

1 =
1

2�

Z �

� �

sin t
t

dt +
1
�

1X

n=1

Z (n+1) �

(n� 1)�

sin t
t

dt =

=
1
�

Z �

0

sin t
t

dt +
1
�

1X

n= �1
n6=0

Z (n+1) �

n�

sin t
t

dt =
1
�

1Z

�1

sin t
t

dt:

To znamená, ºe
1Z

�1

sin t
t

dt = �

a my m·ºeme uzav°ít, ºe Z 1

0

sinx
x

dx =
�
2

:

V¥ta A.2 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Nech´ f (x) je integrovatelná v absolutní hodnot¥ naR. Pak
platí [24]

lim
� !�1

F (� ) = 0 :

D·kaz. D·kaz vychází z [24].
P°edpokládejme nejd°ív, ºef je tvaru

f (x) =

(
c pokud a < x < b

0 jinak

pro n¥jaká a; b; c2 R; a < b, v dal²ím budeme pouºívat ozna£eníobdélníková funkce. Pak

F (� ) =
Z b

a
ce� ix� dx =

�
ce� ix�

� i�

� b

x= a
;
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coº jde k nule pro � ! �1 . Nyní p°edpokládejme, ºef je po £ástech konstantní, tj. je lineární kombinací
obdélníkových funkcí. Díky linearit¥ Riemannova integrálu Fourierova transformace funkcef je lineární
kombinací fourierovských spekter jednotlivých obdélníkových funkcí. Z de�nice Riemannova integrálu pokud
f je reálná integrovatelná v absolutní hodnot¥, existuje posloupnost obdélníkových funkcef n takových, ºe

lim
n!1

1Z

�1

jf n (x) � f (x)j dx = 0 :

Pak pro kaºdé � 2 R

lim
n!1

jFn (� ) � F (� )j = lim
n!1

�
�
�
�
�
�

1Z

�1

f n (x)e� ix� dx �

1Z

�1

f (x)e� ix� dx

�
�
�
�
�
�

a protoºe f n i f jsou integrovatelné

lim
n!1

jFn (� ) � F (� )j = lim
n!1

�
�
�
�
�
�

1Z

�1

(f n (x) � f (x)) e� ix� dx

�
�
�
�
�
�

�

� lim
n!1

�
�
�
�
�
�

1Z

�1

(f n (x) � f (x)) dx

�
�
�
�
�
�

� lim
n!1

1Z

�1

jf n (x) � f (x)j dx = 0

Z trojúhelníkové nerovnosti vidíme, ºe

F (� ) � j F (� ) � Fn (� )j + jFn (� )j;

kde první £len je shora omezen" > 0 pro dostate£n¥ velkéna druhý £len jde k nule pro� ! �1 . Proto

lim
� !�1

F (� ) = 0 :

Pokud f nabývá komplexních hodnot,
f (x) = u(x) + i v(x);

kde u a v jsou reálné funkce reálné prom¥nné integrovatelné v absolutní hodnot¥ naR. Za p°edpokladu, ºe
u(x); v(x) mají spektra U(� ); V (� ), dostáváme

lim
� !�1

U(� ) = 0 ; lim
� !�1

V(� ) = 0 ;

proto i
lim

� !�1
F (� ) = 0 :

Nyní m·ºeme p°istoupit k vlastnímu d·kazu v¥ty o inverzní Fourierov¥ transformaci.

D·kaz. D·kaz vychází z [24].

1
2�

Z r

� r
F (� )eix� d� =

1
2�

Z r

� r

0

@
1Z

�1

f (s)e� is� ds

1

A eix� d�

Vzhledem k integrovatelnosti funkcef

1
2�

Z r

� r

0

@
1Z

�1

f (s)e� is� ds

1

A eix� d� =
1

2�

1Z

�1

f (s)
� Z r

� r
ei( x � s)� d�

�
ds =

=
1
�

1Z

�1

f (s)
sin(r (x � s))

x � s
ds =

1
�

1Z

�1

f (x � s)
sin rs

s
ds:
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Zave¤me si úsporn¥j²í zna£ení pro pravostranné a levostranné limity:

f (x � ) = lim
t ! x �

f (t); f (x+ ) = lim
t ! x+

f (t):

Pak m·ºeme p°espat f (x � s) jako

f (x � s) =

(
f (x+ ) + ( f (x � s) � f (x+ )) pokud s < 0

f (x � ) + ( f (x � s) � f (x � )) pokud s � 0:

Toto je d·leºité pro °e²ení bod· nespojitosti funkce f . Vzhledem k tomu, ºe funk£ní hodnota v jediném bod¥
nemá vliv na hodnotu Riemannova integrálu, není podstatné, jak se vy°e²í p°ípads = 0 . M·ºeme ho p°idat
ke kterémukoli z p°ípad· vý²e. Pak m·ºeme p°epsat poslední integrál jako

1
�

1Z

�1

f (x � s)
sin rs

s
ds =

1
�

Z 0

�1

�
f (x+ ) + ( f (x � s) � f (x+ ))

	 sin rs
s

ds +

1
�

Z 1

0

�
f (x � ) + ( f (x � s) � f (x � ))

	 sin rs
s

ds:

1
�

Z 1

0
f (x � )

sin rs
s

ds =
f (x � )

�

Z 1

0

sinrs
s

ds =
f (x � )

�
�

�
2

=
f (x � )

2

Zd·vodn¥ní p°edposlední rovnosti °e²í p°íklad A.1 vý²e. Podobn¥

1
�

Z 1

0
f (x+ )

sin rs
s

ds =
f (x+ )

2
:

Zbývá dokázat, ºe zbývající £leny jdou k nule pror ! 1 .

1
�

Z 1

0
(f (x � s) � f (x � ))

sin rs
s

ds =

=
1
�

Z K

0
(f (x � s) � f (x � ))

sin rs
s

ds
| {z }

ozna£me a(x)

+
1
�

Z 1

K
(f (x � s) � f (x � ))

sin rs
s

ds
| {z }

ozna£me b(x)

pro pevnéK > 0. Nyní ozna£me

g(s) = � h0;K ) (s)
f (x � s) � f (x � )

s

pro libovolné pevn¥ zvolenéx. Pak

a(x) =
1
�

1Z

�1

g(s) sin rs ds =
1
�

1Z

�1

g(s)
eirs � e� irs

2i
ds =

1
2� i

(G(� r ) � G(r )) ;

kde G je Fourierova transformaceg. Z d·vodu integrovatelnosti funkce f díky Riemannovu-Lebesgueov¥
lemmatu (v¥ta A.2 vý²e) dostávámea(x) ! 0 pro r ! 1 : Vzhledem k tomu, ºe j sin rsj � 1,

jb(x)j �
1
�

�
�
�
�

Z 1

K
f (x � s)

1
s

ds

�
�
�
� +

1
�

�
�
�
�

Z 1

K
f (x � )

sin rs
s

ds

�
�
�
� =

�
�
�
�
�
�

rs = t

r ds = d t

�
�
�
�
�
�

�

�
1
�

Z 1

K
jf (x � s)j

1
K

ds +
jf (x � )j

�

�
�
�
�

Z 1

Kr

sin t
t

dt

�
�
�
�

Vzhledem k integrovatelnosti funkcef
Z 1

K
jf (x � s)j ds ! 0 pro K ! 1 ;
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proto první £len jb(x)j jde k nule pro K jdoucí do nekone£na. Vlastnost

1Z

0

sinx
x

dx =
�
2

< 1

implikuje Z 1

Kr

sin t
t

dt ! 0 pro K ! 1 :

Proto, zvolíme-li libovolné " > 0, m·ºeme vºdy najít tak velké K , ºe jb(x)j < " pro v²echna x 2 R. Dokázali
jsme, ºe

1
�

Z 1

0
(f (x � s) � f (x � ))

sin rs
s

ds

jde k nule pro r jdoucí do nekone£na. Podobným zp·sobem m·ºeme dokázat, ºe

1
�

Z 1

0
(f (x � s) � f (x+ ))

sin rs
s

ds

jde k nule pro r jdoucí do nekone£na. Díky tomu m·ºeme uzav°ít, ºe

lim
r !1

1
2�

Z r

� r
F (� )eix� d� =

lim t ! x+ f (x) + lim t ! x � f (x)
2

:

Pokud spektrum F je integrovatelné v absolutní hodnot¥ naR, m·ºeme pouºít argumentaci z poznámky
1.12. Dostaneme, ºe prox 2 R,

�
�F � 1 f F g(x)

�
� existuje a je kone£ným £íslem. Proto

lim
r !1

1
2�

Z r

� r
F (� )eix� d� =

1
2�

1Z

�1

F (� )eix� d� = F � 1 f F (� )g =
lim t ! x+ f (x) + lim t ! x � f (x)

2
:

Záv¥rem pokudf je spojitá a integrovatelná,

F � 1 fF f f (x)gg = f (x):

A.1.2 Fourierova transformace Gaussovy funkce

Zdroj: [16]
Nech´

f (x) =
1

p
2��

e� x 2

2� 2 :

Její Fourierova transformace je

F (� ) =

1Z

�1

1
p

2��
e� x 2

2� 2 e� ix� dx =
1

�
p

2�

1Z

�1

e� x 2

2� 2 e� i �x dx

Vzhledem k tomu, ºe f je kladná funkce, m·ºeme rozd¥lit integrál na dva

F (� ) =
1

�
p

2�

1Z

�1

e� x 2

2� 2 cos�x dx +
1

�
p

2�

1Z

�1

e� x 2

2� 2 i sin �x dx

| {z }
=0

=

=
1

�
p

2�
2

Z 1

0
e� x 2

2� 2 cos�x dx =
2

�
p

2�

Z 1

0
e� x 2

2� 2

1X

n=0

(� 1)n

(2n)!
(�x )2n dx:
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Díky v¥t¥ Beppo Leviho [4],

F (� ) =
2

�
p

2�

1X

n=0

(� 1)n

(2n)!
� 2n

Z 1

0
x2ne� x 2

2� 2 dx
| {z }

I n

:

Integrací per partes dostanemeI n jako

I n =

�
�
�
�
�
�

u = e � x 2

2� 2 u0 = � 2x
2� 2 � e� x 2

2� 2

v0 = x2n v = x2n +1

2n+1

�
�
�
�
�
�

=

=
�
e� x 2

2� 2 �
x2n+1

2n + 1

� 1

x=0
�

Z 1

0

x2n+1

2n + 1

�
�

x
� 2

�
e� x 2

2� 2 dx =

= 0 +
1

� 2(2n + 1)

Z 1

0
x2(n+1) e� x 2

2� 2 dx =
1

� 2(2n + 1)
I n+1 :

Pro n > 0

I n = � 2(2n � 1)I n� 1 =
�
� 2� 2

(2n � 1)(2n � 3)I n� 2 = (2 n � 1)!!
�
� 2� n

I 0:

I 0 =
Z 1

0
e� x 2

2� 2 dx =
�

p
2�

2

(2n � 1)!! = (2 n � 1)(2n � 3) � � � � � 3 � 1 =
(2n � 1)!

(2n � 2)(2n � 4) � � � � � 4 � 2
=

(2n � 1)!
(n � 1)!2n� 1

I n =
(2n � 1)!

(n � 1)!2n� 1 � 2n �
�

p
2�

2

F (� ) =
2

�
p

2�

"
�

p
2�

2
+

1X

n=1

(� 1)n

(2n)!
� 2n (2n � 1)!

(n � 1)!2n� 1 � 2n �
�

p
2�

2

#

=

= 1 +
1X

n=1

� 2n � 2n (� 1)n 1
n!2n =

1X

n=0

� 2n � 2n (� 1)n

n!2n =
1X

n=0

1
n!

"

�
(�� )2

2

#n

= e � � 2 � 2

2

A.2 •e²ení cvi£ení

1. V rámci cvi£ení bylo vypo£tenoD � 1 f Gp(�; � )g. Poj¤me vyjád°it permutaci pomocí posunutého peri-
odického pokra£ování spektraG, Gp(�; � ) = eG

�
� � N

2 ; � � N
2

�
, a tedy na základ¥ v¥ty 2.32 o modulaci

D � 1 f Gp(�; � )g = D � 1
�

eG
�

� �
N
2

; � �
N
2

��
= e i N

2 (x+ y)g(x; y):

Aneb posun ve spektru zp·sobí násobení exponenciálou v obraze. Získat z tohog je uº pak velmi
jednoduché, sta£í spo£ítat absolutní hodnotu, která exponenciálu odstraní.

2. Dostanete obraz st°edov¥ symetrický v·£i p·vodnímu. Pro£? Vynásobit fázi minus jedni£kou znamená
imaginární sloºku vynásobit minus jedni£kou (pokud to nevidíte, pom·ºe jednoduchý ná£rtek kom-
plexní roviny), coº je komplexní sdruºení, takºe se pouºije v¥ta 2.34 o komplexním sdruºení, která
°íká

D f f � (x; y)g = F � (� �; � � );

nám se bude hodit spí²e varianta

D f f � (� x; � y)g = F � (�; � );

která p°esn¥ odpovídá na²í situaci. Záv¥rem vidíme z posledního vztahu, ºe získáme obraz st°edov¥
symetrický v·£i p·vodnímu.
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A.3 Zdrojové kódy

A.3.1 Ur£ení významných sm¥r· v obraze � Matlab

Zdroj: vychází z [26].

f = imread('Bamboo.jpg'); % predpoklada cernobily obrazek

%% Low-pass Hanning
sx = floor((m+1)/2)+1; sy = floor((n+1)/2)+1;
R = min(sx,sy); r = round(0.8*R); % do r ponechano, mezi r a R postupny prechod, od R nula
for i=1:m

for j = 1:n
rho2=(i-sx)^2+(j-sy)^2; %vzdalenost od stredu, optimalizace kodu
if (rho2>R^2)

f(i,j) = 0;
elseif rho2>r^2

f(i,j) = f(i,j)*( 0.5 + 0.5*cos(pi*(sqrt(rho2)-r)/(R-r)) );
end

end
end
%% Vykresleni
imagesc(f); colormap gray; axis equal;% vykresleni fotky
F = fft2(f); %transformace
F_shift = fftshift(F); %prohozeni kvadrantu
figure;
Amplit_spek = abs(F_shift);
imagesc(log(Amplit_spek+1)); colormap gray; axis equal;%vykresleni amplitudoveho spektrum
%Amplit_spek=log(Amplit_spek+1); %vyzkousej obe verze, zatim lepe vypada nelogaritmovane

%% Integrace po jednotlivych primkach
param_max = min(floor(m/2),floor(n/2));
param = 0:1:param_max;
size_param = size(param,2);

Integral = zeros(180,1);
for theta = 1:180

x = sx + cos(theta/180*pi)*param;
y = sy - sin(theta/180*pi)*param;%minus protoze osa y jde dolu

x_down = floor(x);
x_up = ceil(x);
y_down = floor(y);
y_up = ceil(y);
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InterpolovaneAmpSpNaPoloprimce = zeros(size_param,1);
for i = 1:size_param

if x(i)<1 || x(i)>m || y(i)<1 || y(i)>n
f(i) = 0; %prepsat, tato podminka nikdy nenastane, je to historicka kontrola, zda nejsme mimo obrazek

else
xx = x(i)-x_down(i);
yy = y(i)-y_down(i);
b1 = Amplit_spek(x_down(i),y_down(i));
b2 = Amplit_spek(x_up(i),y_down(i))- Amplit_spek(x_down(i),y_down(i));
b3 = Amplit_spek(x_down(i),y_up(i))- Amplit_spek(x_down(i),y_down(i));
b4 = Amplit_spek(x_down(i),y_down(i)) - Amplit_spek(x_up(i),y_down(i)) -...

Amplit_spek(x_down(i),y_up(i)) + Amplit_spek(x_up(i),y_up(i));
InterpolovaneAmpSpNaPoloprimce(i) = b1 + b2*xx + b3*yy + b4*xx*yy;

end
end

Integral(theta) = sum(InterpolovaneAmpSpNaPoloprimce);

end

%% Vykresleni
figure
plot(Integral)
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