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TVERBERGOVA VĚTA

IVAN CHAJDA

Abstrakt. Před 50-ti lety dokázal H. Tverberg svou proslulou větu, která tvrd́ı, že

pro danou množinu M bod̊u v eukleidovském prostoru E s jistou restrikćı na počet

těchto bod̊u a na dimenzi E existuje rozklad množiny M takový, že konvexńı obaly
tř́ıd tohoto rozkladu maj́ı neprázdný pr̊unik. Prezentujeme elementárńı d̊ukaz této

věty, ilustrativńı př́ıklad a hypotézu pro eventuálńı daľśı výzkum.

Před 50-ti lety dokázal Helge Tverberg větu, která znamenala pozoruhodný
výsledek v teorii konvexńıch množin. Abychom čtenáře s t́ımto výsledkem sezná-
mili, muśıme nejprve připomenout několik pojmů z euklidovské geometrie.

Necht’ Rd je d-rozměrný euklidovský prostor. Na něm uvažujeme skalárńı součin,
pomoćı něhož zavád́ıme pojem vzdálenosti dvou bod̊u tohoto prostoru; pro prvky
x, y budeme tuto vzdálenost označovat symbolem ‖x − y‖. Jsou-li x, y body
prostoru Rd, jejich konvexńım obalem rozumı́me úsečku s krajńımi body x a y.
Jsou-li x, y, z tři body z Rd, pak jejich konvexńım obalem je trojúhelńık, jehož
vrcholy jsou x, y a z. Obecně, necht’ je dáno n bod̊u x1, . . . , xn ∈ Rd, pak lze tyto
body uvažovat jako vektory v Rd a konvexńım obalem bod̊u x1, . . . , xn je množina

M = {a1 x1 + a2 x2 + · · ·+ an xn| ai ≥ 0 pro i = 1, . . . , n a

n∑
i=1

ai = 1}.

Daľśı pojem, který budeme potřebovat, je tzv. rozklad. Necht’ opět x1, . . . , xn
jsou body prostoru Rd. Necht’ X1, . . . , Xr jsou takové podmnožiny v Rd, že každý
bod xi lež́ı v jediné Xj , a pro každé k 6= j je Xk ∩Xj = ∅. Množinám Xj ř́ıkáme
části rozkladu.

Je-li Xj množina obsahuj́ıćı právě body x1, . . . , xs, tj. Xj = {x1, . . . , xs}, pak
konvexńım obalem množiny Xj rozumı́me konvexńı obal bod̊u x1, . . . , xs. Tento
konvexńı obal budeme označovat symbolem convXj .

Tverbergrově větě předcházela tzv. Hellyho věta. Ta tvrd́ı, že každou množinu
d+ 2 bod̊u v prostoru Rd lze rozdělit na dvě části X1, X2 tak, že konvexńı obaly
X1 a X2 nejsou disjunktńı, tj.

convX1 ∩ convX2 6= ∅.

Tato věta motivovala Tverberga k následuj́ıćımu zobecněńı.
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Věta (Tvergbergova). Necht’ je dáno (r − 1)(d + 1) + 1 bod̊u v d-rozměrném
euklidově prostoru Rd. Pak existuje rozklad na r část́ı X1, . . . , Xr tak, že jejich
konvexńı obaly convX1, . . . , convXr maj́ı neprázdný pr̊unik.

Tverberg podal dva d̊ukazy této věty, ale řada jiných autor̊u (Roudneff, Sar-
karia, Zvagelskii) našli d̊ukazy jednodušš́ı (viz [1, 2, 3]). V tomto článku ukážeme
d̊ukaz J. P. Roudneffa.

D̊ukaz Tvergbergovy věty. Necht’ je dáno (r − 1)(d + 1) + 1 v prostoru Rd v
obecných pozićıch. Necht’ P = {X1, . . . , Xr} je některý rozklad, přičemž 1 ≤
|Xj | ≤ d+ 1, definujeme funkci

f(x,P) =

r∑
j=1

dist2(x, convXj),

kde dist(x, convXj) je euklidovská vzdálenost bodu x od množiny convXj , zde se
uvažuje jej́ı druhá mocnina.

Pro daný rozklad P je funkce f(x,P) konvexńı v Rd, přičemž pro ||x‖ → ∞
roste nade všechny meze. Tedy má lokálńı minimum. To znamená, že existuje
rozklad P, pro který je toto minimum nejmenš́ı a nabývá hodnoty µ. Ukážeme, že
µ = 0, což pro náš d̊ukaz postačuje. Důkaz vedeme sporem.

Necht’ µ > 0 pro některé z ∈ Rd. Označme yj bod (jediný!) z convXj pro nějž
dist(z, convXj) = ‖z − yj‖. Pak funkce

x 7→
r∑

j=1

‖x− yj‖2

dosahuje minima také pro x = z, a tedy

r∑
j=1

(z − yj) = 0. (1)

Poznamenejme, že z = yj je možné, ale neplat́ı pro všechna j, nebot’ předpoklá-
dáme µ > 0.

Definujme Yj ⊂ Xj pro j = 1, . . . , n tak, aby yj ∈ conv Yj . Tvrd́ıme, že⋂r
j=1 aff Yj = ∅, kde aff Yj znač́ı afinńı podprostor Rd generovaný množinou Yj .

Totiž v opačném př́ıpadě existuje bod v ∈
⋂r

j=1 aff Yj , a pak skalárńı součin

〈z − v, z − yj〉 > 0 pro yj 6= z (nebot’ yj je bod nejbližš́ı z množiny conv Yj
bodu z). Dohromady plat́ı

〈
z − v,

∑r
j=1(z − yj)

〉
> 0, což je spor s (1).

Tedy dle argumentace ze začátku d̊ukazu pro dimenzi plyne, že
∑r

j=1 |Yj | ≤
(n − 1)(d + 1), a tedy aspoň jeden ze zadaných bod̊u, např. x, nelež́ı v žádné z
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množin Yj . Pak 〈x− yj , z − yj〉 ≤ 0 muśı platit pro každé j, a tedy

0 ≥
r∑

j=1

〈x− yj , z − yj〉 =

r∑
j=1

〈(x− z) + (z − yj), z − yj〉

=
〈
x− z,

r∑
j=1

(z − yj)
〉

+

r∑
j=1

〈z − yj , z − yj〉 = 0 + µ > 0,

což je spor. �

Tverbergovu větu můžeme názorně ilustrovat v euklidovské rovině, tedy zvolme
d = 2 a např. r = 4. Pak (r − 1)(d + 1) + 1 = 10, tedy uvažujeme 10 bod̊u v R2

např. jako v na obrázku 1.

Obrázek 1. Dané body v rovině.

Podle Tverbergovy věty bude existovat rozklad na konvexńı podmnožiny těchto
bod̊u tak, že pr̊unik těchto množin bude neprázdný. Takový rozklad je např. na
obrázku 2.

Rozklad se skládá ze 4 konvexńıch množin, z nichž X1 a X3 jsou trojúhelńıky,
X2 a X4 jsou úsečky. Jejich pr̊unik je zřejmě neprázdný, obsahuje bod v.

Čtenáře může samozřejmě zaj́ımat př́ıpad, zda tento rozklad je jediný možný.
Otázka počtu možných rozklad̊u dosud vyřešena nebyla, tedy př́ıpadný zájemce
má volné pole p̊usobnosti. Byla pouze formulována následuj́ıćı hypotéza, autorem
je G. Sierksma.

Hypotéza. Pro daných (r − 1)(d+ 1) + 1 bod̊u v prostoru Rd existuje alespoň
(r − 1)!d r̊uzných Tverbergových rozklad̊u.
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Obrázek 2. Rozklad na konvexńı podmnožiny.
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