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TVERBERGOVA VETA

IVAN CHAJDA

ABSTRAKT. Pfted 50-ti lety dokdzal H. Tverberg svou proslulou vétu, kterd tvrdi, ze
pro danou mnozinu M bodu v eukleidovském prostoru E s jistou restrikci na pocet
téchto bodu a na dimenzi E existuje rozklad mnoziny M takovy, Ze konvexni obaly
t¥id tohoto rozkladu maji neprazdny prunik. Prezentujeme elementdrni dukaz této
véty, ilustrativni piiklad a hypotézu pro eventudlni dalsi vyzkum.

Pred 50-ti lety dokézal Helge Tverberg vétu, kterd znamenala pozoruhodny
vysledek v teorii konvexnich mnozin. Abychom ¢tenafe s timto vysledkem sezné-
mili, musime nejprve pripomenout nékolik pojmu z euklidovské geometrie.

Necht R? je d-rozmérny euklidovsky prostor. Na ném uvazujeme skaldrnf soucin,
pomoci néhoz zavadime pojem vzdélenosti dvou bodu tohoto prostoru; pro prvky
z, y budeme tuto vzdilenost oznacovat symbolem ||z — y||. Jsou-li z, y body
prostoru R?, jejich konvexnim obalem rozumime tsecku s krajnimi body z a y.
Jsou-li x, y, z t¥i body z R%, pak jejich konvexnim obalem je trojihelnik, jehoz
vrcholy jsou z, y a z. Obecné, necht je ddno n bodii 1, ..., z, € R?, pak lze tyto
body uvazovat jako vektory v R? a konvexnim obalem bodi x1,...,x, je mnozina

n
M={a1zy +agzy+ --+anz,|a;, >0proi=1,....,na Zaizl}.
i=1

Dalsi pojem, ktery budeme potiebovat, je tzv. rozklad. Necht opét z1,...,T,
jsou body prostoru R?. Nechf X7, ..., X, jsou takové podmnoziny v R?, ze kazdy
bod x; lezi v jediné X, a pro kazdé k # j je X N X; = . Mnozindm X; fikdme
casti rozkladu.

Je-li X; mnozina obsahujici pravé body z1,...,zs, tj. X; = {z1,..., 25}, pak
konvexnim obalem mnoziny X; rozumime konvexni obal bodl z1,...,z,. Tento
konvexn{ obal budeme oznacovat symbolem conv Xj;.

Tverbergrové vété predchazela tzv. Hellyho véta. Ta tvrdi, ze kazdou mnozinu
d + 2 bodi v prostoru R? lze rozdélit na dvé éasti X, Xs tak, ze konvexni obaly
X1 a X5 nejsou disjunktni, tj.

conv X7 Nconv Xy # (.
Tato véta motivovala Tverberga k nasledujicimu zobecnéni.
2010 MSC. Priméarni 52A35; Sekundarni 52A05, 52A20, 52A22.
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Véta (Tvergbergova). Necht je ddno (r — 1)(d + 1) + 1 bodi v d-rozmérném
euklidové prostoru R?. Pak existuje rozklad na r édsti X1,...,X, tak, Ze jejich
konvexni obaly conv Xy, ... conv X, maji neprdzdny prunik.

Tverberg podal dva dukazy této véty, ale fada jinych autoru (Roudneff, Sar-
karia, Zvagelskii) nasli dikazy jednodussi (viz [1, 2, 3]). V tomto ¢ldnku ukdzeme
dikaz J. P. Roudneffa.

Diikaz Tvergbergovy véty. Necht je déno (r — 1)(d + 1) + 1 v prostoru R? v
obecnych pozicich. Necht P = {Xj,...,X,} je néktery rozklad, pficemz 1 <
|X;| < d+1, definujeme funkei

f(x,P) = ZdistQ(:mconv X;),

Jj=1

kde dist(z, conv X)) je euklidovskd vzdalenost bodu z od mnoziny conv X, zde se
uvazuje jeji druhd mocnina.

Pro dany rozklad P je funkce f(x,P) konvexni v R, piicemz pro ||z| — oo
roste nade vSechny meze. Tedy ma lokdlni minimum. To znamend, Ze existuje
rozklad P, pro ktery je toto minimum nejmensi a nabyva hodnoty p. Ukazeme, ze
u =0, coz pro nas dukaz postacuje. Dukaz vedeme sporem.

Necht p > 0 pro nékteré z € R%. Ozna¢me y; bod (jediny!) z conv X; pro néjz
dist(z, conv X;) = ||z — y;||. Pak funkce

™
zr Y eyl
j=1

dosahuje minima také pro x = z, a tedy

r

> (z—y;) =0. (1)

Jj=1

Poznamenejme, ze z = y; je mozné, ale neplati pro vSechna j, nebot predpoklé-
dame p > 0.

Definujme Y; C X; pro j = 1,...,n tak, aby y; € convYj. Tvrdime, Ze
ﬂ;:1 aff Y; = 0, kde aff Y; znaéf afinni podprostor R? generovany mnozinou Y;.
Totiz v opacném piipadé existuje bod v € ﬂ;:1 aff Y;, a pak skaldrni soucin
(z —v,z —y;) > 0 pro y; # z (nebot y; je bod nejblizs{ z mnoziny convY;
bodu z). Dohromady plat{ <z -, Z;Zl(z — yj)> > 0, coz je spor s (1).

Tedy dle argumentace ze za¢dtku dikazu pro dimenzi plyne, ze Z;Zl Y;] <
(n —1)(d + 1), a tedy aspon jeden ze zadanych bodu, napf. z, nelezi v zaddné z
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mnozin Y;. Pak (x — y;, 2z — y;) < 0 musi platit pro kazdé j, a tedy

T

02> (w—yjz—y)) =D (z—2)+(z—y). 2 —y))
Jj=1

j=1
= <x—z,Z(z—yj)>+Z(z—yj,z—yj> =0+4+p>0,
j=1 j=1
COZ je Spor. 1

Tverbergovu vétu muzeme nézorné ilustrovat v euklidovské roviné, tedy zvolme
d = 2 a napt. r = 4. Pak (r — 1)(d + 1) + 1 = 10, tedy uvazujeme 10 bodii v R?
napft. jako v na obrazku 1.

Obrazek 1. Dané body v rovineé.

Podle Tverbergovy véty bude existovat rozklad na konvexni podmnoziny téchto
bodu tak, Ze prunik téchto mnozin bude neprazdny. Takovy rozklad je napf. na
obrazku 2.

Rozklad se sklada ze 4 konvexnich mnozin, z nichz X; a X3 jsou trojuhelniky,
X5 a X4 jsou usecky. Jejich prunik je zfejmé neprazdny, obsahuje bod v.

Ctensfe muze samoziejmé zajimat piipad, zda tento rozklad je jeding mozny.
Otédzka poctu moznych rozkladi dosud vyteSena nebyla, tedy piipadny zdjemce
mé volné pole pusobnosti. Byla pouze formulovana nésledujici hypotéza, autorem
je G. Sierksma.

Hypotéza. Pro dangch (r —1)(d+ 1) + 1 bodii v prostoru R? existuje alespori
(r — )% rizngch Tverbergovijch rozkladi.
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Obrazek 2. Rozklad na konvexni podmnoziny.
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