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Abstrakt

V ekonomickych aplikaciach matematickych modelov sa ¢asto stretavame s predpokladom existencie
vzt'ahov medzi premennymi veli¢inami, ktoré sa menia v ¢ase. Jednou z moznosti, ako sa s takymito
premennymi vysporiadat’, je zaradenie ich dynamickej zmeny do popisu matematického modelu
pouzitim diferencialnych funkcii a nadvdzujicim konkrétnym rieSenim tychto funkcii numerickymi
metodami.

Studovanim riesenych rovnic pomocou modernych matematickych metod a modernymi tedriami vyssej
matematiky dostaneme teoretické vychodiska logickych modelov, ktoré sa premenia na modely
matematické.

Abstract

In economic applications of mathematical models, we often encounter the assumption of relationships
between variables that change over time. One way to deal with such variables is to include their dynamic
change into the description of the mathematical model using differential functions and following a
specific solution to these functions by numerical methods.

By studying the equations solved using modern mathematical methods and modern theories of higher
mathematics we obtain the theoretical basis of logical models that will be transformed into mathematical
models.

Uvod

Marketing je v dneSnom svete vSadepritomnou sucast’ou I'udského zivota. Komunika¢né média ovladaju
velkou silou spotrebné spravanie sa ludi. Mozno povedat, Ze existuje presyteny trh
s informaciami a reklamami a inymi marketingovymi akciami.

Clanok pojednava o pouzivani matematickych modelov pri rieseni problémov v ekonomickej sfére,
pricom sa kladie doraz na vyznam tychto metdd ako nastrojov pre marketingové vyuzitie. Spojenim
matematickych metod a ekonomickych aplikacii vznika silny nastroj pre podniky v oblasti marketingu.

Matematické modelovanie, podl'a B. Barnese a G. Fulforda [1] a V. Capasso a D. Baksteina [2] je dnes
na rdznych trovniach sucast'ou prirodnych, technickych, ekonomickych a socidlnych vied. Stalo sa
dolezitym nastrojom pri modelovani a simulaciach systémov, analyzach a predvidani roznych procesov,
prejavov, spravania druhov a stavov. Vytvarané matematické modely umoziuji zrozumitelny popis
vsetkych relevantnych faktorov daného stavu a umoznuju odhalit’ podstatné vzt'ahy medzi prvkami
Studovaného systému [3]. Paul Romer [4] vSak poukazuje na to, Ze mainstreamova ekonomika pracuje
s defektnymi postupmi, ktoré hl'adaju pri¢iny ekonomickej stability mimo systém a povazuje ich za
stratu Casu.

Ekonémia a marketing

V ekonomickych procesoch a v marketingu je badatena intenzivna zmena v zavislosti od Casu
a spolo¢enskych vztahov. V prostredi internom aj externom dochddza k zmenam a modifikaciam
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parametrickych ukazovatel'ov makroekonomiky, menia sa ceny, pocty zdkaznikov atd’. Na skimanie
nastavajucich zmien sluzi viacero nastrojov, od ekonometrickych charakteristik, regresnych modelov,
roznych analyz Casovych radov az po dynamické modely a diferencidlne rovnice. Samozrejme
diferencialne rovnice nehovoria o presnom zozbierani udajov a ich néslednej analyze a tvorbe modelov,
je to viac v teoretickej rovine, avSak vysledky su aplikovatelné do praxe [12]. Predstavme si situaciu,
ze sa na zaklade jedného signifikantného parametra s vplyvom na riadenie firmy v oblasti marketingu
firmy zmeni zaklad jej p6sobenia na trhu. Tato zmena zasiahne priamo alebo sprostredkovane aj iné
firmy a tym sa nasledne meni aj pocet zadkaznikov ostatnych firiem. Takato zmena skokova alebo
kontinualna sa da zapisat do dynamického systému diferencidlnych rovnic. RieSenim systému
dokézeme vypocitat’ alebo urcit’, ako a kedy sa najviac oplati danej spolocnosti na trhu posobit’.
Zakladom takéhoto vypoctu je spolahlivé urCenie stability zvoleného a vymodelovaného systému
a definovanie vsetkych pripadnych moznych zmien stability (bifurkacie) v zavislosti od urcitého
parametru, vysku ktorého mdze organizacia ovplyviiovat'.

Antonyova [12] d’alej uvadza: ,,pri skimani ekonomickych javov sa ekonometricka analyza vyuziva na
kvantifikaciu a verifikadciu v mnohych oblastiach, akymi st napriklad: ur¢enie funkcie spotrebnej alebo
investi¢nej, ur¢enie funkcie dopytu po peniazoch, vzt'ahy produkéné alebo nakladové v ramci firmy a
dopytu a spotreby v ramci domacnosti. Je zrejmé, ze kvantitativna analyza skimaného ekonomického
javu nie je samoucelna. Nesluzi len na poznavanie vyvoja v obdobi, za ktoré su data zname, Cize tzv.
aplikacia ex post, ale predovsetkym sleduje tsilie o prognézu buducich hodnét premennych, Cize o tzv.
aplikaciu modelu ,,ex ante®. Takto simuldcia na overovanie realnosti modelovych vysledkov sluzi na
predikciu, ktora by mala viest’ ku spravnemu rozhodovaniu v oblasti riadenia hospodarstva a ku
ckonomickej stabilite.

Ked sa budeme venovat’ analyze a skimaniu ekonomickych procesov ajavov, je prirodzeny postup
taky, Ze je pouzitd jedna dominantna ekonomicka teéria. Od nej sa odvija predbezna hypotéza definujiica
realny systém s minimalnymi obmedzujucimi alebo zjednodusujicimi predpokladmi. Pri vlastnej tvorbe
modelu systému musime vyriesit' problém, ako najlepsie skimany jav popisat’, urcit’ teda vonkajsie
a vnatorné parametre vlastnosti a pripadné vizby javu navzajom dovnutra systému a na jeho okolie.
Tieto parametre si charakteristikou a umoznuji simplifikaciu aktualneho modelu. Nebezpec¢im je
mozné skomplikovanie procesov a tym ich aj naro¢nejSie matematické popisania a nasledné rieSenie —
vypocet.

Opét podl'a Antonyovej [12] je moZné postupovat’ uvedenym spdsobom:

* v prvom rade $pecifikujeme premenné, ktorymi budeme modelovany jav charakterizovat’,

* premenné sa zatriedia medzi tie, ktoré do realneho systému, teda aj do modelu vstupuji zvonka
(exogénne premenné), a tie, ktorych hodnoty generuje vlastny realny systém (endogénne
premenné), a teda ich hodnoty sa mézu vypocitat’ rieSenim sustavy rovnic charakterizujicich
konkrétny model,

*  $pecifikuju sa funkéné tvary jednotlivych rovnic a aj dynamicka Struktira modelu, ¢ize ¢asové
posuny medzi hodnotami premennych v jednotlivych rovniciach,

* vytvoreny model sa povazuje za hypotézu az do otestovania prostrednictvom konkrétnych
empirickych dat ziskanych v redlnom priebehu dané¢ho vzt'ahu v Case,

* akjemodel spravne vytvoreny, ur¢i sa pravdepodobna prognoza buduceho vyvoja daného javu
za danych podmienok, pri¢om sa prihliada na mozné stochastické vplyvy.

Matematické modelovanie

Matematické modelovanie pri prognostike v ramci skimania javov z oblasti ekonomie
a ekonometrie je charakteristické tym, Ze vyuziva ekonomicku tedriu a vo svojich vzt'ahoch je zalozené
na empirickych datach. Podla viacerych autorov [7-26] mozno uviest nasledujuce definicie
charakteristiky procesov a parametrov.



Bifurkacie

Vlastnosti dynamickych systémov zavisia od réznych parametrov, ako s napriklad teplota a tlak pri
chemickej reakcii [22], [23]. Hodnoty parametrov, pri ktorych sa kvalitativne menia vlastnosti
dynamického systému (napriklad pocet stacionarnych rieseni, zmena stability alebo prechod od jediného
stacionarneho riesenia ku limitnému cyklu), sa nazyvaju’ bifurkaéné.

V matematickej analyze a v teérii systémov diferencialnych rovnic je bifurkacia jav, ktory hovori to, ze
mala zmena parametra moze zasadne zmenit’ dlhodobé spravanie systému.

Globalne bifurkacie

Pri takejto bifurkacii sa meni stabilita systému v dosledku viacerych faktorov, takéto bifurkacie sa daju
analyzovat’ iba pomocou stability stacionarnych bodov.

Lokalne bifurkacie

Lokalna bifurkacia je zmena stability stacionarneho bodu, periodického cyklu alebo invariantnej
mnoziny vyvolana malou zmenou parametra systému, avSak moéze nastat’ aj zmenou viacerych
parametrov a prejavuje sa zmenou topologie systému na urcitom okoli stacionarneho bodu.

Hopfova bifurkacia

Hopfova bifurkdcia sa stala Casto pouzivanym ndastrojom pri $tudiu nelinearnych dynamickych
ckonomickych systémov. Da sa aplikovat’ na systém, ktory ma prinajmenSom dve dimenzie a ma
komplexné vlastné hodnoty Jakobyho matice v stacionarnom alebo inak povedané v rovnovaznom stave.
Ak Hopfova veta dokaze existenciu uzavretych cyklov, neda ndm to samotnti informaciu o ich pocte
alebo stabilite. Prihliadnuc na stabilitu, cyklus mze byt’ bud’ stabilny (vtedy je stacionarny bod atraktor)
alebo nestabilny (stacionarny bod je repelor).

St dva pripady Hopfovej bifurkécie:

* subkriticky pripad — vznika nestabilny limitny cyklus,

» superkriticky pripad — vznika stabilny limitny cyklus.
Oba pripady sa vhodne daji interpretovat aj v ekonomickych modeloch. Napriklad
v superkritickom pripade mézeme vidiet' stabilny limitny cyklus ako Stylizované podnikanie alebo
rastovy cyklus. Na druhej strane, subkriticky pripad zodpoveda napriklad konceptu koridorovej stability,
definovanému podl'a Leidjonhuvuda a Hewitta. Nestabilné orbity subkritického pripadu obklopuju
oblast’ stability, v ktorom vSetky orbity konverguju k stacionarnemu bodu, pri superkritickom pripade
je to opacne, stabilné orbity konverguju k oblasti nestabilnych orbitov obklopujicich stacionarny bod.
Na urcenie stability a toho, ¢i nastava superkriticky alebo subkriticky pripad, sa pouziva nelinearna cast’
systému a prvy Ljapunov koeficient stability, ktory moze byt vyratany na urCenie vlastnosti stability
limitnych cyklov. Pre zjednoduSenie ratania stability a frekvencie limitnych cyklov sa ¢asto pouziva pri
Hopfovej bifurkacii transformacia do polarnych stradnic. Tato procedura dovol'uje urcit’ jednozna¢nost’
cyklického rieSenia a aproximaciu amplitidy a frekvencie cyklu.



Klasifikacia matematickych modelov

Podrla toho, ¢i zahflame do modelu nahodné veli¢iny, mozno modely rozdelit do dvoch skupin:
deterministické a stochastické modely.

Deterministické modely st odvodzované na zaklade analyzy a matematického popisu skuto¢nej podstaty
deja.

Stochastické modely predpokladajt, Ze modelovany systém je "Cierna skrinka" s definovanymi vstupmi
a vystupmi.

Dalej mozno tieto skupiny rozdelit podl'a vztahu k priebehu &asu (dynamické, statické) alebo spojitosti
(spojité, diskrétne). Matematické modely su zvycajne zlozené z premennych, ktoré su abstrakciou
hl'adanych zloziek systému a operatorov nad tymito premennymi, ktoré mozu reprezentovat’ algebrické
operacie, funkcie, funkcionaly, diferencialne operatory, atd’.

Ak st operatory v matematickom modeli linearne, hovorime o linearnych modeloch, v opa¢nom pripade
o nelinearnych modeloch.

V oblastiach prirodnych a fyzikalnych vied, technike, ekonémii, manaZzmentu, marketingu, socialnych
a spolo¢enskych vedach sa pouziva vel'ké mnozstvo rdoznych typov matematickych modelov, ktoré
moézeme klasifikovat’ podl'a roznych hladisk. NajvSeobecnejSej klasifikacie deli matematické modely
do dvoch skupin:

Modely deskriptivne

Sluzia na zobrazenie prvkov a vztahov v systéme a na analyzu zakladnych vlastnosti systému. Pomocou
tychto typov modelov sa odvodzuju d’alSie vlastnosti systému, uréuje sa jeho rovnovazny stav, stabilné
stavy, vplyv zmien vo vnutri aj vo vonkajSom okoli systému na jeho spravanie. Priklady: ststava
diferencialnych rovnic modelujica procesy zrodu a umrtia, simulaény model modelujuci vyskyt
Skodcov porastu, rovnice ponuky a dopytu v konkuren¢nom prostredi, ekonometricky medziodvetvovy
model "Input-Output”, atd’.

Modely normativne

Sluzia na analyzu a riadenie systému tak, aby bol splneny rejale~urcity ciel’ alebo mnozina ciel'ov.
Normativne modely, ktorych cielom je najdenie optimalneho rieSenia, sa nazyvaju optimalizané
modely. Modely deskriptivne aj normativne st dalej delené podla typu systému, na ktorého
modelovanie sltizia, alebo podla typu matematickych zloziek (premenné, Struktury, rieSenie), ktoré
obsahuju.

Modely statické

Model zobrazuje a analyzuje systém bez zretel'a na jeho ¢asovy vyvoj. Zobrazenie sa tyka spravidla
urcitého Casového intervalu (tyzden, mesiac, rok, a pod.).

Modely dynamické

Model zobrazuje a analyzuje systém v priebehu Casu. Zobrazenie moze byt typu "ex post" alebo "ex
ante" a moze reSpektovat’ kratky ¢i dlhsi ¢asovy horizont. Podrobnejsie vid’ [3].

Vytvaranie matematickych modelov



Stav procesu je charakterizovany hodnotami stavovych veli¢in, ktoré ho popisuju. Matematickym
modelom procesu alebo zariadenia rozumieme matematické vztahy medzi tymito veli¢inami,
najcastejSie v zavislosti na ¢ase [9]. Hovorime potom o tzv. dynamike procesu. Matematickymi vztahmi
su najcastejSie diferencialne rovnice (obycCajné i parcialne) alebo ich sustavy, ale aj nelinearne rovnice
a ich sustavy, sustavy linedrnych rovnic a pod.

R-language, Matlab, Maple
R-language

Programovaci systém R-language (alebo R-project) sluzi na pouzitic variantu jazyka S / S plus
s podrobnou dokumentaciou. R je jazykové a softvérové prostredie pre Statistické vypocty a grafiku.
R poskytuje Siroku skalu Statistickych a grafickych technik, pricom je vysoko prispdsobitelny. R je
volne dostupny pod licenciou GNU. Samostatny jazyk R neposkytuje Ziadne metddy na rieSenie
diferencialnych rovnic. Napriek tomu existuje balicek s nazvom ,,odosolve,* ktory je mozné stiahnut’
a nainStalovat’ na rozsirenie jazyka. Mo6ze sa to urobit priamo z hlavného menu softvérového prostredia.
Tento balik obsahuje dve numerické metody: ,,fourth-order metoda RK a metoda Isode, ktora je
analogicka metode Idsode v prostredi Maple.

Matlab

Matlab je jazyk na vysokej tirovni pre technické vypocCty a interaktivne prostredie pre vyvoj algoritmov,
vizualizaciu dat, ich analyzu a numerické vypocty.

Programovaci jazyk Matlab umoznuje rychlejSie rieSenie problémov s technickymi vypo¢tami, ako
vacsina beznych jazykov ako C, C ++ alebo FORTRAN. Program Matlab ma vo svojich kniZniciach
mnoho funkecii, ktoré st vhodné na vypocet réznych typov rovnic. DDE nie su vynimkou - napriklad
mame funkciu dde23. Velkou vyhodou pouzitia programu Matlab je okamzité nakreslenie rovnicového
rieSenia vo forme grafu.

"Pristup k rieSeniu DDE vyuziva skuto¢nost’, Ze iloha ma vel'a spolo¢ného s rieSenim obycajnych
diferencialnych rovnic (ODE). DDE riesitel’ dde23 je tizko spity s ODE solverom ode23 z MATLAB
ODE Suite"[6].

Maple

Pocitacovy systém Maple od spolo¢nosti Maplesoft, bol vyvinuty pred tridsiatimi rokmi a stale
poskytuje solidny zaklad pre zlepSenie a rozvijanie jeho vyuzitia v oblasti komunikacie, dokumentacie
a sluzieb vo vzdelavacom procese [7][8]. Maple je vedici viacucelovy matematicky softvérovy nastroj.
Poskytuje pokrocilé vysokovykonné matematické jadro s plne integrovanym ¢iselnym a symbolickym
znakom, ktory je pristupny z prostredia dokumentov WYSIWYG. [21]

Nepochybnou vyhodou Maple je to, Ze dokaze nielen analytické operacie s receptami, ale moze
fungovat’ adekvatne aj pri numerickych vypoctoch a pripadnom grafickom zobrazovani vysledkov. To
z neho robi systém, ktory vytvara atraktivne uzivatel'ské prostredie, ako aj vel'mi Siroku paletu moznosti
pouzivania kvantitativnych metod pre praktické nasadenie, aplikacné tlohy a vedecké vypocty pre
mnohé oblasti atd’.



Zaver

Pri $tadiu modernych matematickych modelov a ich uplatneni v ekonomike a predovsetkym
v oblasti marketingu je zrejmé, ze tvorba zodpovedajiceho matematického modelu nie je jednoducha
zalezitost. Vyzaduje dokladne si ujasnit’ podstatu a mechanizmus Studovaného deja, pretoze kazdy
proces marketingového vyskumu sa vyznacuje mnozstvom osobitosti , ktoré vyplyvaji z povahy
rieSenych problémov. Reakcia trhu je oneskorend, reaguje s istym cCasovym odstupom na zmenu
vyplyvajicu z modelovych vystupov. Procesy v marketingu st Casto povazované za zlozitejSie a
komplexnejSie ako procesy vo financiach. Hlavny ekonom britskej centralnej banky Andrew Haldane
[5] upozornuje, Ze modely pouzivané v sucasnosti st nielen nedostato¢ne komplexné, ale navySe pracuji
s tym, Ze l'udia sa vzdy spravaju racionalne, co samozrejme nezodpoveda skutoCnosti.
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