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ABSTRAKT 

Tato bakalářská práce pojednává o důležitosti diferenciálních rovnic v teorii regulace. 

Rešeršní část je věnována připomenutí matematického aparátu lineárních diferenciálních 

rovnic a způsobům jejich řešení, včetně charakteristické rovnice a Laplaceovy 

transformace. Dále se rešeršní část zabývá regulací, přenosem a stabilitou. Praktická část 

je věnována řešení skutečné úlohy změny teploty v místnosti včetně softwarového 

ověření. 

 

ABSTRACT 

This bachelor's thesis deals with the importance of differential equations in control theory. 

The review section is devoted to a reminder of the mathematical apparatus of linear 

differential equations and the methods of solving them, including the characteristic 

equation and the Laplace transform. Furthermore, the research part deals with control, 

transfer function and stability. The final section is devoted to the solution of a real room 

temperature change problem including software verification. 
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1 ÚVOD 

V dnešním moderním světě je výrazný trend zvyšování poměru produktivity výrobního 

procesu a snižování vlivu lidského faktoru. Úkoly, které jsou náročné a nebezpečné, jsou 

častěji přenášeny na stroje a systémy, které tyto úkoly zvládají lépe než lidé. Disciplína 

zabývající se tímto fenoménem se nazývá teorie řízení.  

Součástí teorie řízení je teorie regulace. Jedná se o proces řízení nebo ovládání 

systému s cílem dosáhnout určitého stavu, chování nebo výsledku, jako například 

bezpečnost práce, kvalita výrobků, nebo zdraví a pohodlí lidí. Konkrétní příklady 

regulace najdeme v mnoha odvětvích, kde zajišťují stabilní prostředí a optimální 

podmínky pro provoz. V průmyslu se může vyskytovat například při řízení teploty 

vysokých pecí v železárnách, což je klíčové pro proces tavby kovů a zajištění požadované 

kvality výsledného produktu. V oblasti zdravotnictví hraje regulace teploty a tlaku 

důležitou roli v nemocnicích, kde je nezbytné udržovat vhodné podmínky pro péči o 

pacienty a sterilní prostředí pro zamezení šíření infekcí.  

Regulační člen je možné popsat pomocí diferenciální rovnice, jež vyjadřuje vztah 

mezi vstupní a výstupní veličinou. První část této bakalářské práce se zabývá řešením 

lineární diferenciální rovnice s využitím charakteristické rovnice, včetně ukázky 

konkrétních příkladů. V této části se budeme taky věnovat Laplaceově transformaci. 

Součástí této kapitoly je ukázka Laplaceova slovníku a hlavních pravidel, kterými se tato 

integrální transformace řídí. V závěru této kapitoly je uveden způsob řešení 

diferenciálních rovnic pomocí Laplaceovy transformace.   

Následující kapitola se zabývá praktickou úlohou chladnutí čaje. Tato úloha je 

popsaná Newtonovým ochlazovacím zákonem a řešena jak pomocí charakteristické 

rovnice, tak i Laplaceovou transformací. 

Další dvě kapitoly se zabývají krátkou rešerší na téma regulace a stability. Kapitola 

regulace se zabývá teorií regulace, definicí systému, přenosem a přechodovou funkcí. 

Značná část je věnována různým druhům regulátorů, jejich dělení a použití. V kapitole 

zaměřené na stabilitu se pracuje, jak s diferenciální rovnicí, tak i s přenosem řízení. Závěr 

této kapitoly tvoří část o podmínkách zaručujících stabilitu a kritériích, která zjednodušují 

zjišťování stability. 

Praktická část zahrnuje konstrukci regulátoru a jeho zapojení spolu s ventilátorem. 

Je zde detailně uvedeno fungování, včetně obrázku schématu i jeho skutečného zapojení. 

Součástí je také naměření hodnot pro řešení úlohy ochlazení místnosti. Tato úloha byla 

řešena pomocí charakteristické rovnice a Laplaceovy transformace, a numericky, pomocí 

diferenční rovnice. V závěru byla tato úloha softwarově ověřena v moderním 

skriptovacím jazyce Python.
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2 ŘEŠENÍ DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC 

Diferenciální rovnice představují matematické rovnice, v nichž se kromě hledané funkce 

vyskytují i její derivace. Jejich aplikace můžeme najít v celé řadě oblastí matematiky, 

fyziky, inženýrství a ekonomie. Jako konkrétní případ může být uvedeno modelování a 

analýza elektrických obvodů a tepelných systémů, modelace pohybů planet, modelování 

ekonomických systémů a predikce cen. Diferenciální rovnice jsou také důležitým 

nástrojem v teorii regulace. Jejich komplexnost umožňuje velmi přesné a detailní popisy 

dynamických systémů. Tato bakalářská práce je zaměřena na lineární diferenciální 

rovnice. Ačkoliv se většina dějů kolem nás nechová lineárně, dají se, za jistých podmínek, 

popsat jako lineární diferenciální rovnice. Na rozdíl od nelineárních diferenciálních 

rovnic se dají i analyticky velice elegantně řešit. 

2.1 Lineární diferenciální rovnice s konstantami koeficienty 

Diferenciální rovnici nazýváme lineární (zkratkou LODRn), jestliže je tato rovnice 

lineární vzhledem ke hledané funkci i její derivaci, případně derivacím. Můžeme ji zapsat 

ve tvaru  

 

 𝑎𝑛𝑦(𝑛)(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝑦(𝑛−1)(𝑡) +  … +  𝑎1𝑦′(𝑡) +  𝑎0𝑦 (𝑡) =  𝑓(𝑡), 

 

(2.1) 

kde n je řád nejvyšší derivace hledané funkce y(t), 𝑎𝑖 jsou konstantní koeficienty této 

rovnice a f(t) je spojitá funkce t ∈ I.  [2] 

 

Platí-li f(t) = 0 pro všechna t ∈ I, rovnice (2.1) se nazývá homogenní a je tvaru 

 

 𝑎𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦(𝑛−1)+ . . . +𝑎1𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 0. (2.2) 

 

Pro vyřešení homogenní rovnice (2.2) je vhodné přiřadit jí algebraickou rovnici 

 

 𝑎𝑛𝜆𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆𝑛−1 +  … + 𝑎1𝜆 + 𝑎0 = 0, (2.3) 

 

která se nazývá charakteristická rovnice (2.2). [2] 

 

Konstrukce řešení homogenní diferenciální rovnice 

Pokud λ ∈ R je k-násobný kořen (2.3), tak získáme k partikulárních řešení rovnice 

(2.2) 

 

𝑦1(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡 ,  𝑦2(𝑡) = 𝑡𝑒𝜆𝑡 , . . . ,  𝑦𝑘(𝑡) = 𝑡𝑘−1𝑒𝜆𝑡. 
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V případě, že je α ± βi ∈ C komplexně sdružená dvojice k-násobných kořenů 

charakteristické rovnice (2.3), jsou řešení (2.2) následující funkce  

 

𝑦1(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑡),  𝑦3(𝑡) = 𝑡𝑒𝛼𝑡𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑡), . . . ,  𝑦2𝑘−1(𝑡) = 𝑡𝑘−1𝑒𝛼𝑡𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑡), 

𝑦2(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑡),  𝑦4(𝑡) = 𝑡𝑒𝛼𝑡𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑡), . . . ,  𝑦2𝑘(𝑡) = 𝑡𝑘−1𝑒𝛼𝑡𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑡). 

 

Tímto způsobem jsme pro n kořenů našli n partikulárních řešení, která tvoří tzv. 

fundamentální systém řešení. [2] 

 

Obecné řešení rovnice (2.2) pak můžeme psát ve tvaru 

 

𝑦(𝑡) = 𝐶
1

𝑦
1
(𝑡) + 𝐶2𝑦

2
(𝑡)+ . . . +𝐶𝑛𝑦

𝑛
(𝑡). (2.4) 

 

Platí-li f(t) ≠ 0 pro alespoň jedno t ∈ I, rovnice (2.1) se nazývá nehomogenní a obecné 

řešení můžeme vyjádřit tvarem 

 

 𝑦(𝑡) =  𝑦ℎ(𝑡) + 𝑦𝑝(𝑡), (2.5) 

 

kde 𝑦𝑝 je nějaké partikulární řešení nehomogenní rovnice (2.1) a yh je obecné řešení 

odpovídající homogenní rovnici (2.2).  [2] 

Vzhledem k rovnici (2.4) můžeme řešení rovnice (2.1) psát ve tvaru 

 

 𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑦
1
(𝑡) + 𝐶2𝑦

2
(𝑡)+. . . +𝐶𝑛𝑦

𝑛
(𝑡) + 𝑦

𝑝
(𝑡). (2.6) 

 

Na následujících příkladech je předvedena konstrukce řešení homogenních a 

nehomogenních diferenciálních rovnic. Pro naše účely si představíme jednoduchou 

metodu – metodu neurčitých koeficientů. Tato metoda je založena na odhadu 

partikulárního řešení rovnice (2.1). 

Pokud je pravá strana rovnice (2.1) tvaru 

 

 𝑓(𝑡) = 𝑃𝑘(𝑡), (2.7) 

kde 𝑃𝑘(𝑡) je polynom k-tého stupně, k ∈ 𝑍0, pak lze odhadnout partikulární řešení 𝑦
𝑝

(𝑡) 

ve tvaru 

 

 𝑦
𝑝
(𝑡) = 𝐴0 + 𝐴1𝑡+. . . +𝐴𝑘𝑡𝑘, (2.8) 

 

V případě, že je pravá strana rovnice (2.1) tvaru 

 

 𝑓(𝑡) = 𝐾𝑒𝑎𝑡, (2.9) 
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kde K je konstanta, lze odhadnout partikulární řešení 𝑦
𝑝

(𝑡) ve tvaru 

 

 𝑦
𝑝
(𝑡) = 𝐴𝑒𝑎𝑡. (2.10) 

Je-li pravá strana rovnice (2.1) ve tvaru 

 

 

 

𝑓(𝑡) = 𝐾1 cos(𝑏𝑡) + 𝐾2 sin(𝑏𝑡), (2.11) 

kde 𝐾1, 𝐾2 a b jsou konstanty, lze odhadnout partikulární řešení 𝑦
𝑝

(𝑡) ve tvaru 

 

 

 

𝑦
𝑝
(𝑡) = 𝐴1 cos(𝑏𝑡) + 𝐴2 sin(𝑏𝑡). (2.12) 

Koeficienty 𝐴, 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 určíme z podmínky, že 𝑦
𝑝
(𝑡) je řešením nehomogenní rovnice.  

Porovnáním koeficientů u stejných členů na pravé a levé straně rovnice získáme potřebné 

koeficienty. [2] 

Poznamenejme, že partikulární řešení budeme odhadovat ve tvaru 

 

 𝑦
𝑝
(𝑡) = (𝐴

0
+ 𝐴1𝑡+. . . +𝐴𝑘𝑡𝑘)𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡, (2.13) 

jestliže a je r-násobným kořenem charakteristické rovnice (2.3). [2] 

 

Příklad 2.1: 

Určeme řešení homogenní lineární obyčejné diferenciální rovnice druhého řádu 

 

𝑦′′ + 𝑦′ − 6𝑦 = 0. 

 

Řešení 

Charakteristická rovnice je tvaru 

𝜆2 + 𝜆 − 6 = 0, 

𝜆1 = −3, 𝜆2 = 2. 

 

Obecné řešení diferenciální rovnice můžeme zapsat ve tvaru 

 

𝑦(𝑡) =  𝐶1𝑒−3𝑡 + 𝐶2𝑒2𝑡. 

 

Příklad 2.2: 

Určeme řešení homogenní lineární obyčejné diferenciální rovnice třetího řádu 

 

𝑦′′′ − 8 = 0. 

Řešení 

Charakteristická rovnice je tvaru 

𝜆3 − 8 = 0, 
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(𝜆 − 2) · (𝜆2 + 2𝜆 + 4) = 0, 

𝜆1 = 2,  𝜆2,3 = −1 ± √3 𝑖. 

 

Obecné řešení diferenciální rovnice můžeme napsat ve tvaru 

𝑦(𝑡) =  𝐶1𝑒2𝑡 + 𝐶2𝑒−𝑡 cos (√3 𝑡) + 𝐶3𝑒−𝑡 sin(√3 𝑡). 

 

Příklad 2.3: 

Určeme řešení nehomogenní lineární obyčejné diferenciální rovnice druhého řádu  

 

𝑦′′ − 9𝑦 = 5𝑒2𝑡. 

Řešení 

Charakteristická rovnice je tvaru 

𝜆2 − 9 = 0, 

𝜆1,2 = ±3. 

Řešení homogenní části diferenciální rovnice je tvaru  

𝑦ℎ(𝑡) =  𝐶1𝑒−3𝑡 + 𝐶2𝑒3𝑡 . 

 

 

Metodou neurčitých koeficientů odhadneme partikulární řešení nehomogenní rovnice, 

podle vztahu (2.10), ve tvaru  

               𝑦
𝑝
(𝑡) = 𝐴 · 𝑒2𝑡, 

𝑦
𝑝

′(𝑡) = 2𝐴 · 𝑒2𝑡 , 

𝑦
𝑝

′′(𝑡) = 4𝐴 · 𝑒2𝑡. 

 

Partikulární řešení dosadíme do zadané rovnice a srovnáním koeficientů levé a pravé 

strany rovnice získáme 

 

4𝐴 · 𝑒2𝑡 − 9𝐴 · 𝑒2𝑡 = 5𝑒2𝑡, 

𝐴 = −1, 

𝑦
𝑝
(𝑡) = −𝑒2𝑡. 

 

Obecné řešení diferenciální rovnice můžeme zapsat ve tvaru 

𝑦(𝑡) =  𝐶1𝑒−3𝑡 + 𝐶2𝑒3𝑡 − 𝑒2𝑡. 

 

 

Příklad 2.4: 

Určeme řešení nehomogenní lineární obyčejné diferenciální rovnice druhého řádu  

 

𝑦′′ + 2𝑦 + 5𝑦 = 10cos(𝑡). 

Řešení 
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Charakteristická rovnice je tvaru 

𝜆2 + 2𝜆 + 5 = 0, 

𝜆1,2 = −1 ± 2𝑖. 

 

Řešení homogenní části diferenciální rovnice je tvaru  

𝑦ℎ(𝑡) =  𝐶1𝑒−𝑡 cos(2𝑡) + 𝐶2𝑒−𝑡 sin(2𝑡). 

 

Metodou neurčitých koeficientů opět odhadneme partikulární řešení nehomogenní 

rovnice, podle vztahu (2.12), ve tvaru  

𝑦
𝑝
(𝑡) = 𝐴 cos(𝑡) + B sin(𝑡), 

𝑦
𝑝

′(𝑡) = −𝐴 sin(𝑡) + B cos(𝑡), 

𝑦
𝑝

′′(𝑡) = −𝐴 cos(𝑡) − B sin(𝑡). 

 

Dosazením partikulárního řešení do zadané rovnice obdržíme 

−𝐴 cos(𝑡) − B sin(𝑡) − 2𝐴 sin(𝑡) + 2B cos(𝑡) + 5𝐴 cos(𝑡) + 5B sin(𝑡) = 10 cos(𝑡). 

 

Následným srovnáním koeficientů levé a pravé strany rovnice získáme 

cos(𝑡): − 𝐴 + 2𝐵 + 5𝐴 = 10, 

sin(𝑡): − 𝐵 − 2𝐴 + 5𝐵 = 0, 

𝐴 = 2, 𝐵 = 1, 

𝑦
𝑝
(𝑡) = 2 cos(𝑡) + sin(𝑡). 

 

Obecné řešení diferenciální rovnice můžeme zapsat ve tvaru 

𝑦(𝑡) =  𝐶1𝑒−𝑡 cos(2𝑡) + 𝐶2𝑒−𝑡 sin(2𝑡) + 2 cos(𝑡) + sin(𝑡). 

 

 

Cauchyova úloha 

Počáteční problém nebo-li Cauchyova úloha je matematický problém, který se zabývá 

hledáním řešení diferenciální rovnice (2.1) s počátečními podmínkami.  

 

𝑦(𝑡0) = 𝑦0, 𝑦′(𝑡0) = 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1(𝑡0) = 𝑦𝑛−1, 

 

kde 𝑦0, , . . , 𝑦𝑛−1 jsou konstanty. 

Cílem je najít funkci, která splňuje danou rovnici a zároveň vyhovuje počátečním 

podmínkám. [2] 

Úloha nese název po svém objeviteli, francouzském matematikovi Augustinu-Louis 

Cauchyovi. [12] 
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2.2 Laplaceova transformace 

Laplaceova transformace je integrální transformace sloužící k řešení diferenciálních 

rovnic. Prvním, kdo zavedl tento pojem byl v roce 1820 francouzský matematik Pierre-

Simon Laplace [3]. Principem transformace je nalezení obrazu F(s) z množiny komplexní 

proměnné s k originálu f(t), který je funkcí času t. Převod původní funkce času na funkci 

komplexní proměnné s, se nazývá přímou transformací a převod zpět se nazývá zpětnou 

transformací. Pomocí Laplaceovy transformace můžeme řešit diferenciální rovnice. [1] 

 

Obr. 1:  Laplaceova transformace  

 

 

Přímá Laplaceova transformace je dána vztahem: 

 

 

𝐹(𝑠) =  ∫ 𝑓(𝑡) 𝑒−𝑠𝑡  𝑑𝑡

∞

0

, 

 

(2.14) 

kde funkce f(t) je po částech hladká. Předpokládá se nulová hodnota pro  

čas t < 0. Obraz F(s) je originální funkci f(t) přiřazen pro čas t ≥ 0. [3] 

 

 

Přímá Laplaceova transformace se značí písmenem L a její zápis je dán symbolickým 

vztahem 

 

 𝐿{𝐹(𝑡)} = 𝐹(𝑠). (2.15) 
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Zpětná Laplaceova transformace je dána vztahem: 

 

 
𝑓(𝑡) =

1

2πj
∮ 𝐹(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

 

𝑐

, 
(2.16) 

kde c je uzavřená křivka uzavírající všechny singulární body funkce F(s). Singulární body 

funkce jsou takové body, ve kterých není daná funkce definovaná. [3] 

 

Zpětná Laplaceova transformace se značí 𝐿−1 a je zapsána symbolickým vztahem 

 

 𝑓(𝑡) = 𝐿−1{𝐹(𝑠)}. (2.17) 

   

Jelikož je přímé použití vztahů (2.14) a (2.16) početně zdlouhavé, tak pro přímou, ale i 

zpětnou Laplaceovu transformaci používáme tzv. slovník Laplaceovy transformace. [3] 

 

2.2.1 Slovník Laplaceovy transformace 

Jedná se o tabulku, kde jsou na levé straně uvedeny originály f(t) a na pravé straně jejich 

obrazy F(s). V případě, že je obraz F(s) vyjádřen ve formě zlomku, který není uveden 

v tabulce, je nutné tento zlomek nejprve rozložit na parciální zlomky a následně 

identifikovat odpovídající vzory k těmto parciálním zlomkům. [1] 

Tab. 1:  Slovník Laplaceovy transformace 

Tab. 2:   
f(t) F(s) 

   

    1 

 

δ(t) 

 

1 

   

    2 

 

η(t) 

 

1

𝑠
 

   

    3 

 

a 

 
𝑎

𝑠
 

  

    4 

 

t 

 

 

1

𝑠2
 

   

    5 

 

𝑡2 

 

 

2

𝑠3
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    6 

 

𝑒−𝑎𝑡 

 

1

𝑠 + 𝑎
 

   

    7 

 

1

𝑎
(1 − 𝑒−𝑎𝑡) 

 

1

𝑠(𝑠 + 𝑎)
 

  

    8 

 

sin (bt) 

 

 

𝑏

𝑠2 + 𝑏2 

  

    9 

 

cos (bt) 

 

 
𝑠

𝑠2 + 𝑏2 

   

   10 

 

𝑒−𝑎𝑡 −  𝑒−𝑏𝑡 

 

𝑏 − 𝑎

(𝑠 + 𝑏)(𝑠 + 𝑎)
 

 

2.2.2 Hlavní věty Laplaceovy transformace 

Hlavní věty Laplaceovy transformace poskytují základní vztahy mezi původní funkcí a 

obrazem. [1] 
 

Věta o linearitě:         𝐿{𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑔(𝑡)} = 𝑎𝐹(𝑠) + 𝑏𝐺(𝑠) (2.18) 

Věta o posunutí:  𝐿{𝑓(𝑡 − 𝑎)} = 𝑒−𝑎𝑠𝐹(𝑠) 

 

(2.19) 

Věta o počáteční hodnotě:  lim
𝑡→0

𝑓(𝑡) = lim
𝑠→∞

𝑠𝐹(𝑠) 

 

(2.20) 

Věta o konečné hodnotě:  lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) = lim
𝑠→0

𝑠𝐹(𝑠) 

 

(2.21) 

Věta o obrazu derivace:           𝐿{𝑓’(𝑡)} = 𝑠𝐹(𝑠) − 𝑓(0) (2.22) 

 

 

 

Věta o n-té derivaci:      

 𝐿{𝑓(𝑛)(𝑡)} = 𝑠𝑛𝐹(𝑠) − 𝑠𝑛−1𝑓(0) − 𝑠𝑛−2𝑓′(0) … − 𝑓(𝑛−1)(0) (2.23) 

 

 

Věta o obrazu integrálu:           𝐿 {∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑡

0
} =  

1

𝑠
𝐹(𝑠) (2.24) 
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2.2.3 Řešení diferenciálních rovnic Laplaceovou transformací 

Diferenciální rovnice mohou být řešeny pomocí Laplaceovy transformace. Principem je 

převedení diferenciální rovnice na algebraickou. Následně se určí řešení algebraické 

rovnice. Řešení se převede zpětnou Laplaceovou transformací zpět do oblasti funkce času 

t. Pro převedení diferenciální rovnice na rovnici algebraickou se využívají zákony (2.18) 

a (2.23).  [1] 

 

Obr. 2:  Laplaceova transformace při řešení diferenciálních rovnic 

 

Příklad 2.5 

Určeme řešení diferenciální rovnice Laplaceovou transformací, 

 

𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 0, 

 

při počáteční podmínkách 𝑦(0) = 2, 𝑦′(0) = −4. 

 

Řešení 

𝑠2𝑌(𝑠) − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′(0) − 6[𝑠𝑌(𝑠) − 𝑦(0)] + 9𝑌(𝑠) = 0, 

 

𝑌(𝑠) =
2𝑠 − 16

𝑠2 + 6𝑠 + 9
=

2𝑠 − 16

(𝑠 − 3)2
=

𝐴

(𝑠 − 3)2
+

𝐵

𝑠 − 3
=

𝐴 + 𝐵(𝑠 − 3)

(𝑠 − 3)2
. 

 

Dosazovací metodou, kdy s = 3, dostaneme  

A = -10. 

 

Metodou neurčitých koeficientů, srovnáním koeficientů u s dostaneme 

2s = Bs, 



 
HORÁČEK, Jan. Využití diferenciálních rovnic při regulaci teploty 

24 

 

B = 2. 

 

Výsledek je tvaru  

𝑦(𝑡) = 𝐿−1{
−10

(𝑠−3)2
+

2

𝑠−3
} =−10𝑡𝑒3𝑡 + 2𝑒3𝑡. 
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3 ŘEŠENÍ ÚLOHY ZMĚNY TEPLOTY 

3.1 Newtonův ochlazovací zákon 

Newtonův ochlazovací zákon je fyzikální zákon, který udává rychlost tepelných 

změn tělesa v čase při závislosti na teplotě vnějšího okolí. Rychlost tepelných změn je 

přímo úměrná rozdílu těchto teplot. 

Tento zákon dostal jméno po svém objeviteli Isaacu Newtonovi, který jej anonymně  

publikoval v roce 1701 pod původním názvem "Scala graduum Caloris". 

K řešení konkrétního příkladu změny teploty lze využít diferenciální rovnici 

prvního řádu, sloužící k určení chování teploty v čase:  

 

 𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝑘(𝑇 − 𝑇𝑝), 

(3.1) 

 

kde T je aktuální teplota, 𝑇𝑝 je teplota vnějšího prostředí, k ∈ ℝ+ je konstanta 

ovlivňující změnu rychlosti teploty a 
𝑑𝑇

𝑑𝑡
 je derivace teploty T podle času t, udávající 

rychlost změny teploty vzhledem k času. [6] 

Následující příklad demonstruje určení konstanty k z rovnice (3.1) 

 

Příklad 3.1: 

Určeme konstantu úměrnosti na reálném příkladu chladnutí čaje. Příklad vychází 

z rovnice (3.1), kde teplota v místnosti 𝑇𝑝 byla 19,6 °C, teplota čaje T na začátku měření, 

v čase t = 0, byla 97,8 °C a po 20 minutách klesla teplota T na 53 °C. 

 

Řešení pomocí charakteristické rovnice 

Rovnice (3.1) je upravena do tvaru (3.2) 

 

 𝑇′ + 𝑘𝑇 = 𝑘𝑇𝑝. (3.2) 

 

Z rovnice (3.2) získáme charakteristickou rovnici tvaru 

𝜆 + 𝑘 = 0, 

𝜆 = −𝑘. 

 

Obecné řešení diferenciální rovnice můžeme zapsat ve tvaru 

             𝑇(𝑡) = 𝐶𝑒−𝑘𝑡 + 𝑇𝑝. 

 

(3.3) 

 

Z počáteční podmínky 𝑇(0) = 97,8 °C, která je dosazena do rovnice (3.3), je určena 

konstanta C 
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97,8 = 𝐶𝑒−𝑘·0 + 19,6; 

𝐶 = 78,2; 

 

Do rovnice (3.3) je dosazena konstanta C 

 

 

 

𝑇(𝑡) = 78,2 · 𝑒−𝑘𝑡 + 𝑇𝑝. 

 

(3.4) 

Pro určení konstanty k je do rovnice (3.4) dosazena počáteční podmínka teploty čaje po 

20 minutách, T(20) = 53 °C, 

 

53 = 78,2 · 𝑒−𝑘·20 + 19,6. 

 

Konstanta úměrnosti 𝑘 = 0,04254. 

 

Řešení pomocí Laplaceovy transformace 

Rovnice (3.1) byla upravena do tvaru 

 

 𝑇′ = −𝑘(𝑇 − 𝑇𝑝). (3.5) 

 

Pomocí věty (2.22) a použitím vztahů Laplaceovy transformace ze slovníku Laplaceovy 

transformace v Tab 1. jsme obdrželi 

 

 

 
𝑠𝑇(𝑠) − 𝑇(0) = −𝑘 (𝑇(𝑠) −

𝑇𝑝

𝑠
), 

 

(3.6) 

 

 

 𝑇(𝑠) =
𝑇(0) +

𝑘 · 𝑇𝑝

𝑠
𝑠 + 𝑘

. 

 

(3.7) 

Převedením použitím vztahů zpětné Laplaceovy transformace ze slovníku jsme získali 

 

 

 

𝑇(𝑡) = 𝑇𝑝 + 𝑒−𝑘𝑡(𝑇(0) − 𝑇𝑝). 

 

(3.8) 

Vyjádřením konstanty k z rovnice (3.8) dostaneme 

 

 

 
𝑘 =

𝑙𝑛 (
𝑇(𝑡) − 𝑇𝑝

𝑇(0) − 𝑇𝑝
)

−𝑡
. 

(3.9) 
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Pro určení konstanty k je do rovnice (3.9) dosazena počáteční podmínka teploty čaje po 

20 minutách, T(20) = 53 °C, 

 

 

 

 𝑘 =
𝑙𝑛 (

53 − 19,6
97,8 − 19,6)

−20
. 

 

(3.10) 

Konstanta úměrnosti 𝑘 = 0,04254. 

 

 

Závěr 

Určení konstanty úměrnosti vyšlo shodně oběma způsoby řešení. Na základě reálného 

příkladu, jako je chladnutí čaje, můžeme pochopit dynamiku daného procesu. Konstanta 

úměrnosti je důležitým prvkem matematického modelu, který popisuje, jak rychle se 

systém mění nebo vyvíjí v závislosti na určitých podmínkách. Závislost teploty T na 

čase t je znázorněna na Obr. 3.  

 

Obr. 3:  Závislost chladnutí čaje na čase t 
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4 REGULACE 

4.1 Teorie regulace 

Regulace je děj, který vede k dosažení požadované hodnoty regulované veličiny. Tento 

mechanismus může být aplikován v širokém spektru průmyslových odvětví. Například 

to může být regulace otáček stroje, řízení výroby, řízení pohybů robota nebo ovlivnění 

teploty v místnosti. Hlavní myšlenkou regulace je, že se hodnota regulované veličiny 

y(t) měří a porovnává s požadovanou hodnotou w(t), která se nachází na vstupu 

regulačního systému. Jejich rozdíl se nazývá regulační odchylka e(t) = w(t) - y(t). [1] 

Obr. 4:  Obvod regulace 

 

Regulátor je zařízení, jehož účelem je minimalizovat vliv poruchové veličiny v(t) a 

dosáhnout nulové regulační odchylky nebo ji alespoň udržet v určitém rozsahu. Na vstupu 

regulátoru je regulační odchylka e(t). Výstupem regulátoru je akční veličina u(t) působící 

na regulovanou soustavu. Důvodem regulace je nežádoucí veličina. Jedná se o 

poruchovou veličinu v(t), která neplánovaně a nekontrolovatelně ovlivňuje stav 

regulované soustavy. [1] 

 

 

 

Regulátory můžeme dělit z několika hledisek: 

• Způsob napájení 

• Hardwarové a softwarové regulátory 

• Typ regulace 

• Statická charakteristika 

• Zpětná vazba 

• Průběh výstupního signálu 
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Způsob napájení 

Direktní regulátory, které nepotřebují přívod energie, naopak indirektní ho potřebují. 

V dnešním průmyslovém provozu se využívají především indirektní regulátory.  

 

Hardwarové a softwarové regulátory 

Dle druhu použitých prvků rozlišujeme dva základní typy regulátorů – hardwarové a 

softwarové regulátory.  

Mezi hardwarové regulátory patří pneumatické a hydraulické regulátory. Pneumatické 

regulátory slouží k řízení průtoku plynu nebo tlaku, průtok se řídí pomocí ventilů nebo 

aktuátorů. Dále mohou udržovat konstantní tlak díky regulaci průtoku plynu. Dnes jsou 

postupně nahrazovány elektronickými regulátory. Hydraulické regulátory se nejčastěji 

využívají k řízení kapaliny, jako médium je obvykle používán hydraulický olej. 

Hydraulické regulátory jsou konstruovány tak, aby byly schopny pracovat s vysokým 

tlakem. Dokážou vyvinout velkou mechanickou sílu a poskytovat vysoký výkon. Díky 

této vlastnosti mohou být použity například ve stavebnictví. Dnes jsou nejpoužívanější a 

nejspolehlivější elektronické regulátory. Používají se především k řízení různých 

elektrických veličin, jako je napětí, proud a frekvence. Jsou to rychlá, tichá, lehká a přesná 

zařízení. Značnou nevýhodou může být, v případě poruchy, jejich složitost. Typickým 

příkladem může být regulátor jasu světel, také označovaný jako dimmer. [1] 

Do softwarových regulátorů spadají mikrokontroléry, malé vestavěné počítače, které 

mohou být naprogramovány pomocí různých algoritmů k regulaci v reálném čase a 

programovatelné automaty tzv. PLC. Programovatelný logický automat je podle IEC 

1131-1 definovaný jako číslicový elektronický systém navržený pro použití 

v průmyslovém prostředí, který používá programovatelnou paměť pro uložení 

uživatelsky orientovaných instrukcí, sloužících k implementaci specifických funkcí, jako 

jsou logické funkce, funkce pro vytváření sekvencí, pro časování, funkce pro čítání a 

funkce pro aritmetické výpočty, a to za účelem řízení různých typů výrobních strojů a 

procesů pomocí číslicových a analogových vstupů a výstupů. Jedná se o zařízení, která 

kombinují hardwarovou a softwarovou část pro regulaci průmyslových procesů. Mezi 

jejich největší výhody patří jednoduché programování a možnost změn programu bez 

změn zapojení oproti dřívějším reléovým zapojením. [8] 

 

Typ regulace 

Mezi nejjednodušší typ regulace patří proporcionální regulátor (tzv. P regulátor). Při 

použití P regulátoru se zesiluje regulační odchylka. Akční veličina na výstupu regulátoru 

je přímo úměrná regulační odchylce na vstupu regulátoru. Může být použit k regulaci 

polohy. Velikost vlivu složky se dá ovlivnit pomocí velikosti konstanty  𝑟0. [1] 
 

 𝑢(𝑡) = 𝑟0𝑒(𝑡) (4.1) 

Příkladem použití může být regulace polohy v servomechanismech. 

 

Integrační regulátor (tzv. I regulátor) pracuje s integrálem regulační odchylky, který je 

přímo úměrný akční veličině. Příkladem použití může být regulace rychlosti. 
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𝑢(𝑡) =  𝑟−1 ∫ 𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 

(4.2) 

   

I regulátor se používá k regulaci rychlosti motoru. 

 

Derivační regulátor (tzv. D regulátor) vytváří akční veličinu, která je přímo úměrná 

derivaci odchylky. Samostatně se D složka nikdy nepoužívá, ale slouží pouze jako  

D-složka v proporcionálně – derivačním (tzv. PD) a proporcionálně – integračně – 

derivačním (tzv. PID) regulátoru. [1] 

 

 𝑢(𝑡) = 𝑟1𝑒′(𝑡) (4.3) 

 

 

Proporcionálně – integrační regulátor (tzv. PI) je kombinací P  a I regulátoru. [1] 

 

 
         𝑢(𝑡) = 𝑟0𝑒(𝑡) +  𝑟−1 ∫ 𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 

 

(4.4) 

PI regulátor může sloužit k udržení konstantního napětí v síti. 

 

 

Proporcionálně – derivační regulátor je kombinací P a D regulátoru. [1] 

 

 u(t) =  𝑟0𝑒(𝑡) + 𝑟1𝑒′(𝑡) 

 

(4.5) 

Příkladem použití PD regulátoru je regulace tlumení automobilových tlumičů. 

 

Proporcionálně – integračně – derivační regulátor (PID) je kombinace regulátoru 

obsahující všechny tři složky. Může být považován jako součet P regulátoru, I regulátoru 

a D regulátoru. [1] 
 

 
       𝑢(𝑡) = 𝑟0𝑒(𝑡) +  𝑟−1 ∫ 𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 +  𝑟1𝑒′(𝑡) 

   

(4.6) 

 

PID regulátor může být použit k řízení polohy dronu.  

 

Statická charakteristika 

Statická charakteristika je vyjádření závislosti mezi vstupní a výstupní veličinou v      

ustáleném stavu. Pro lineární regulátory je statická charakteristika přímka, která prochází 

počátkem. Všechny členy musí být lineární. Pokud jeden člen je nelineární, regulátor se 

stává nelineárním. Nelineární regulátory jsou regulátory, u kterých mají statické 
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charakteristiky tvar jakýkoliv jiný než přímky. Mohou být tvořeny lineárními i 

nelineárními členy. [1]  
                            

 

Zpětná vazba 

V obvodech se zpětnovazební smyčkou dochází k využití zpětnovazební informace o 

výstupu systému k úpravě vstupu systému. Informace o aktuálním stavu regulované 

soustavy je v tomto případě klíčová, umožňuje vznik regulační odchylky, kterou se snaží 

regulátor minimalizovat. Jako příklad může být uveden termostat v domácím topení. 

Termostat neustále monitoruje teplotu v místnosti. Na základě rozdílu mezi nastavenou a 

skutečnou teplotou v místnosti provádí zásah akční veličinou. Opakem je obvod 

s otevřenou smyčkou. Jedná se o způsob regulace, při kterém není použita zpětnovazební 

informace o výstupu regulátoru pro upravení vstupu. Regulace probíhá pomocí 

nastaveného signálu přivedeného na vstup regulátoru. Signál je nastavený na základě 

znalostí a předpokladů týkajících se regulovaného systému. Nevzniká regulační odchylka 

e(t) a nemůže tedy dojít k její korekci. Konkrétním příkladem takového systému může 

být zavlažovací systém, který může být spuštěn v určitý čas bez ohledu na znalost o 

aktuální vlhkosti zavlažované půdy. [1] 

Obr. 5:  Regulátor se zpětnou vazbou 

Obr. 6:  Regulátor s otevřenou smyčkou 

 

 

Průběh výstupního signálu 

Dle průběhu výstupního signálu se regulátory dělí na analogové a digitální. Analogové, 

také nazývané jako spojité, mají výstupní signál, který je spojitý a je dán spojitou funkcí 

spojitého času. Digitální, také nazývané jako nespojité, nebo číslicové, mají výstupní 
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signál pouze v diskrétních časových okamžicích. Vzniká posloupnost funkčních hodnot, 

které bývají obvykle ve stejných časových intervalech. Takovému signálu se také říká 

ekvidistantní. [1] 

 

V rámci této práce bude zkoumán indirektní, elektrický regulátor se zpětnou vazbou dle 

Obr. 4. 

4.2 Systém 

Systémem se bude rozumět soustava, která je tvořená prvky. Prvek je část, kterou 

pokládáme za dále nedělitelnou. Má své specifické vlastnosti, které určují způsob jeho 

interakce. Systémy se mohou dělit podle mnoha kritérií. Podle závislosti vstupů a výstupů 

se mohou systémy dělit na lineární a nelineární. Mezi lineární systémy spadají systémy, 

které vykazují lineární vlastnosti. Jednotlivé vstupy a výstupy jsou v přímé úměrnosti. 

Patří sem například elektrotechnické součástky jako cívky nebo rezistory, ale také 

mechanické součástky jako třeba pružiny. Naopak nelineární systémy se vyznačují 

nelineárními vlastnostmi, tedy jejich vstupy a výstupy nejsou v přímé úměrnosti. Takové 

systémy se matematicky popisují obtížněji než lineární systémy. Mezi tyto systémy patří 

elektrotechnické součástky jako např. dioda. [4] 

Dle chování se systémy dělí na deterministické a stochastické. U deterministických 

systémů je budoucnost systému jednoznačně určena hodnotami vstupů a počátečním 

stavem. Zatímco při stochastickém chování je tomu naopak, chování v budoucnosti není 

jednoznačně určeno. [4] 

Dále se systémy rozdělují dle interakce s okolím na otevřené a uzavřené. Otevřený systém 

otevřeně reaguje na své okolí. Je zde možnost předávat energii nebo hmotu. Tato 

interakce může probíhat jednostranně nebo oboustranně. Naopak uzavřené systémy jsou 

od svého okolí izolovány. Takový systém je řízen pouze vnitřními procesy. Z hlediska 

vývoje v čase se systémy dělí na statické a dynamické. Statické systémy udržují svůj stav 

neměnný s časem. Jejich výstupy nejsou ovlivněny historií vstupů. Opakem jsou 

dynamické systémy, kde se stav systému mění s ubíhajícím časem. Okamžité výstupy a 

stavy nejsou odkázané jen na vstupy, ale také na předcházející proces v systému. [4] 

Podobně jako u regulátorů, systémy pracují se signálem spojitým nebo diskrétním. 

Spojité systémy přijímají signál spojitě.  Dokážou reagovat na změnu v nekonečně 

malých časových intervalech. Diskrétní systémy přijímají signál diskrétně, tedy reagují 

na změny v jasně definovaných časových intervalech. [4] 

Tato práce se zabývá změnou teploty, jedná se o systém otevřený, spojitý a 

deterministický.  

Popis systému 

Popis systému uvádí dynamické vlastností sledovaného systému. Existují dva druhy 

popisu.  
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Vnitřní popis, který vychází ze vztahu vstup-stav-výstup. Uvádí se jako nejlepší způsob 

popisu, ale je složitější než popis vnější. Pracuje na principu zobrazení pohybu systému 

ve stavovém prostoru, kterým je myšlen n-rozměrný metrický prostor. Do tohoto prostoru 

se vynese vektor, jehož souřadnice určují stav systému. Dalším druhem je popis vnější. 

Tento druh popisu se uvádí jako vztah vstup-výstup. Stav samotného systému je 

nepodstatný.  

Vnější popis není tak složitý jako popis vnitřní, a proto se využívá pro jeho jednoduchost 

a názornost. Mezi způsoby vnějších popisů patří 

 

1. Diferenciální rovnice  

2. Přenos 

3. Frekvenční charakteristika 

4. Frekvenčním přenos 

5. Impulsní funkce 

6. Přechodová funkce a přechodová charakteristika 

7. Rozložení pólů a nul přenosu 

[4] 

4.3 Přenos 

4.3.1 Teorie přenosu 

Jedná se o nejužívanější způsob popisu systémů. Lineární spojitý systém lze obecně 

popsat diferenciální rovnicí 

 

 𝑎𝑛𝑦(𝑛)(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝑦(𝑛−1)(𝑡) +  … + 𝑎1𝑦′(𝑡) + 𝑎0𝑦(𝑡) 

= 𝑏𝑚𝑢(𝑚)(𝑡) + 𝑏𝑚−1𝑢(𝑚−1)(𝑡)+ . . . +𝑏1𝑢′(𝑡) + 𝑏0𝑢(𝑡), 

(4.7) 

 

kde y(t) je výstup, u(t) je vstup a 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 jsou konstanty. [1] 

 

Podmínkou fyzikální realizovatelnosti rovnice (4.7) je 
 

 𝑚 ≤ 𝑛, 

 

(4.8) 

 

tedy řád nejvyšší derivace výstupní veličiny je vždy vyšší, nebo roven řádu nejvyšší 

derivace vstupní veličiny. Řád diferenciální rovnice n udává řád systému. Rovnice (4.7) 

dovoluje stanovit charakteristiku reakce systému. [1] 

 

Přenos je definován jako zlomek, kde se v čitateli nachází Laplaceův obraz výstupu a ve 

jmenovateli Laplaceův obraz vstupu při nulových počátečních podmínkách. Přenos 

značíme G(s). [1] 
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𝐺(𝑠) =  

𝐿{𝑦(𝑡)}

𝐿{𝑢(𝑡)}
=  

𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
 

(4.9) 

 

Pokud je systém popsaný rovnicí (4.7), může se provést Laplaceova transformace této 

rovnice. [1] 
 

 𝐿{𝑎𝑛𝑦𝑛(𝑡)  + ⋯ 𝑎1𝑦′(𝑡) + 𝑎0𝑦(𝑡)} =𝐿{𝑏𝑚𝑢𝑚(𝑡) + … + 𝑏1𝑢′(𝑡)𝑏0𝑢(𝑡)} (4.10) 

 

Zde se použijí zákony o transformaci, především věty (2.18) a (2.23). Všechny počáteční 

podmínky, jak pro vstupní veličinu, tak i pro výstupní, se budou rovnat nule. [1] 

 

Po transformaci má rovnice tvar 
 

 𝑎𝑛𝑠𝑛𝑌(𝑠) +  𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1𝑌(𝑠) + ⋯ + 𝑎1𝑠𝑌(𝑠) + 𝑎0𝑌(𝑠) 

= 𝑏𝑚𝑠𝑚𝑈(𝑠) +  𝑏𝑚−1𝑠𝑚−1𝑈(𝑠) + ⋯ + 𝑏1𝑠𝑈(𝑠) + 𝑏0𝑈(𝑠). 

 

(4.11) 

 

 

 

Po úpravě vytknutím Y(s) a U(s) vznikne vztah 
 

 𝑌(𝑠)[𝑎𝑛𝑠𝑛  + … 𝑎1𝑠 + 𝑎0] = 𝑈(𝑠)[ 𝑏𝑚𝑠𝑚  +  … +  𝑏1𝑠 + 𝑏0], (4.12) 

 

který nám s využitím vztahu (4.9) dá konečný tvar přenosu G(s), 
 

 
𝐺(𝑠) =  

𝑏𝑚𝑠𝑚 + . . . 𝑏1𝑠 + 𝑏0

𝑎𝑛𝑠𝑛 + . . . 𝑎1𝑠 + 𝑎0
. 

 

(4.13) 

[1] 

4.3.2 Vyjádření přenosu pomocí nul a pólů 

Jedním ze způsobů popisu přenosové funkce je způsob pomocí určení polohy nul a pólů 

v komplexní rovině.  

Přenos může být reprezentován vzorcem ve tvaru 

 
 

 
𝐺(𝑠) =  𝑘 

(𝑠 − 𝑛1)(𝑠 − 𝑛2). . . (𝑠 − 𝑛𝑚)

(𝑠 − 𝑝1)(𝑠 − 𝑝2). . . (𝑠 − 𝑝𝑛)
, 

 

(4.14) 

 

kde k označuje konstantu zesílení, 𝑛𝑖 jsou nuly přenosu pro i = 1, …, m a 𝑝𝑗 jsou póly 

přenosu pro j = 1, …, n. 
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Rozložení pólů a nul se znázorňuje v Gaussově (komplexní) rovině. Nuly jsou označeny 

kroužky a póly křížky. Póly a nuly mohou být různé nebo násobné, reálné či komplexní. 

Uspořádání jednotlivých nul a pólů udává dynamické vlastnosti popisovaného systému. 

[1, 4] 

Rozložení nul a pólů se může použít pro určení stability a kvality regulačních obvodů. 

Pro nalezení konkrétní polohy pólů a nul se využívá metoda geometrického místa kořenů, 

kterou v 50. letech 20. století zavedl americký inženýr Walter R. Evans. [4] 

 

Vzhledem k rozložení pólů a nul můžeme o systému prohlásit: 
Pro póly: 

Nachází – li se v levé komplexní polorovině - přechodový děj je více tlumen. 

Nachází – li se v pravé komplexní polorovině - bude systém nestabilní. 

Jsou-li komplexně sdružené - přechodový děj bude obsahovat kmitavou složku. 

Nachází – li se v počátku - vyjadřují integrační charakter systému. 

Pro nuly: 

Nachází – li se v počátku - vyjadřují derivační charakter systému. 

Nachází – li se blíže imaginární ose než póly - převládá derivační složka. 

[1, 4] 

 

 

Příklad 4.1 

Určeme znázornění polohy nul a pólů pro přenos 

 

 
𝐺(𝑠) =  

(12𝑠 + 3)𝑠  

(𝑠2 + 4𝑠 + 6)(𝑠2 + 1)
. 

(4.15) 

Nuly přenosu jsou  𝑛1 =  −
1

4
, 𝑛2 = 0. 

Póly přenosu: 𝑝1 =  −2 + 𝑗√2, 𝑝2 =  −2 − 𝑗√2, 𝑝3 = 𝑗, 𝑝4 = −𝑗         
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Znázornění rozložení pólů a nul v komplexní rovině: 

Obr. 7:  Rozložení pólů a nul přenosu (4.15) 

Systém, jehož rozložení pólů a nul je znázorněno na Obr. 7, je na hranici stability.  

4.3.3 Vyjádření přenosu pomocí časových konstant 

Další způsob vyjádření přenosu je pomocí časových konstant. Přenos může být 

reprezentován vzorcem ve tvaru 

 

 

 
𝐺(𝑠) = 𝐾

(𝑡1𝑠 + 1)(𝑡2𝑠 + 1). . . (𝑡𝑚𝑠 + 1)

(𝑇1𝑠 + 1)(𝑇2𝑠 + 1). . . (𝑇𝑛𝑠 + 1)
, 

(4.16) 

 

kde K označuje konstantu zesílení, 𝑡𝑖 a 𝑇𝑗 označují časové konstanty přenosu.  

 

Časové konstanty přenosu jsou charakteristické parametry dynamických systémů, které 

určují, jak rychle systém reaguje na změny vstupního signálu nebo jiných podnětů. 

Platí pro ně 

𝑡𝑖 = −
1

𝑛𝑖
,    𝑇𝑗 = −

1

𝑝𝑗
. 

 

Časové konstanty přenosu 𝑡𝑖 a 𝑇𝑗 mají rozměr času. [1] 
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4.4 Přechodová funkce 

Je mnoho způsobů, jak popsat dynamické vlastnosti systému, kromě přenosu a 

diferenciální rovnice, je to přechodová funkce. Je vhodná zejména tam, kde selhává jiný 

způsob jejich identifikace. Přechodová funkce je odezva systému na jednotkový skok 

η(t) na vstupu a značíme ji h(t). Při výpočtu přechodové funkce vycházíme z přenosu, 

který je dán vztahem (4.9). Grafické znázornění přechodové funkce se nazývá 

přechodová charakteristika (Obr. 8). [1] 

 

Obr. 8:  Přechodová funkce 

Jednotkový skok η(t) je funkce, která má do času t = 0 nulovou hodnotu. V tomto čase 

skočí její hodnota na jedničku, kterou pak stále udržuje, viz Obr. 8. [1] 

Matematický zápis je tvaru 

𝜂(𝑡) =  {
 1 𝑝𝑟𝑜 𝑡 ≥ 0

0 𝑝𝑟𝑜 𝑡 < 0
 

 

Vztah pro získání přechodové funkce z přenosu odvodíme z definice přenosu (4.9) 

 

 
𝐺(𝑠) =  

𝐿{ℎ(𝑡)}

𝐿{𝜂(𝑡)}
, 

(4.17) 

 

kde 𝐿{ℎ(𝑡)} je Laplaceův obraz přechodové funkce 𝐻(𝑠) a 𝐿{𝜂(𝑡)} je Laplaceův obraz 

jednotkového skoku, který je roven 
1

𝑠
, viz slovník Laplaceovy transformace (Tab. 1). [1] 

Ze vztahu (4.17) tedy vyplývá 

 
𝐻(𝑠) =  

𝐺(𝑠)

𝑠
. 

(4.18) 

 

V návaznosti na vztah (4.18) můžeme snadno získat vztah pro výpočet přechodové 

funkce z přenosu 

 
ℎ(𝑡) = 𝐿−1 {

𝐺(𝑠)

𝑠
}. 

(4.19) 
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Známe-li diferenciální rovnici systému, která je tvaru (4.7), přechodovou funkci můžeme 

získat dvěma způsoby. Prvním způsobem je, že za vstupní funkci u(t) dosadíme 

jednotkový skok η(t) = 1 pro 𝑡 ≥ 0, tím obdržíme nehomogenní diferenciální rovnici 

s konstantní pravou stranou, kterou můžeme dále řešit Laplaceovou transformací nebo 

charakteristickou rovnicí. Druhým způsobem určení přechodové funkce je pomocí 

přenosu, využitím vztahu (4.19), kdy získáme přechodovou funkci zpětnou Laplaceovou 

transformací. [1] 
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5 STABILITA 

Stabilita je schopnost dané soustavy získat zpět svou rovnovážnou polohu po vychýlení.  

Regulační obvod je stabilní, jestliže po svém vychýlení z rovnovážného stavu a 

odstranění vzruchu, který vychýlení způsobil, je schopen se ustálit v rovnovážném stavu. 

Nový rovnovážný stav nemusí být s původním rovnovážným stavem totožný. [1] 

Je to jedna z nejdůležitějších charakteristik a je nedílnou součástí každého, prakticky 

fungujícího automatického systému. Matematický zápis stability je 

 

 lim
𝑡→∞

𝑦ℎ𝑜𝑚 (𝑡) = 0, 

 

(5.1) 

kde 𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑡) je obecné řešení homogenní rovnice. [1] 

 

Popis chování sledované veličiny y lze získat po vyřešení diferenciální rovnice (4.7). 

 

 𝑦(𝑡) =  𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑡) +  𝑦𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑡), 

 

(5.2) 

 

kde 𝑦𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑡) je partikulární integrál, který je dán poruchovou nebo řídící veličinou. 

Stabilitu neovlivňuje, protože stabilitu hodnotíme až po skončení vychýlení, které tyto 

veličiny způsobily. Tudíž pro určení stability je pro nás klíčové pouze obecné řešení 

homogenní rovnice 𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑡). [1] 

 

 

 

Dle řešení 𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑡) dostaneme tři možné stavy: 

 

1. Stabilní obvod 

Řešení homogenní rovnice se s postupujícím časem blíží nule 

 

 

 lim
𝑡→∞

𝑦ℎ𝑜𝑚 (𝑡) = 0. 

 

(5.3) 
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Obr. 9:  Graf stabilního obvodu 

           

2. Nestabilní obvod 

Řešení homogenní rovnice se s postupujícím časem neomezeně zvětšuje 

 

 lim
𝑡→∞

𝑦ℎ𝑜𝑚 (𝑡) = ∞. (5.4) 

 

 

Obr. 10:  Graf nestabilního obvodu 



 
Ústav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brně, 2024 

 

41 
 

3. Obvod na hranici stability 

Okrajový stav, při kterém řešení homogenní rovnice netlumeně kmitá.  

Obr. 11:  Graf obvodu na hranici stability 

[1] 

5.1 Přenos řízení  

Přenos řízení 𝐺𝑤(𝑠) označuje závislost regulované veličiny y na žádané hodnotě w.  

Obr. 12:  Regulační obvod 

 

Přenos řízení regulačního obvodu na Obr. 12 je tvaru  

 

 
𝐺𝑤(𝑠) =

𝑌(𝑠)

𝑊(𝑠)
=

𝐺𝑆(𝑠) 𝐺𝑅(𝑠) 

1 + 𝐺𝑆(𝑠) 𝐺𝑅(𝑠) 
=

𝐺0(𝑠)

1 + 𝐺0(𝑠) 
. 

(5.5) 
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Součin přenosu regulované soustavy a přenosu regulátoru se značí 𝐺0(𝑠) a nazývá se 

přenos rozpojeného obvodu. [1] 

Závislost regulované veličiny Y na poruchové veličině V, za předpokladu 𝑊(𝑠) = 0, se 

vyjadřuje jako přenos poruchy 𝐺𝑣(𝑠), který je tvaru 

 

 
𝐺𝑣(𝑠) =

𝑌(𝑠)

𝑉(𝑠)
=

𝐺𝑆(𝑠)  

1 + 𝐺𝑆(𝑠) 𝐺𝑅(𝑠) 
=

𝐺𝑠(𝑠)

1 + 𝐺0(𝑠) 
. 

 

(5.6) 

 

Položením jmenovatele, ve vztazích (5.5) a (5.6), rovno 0, získáme charakteristickou 

rovnici 

 

 1 + 𝐺0(𝑠) = 0. (5.7) 

 

5.2 Obecná podmínka stability 

Podle rovnic (5.5) a (5.6) je možné určit chování sledované proměnné y za různých 

podmínek změn poruchových a řídicí veličiny. 

Řešení homogenní diferenciální rovnice se určí z její charakteristické rovnice (5.7), 

kterou můžeme napsat ve tvaru  

 

 𝑎𝑛𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 +  … + 𝑎1𝑠 + 𝑎0 = 0. (5.8) 

[1] 

Po určení kořenů 𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠𝑛 platí, že pokud jsou kořeny různé (nenásobné), je řešení 

ve tvaru 

 
𝑦ℎ𝑜𝑚 =  𝑐1𝑒𝑠1𝑡 +  𝑐2𝑒𝑠2𝑡+. . . + 𝑐𝑛𝑒𝑠𝑛𝑡 = ∑ 𝑐𝑖𝑒

𝑠𝑖𝑡

𝑛

𝑖=1

, 

 

(5.9) 

kde 𝑐𝑖 jsou integrační konstanty. Pro určení stability ve smyslu (5.1) je rovnice 

převedena do tvaru 

 

 lim
𝑡→∞

𝑦(𝑡) =  𝑐1 lim
𝑡→∞

𝑒𝑠1𝑡 +  𝑐2 lim
𝑡→∞

𝑒𝑠2𝑡 + . . . +  𝑐𝑛 lim
𝑡→∞

𝑒𝑠𝑛𝑡. 

 

(5.10) 

Pro docílení stabilního systému musí být limita rovna nule. Aby toho bylo dosaženo, musí 

být kořeny 𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠𝑛 záporná čísla 

 

 
lim
𝑡→∞

𝑒−𝑡 =  lim
𝑡→∞

1

𝑒𝑡
= 0. 

(5.11) 

V opačném případě nebudou limity v rovnici (5.10) nulové. [1] 
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Pokud má charakteristická rovnice (5.8) některé kořeny komplexní, bude mít odpovídající 

partikulární řešení tvar 

 

 𝑦 =. . . . +𝑒𝑎𝑡[𝑐𝑘 sin(𝑏𝑡) + 𝑐𝑘+1 cos(𝑏𝑡)]+. . . ., 

 

(5.12) 

Aby platila podmínka (5.1), musí platit, že reálná část komplexně sdružených kořenů je 

záporná. Obecná podmínka stability tedy je, že regulační obvod je stabilní, pokud mají 

všechny kořeny charakteristické rovnice záporné reálné části.  [1] 

 

5.3 Kritéria stability 

Matematická kritéria stability jsou pravidla nebo podmínky, které se používají 

k posouzení stability systémů. Jedná se o matematické nástroje, které umožňují určit, zda 

je sledovaný systém stabilní, nestabilní, nebo se nachází na hranici stability. [1] 

 

5.3.1 Hurwitzovo kritérium 

Jedná se o algebraické kritérium stability. Předpokládejme, že všechny koeficienty 

charakteristické rovnice jsou kladné, což je nutná (ale nepostačující) podmínka stability. 

Z koeficientů charakteristické rovnice (5.8) se následně poskládá čtvercová matice 

podle vzoru (5.13), která má počet řádků i sloupců odpovídající stupni charakteristické 

rovnice n. Determinant této matice se nazývá Hurwitzův determinant a budeme ho 

značit Hn. [1] 

 

 

 

𝐻𝑛 =  |
|

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3 𝑎𝑛−5 ⋯ 0
𝑎𝑛 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−4 ⋯ 0
0 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 … 𝑎0

|
|
 

 

(5.13) 

 

Následnou redukcí se vytvoří submatice, a to tím, že se vyřadí poslední řádek a poslední 

sloupec a určí se subdeterminant takto vzniklé matice. Celý proces se znovu opakuje. 

Poslední vytvořená submatice je tvaru 

 

 

 𝐻2 =  |
𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3

𝑎𝑛 𝑎𝑛−2
|. 

 

(5.14) 
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Analýza stability obvodu pomocí Hurwitzova kritéria se provádí na základě zjištění 

kladnosti vypočítaných determinantů 𝐻𝑖, pro i = 2, …, n. Pokud jsou všechny 

determinanty kladné, je obvod stabilní. Je-li alespoň jeden determinantů záporný, je 

obvod nestabilní. Jestliže je některá z matic singulární, což znamená, že její determinant 

je roven nule, pak je obvod na hranici stability.  [1] 

 

Příklad 5.1 

Určeme stabilitu regulačního obvodu dle Obr. 12 pomocí Hurwitzova kritéria, 

 

 

𝐺𝑅(𝑠) =
4

5𝑠 
, 

                                                           𝐺𝑠(𝑠) =
2

2𝑠3 + 5𝑠2 + 3𝑠 + 1 
.  

 

Řešení: 

𝐺0(𝑠) =  𝐺𝑅(𝑠)  · 𝐺𝑠(𝑠) =  
4

5𝑠 
 ·  

2

2𝑠3 + 5𝑠2 + 3𝑠 + 1 
=  

8

10𝑠4 + 25𝑠3 + 15𝑠2 + 5𝑠 
 

 

Charakteristická rovnice regulačního obvodu:   

 

10𝑠4 + 25𝑠3 + 15𝑠2 + 5𝑠 + 8 = 0 

 

Determinant sestavený z charakteristické rovnice: 

 

𝐻3 =  |
25 5 0
10 15 8
0 25 5

| =  −3375 

 

Koeficienty charakteristické rovnice polynomu jsou sice kladné, nicméně determinant 

vyšel záporný. Obvod je tedy nestabilní. 
 

 

5.3.2 Routh – Schurovo kritérium 

Algebraické kritérium stability, pro které se provádí analýza koeficientů při postupné 

redukci. Redukce se provádí podle následujícího postupu. 

 

1. Sestupně se vypíšou všechny koeficienty charakteristické rovnice (5.8) do 

jednoho řádku: 

 

 𝑎𝑛     𝑎𝑛−1      𝑎𝑛−2   . . . .    𝑎1     𝑎0 (5.15) 
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2.  Každý sudý koeficient vynásobíme podílem dvou nejvyšších koeficientů 
𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
 

 

 𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
 ·  𝑎𝑛−1          

𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
 ·  𝑎𝑛−3    . . ..       

 

(5.16) 

 

3. Výsledek násobení se zapíše posunutý o jedno místo vlevo do následujícího 

řádku. 

 

4. Do následujícího řádku se zapíšou výsledky po odečtení hodnot předchozích 

dvou řádků 

 

 0         𝑎𝑛−1        𝑎𝑛−2 −
𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
 ·  𝑎𝑛−3         𝑎𝑛−3      . . . .     𝑎1 −

𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
 ·  𝑎0   

 

(5.17) 

 

5. Redukce pokračuje uvedeným způsobem až do chvíle, kdy zůstane rovnice 2. 

řádu. 

 

Podmínkou stability je, aby všechny koeficienty během redukce byly kladné. [1] 

 

 

Příklad 5.2 

Určeme stabilitu regulačního obvodu dle Obr. 12 pomocí Routh-Schurova kritéria, 

 

𝐺𝑅(𝑠) =
2

8𝑠 
 

 

𝐺𝑠(𝑠) =
2

3𝑠2 + 4𝑠 + 5 
 

 

Řešení: 

 

                     𝐺0(𝑠) =  𝐺𝑅(𝑠)  · 𝐺𝑠(𝑠) =  
2

8𝑠 
 ·  

2

3𝑠2 + 4𝑠 + 5 
 =  

4

24𝑠3 + 32𝑠2 + 40𝑠 
 

 

 

Charakteristická rovnice regulačního obvodu:   

24𝑠3 + 32𝑠2 + 40𝑠 + 4 = 0 

 

Charakteristická rovnice po úpravě:  

6𝑠3 + 8𝑠2 + 10𝑠 + 1 = 0 
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6         8        10       1        

 

6                  0,75 

 

8        9,25      1 

 

 

Všechny koeficienty jsou kladné, obvod je tedy stabilní. 

 

5.3.3 Další kritéria stability 

Existuje několik dalších kritérií, pomocí kterých je možno určit chování systému. 

Nyquistovo kritérium stability je frekvenční metoda pro určení stability systému, kterou 

v roce 1932 představil americký elektroinženýr Harry Nyquist. Pracuje v komplexní 

rovině. Je nutno vykreslit frekvenční charakteristiku rozpojeného obvodu v komplexní 

rovině pro rostoucí ω od 0 do ∞. Nyquistovo pravidlo uvádí, že obvod je stabilní, jestliže 

vykreslená frekvenční charakteristika prochází vpravo od tzv. kritického bodu [-1,0]. 

Pokud frekvenční charakteristika prochází vlevo od tohoto bodu, je systém nestabilní. 

Aby byl systém na mezi stability, musí frekvenční charakteristika procházet přesně tímto 

bodem. [1,4] 

Dalším významným kritériem je Michajlov – Leonhardovo kritérium, které se řadí mezi 

frekvenční kritéria. Kritérium zavedli, na sobě zcela nezávisle, ruský matematik A. 

Michajlov a německý inženýr A. Leonhard. [1,4] 

Ljapunova teorie stability, kterou popsal ruský matematik Alexandr Michajlovič 

Ljapunov, je kritérium, které je založeno na dvou různých metodách. První metoda, tzv. 

nepřímá, spočívá v linearizaci. Druhá metoda, tzv. přímá, se opírá o nalezení tzv. 

Ljapunovské funkce. Pokud taková funkce existuje, systém je považován za stabilní. 

Ljapunovu metodu lze použít i pro nelineární systémy. [4] 
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6 REGULÁTOR TEPLOTY 

Pro praktickou část naší práce byl zakoupen stavebnicový regulátor teploty, který 

samočinně udržuje nastavenou teplotu. Stavebnicový regulátor je elektronické zařízení, 

které slouží k řízení a regulaci různých systémů a procesů. Hlavním cílem stavebnicového 

regulátoru je umožnit uživatelům snadnou a flexibilní tvorbu vlastních regulačních 

systémů bez nutnosti hlubokých znalostí programování nebo elektroniky. Tento typ 

regulátoru je navržen tak, aby byl jednoduše sestavitelný z různých modulů a komponent, 

které jsou předem připraveny a přizpůsobeny pro konkrétní aplikace. Hlavní výhodou 

stavebnicového regulátoru je jeho modulární povaha a snadná rozšiřitelnost, která 

umožňuje přizpůsobení a rozšíření systému dle potřeb uživatele. Praktické uplatnění 

tohoto zařízení lze najít v líhních na drůbež, akváriích, teráriích a při různých 

technologických procesech.  

Pro lepší účinnost jsme k systému vytápění přidali ventilátory. Náš regulátor teploty 

sleduje teplotu radiátoru a tím řídí ventilátory umístěné pod radiátorem. Touto kombinací 

se rychleji rozptýlí vzduch v místnosti a tím dojde k účinnějšímu vytápění. 

 

 

6.1 Technické parametry a zapojení 

 

Celé zařízení je připojeno k síti pomocí srážecího kondenzátoru C3. Kondenzátor je 

elektrický prvek, který uchovává elektrický náboj v elektrickém poli mezi svými dvěma 

vodivými deskami oddělenými izolátorem, nazývaným dielektrikum. Diodový můstek 

D3, tj. elektrický obvod skládající se ze čtyř diod uspořádaných tak, aby umožňoval 

průchod elektrického proudu v jednom směru a blokoval ho ve směru opačném, čímž 

usměrňuje střídavé napětí a Zenerova dioda D2 stabilizuje napětí na 24V. Zenerova dioda 

je speciální typ polovodičové diody, která je určena ke stabilizaci napětí. Poté následuje 

stabilizátor IO2, který udržuje konstantní hodnotu napětí a proudů pro napájení 

regulačního můstku a komparátoru IO1. Komparátor je elektronický obvod, který na 

základě srovnání dvou vstupních signálů, invertujícího a neinvertujícího, generuje signál 

výstupní. Regulační můstek je tvořen rezistory R1, R2, R3, potenciometrem P1 a 

teplotním čidlem – termistorem. Termistor je součástka, jejíž odpor je závislý na teplotě. 

V tomto konkrétním příkladě se jedná o negistor, tedy se zvyšující se teplotou odpor klesá 

a naopak. Na diagonále regulačního můstku je připojen komparátor IO1 přes snímací 

rezistory R4, R5, který vyhodnocuje napěťový stav na můstku. Pokud je můstek 

nevyvážený, výstup komparátoru je ve stavu pozitivní saturace (nasycení) a topné těleso 

je připojeno k síti 230V přes triak, tj. polovodičový spínací prvek schopný vést elektrický 

proud oběma směry. Jakmile dosáhne teplota nastavené hodnoty, napětí na můstku se 

ustálí a komparátor přechází do stavu negativní saturace. Triak odpojí topné těleso. 

Nastavení hystereze komparátoru je provedeno pomocí rezistoru R6 ve zpětné vazbě. 

Hystereze je stav, kdy výstupní veličina nezávisí jen na vstupní veličině, ale i na 

předchozím stavu systému. Hodnota rezistoru R6 může být v rozmezí od 100 kΩ do 10 
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MΩ. Čím je větší hodnota rezistoru R6, tím rychlejší je reakce na změnu teploty. Na 

výstup komparátoru je připojen optotriak IO3 přes rezistor R7, který následně řídí 

výkonový triak. Optotriak je zařízení, které kombinuje LED diodu a triak do jednoho 

pouzdra, tedy při průchodu dostatečného množství proudu triakem se LED dioda rozsvítí. 

Požadovanou teplotu nastavujeme pomocí potenciometru P1. [7,9] 

Regulátor jsme sestavili a spájeli přesně dle instrukcí výrobce. Jelikož může dojít k úrazu 

elektrickým proudem, tak jsme hotový výrobek vložili do plastové krabičky. Přidali jsme 

obyčejný dvoudrátový spoj, který propojuje termistor se zbytkem obvodu. 

Regulátor je napájen přímo ze sítě 230V a jeho spínací proud činí 3A. Maximální výkon 

připojeného topného tělesa je 600W. Potenciometr umožňuje nastavení požadované 

teploty v rozsahu 10–90°C. 

 

Obr. 13:  Schéma součástek 
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Obr. 14:  Schéma regulátoru 

 

Obr. 15:  Sestrojený regulátor  

Regulátor byl původně navržen pro ohřev, takže v případě poklesu požadované teploty se 

mělo aktivovat topné zařízení, které by zvýšilo teplotu v prostoru na požadovanou úroveň. 

Úprava zahrnovala záměnu pinů vstupů u komparátoru, tzn. přehodit invertující vstup za 

neinvertující a naopak. 
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Obr. 16:  Upravený plošný spoj  

 

Regulátor byl spolu s ventilátory umístěn vedle topení, kde jsme naměřili konkrétní 

hodnoty. 

Obr. 17:  Zapojení regulátoru a ventilátoru 
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7 ŘEŠENÍ ÚLOHY ZMĚNY TEPLOTY 

V rámci této kapitoly se budeme věnovat řešení konkrétní úlohy změny teploty. Rovnice 

popisující tento příklad je tvaru 

 

 

 𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘 · (𝑇𝑒 − 𝑇) +

𝑃𝑣𝑒𝑛𝑡

𝐶𝑣
, 

 

(7.1) 

 

kde 𝑇𝑒 je teplota externího prostředí, tj. teplota vně místnosti, 𝑃𝑣𝑒𝑛𝑡 je výkon ventilátoru, 

𝐶𝑣 je tepelná kapacita vzduchu a 𝑇 je teplota v místnosti. 
𝑑𝑇

𝑑𝑡
 udává rychlost změny teploty 

T v závislosti na čas t. [10] 

Tato rovnice je řešena třemi přístupy. Jako první jsme zvolili analytický přístup, kde je 

rovnice (7.1)  řešena pomocí charakteristické rovnice (2.3) a následně i Laplaceovou 

transformací. Dále je rovnice (7.1) řešena numericky za použití diferenční rovnice. 

Poslední přístup je softwarové ověření dosažených výsledků ve skriptovacím jazyku 

Python za použití několika knihoven. 

Během měření jsme pomocí teploměru naměřili následující hodnoty. Teplota v místnosti 

na začátku měření T(0) byla 24,9 °C, po třiceti minutách T(30) klesla na 18,6 °C. Teplota 

venkovního prostředí 𝑇𝑒 byla 12,6°C. Do místnosti jsme umístili ventilátor o výkonu 

𝑃𝑣𝑒𝑛𝑡, který byl 450W a měrná tepelná kapacita vzduchu 𝐶𝑣 je 1000 J/(kg·K). 

Rovnice (7.1) byla převedena do tvaru 

 

 

 𝑇′ + 𝑘 · 𝑇 = 𝑘 · 𝑇𝑒 + 𝐺, 

 

(7.2) 

kde G je  
𝑃𝑣𝑒𝑛𝑡

𝐶𝑣
  = 0,45.  

7.1 Analytické řešení 

Řešení pomocí charakteristické rovnice 

Charakteristická rovnice odpovídající rovnici (7.2) je tvaru 

 

𝜆 + 𝑘 = 0, 

𝜆 = −𝑘. 

 

Řešení odpovídající homogenní části rovnice (7.2) je funkce 
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 𝑦ℎ(𝑡) = 𝐶1 · 𝑒−𝑘𝑡. (7.3) 

   

Partikulární řešení nehomogenní rovnice odhadneme, podle rovnice (2.8), následovně 

𝑦𝑝(𝑡) = 𝐴, 

𝑦𝑝
′(𝑡) = 0. 

 

Po dosazení do rovnice (7.2) obdržíme partikulární řešení ve tvaru 

 

𝐴 =
𝐺

𝑘
+ 𝑇𝑒 . 

 

Obecné řešení diferenciální rovnice (7.2) upravíme do tvaru 

𝑇(𝑡) = 𝐶1 · 𝑒−𝑘𝑡 + 𝑇𝑒 +
𝐺

𝑘
. 

 

Po dosazení první počáteční podmínky, 𝑇(0) = 24,9 získáme konstantu 𝐶1, 

𝐶1 = 12,3 −
𝐺

𝑘
. 

 

Obecné řešení diferenciální rovnice (7.2) lze převést do přesnějšího tvaru 

𝑇(𝑡) = ( 12,3 −
𝐺

𝑘
 ) · 𝑒−𝑘𝑡 + 𝑇𝑒 +

𝐺

𝑘
, 

 

𝑇(𝑡) = ( 12,3 −
0,45

𝑘
 ) · 𝑒−𝑘𝑡 + 12,6 +

0,45

𝑘
. 

 

 

Po dosazení druhé počáteční podmínky, 𝑇(30) = 18,6 můžeme určit konstantu k, 

k = 0,0829. 

 

 

Obecné řešení diferenciální rovnice (7.2) má konečný tvar 

 

𝑇(𝑡) = 11,757 · 𝑒−0,0829·𝑡 + 18,028. 
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Řešení pomocí Laplaceovy transformace 

Rovnice (7.2) byla převedena pomocí věty (2.23) do tvaru  

 

 
𝑇(𝑠) =  

𝑘 · 𝑇𝑒 + 𝐺

𝑠 · (𝑠 + 𝑘)
+

𝑇(0)

𝑠 + 𝑘
 . 

 

(7.4) 

První část pravé strany rovnice (7.4) jsme převedli do tvaru  

 

 𝑘 · 𝑇𝑒 + 𝐺

𝑠 · (𝑠 + 𝑘)
 =  

𝐴

𝑠
+

𝐵

𝑠 + 𝑘
 =  

𝐴 · (𝑠 + 𝑘) + 𝐵 · 𝑠

𝑠 · (𝑠 + 𝑘)
. 

(7.5) 

 

 

 𝑘 · 𝑇𝑒 + 𝐺 =  𝐴 · (𝑠 + 𝑘) + 𝐵 · 𝑠 (7.6) 

 

Dosazovací metodou do rovnice (7.6), kdy s = 0, dostaneme hodnotu A = 
𝑘·𝑇𝑒+𝐺

𝑘
 a s = -k 

dostaneme hodnotu B =  
𝑘·𝑇𝑒+𝐺

−𝑘
. Po dosazení konstant A a B do rovnice (7.5) a následným 

použitím vztahů zpětné Laplaceovy transformace ze slovníku Laplaceovy transformace 

v Tab 1. obdržíme první část pravé strany rovnice (7.4) ve tvaru 

 

 𝑘 · 𝑇𝑒 + 𝐺

𝑘
· (1 − 𝑒−𝑘𝑡) 

(7.7) 

 

Druhou část pravé strany rovnice (7.4) lze převést zpětnou Laplacevou transformací 

přímo do tvaru  

 𝑇(0) · 𝑒−𝑘𝑡 

 

(7.8) 

Vložením obou částí do jedné rovnice získáme obecné řešení rovnice (7.2), které je tvaru 

 

 
𝑇(𝑡) =  

𝑘 · 𝑇𝑒 + 𝐺

𝑘
· (1 − 𝑒−𝑘𝑡) + 𝑇(0) · 𝑒−𝑘𝑡. 

 

(7.9) 

 

Dosazením konstant do rovnice (7.9) dostaneme  

 

𝑇(𝑡) =  
𝑘 · 12,6 + 0,45

𝑘
· (1 − 𝑒−𝑘𝑡) + 24,9 · 𝑒−𝑘𝑡. 

 

Při dosazení počáteční podmínky 𝑇(30) = 18,6 dostaneme konstantu k = 0,0829. 

Nejen řešení, ale i konstanta vyšly shodně oběma způsoby řešení. 
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7.2 Numerické řešení 

Diferenční rovnice slouží k matematickému popisu diskrétních systémů a vývoje veličiny 

v po sobě jdoucích diskrétních časových okamžicích. Diference je rozdíl dvou sousedních 

funkčních hodnot. Existuje dopředná a zpětná diference. [1] 

Dopředná diference je tvaru 

 

 𝛥𝑓(𝑘) = 𝑓(𝑘 + 1) − 𝑓(𝑘), (7.10) 

 

zatímco zpětná diference je tvaru 

 

 𝛻𝑓(𝑘) = 𝑓(𝑘) − 𝑓(𝑘 − 1). (7.11) 

 

Pro numerické řešení jsme převedli rovnici (7.2) do diferenčního tvaru  

 𝑇(𝑡 + 𝛥𝑡) = 𝑇(𝑡) + 𝛥𝑡(𝑘 · (𝑇𝑒 − 𝑇(𝑡)) + 𝐺). (7.12) 

[1] 

 

Jako vzorkovací periodu jsme zvolili 1 minutu, tedy 𝛥𝑡 = 1. 

Rovnici (7.12) jsme řešili iterací přes cyklus for ve skriptovacím jazyce Python, kdy je za 

hodnotu T dosazena vždy hodnota z přecházející iterace. 

 

#Importování knihovny matplotlib, která je popsána níže 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

 

#Nastavení hodnot všech parametrů 

Te = 12.6 

G = 0.45 

T = 24.9 

k = 0.0829 

𝛥𝑡 = 1 

 

 

intervalTeplot = []     #Vytvoření pole pro ukládání jednotlivých hodnoty teploty T 

intervalTeplot.append(T) #Uložení teploty T v čase t = 0 do pole jako první hodnota. 

 

#Výpočet hodnot: 

for t in range(1, 31): 

    T = T + 𝛥𝑡 * (k * (Te - T) + G) 

    intervalTeplot.append(T)  #Ukládání hodnot do pole pro následné vykreslení grafu 

 

#Nastavení parametrů grafu 

t = list(range(0, 31)) 

plt.figure(figsize=(10, 6)) 

plt.scatter(t, intervalTeplot, color="red", marker="x") 
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#Spojnice jednotlivých hodnot teploty s osou x: 

for i in range(len(t)): 

    plt.plot([t[i], t[i]], [0, intervalTeplot[i]], color='gray', linestyle='dotted') 

 

#Nastavení popisu grafu 

plt.xlabel('Čas (minuty)') 

plt.ylabel('Teplota (°C)') 

plt.grid(True) 

plt.show() 

 

Obr. 18:  Bodový graf diferenční rovnice (7.12) 

7.3 Softwarové řešení 

Rovnici (7.1) jsme softwarově ověřili ve skriptovacím jazyce Python za použití tří 

knihoven. Použitý kód a graf závislosti teploty na čase je uveden níže. Konstanta k vyšla 

shodně jako při analytickém řešení. 

Knihovna NumPy je základní knihovna pro vědecké výpočty v jazyce Python. 

Poskytuje výkonné nástroje pro práci s maticemi a vícerozměrnými poli, což umožňuje 

efektivní manipulaci s daty a numerické výpočty. NumPy je základním stavebním 

kamenem mnoha dalších knihoven pro vědecké výpočty v Pythonu, jako je například 

SciPy, Pandas a Matplotlib. Mezi největší výhody této knihovny patří široká 

funkcionalita, efektivní práce s daty a propojenost s ostatními knihovnami. Další 

použitou knihovnou je knihovna SciPy. Jedná se o open-source knihovnu pro technické 
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výpočty. Poskytuje širokou škálu pokročilých funkcí pro optimalizaci, numerickou 

integraci, interpolaci, obecnou i lineární algebru a práci s Fourierovou a Laplaceovou 

transformací. SciPy je postavena nad knihovnou NumPy a poskytuje vyšší úroveň 

abstrakce a funkcionality pro složitější výpočty. Jedním z nejpoužívanějších modulů této 

knihovny je modul integrate, který obsahuje funkce pro numerickou integraci různých 

typů funkcí. Pro účely naší práce byla z tohoto modulu importována pouze funkce fsolve. 

Tato funkce dokáže efektivně řešit obyčejné diferenciální rovnice numerickými 

metodami. Poslední použitou knihovnou je Matplotlib, která se řadí mezi 

nejpoužívanějších knihovny pro vizualizaci dat. Poskytuje flexibilní nástroje pro tvorbu 

statických grafů a diagramů, které jsou nezbytné pro analýzu dat, prezentaci výsledků a 

komunikaci vědeckých a technických poznatků. Matplotlib je silně inspirován grafickým 

rozhraním Matlabu a poskytuje podobnou syntaxi, což usnadňuje uživatelům přechod z 

Matlabu do Pythonu. Nejdůležitějším modulem knihovny Matplotlib je modul pyplot, 

který umožňuje rychlou a jednoduchou tvorbu grafů a diagramů. [5, 11] 

Důvodem výběru jazyka Python je, že Python je otevřený a zdarma dostupný. 

Vyznačuje se velkou a aktivní komunitou uživatelů, což znamená, že je snadné najít 

pomoc, dokumentaci a online zdroje pro řešení jakéhokoliv úkolu. 

 

# Importování potřebných knihoven 

import numpy as np 

from scipy.optimize import fsolve 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

# Konstanty zadané v úloze 

G = 0.45 

Te = 12.6 

T0 = 24.9 

T30 = 18.6 

 

# Definujeme funkci pro výpočet rovnice 

def equations(vars): 

    k = vars[0]  # Vytáhneme hodnotu k z argumentů 

    C = T0 - Te - G / k  # Spočítáme konstantu C pomocí počáteční podmínky T(0) 

    return [C * np.exp(-30 * k) + Te + G / k - T30] # Homogenní a partikulární řešení  

 

# Počáteční odhad pro hledanou konstantu k 

initial_guess = [0.1] 

 

# Řešení rovnice pomocí funkce fsolve z knihovny scipy.optimize 

solution = fsolve(equations, initial_guess) 

k = solution[0]  # Získáme hodnotu k z výsledku fsolve 

print('konstanta k = ', k)    #Vypsání hodnoty k 

 

konstanta k = 0.08289581566649412 

 

 

# Výpočet konstanty C pomocí počáteční podmínky T(0) 
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C = T0 - Te - G / k 

# Definujeme funkci T(t) podle nalezených hodnot k a C 

def T(t): 

    return C * np.exp(-k * t) + Te + G / k 

 

# Vykreslení grafu 

t_values = np.linspace(0, 30, 300)  # Časové hodnoty od 0 do 30 

T_values = T(t_values)  # Hodnoty funkce T(t) pro časové hodnoty 

 

# Nastavení parametrů grafu 

plt.plot(t_values, T_values,color='red', label='Teplota v místnosti T') 

plt.xlabel('Čas (minuty)') 

plt.ylabel('Teplota (°C)') 

plt.legend() 

plt.grid(True) 

plt.show() 

 

 

Obr. 19:  Graf závislosti teploty T v místnosti na čase t 
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7.4 Srovnání jednotlivých metod 

Každá metoda má své výhody a nevýhody, a to jak z hlediska přesnosti výsledku, tak i z 

hlediska složitosti provedení a časové náročnosti.  

Analytické řešení, jak pomocí charakteristické rovnice, tak i Laplaceovou 

transformací bývá časově zdlouhavé. Kdybychom měli systém, který by byl popsán 

složitější diferenciální rovnicí, než je rovnice (7.1), byl by tento přístup méně vhodný, 

jelikož není vždy možné najít řešení analytickou cestou. Značnou výhodou těchto metod 

je možnost hlubšího porozumění danému systému. Pomocí derivace a integrace 

matematických výrazů lze analyzovat vliv jednotlivých parametrů na výsledek. Tyto 

metody najdou své uplatnění při řešení systémů, pro které je důležitá spojitost v každém 

časovém okamžiku. 

Numerické řešení pomocí diferenční rovnice bylo pro tento úkol vhodné, jelikož 

měření teploty lze velmi pěkně vyobrazit jako diskrétní veličinu, viz. Obr. 17, kde je 

znázorněna teplota v každé minutě měření. Tento přístup by byl nevhodný v úloze, kde 

je nezbytné zachovat spojitost sledované veličiny. Může se jednat zejména o 

hydrodynamické a akustické jevy. 

Posledním zvoleným přístupem bylo softwarové řešení. Výsledek tohoto řešení je 

znázorněn na Obr. 16. Pomocí softwarových nástrojů lze řešit širokou škálu problémů. 

Tyto metody jsou často efektivní a umožňují řešení složitých úloh. Další 

nezpochybnitelnou výhodou je snížení časové náročnosti a možnosti vykreslení grafu dle 

zadaných požadavků. Se zlepšujícími se modely generativní umělé inteligence, jako je 

například ChatGPT od společnosti OpenAI, se stává psaní takových jednoduchých 

skriptů v programovacích jazycích snadnější a je dostupné i lidem, kteří nemají žádné 

zkušenosti s programováním. Značnou nevýhodou může být obtížné pochopení 

fungování zvoleného algoritmu a ověření přesnosti výsledku.   

Lze říci, že každý přístup má své místo v řešení různých problémů a často je vhodné 

použít kombinaci různých metod pro dosažení nejlepších výsledků a jejich kontrolu. 
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8 ZÁVĚR 

Cílem této bakalářské práce bylo využití diferenciálních rovnic při regulaci teploty. Práce 

obsahuje rešerši na téma řešení diferenciálních rovnic, přenosu, regulace a stability. Tato 

rešeršní část byla teoretickým základem pro praktickou část, která obsahovala také 

analytické a numerické řešení úlohy změny teploty, s následným softwarovým ověřením. 

  V úvodních kapitolách je připomenut matematický aparát zaměřený na řešení 

diferenciálních rovnic pomocí charakteristické rovnice a Laplaceovy transformace. 

Značnou výhodou Laplaceovy transformace je, že místo diferenciálních rovnic řešíme 

algebraické rovnice. Ale toto řešení je často velmi časově náročné kvůli rozkladu na 

parciální zlomky. Dále je čtenář seznámen s nejdůležitějšími vlastnostmi Laplaceovy 

transformace. Využití jak charakteristické rovnice, tak i Laplaceovy transformace, je 

ukázáno na skutečné úloze změny teploty čaje při pokojové teplotě. 

 Další část je rešeršního charakteru a je zaměřené na regulaci. Je zde vysvětlena 

teorie regulace, jakožto děje, který vede k dosažení určité hodnoty regulované veličiny. 

Rovněž jsou v této kapitole uvedeny regulátory, zahrnující jejich dělení a srovnání. Dále 

je definován pojem systém, tedy soustava vzájemně interagujících prvků, a způsoby 

popisu systému. Následně je čtenář seznámen s přenosem a jeho spojitostí s Laplaceovou 

transformací, a také s různými metodami pro vyjádření přenosu a konkrétními příklady. 

Závěr rešeršní části je zaměřen na stabilitu, včetně definice stability a některých kritérií, 

jakožto efektivních způsobů zjištění, zda je systém stabilní.  

Pro praktickou část byl pořízen a sestaven regulátor, který spolu s ventilátorem 

zvýšil účinnost topení. Regulátor původně vykonával funkci pro ohřev, takže aby 

vykonával požadovanou funkci ochlazování, musela být provedena úprava zahrnující 

záměnu pinů vstupů u komparátoru na plošném spoji. Konkrétní úloha změny teploty 

v místnosti byla popsaná diferenciální rovnicí a byly pro ni naměřeny hodnoty jako je 

teplota na začátku měření, teplota po třiceti minutách působení ventilátoru a teplota 

okolního prostředí. Diferenciální rovnice byla řešena čtyřmi přístupy. Jako první 

analytický přístup byl zvolen přístup pomocí charakteristické rovnice. Tento přístup byl 

asi časově nejzdlouhavější. Pro porovnání byla úloha řešena Laplaceovou transformací. 

Tento přístup byl znatelně rychlejší a za využití vlastností uvedených v úvodní kapitole, 

i velmi elegantní. Hledaná konstanta vyšla shodně oběma způsoby řešení. Pro numerické 

řešení byla diferenciální rovnice převedena na rovnici diferenční. Jako vzorkovací 

perioda byla zvolena 1 minuta. Diferenční rovnice byla řešena pomocí jednoduchého 

algoritmu obsahujícího cyklus for ve skriptovacím jazyce Python. Následně byl vykreslen 

bodový graf, popisující teplotu v místnosti v každé minutě během celého měření. 

Konstanta byla následně softwarově ověřena opět v jazyce Python za použití několika 

knihoven.  

Práci považuji za přínosnou, kvůli prohloubení si znalostí řešení diferenciálních 

rovnic, které jsou důležité nejen v oblasti automatizace. Pro tuto práci jsem si musel 

dostudovat nejzákladnější způsoby přenosu tepelné energie. Vyzkoušel jsem si kompletní 

sestavení stavebnicového regulátoru, kde jsem si musel doplnit specifické znalosti 
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elektrotechniky pro pochopení, jakým způsobem funguje. Naučil jsem se práci se 

všemi výše zmíněnými knihovnami v prostředí jazyka Python, především tedy 

s knihovnou Matplolib, díky které jsem vykreslil všechny grafy, které jsou v práci 

uvedeny. Pro kreslení regulačních obvodů jsem si připomněl dovednosti v prostředí 

AutoCAD.    
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