VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

USTAV AUTOMATIZACE A INFORMATIKY

INSTITUTE OF AUTOMATION AND COMPUTER SCIENCE

VYUZITI DIFERENCIALNICH ROVNIC PRI REGULACI
TEPLOTY

The applications of differential equations in the temperature regulation

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR'S THESIS

AUTOR PRACE Jan Horéaéek

AUTHOR

VEDOUCI PRACE Mgr. Monika Dosoudilova, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2024






VYSOKE UCENI FAKULTA
TECHNICKE STROJNIHO
V BRNE INZENYRSTVI

Zadani bakalarské prace

Ustav: Ustav automatizace a informatiky
Student: Jan Horacek

Studijni program: Strojirenstvi

Studijni obor: Aplikovana informatika a fizeni
Vedouci prace: Mgr. Monika Dosoudilova, Ph.D.
Akademicky rok: 2023/24

Reditel ustavu Vam v souladu se zakonem ¢&.111/1998 o vysokych Skolach ase Studijnim
a zkuSebnim fadem VUT v Brné uréuje nasledujici téma bakalarské prace:

Vyuziti diferencialnich rovnic pfi regulaci teploty

Struéna charakteristika problematiky ukolu:

Diferencialni rovnice maji v teorii regulace neodmyslitelné misto. Jejich feSeni je Casto velmi
slozité a byva nahrazeno teorii prenosu. Ukolem prace bude jak analytické, tak numerické feseni
diferencialnich rovnic zmény teploty, vCetné vyuziti pfenosové funkce a pocitatového zpracovani.
Vysledky jednotlivych pfistupl budou konfrontovany s experimentem méreni teploty. Praktickou
ulohou bude vytvoreni sestavy slozené z regulatoru a ventildtoru zvySujici u€innost topeni.

Cile bakalarské prace:

Zpracovani stru¢né reSerSe na téma Regulace se zaméfenim na stabilitu.
Uloha diferencialnich rovnic a pfenosové funkce.

Analytické a numerické feSeni konkrétnich uloh zmény teploty.
Softwarové feSeni.

Ovéreni dosazenych vysledk(i pomoci experimentalniho méfeni teploty.
Srovnani a vyhodnoceni jednotlivych metod.

Sestaveni regulatoru a ventilatoru za u¢elem zvySeni uc€innosti topeni.

Seznam doporuéené literatury:

SVARC, Ivan. Automatické fizeni. Vyd. 2. Brno: Akademické nakladatelstvi CERM, 2011. ISBN
9788021443983.

KUBIK, Stanislav. Toerie automatického fizeni I. SNTL, Praha, 1982.

SKRASEK, Josef a Zdenék TICHY. Zaklady aplikované matematiky I-lll. SNTL, Praha, 1983-1990.

Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké uceni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno






Termin odevzdani bakalarské prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2023/24

V Brné, dne

L.S.

Ing. Pavel Heriban, Ph.D. doc. Ing. Jifi Hlinka, Ph.D.

feditel Ustavu dékan fakulty



ABSTRAKT

Tato bakalatrska prace pojednava o dulezitosti diferencialnich rovnic v teorii regulace.
Resersni ¢ast je vénovana pripomenuti matematického aparatu linearnich diferencialnich
rovnic a zpasobum jejich feSeni, vcetné charakteristické rovnice a Laplaceovy
transformace. Dale se reSersni ¢ast zabyva regulaci, pfenosem a stabilitou. Prakticka ¢ast
je vénovana feSeni skutecné tlohy zmény teploty v mistnosti vCetné softwarového
ovéfeni.

ABSTRACT

This bachelor's thesis deals with the importance of differential equations in control theory.
The review section is devoted to a reminder of the mathematical apparatus of linear
differential equations and the methods of solving them, including the characteristic
equation and the Laplace transform. Furthermore, the research part deals with control,
transfer function and stability. The final section is devoted to the solution of a real room
temperature change problem including software verification.
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1 UVOD

V dne$nim modernim svété je vyrazny trend zvySovani poméru produktivity vyrobniho
procesu a snizovani vlivu lidského faktoru. Ukoly, které jsou naroéné a nebezpeéné, jsou
Castéji pfenaseny na stroje a systémy, které¢ tyto ukoly zvladaji 1épe nez lidé. Disciplina
zabyvajici se timto fenoménem se nazyva teorie fizeni.

Soucasti teorie fizeni je teorie regulace. Jedna se o proces fizeni nebo ovladani
systétmu s cilem dosdhnout urc¢itého stavu, chovani nebo vysledku, jako naptiklad
bezpecnost prace, kvalita vyrobkli, nebo zdravi a pohodli lidi. Konkrétni ptiklady
regulace najdeme v mnoha odvétvich, kde zajistuji stabilni prostiedi a optimalni
podminky pro provoz. V primyslu se mize Vyskytovat naptiklad pii fizeni teploty
vysokych peci v Zelezarnach, coz je klicové pro proces tavby kovil a zajiSténi pozadované
kvality vysledného produktu. V oblasti zdravotnictvi hraje regulace teploty a tlaku
dialezitou roli v nemocnicich, kde je nezbytné udrzovat vhodné podminky pro péci o
pacienty a sterilni prostfedi pro zamezeni Sifeni infekci.

Regulacni ¢len je mozné popsat pomoci diferencialni rovnice, jez vyjadiuje vztah
mezi vstupni a vystupni veli¢inou. Prvni ¢ast této bakalatské prace se zabyva feSenim
linearni diferencidlni rovnice s vyuzitim charakteristické rovnice, vcetné¢ ukazky
konkrétnich ptikladi. V této ¢asti se budeme taky vénovat Laplaceové transformaci.
Soucasti této kapitoly je ukazka Laplaceova slovniku a hlavnich pravidel, kterymi se tato
integralni transformace fidi. V zavéru této kapitoly je uveden zplsob feSeni
diferencialnich rovnic pomoci Laplaceovy transformace.

Nasledujici kapitola se zabyva praktickou tlohou chladnuti ¢aje. Tato tloha je
popsana Newtonovym ochlazovacim zakonem a feSena jak pomoci charakteristické
rovnice, tak i Laplaceovou transformaci.

Dalsi dv¢ kapitoly se zabyvaji kratkou reSersi na téma regulace a stability. Kapitola
regulace se zabyva teorii regulace, definici systému, pfenosem a prechodovou funkeci.
Zna¢na Cast je vénovana ruznym druhtim regulatort, jejich déleni a pouziti. V kapitole
zamé&fené na stabilitu se pracuje, jak s diferencialni rovnici, tak i s pfenosem fizeni. Zavér
této kapitoly tvofi ¢ast o podminkach zarucujicich stabilitu a kritériich, ktera zjednodusuji
zjiStovani stability.

Prakticka ¢ast zahrnuje konstrukci regulatoru a jeho zapojeni spolu s ventilatorem.
Je zde detailn¢ uvedeno fungovani, véetné obrazku schématu i jeho skute¢ného zapojeni.
Soucasti je také nameéteni hodnot pro feseni tlohy ochlazeni mistnosti. Tato iloha byla
feSena pomoci charakteristické rovnice a Laplaceovy transformace, a numericky, pomoci
diferenéni rovnice. V zdvéru byla tato tUloha softwarové ovéfena V modernim
skriptovacim jazyce Python.
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2 RESENI DIFERENCIALNICH ROVNIC

Diferencialni rovnice predstavuji matematické rovnice, v nichz se kromé hledané funkce
vyskytuji 1 jeji derivace. Jejich aplikace mizeme najit v celé fad¢ oblasti matematiky,
fyziky, inZzenyrstvi a ekonomie. Jako konkrétni ptipad miize byt uvedeno modelovani a
analyza elektrickych obvodu a tepelnych systémii, modelace pohybii planet, modelovani
ekonomickych systémi a predikce cen. Diferencialni rovnice jsou také dualezitym
nastrojem v teorii regulace. Jejich komplexnost umoznuje velmi presné a detailni popisy
dynamickych systémi. Tato bakalaiska prace je zaméfena na linearni diferencialni
rovnice. Ackoliv se vétSina déja kolem nas nechova linearn¢, daji se, za jistych podminek,
popsat jako linedrni diferencidlni rovnice. Na rozdil od nelinearnich diferencialnich
rovnic se daji 1 analyticky velice elegantn¢ fesit.

2.1 Linearni diferencialni rovnice s konstantami koeficienty

Diferencidlni rovnici nazyvame linearni (zkratkou LODRN), jestlize je tato rovnice
line4rni vzhledem ke hledané funkci 1 jeji derivaci, ptipadné derivacim. Mizeme ji zapsat
ve tvaru

@y ™ () + a1y VO + o+ ay (0) + agy () = f(D), (2.1)

kde n je fad nejvyssi derivace hledané funkce y(t), a; jsou konstantni koeficienty této
rovnice a f(t) je spojita funkce t € L. [2]

Plati-li f(t) = 0 pro vSechna t € I, rovnice (2.1) se nazyva homogenni a je tvaru

a,y™ + a,_ 1y D+ ... +a;y +ayy = 0. (2.2)

Pro vyteseni homogenni rovnice (2.2) je vhodné ptifadit ji algebraickou rovnici

ap A"+ ap A"+ L+ ad+ay =0, (2.3)

ktera se nazyva charakteristicka rovnice (2.2). [2]
Konstrukce reSeni homogenni diferencidlni rovnice

Pokud A € R je k-nasobny koten (2.3), tak ziskame kpartikularnich feseni rovnice
(2.2)

yi(t) = e, y,(t) = te™,..., y () = th-lekt,

15
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V piipadé, ze je a £ Bi € C komplexné sdruzend dvojice k-nasobnych korent
charakteristické rovnice (2.3), jsou reSeni (2.2) nasledujici funkce

y1(t) = e cos(Bt), y3(t) = te® cos(BL),..., yox-1(t) = t* e cos(pt),
y,(t) = e%sin(Bt), y,(t) = te%sin(Bt),..., y(t) = t* e sin(Bt).

Timto zplisobem jsme pro n kotfent nasli n partikularnich reseni, kterd tvori tzv.
fundamentalni systém feSeni. [2]

Obecné feseni rovnice (2.2) pak mizeme psat ve tvaru

y(t) = C,y,(®) + Coy,(O)+...+Cpy, (1). (2.4)

Plati-li f(t) # 0 pro alespon jedno t € / rovnice (2.1) se nazyva nehomogenni a obecné
feSeni miizeme vyjadrfit tvarem

y(@®) = ya) + ¥, (D), (2.5)

kde y, je n&jaké partikularni feSeni nehomogenni rovnice (2.1) a yy, je obecné feSeni
odpovidajici homogenni rovnici (2.2). [2]
Vzhledem k rovnici (2.4) mizeme feSeni rovnice (2.1) psat ve tvaru

y(0) = C1y, (8) + Coy, (O +... +Cry, () +y,(O). (2.6)

Na nasledujicich ptikladech je pfedvedena konstrukce feSeni homogennich a
nehomogennich diferencidlnich rovnic. Pro naSe ucely si ptfedstavime jednoduchou
metodu — metodu neurCitych koeficientd. Tato metoda je zalozena na odhadu
partikularniho feSeni rovnice (2.1).

Pokud je prava strana rovnice (2.1) tvaru

f(@) = Pi(2), (2.7)
kde P, (t) je polynom k-tého stupné, k € Z,, pak 1ze odhadnout partikularni feseni y,®

ve tvaru

¥, (6) = Ag + Ayt+... +A,tk, (2.8)

V piipad¢, Ze je prava strana rovnice (2.1) tvaru

F(O) = Ke®, (2.9)
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kde K je konstanta, Ize odhadnout partikularni reSeni y,(t) ve tvaru

v, () = Ae™. (2.10)

Je-1i prava strana rovnice (2.1) ve tvaru

f(t) = K, cos(bt) + K, sin(bt), (2.11)

kde K;, K, a bjsou konstanty, Ize odhadnout partikularni reSen{ y,(t) ve tvaru

yp(t) = A, cos(bt) + A, sin(bt). (2.12)

Koeficienty 4, Ay, A4, ..., Aj uréime z podminKky, Ze yp(t) je FeSenim nehomogenni rovnice.
Porovnanim koeficientl u stejnych ¢lentl na pravé a levé stran€ rovnice ziskame potiebné
koeficienty. [2]
Poznamenejme, ze partikularni feSeni budeme odhadovat ve tvaru

y,(0) = (4, + Ayt+... +A, e, (2.13)

jestlize a je r-nasobnym kofenem charakteristické rovnice (2.3). [2]

Priklad 2.1:

Urceme feSeni homogenni linearni obycejné diferencialni rovnice druhého fadu

y'+y' —6y=0.

Reseni

Charakteristickd rovnice je tvaru
Z+1-6=0,
A =-3,1, =2.

Obecné feseni diferencialni rovnice mizeme zapsat ve tvaru
y(t) = Cie 3 + Cye?t,

Piiklad 2.2:
Urceme feSeni homogenni linearni obycejné diferencidlni rovnice tietiho fadu

ylll —-8=0
ReSeni
Charakteristicka rovnice je tvaru

13 -8=0,
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(A=2)- (A% +21+4) =0,
11:2, /12’3:_1i\/§i.

Obecn¢ feseni diferencialni rovnice miizeme napsat ve tvaru
y(t) = Cre? + Cre ! cos (V3 t) + Cze~tsin(V3 t).

Priklad 2.3:
Urceme feSeni nehomogenni linearni obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu

y" — 9y = 5e%t,
ReSeni
Charakteristicka rovnice je tvaru
12 -9 =0,
A1 = 13.

Reseni homogenni ¢asti diferencialni rovnice je tvaru
yr(t) = Cie 3t + Cye3t.

Metodou neurcitych koeficientli odhadneme partikularni feSeni nehomogenni rovnice,
podle vztahu (2.10), ve tvaru

y, (&) =A-e*,

yp’(t) =24 -e?,

yp”(t) = 44 - e?t.

Partikuldrni feSeni dosadime do zadané rovnice a srovnanim koeficientl levé a pravé
strany rovnice ziskame

44 - et — 94 .- e?t = 5%,
A=-1,
y, () = —e?".

Obecn¢ feseni diferencialni rovnice mizeme zapsat ve tvaru
y(t) = Cie 3 + C,e3t — e?t.
Priklad 2.4:

Urceme feSeni nehomogenni linearni obycejné diferencialni rovnice druhého fadu

y" + 2y 4+ 5y = 10cos(t).
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Charakteristicka rovnice je tvaru
A2 +22+5=0,
AI,Z = _1 i Zl

Reseni homogenni ¢asti diferencialni rovnice je tvaru
yn(t) = Cie tcos(2t) + Cre~tsin(2t).

Metodou neurcitych koeficienti opét odhadneme partikularni feSeni nehomogenni

rovnice, podle vztahu (2.12), ve tvaru
yp(t) = A cos(t) + B sin(t),
yp’(t) = —Asin(t) + B cos(t),
yp”(t) = —A cos(t) — B sin(t).

Dosazenim partikularniho feSeni do zadané rovnice obdrzime
—A cos(t) — Bsin(t) — 24 sin(t) + 2B cos(t) + 54 cos(t) + 5B sin(t) = 10 cos(t).

Néslednym srovnanim koeficientli levé a pravé strany rovnice ziskame
cos(t): —A+ 2B + 54 = 10,
sin(t): —B—2A+5B =0,
A=2,B=1,
yp(t) = 2 cos(t) + sin(t).

Obecné tfeseni diferencialni rovnice mizeme zapsat ve tvaru
y(t) = Cie"tcos(2t) + C,e~tsin(2t) + 2 cos(t) + sin(t).

Cauchyova uloha
Pocate¢ni problém nebo-li Cauchyova tiloha je matematicky problém, ktery se zabyva
hledanim feseni diferencialni rovnice (2.1) s pocateénimi podminkami.

y(to) =¥0, ¥ (to) = y1,...,y" (to) = Yn-1,

kde yy,, .., Yn_1 JSOU konstanty.

Cilem je najit funkeci, ktera splituje danou rovnici a zdroven vyhovuje pocate¢nim
podminkam. [2]

Uloha nese nazev po svém objeviteli, francouzském matematikovi Augustinu-Louis
Cauchyovi. [12]
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2.2 Laplaceova transformace

Laplaceova transformace je integralni transformace slouzici k feSeni diferencialnich
rovnic. Prvnim, kdo zavedl tento pojem byl v roce 1820 francouzsky matematik Pierre-
Simon Laplace [3]. Principem transformace je nalezeni obrazu F(S) z mnoziny komplexni
proménné s K originalu f(t), ktery je funkci ¢asu t. Pfevod puvodni funkce ¢asu na funkci
komplexni proménné S, se nazyva piimou transformaci a ptevod zpét se nazyva zpétnou
transformaci. Pomoci Laplaceovy transformace mizeme fesit diferencialni rovnice. [1]

PFfima transformace ~_
——

71t F(s)

oblast £ oblast s

Zpétna transformace

™~

Obr. 1: Laplaceova transformace

Piima Laplaceova transformace je dana vztahem:

oo (2.14)
F(s) = ff(t) e st dt,

0

kde funkce f(t) je po ¢astech hladka. Pfedpoklada se nulova hodnota pro
Cas t < 0. Obraz F(s) je originalni funkci f(t) pfifazen pro ¢as t > 0. [3]

Piima Laplaceova transformace se znaci pismenem L a jeji zapis je dan symbolickym
vztahem

L{F()} = F(s). (2.15)

20



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2024

Zpétna Laplaceova transformace je dana vztahem:

1 216
F©) =5 f F(s)estds, (2.18)

kde c je uzaviena kiivka uzavirajici vSechny singularni body funkce F(S). Singularni body
funkce jsou takové body, ve kterych neni dana funkce definovana. [3]

Zpétna Laplaceova transformace se zna¢i L™! a je zapsédna symbolickym vztahem

f@© = LHF(s)}. (2.17)

Jelikoz je ptimé pouziti vztahu (2.14) a (2.16) pocetné zdlouhavé, tak pro ptimou, ale i
zpétnou Laplaceovu transformaci pouzivame tzv. slovnik Laplaceovy transformace. [3]

2.2.1 Slovnik Laplaceovy transformace

Jedna se o tabulku, kde jsou na levé stran¢ uvedeny originaly f(t) a na pravé strané jejich
obrazy F(s). V ptipad¢, ze je obraz F(s) vyjadien ve formé zlomku, ktery neni uveden
Vv tabulce, je nutné tento zlomek nejprve rozlozit na parcidlni zlomky a nasledné
identifikovat odpovidajici vzory k témto parcialnim zlomkam. [1]

Tab. 1: Slovnik Laplaceovy transformace

f(t) F(s)
1 5(1) 1
2 n() 1
s
3 a a
S
4 t 1
52
5 t2 2
3
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6 e—at 1
s+a
7 1 1
—(1 - —at
a( e s(s+a)
8 sin (bt) b
s + b?
9 cos (bt) S
s + b?
10 e—at _ e—bt b —a
(s+b)(s+a)

2.2.2 Hlavni véty Laplaceovy transformace

Hlavni véty Laplaceovy transformace poskytuji zakladni vztahy mezi pivodni funkei a
obrazem. [1]

Véta o linearité: L{af (t) + bg(t)} = aF(s) + bG(s) (2.18)
Véta o posunuti: L{f(t —a)} = e *F(s) (2.19)
Véta o pocatecni hodnoté: ltl_r)r(} f) = Sh_)r?o sF(s) (2.20)
Véta o kone¢né hodnoté: gl_)r’glo f) = Ll_l;% sF(s) (2.21)
Véta 0 obrazu derivace: L{f’'(t)} = sF(s) — f(0) (2.22)

Véta 0 n-té derivaci:

L{f™ ()} = s"F(s) = s"1f(0) — "2 (0) .~ fD(0)  (229)

Véta o obrazu integralu: L { ft F(t)d t} _1lp (s) (2.24)
0 N
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2.2.3 ReSeni diferencialnich rovnic Laplaceovou transformaci

Diferencidlni rovnice mohou byt feSeny pomoci Laplaceovy transformace. Principem je
ptevedeni diferencidlni rovnice na algebraickou. Nasledn¢é se urci feSeni algebraické
rovnice. Redeni se pievede zp&tnou Laplaceovou transformaci zpét do oblasti funkce ¢asu
t. Pro pfevedeni diferencialni rovnice na rovnici algebraickou se vyuzivaji zakony (2.18)

a(2.23). [1]

Prima transformace

\
~
diferencialni rovnice algebraicka rovnice
klasické Feéeni¢ \L algebraické feseni
feseni obraz fedeni
oblast 7 oblast s

Zpétna transformace

™~

Obr. 2: Laplaceova transformace pii feSeni diferencialnich rovnic

Priklad 2.5
Urceme feSeni diferencidlni rovnice Laplaceovou transformaci,

y'—6y' +9y =0,
pii po¢ateéni podminkach y(0) = 2, y'(0) = —4.

ReSeni
s2Y(s) — sy(0) = y'(0) — 6[sY(s) — y(0)] +9Y(s) = 0,

25-16 _25-16 A B _A+B(s-3)
s2+65s+9 (s—3)2 (s—3)2 s—3  (s—3)2

Y(s) =

Dosazovaci metodou, kdy s = 3, dostaneme
A =-10.

Metodou neurcitych koeficientd, srovnanim koeficientti u s dostaneme
2s = Bs,
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B=2

Vysledek je tvaru
_ -1g_~10

y(t) - L {(5_3)2

24
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3 RESENI ULOHY ZMENY TEPLOTY

3.1 Newtonuv ochlazovaci zakon

Newtonuv ochlazovaci zdkon je fyzikalni zakon, ktery udava rychlost tepelnych
zmeén télesa v Case pii zavislosti na teploté vnéjsiho okoli. Rychlost tepelnych zmén je
pfimo iimérna rozdilu téchto teplot.

Tento zakon dostal jméno po svém objeviteli [saacu Newtonovi, ktery jej anonymné
publikoval v roce 1701 pod pivodnim nazvem "Scala graduum Caloris".

K feseni konkrétniho ptikladu zmény teploty lze vyuzit diferencidlni rovnici
prvniho tadu, slouzici k urceni chovani teploty v Case:

dT 3.1
yri —k(T —Tp), (1)

kde T je aktualni teplota, T, je teplota vn&jsiho prostiedi, k € R* je konstanta

VT . dr . . y (s
ovliviiyjici zménu rychlosti teploty a d—: je derivace teploty T podle ¢asu t, udavajici

rychlost zmény teploty vzhledem k ¢asu. [6]
Nasledujici priklad demonstruje uréeni konstanty k z rovnice (3.1)

Priklad 3.1:

Uréeme konstantu umeérnosti na realném piikladu chladnuti caje. Piiklad vychazi
z rovnice (3.1), kde teplota v mistnosti T, byla 19,6 °C, teplota ¢aje T na zacatku méfent,
v ¢ase t =0, byla 97,8 °C a po 20 minutach klesla teplota T na 53 °C.

ReSeni pomoci charakteristické rovnice
Rovnice (3.1) je upravena do tvaru (3.2)

T’ + kT = kT, (3.2)

Z rovnice (3.2) ziskame charakteristickou rovnici tvaru
A+k =0,
A=—k.

Obecn¢ feseni diferencialni rovnice mizeme zapsat ve tvaru

T(t) = Ce ™™ + T, (3.3)

Z pocatecni podminky T'(0) = 97,8 °C, ktera je dosazena do rovnice (3.3), je urCena
konstanta C
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97,8 = Ce %% +19,6;
C =78,2;

Do rovnice (3.3) je dosazena konstanta C

T(t) =782 e +T, (3.4)
Pro urceni konstanty K je do rovnice (3.4) dosazena poc¢ate¢ni podminka teploty ¢aje po
20 minutach, T(20) =53 °C,

53 =178,2-e%20 4+ 19,6,
Konstanta imérnosti k = 0,04254.

ReSeni pomoci Laplaceovy transformace
Rovnice (3.1) byla upravena do tvaru

T' = —k(T —T,). (3.5)

Pomoci véty (2.22) a pouzitim vztahti Laplaceovy transformace ze slovniku Laplaceovy
transformace v Tab 1. jsme obdrzeli

ST(s) = T(0) =~k (T(s) - %) (3.6)
T(0) + 1o (37)
T(s)= s+k

Prevedenim pouzitim vztahii zpétné Laplaceovy transformace ze slovniku jsme ziskali
T(t) =T, + e *(T(0) — Tp). (3.8)

Vyjadienim konstanty k z rovnice (3.8) dostaneme

T =T (3.9)
o (ro7= 73:)
- O-5)
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100 A

90 A

80 A

701

60

50 4

40 1

304

20 1
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Pro urceni konstanty k je do rovnice (3.9) dosazena poc¢atecni podminka teploty ¢aje po
20 minutach, T(20) = 53 °C,

53 — 19,6 (3.10)
.= in (97,8 - 1'9,6)
B —20 '

Konstanta itmeérnosti k = 0,04254.

Zavér

Urceni konstanty imérnosti vyslo shodné obéma zplisoby feSeni. Na zakladé€ realného
ptikladu, jako je chladnuti ¢aje, mizeme pochopit dynamiku daného procesu. Konstanta
umeérnosti je dilezitym prvkem matematického modelu, ktery popisuje, jak rychle se
systém meéni nebo vyviji v zavislosti na uréitych podminkach. Zavislost teploty T na
Case t je znazornéna na Obr. 3.

—— Teplota Caje

; ‘ | ! i
20 40 60 80 100
Cas (minuty)

Obr. 3: Zavislost chladnuti ¢aje na ¢ase t
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4 REGULACE

4.1 Teorie regulace

Regulace je d¢j, ktery vede k dosazeni pozadované hodnoty regulované veli¢iny. Tento
mechanismus mize byt aplikovan v Sirokém spektru primyslovych odvétvi. Napiiklad
to muze byt regulace otacek stroje, fizeni vyroby, fizeni pohybt robota nebo ovlivnéni
teploty v mistnosti. Hlavni mysSlenkou regulace je, ze se hodnota regulované veliciny
y(t) méfi a porovnava s pozadovanou hodnotou w(t), ktera se nachazi na vstupu
regulaéniho systému. Jejich rozdil se nazyva regulacni odchylka e(t) = w(t) - y(t). [1]

7

w(Y) e(t) u(t) y(®)
= regulator |—=>{ systém >

y(t)

Obr. 4: Obvod regulace

Regulator je zafizeni, jehoz Gc¢elem je minimalizovat vliv poruchové veliCiny v(t) a
dosahnout nulové regula¢ni odchylky nebo ji alespon udrzet v uréitém rozsahu. Na vstupu
regulatoru je regulacni odchylka e(t). Vystupem regulatoru je akcni veli¢ina u(t) ptsobici
na regulovanou soustavu. Divodem regulace je nezadouci veli¢ina. Jednda se o
poruchovou veli¢inu Vv(t), ktera neplanované a nekontrolovatelné¢ ovliviiuje stav
regulované soustavy. [1]

Regulatory mizeme délit z nékolika hledisek:
e Zpiisob napajeni
e Hardwarové a softwarové regulatory
e Typ regulace
e Statickd charakteristika
e Zpétna vazba
e Pribéh vystupniho signdlu
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Zpisob napajeni
Direktni regulatory, které nepotiebuji pfivod energie, naopak indirektni ho potiebuji.
V dnes$nim pramyslovém provozu se vyuzivaji predevsim indirektni regulatory.

Hardwarové a softwarové regulatory

Dle druhu pouzitych prvki rozliSujeme dva zakladni typy regulatord — hardwarové a
softwarové regulatory.

Mezi hardwarové reguldtory patii pneumatické a hydraulické regulatory. Pneumatické
regulatory slouzi k fizeni pratoku plynu nebo tlaku, pritok se fidi pomoci ventili nebo
aktuatorti. Dale mohou udrzovat konstantni tlak diky regulaci pritoku plynu. Dnes jsou
postupné nahrazovany elektronickymi regulatory. Hydraulické regulatory se nejcastéji
vyuzivaji k fizeni kapaliny, jako médium je obvykle pouzivan hydraulicky ole;j.
Hydraulické regulatory jsou konstruovany tak, aby byly schopny pracovat s vysokym
tlakem. Dokazou vyvinout velkou mechanickou silu a poskytovat vysoky vykon. Diky
této vlastnosti mohou byt pouzity napiiklad ve stavebnictvi. Dnes jsou nejpouzivanéjsi a
nejspolehlivéjsi elektronické regulatory. PouZzivaji se predevSim k fizeni riznych
elektrickych velic€in, jako je napéti, proud a frekvence. Jsou to rychla, ticha, lehka a presna
zafizeni. Znacnou nevyhodou muze byt, v piipad¢ poruchy, jejich slozitost. Typickym
piikladem muze byt regulator jasu svétel, také oznacovany jako dimmer. [1]

Do softwarovych regulatorti spadaji mikrokontroléry, malé vestavéné pocitace, které
mohou byt naprogramovany pomoci riiznych algoritmt k regulaci v redlném case a
programovatelné automaty tzv. PLC. Programovatelny logicky automat je podle IEC
1131-1 definovany jako <¢islicovy elektronicky systém navrzeny pro pouziti
VvV primyslovém prostfedi, ktery pouZiva programovatelnou pamét pro uloZeni
uZzivatelsky orientovanych instrukei, slouzicich k implementaci specifickych funkei, jako
jsou logickeé funkce, funkce pro vytvareni sekvenci, pro Casovani, funkce pro Citani a
funkce pro aritmetické vypocty, a to za ucelem fizeni riznych typd vyrobnich strojii a
procesti pomoci ¢islicovych a analogovych vstupt a vystupd. Jedna se o zatizeni, ktera
kombinuji hardwarovou a softwarovou ¢ast pro regulaci pramyslovych procest. Mezi
jejich nejvétsi vyhody patii jednoduché programovani a moznost zmén programu bez

vvvvvv

Typ regulace

Mezi nejjednodussi typ regulace patii proporcionalni regulator (tzv. P regulétor). Pfti
pouziti P regulatoru se zesiluje regulacni odchylka. Akéni veliina na vystupu reguldtoru
je pfimo umeérna regulac¢ni odchylce na vstupu regulatoru. Miize byt pouzit k regulaci
polohy. Velikost vlivu slozky se da ovlivnit pomoci velikosti konstanty 7. [1]

u(t) = rpe(t) 4.1)
Prikladem pouziti miiZze byt regulace polohy v servomechanismech.

Integracni regulator (tzv. I regulator) pracuje s integralem regulac¢ni odchylky, ktery je
pfimo umérny akéni veli¢ing. Piikladem pouZziti mize byt regulace rychlosti.
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u(®) = 14 f e(t) dt (4.2)

I regulator se pouziva k regulaci rychlosti motoru.

Derivacni regulédtor (tzv. D regulator) vytvaii akéni velic¢inu, ktera je pfimo imérna
derivaci odchylky. Samostatné se D slozka nikdy nepouziva, ale slouzi pouze jako
D-slozka v proporcionalné — derivacnim (tzv. PD) a proporcionalné — integracné —

deriva¢nim (tzv. PID) regulatoru. [1]

u(t) = re'(t) 4.3)

Proporcionalné — integraéni regulator (tzv. Pl) je kombinaci P a I regulatoru. [1]

u(®) = roe(t) + 14 J e(t) dt (4.4)
PI regulator mtze slouzit k udrzeni konstantniho napéti v siti.
Proporcionalné — deriva¢ni regulator je kombinaci P a D regulatoru. [1]
u(t) = rge(t) + re'(t) (4.5)

Ptikladem pouziti PD regulatoru je regulace tlumeni automobilovych tlumict.

Proporcionalné — integratné — derivacni regulator (PID) je kombinace regulatoru
obsahujici vSechny tfi slozky. Mlze byt povazovan jako soucet P regulatoru, I regulatoru
a D regulatoru. [1]

u(t) =rpe(t) + 4 f e(t) dt + re'(t) (4.6)

PID regulator mlize byt pouzit k fizeni polohy dronu.

Staticka charakteristika

Staticka charakteristika je vyjadfeni zavislosti mezi vstupni a vystupni veli¢inou v
ustaleném stavu. Pro linearni regulatory je Staticka charakteristika pfimka, ktera prochazi
pocatkem. VSechny Cleny musi byt linearni. Pokud jeden ¢len je nelineéarni, regulator se
stava nelinearnim. Nelinearni regulatory jsou regulatory, u kterych maji statické
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charakteristiky tvar jakykoliv jiny nez pfimky. Mohou byt tvofeny linearnimi i
nelinearnimi ¢leny. [1]

Zpétna vazba

V obvodech se zpétnovazebni smyckou dochazi k vyuziti zpétnovazebni informace o
vystupu systému k Upravé vstupu systému. Informace o aktudlnim stavu regulované
soustavy je v tomto piipad¢ kli¢ova, umoziuje vznik regulacni odchylky, kterou se snazi
regulator minimalizovat. Jako piiklad mize byt uveden termostat v domacim topeni.
Termostat neustale monitoruje teplotu v mistnosti. Na zakladé rozdilu mezi nastavenou a
skuteCnou teplotou v mistnosti provadi zasah ak¢ni veliC¢inou. Opakem je obvod
s otevienou smyckou. Jedna se o zplsob regulace, pti kterém neni pouZita zpétnovazebni
informace o vystupu reguldtoru pro upraveni vstupu. Regulace probihd pomoci
nastaveného signalu ptivedeného na vstup reguldtoru. Signdl je nastaveny na zakladé
znalosti a ptfedpokladi tykajicich se regulovaného systému. Nevznika regula¢ni odchylka
e(t) a nemuze tedy dojit k jeji korekci. Konkrétnim piikladem takového systému mize
byt zavlazovaci systém, ktery muze byt spustén v urcity ¢as bez ohledu na znalost o
aktualni vlhkosti zavlazované pudy. [1]

w(t) e(t) u(t) y(?)
regulator =! systém =

y(t)

Obr. 5: Regulator se zpétnou vazbou

wy) u() y()

regulator = systém =

Obr. 6: Regulator s otevienou smyckou

Pribéh vystupniho signalu

Dle pribéhu vystupniho signalu se regulatory d€li na analogové a digitalni. Analogové,
také nazyvané jako spojité, maji vystupni signal, ktery je spojity a je dan spojitou funkci
spojitého Casu. Digitalni, také nazyvané jako nespojité, nebo Cislicové, maji vystupni
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signal pouze v diskrétnich ¢asovych okamzicich. Vznika posloupnost funkénich hodnot,
které byvaji obvykle ve stejnych casovych intervalech. Takovému signalu se také tika
ekvidistantni. [1]

V ramci této prace bude zkouman indirektni, elektricky regulator se zpétnou vazbou dle
Obr. 4.

4.2 Systém

Systémem se bude rozumét soustava, kterd je tvorend prvky. Prvek je Cast, kterou
pokladame za dale nedélitelnou. M4 své specifické vlastnosti, které urcuji zptisob jeho
interakce. Systémy se mohou délit podle mnoha kritérii. Podle zavislosti vstupii a vystupt
se mohou systémy délit na linearni a nelinearni. Mezi linearni systémy spadaji systémy,
které vykazuji linearni vlastnosti. Jednotlivé vstupy a vystupy jsou v pfimé imernosti.
Patfi sem naptiklad elektrotechnické soucastky jako civky nebo rezistory, ale také
mechanické soucastky jako tfeba pruziny. Naopak nelinearni systémy se vyznacuji
nelinearnimi vlastnostmi, tedy jejich vstupy a vystupy nejsou v ptimé imérnosti. Takové
systémy se matematicky popisuji obtiznéji nez linearni systémy. Mezi tyto systémy patii
elektrotechnické soucastky jako napf. dioda. [4]

Dle chovani se systémy déli na deterministické a stochastické. U deterministickych
systému je budoucnost systému jednozna¢né¢ urcena hodnotami vstupti a pocateénim
stavem. Zatimco pii stochastickém chovani je tomu naopak, chovani v budoucnosti neni
jednoznaéné uréeno. [4]

Dale se systémy rozdéluji dle interakce s okolim na oteviené a uzaviené. Otevieny systém
otevien¢ reaguje na své okoli. Je zde mozZnost pfedavat energii nebo hmotu. Tato
interakce muiZze probihat jednostranné nebo oboustranné. Naopak uzaviené systémy jsou
od svého okoli izolovany. Takovy systém je fizen pouze vnitinimi procesy. Z hlediska
vyvoje V Case se systémy déli na statické a dynamické. Statické systémy udrzuji sviij stav
neménny s Casem. Jejich vystupy nejsou ovlivnény historii vstupti. Opakem jsou
dynamické systémy, kde se stav systému méni s ubihajicim ¢asem. Okamzité vystupy a
stavy nejsou odkazané jen na vstupy, ale také na piedchazejici proces v systému. [4]
Podobné¢ jako u regulatori, systémy pracuji se signalem spojitym nebo diskrétnim.
Spojité systémy piijimaji signal spojité. Dokdzou reagovat na zménu v nekonecné
malych Casovych intervalech. Diskrétni systémy pfijimaji signal diskrétnég, tedy reaguji
na zmény v jasné definovanych ¢asovych intervalech. [4]

Tato prace se zabyva zménou teploty, jedna se o systém otevieny, spojity a
deterministicky.

Popis systému

Popis systému uvadi dynamické vlastnosti sledovaného systému. Existuji dva druhy
popisu.
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Vnitini popis, ktery vychazi ze vztahu vstup-stav-vystup. Uvadi se jako nejlepsi zptisob
ve stavovém prostoru, kterym je myslen n-rozmérny metricky prostor. Do tohoto prostoru
se vynese vektor, jehoz soutadnice urcuji stav systému. Dal$im druhem je popis vnéjsi.
Tento druh popisu se uvadi jako vztah vstup-vystup. Stav samotného systému je
nepodstatny.

Vnéjsi popis neni tak slozity jako popis vnitini, a proto se vyuziva pro jeho jednoduchost
a nazornost. Mezi zpusoby vnéjsich popisu patii

Diferencialni rovnice

Ptenos

Frekvenc¢ni charakteristika

Frekven¢nim pienos

Impulsni funkce

Prechodova funkce a prechodova charakteristika
Rozlozeni pdll a nul pfenosu

No gk o

[4]

4.3 Prenos

4.3.1 Teorie pirenosu

Jednéd se o nejuzivangjs$i zplsob popisu systému. Linedrni spojity systém lze obecné
popsat diferencialni rovnici

any ™ () + gy @ V@) + o+ ary' (8) + agy(t) (4.7)
= b u™ (t) + by u ™V () + ... +byu' () + bou(t),

kde y(t) je vystup, u(t) je vstup a a;, b; jsou konstanty. [1]
Podminkou fyzikalni realizovatelnosti rovnice (4.7) je

m <n, (4.8)

tedy fad nejvyssi derivace vystupni veliCiny je vZzdy vyssi, nebo roven fadu nejvyssi
derivace vstupni veli¢iny. Rad diferencialni rovnice n udava rad systému. Rovnice (4.7)
dovoluje stanovit charakteristiku reakce systému. [1]

Ptenos je definovan jako zlomek, kde se v Citateli nachazi Laplacetiv obraz vystupu a ve
jmenovateli Laplacetiv obraz vstupu pii nulovych pocate¢nich podminkach. Pfenos
znac¢ime G(S). [1]
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_ Liy®} _ Y(s) (4.9)

¢S = T = U

Pokud je systém popsany rovnici (4.7), mize se provést Laplaceova transformace této
rovnice. [1]

L{a,y™(t) + - a.y'(t) + apy(t)} =L{b,u™(t) + ... + byu'(t)byu(t)} (4.10)

Zde se pouziji zakony o transformaci, piedev§im véty (2.18) a (2.23). VSechny pocateéni
podminky, jak pro vstupni veli¢inu, tak i pro vystupni, se budou rovnat nule. [1]

Po transformaci ma rovnice tvar

apS™Y (s) + ap_1s"Y(s) + - 4+ aysY(s) + apY(s) (4.11)
= b,,s™U(S) + byp_1s™U(s) + -+ + bysU(s) + byU(s).

Po upraveé vytknutim Y(S) a U(S) vznikne vztah
Y(s)[aps™ + ... ays+agl =U(S)[ bys™ + ...+ bys + by, (4.12)
ktery nam s vyuzitim vztahu (4.9) da koneény tvar ptenosu G(S),

by,s™+...byis + by (4.13)
G(s) = — :
aps™+...a;8 + ay

[1]
4.3.2 Vyjadreni pfenosu pomoci nul a péli

Jednim ze zplisobli popisu pienosové funkce je zptisob pomoci uréeni polohy nul a péli
v komplexni roving.
Pfenos muze byt reprezentovan vzorcem Ve tvaru

B (s —ny)(s —ny)...(s —ny) (4.14)
G(s) =k (s—p)(—p2)...(s—pn) ’

kde k oznacuje konstantu zesileni, n; jsou nuly pfenosu pro i =1, ..., ma p; jsou poly
ptenosu proj=1,...,n.
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Rozlozeni polu a nul se znazornuje v Gaussoveé (komplexni) rovin€. Nuly jsou oznaceny
krouzky a poly kiizky. Pély a nuly mohou byt rtizné nebo nasobné, realné ¢i komplexni.
Uspotadani jednotlivych nul a péli udava dynamické vlastnosti popisovaného systému.
[1,4]

Rozlozeni nul a pola se mize pouzit pro urCeni stability a kvality regula¢nich obvodu.
Pro nalezeni konkrétni polohy polii a nul se vyuzivd metoda geometrického mista kotend,
kterou v 50. letech 20. stoleti zavedl americky inZenyr Walter R. Evans. [4]

Vzhledem k rozlozeni péli a nul miizeme o systému prohlasit:
Pro poly:

Nachazi — li se v levé komplexni poloroving - pfechodovy d¢j je vice tltumen.
Nachazi — li se v pravé komplexni poloroviné - bude systém nestabilni.
Jsou-li komplexné sdruzené - prechodovy d¢€j bude obsahovat kmitavou slozku.
Nachazi — li se v pocatku - vyjadiuji integra¢ni charakter systému.

Pro nuly:
Nachazi — li se v pocatku - vyjadiuji deriva¢ni charakter systému.
Nachazi — li se blize imaginarni ose nez poly - prevlada derivacni slozka.

[1,4]

Piiklad 4.1

Urceme znazornéni polohy nul a péli pro pienos

(125 + 3)s (4.15)

(8= S rsroE D

Nuly pfenosu jsou n,; = —i, n, = 0.

Poly prenosu: p; = —2+4 jV2,p, = =2 —jV2,p3 =j,ps = —j
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Znézornéni rozlozeni polt a nul v komplexni roving:

3
m = (-0, 25, 0)
* m=(00)
2] X X pr=(-2+2))
X p2=(-2-2))
1- X X p3=(0+1)
X ps=(0-1)
"mo *
-1 1 X
—2 4 x
_3 T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Obr. 7: Rozlozeni p6li a nul prenosu (4.15)
Systém, jehoz rozlozeni polu a nul je znazornéno na Obr. 7, je na hranici stability.

4.3.3 Vyjadreni pfenosu pomoci ¢asovych konstant

Dalsi zplisob vyjadfeni pfenosu je pomoci ¢asovych konstant. Pfenos miize byt
reprezentovan vzorcem ve tvaru

_ (Gs+D(ts+1)...(tps + 1) (4.16)
U (Tys+ D (Tys +1)...(Tys + 1)

G(s)

kde K oznacuje konstantu zesileni, t; a T; oznacuji Casové konstanty pienosu.
Casové konstanty pfenosu jsou charakteristické parametry dynamickych systémd, které

urcuji, jak rychle systém reaguje na zmény vstupniho signalu nebo jinych podnéta.
Plati pro né

Casové konstanty pienosu t; a T; maji rozmér Casu. [1]
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4.4 Prechodova funkce

Je mnoho zpusobu, jak popsat dynamické vlastnosti systému, kromé pfenosu a
diferencialni rovnice, je to piechodova funkce. Je vhodna zejména tam, kde selhava jiny
zpusob jejich identifikace. Pfechodova funkce je odezva systému na jednotkovy skok
n(t) na vstupu a znac¢ime ji h(t). Pii vypoctu pfechodové funkce vychazime z pienosu,
ktery je dan vztahem (4.9). Grafické znazornéni pfechodové funkce se nazyva
prechodova charakteristika (Obr. 8). [1]

u))=n(t) y(®)=h(1)

s —>

Obr. 8: Piechodova funkce

Jednotkovy skok #(t) je funkce, ktera ma do ¢asu t = 0 nulovou hodnotu. V tomto ¢ase
sko¢i jeji hodnota na jednicku, kterou pak stale udrzuje, viz Obr. 8. [1]

Matematicky zapis je tvaru

1prot =0

Oprot <0

() = {

Vztah pro ziskani ptechodové funkce z prenosu odvodime z definice pienosu (4.9)

_ L{h(®)} (4.17)

¢ = ooy

kde L{h(t)} je Laplacetiv obraz pfechodové funkce H(s) a L{n(t)} je Laplaceiv obraz
jednotkového skoku, ktery je roven %, viz slovnik Laplaceovy transformace (Tab. 1). [1]

Ze vztahu (4.17) tedy vyplyva
G(s) (4.18)

V navaznosti na vztah (4.18) mtizeme snadno ziskat vztah pro vypocet piechodové

h(t) =Lt {@} (4.19)

funkce z pienosu
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Zname-li diferencialni rovnici systému, ktera je tvaru (4.7), pfechodovou funkci miizeme
ziskat dvéma zpusoby. Prvnim zpusobem je, ze za vstupni funkci u(t) dosadime
jednotkovy skok #(t) = 1 pro t > 0, tim obdrzime nehomogenni diferencialni rovnici
s konstantni pravou stranou, kterou mtizeme dale fesit Laplaceovou transformaci nebo
charakteristickou rovnici. Druhym zplsobem urceni piechodové funkce je pomoci
ptrenosu, vyuzitim vztahu (4.19), kdy ziskame pfechodovou funkci zpétnou Laplaceovou
transformaci. [1]
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5 STABILITA

Stabilita je schopnost dané soustavy ziskat zpét svou rovnovaznou polohu po vychyleni.
Regulaéni obvod je stabilni, jestlize po svém vychyleni zrovnovazného stavu a
odstranéni vzruchu, ktery vychyleni zptsobil, je schopen se ustalit v rovnovazném stavu.
Novy rovnovazny stav nemusi byt s pivodnim rovnovaznym stavem totozny. [1]

vvvvvv

fungujiciho automatického systému. Matematicky zapis stability je
th_)rg Yhom (£) =0, (5.1)

kde ypom (t) je obecné feSeni homogenni rovnice. [1]

Popis chovani sledované veli¢iny Y lze ziskat po vyfeSeni diferencialni rovnice (4.7).

() = Yrom(t) + ypart(t)' (5.2)

kde ypqre(t) je partikularni integrél, ktery je dan poruchovou nebo fidici veli¢inou.
Stabilitu neovliviiyje, protoze stabilitu hodnotime aZ po skonceni vychyleni, které tyto
veli¢iny zpusobily. TudiZ pro urceni stability je pro nas kli¢ové pouze obecné feSeni
homogenni rovnice Yy om(t). [1]

Dle feseni y,,m (t) dostaneme tfi mozné stavy:

1. Stabilni obvod
Reseni homogenni rovnice se s postupujicim c¢asem bliZi nule

L!l_)rg Yhom (t) = 0. (5.3)
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Yhom —— Stabilni

/\ dast

Obr. 9: Graf stabilniho obvodu

2. Nestabilni obvod
Reseni homogenni rovnice se s postupujicim ¢asem neomezené zvétSuje
lim ypom (t) = 0. (5.4)
t—oo

Vhom —— Nestabilni

\/ das t

Obr. 10: Graf nestabilniho obvodu
40



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2024

3. Obvod na hranici stability
Okrajovy stav, pti kterém feSeni homogenni rovnice netlumen¢ kmita.

Yhom

—— Na hranici stability

Obr. 11: Graf obvodu na hranici stability

[1]

5.1 Prenos Fizeni

Cas t

Pienos fizeni G,,(s) oznacuje zavislost regulované veli¢iny y na Zadané hodnoté w.

V(s)

Wis)
Gr(s)

Gs(s)

Y(s)

Obr. 12: Regula¢ni obvod

Ptenos fizeni regulacniho obvodu na Obr. 12 je tvaru

Gy (s) =

Y(s)  Gs()Gr(s) _ Gols)

W(s) 14 Gs(s)Gr(s) 1+ Go(s)

(5.5)

V
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Soucin pienosu regulované soustavy a prenosu regulatoru se znaci G, (s) a nazyva se
ptenos rozpojeného obvodu. [1]

Zavislost regulované veli¢iny Y na poruchové veli¢ing V, za piedpokladu W (s) =0, se
vyjadiuje jako ptenos poruchy G, (s), ktery je tvaru

Y(s) Gs(s) _ Gy(s) (5.6)
V() 1+Gs(s)Gr(s) 1+ Go(s)

Gv(s) =

Polozenim jmenovatele, ve vztazich (5.5) a (5.6), rovno 0, ziskame charakteristickou
rovnici

1+ Go(s) = 0. (5.7)

5.2 Obecna podminka stability

Podle rovnic (5.5) a (5.6) je mozné urcit chovani sledované proménné y za rtuznych
podminek zmén poruchovych a fidici veli¢iny.

Reseni homogenni diferencialni rovnice se uréi zjeji charakteristické rovnice (5.7),
kterou miizeme napsat ve tvaru

aps™+ a,_1s" 1+ .. +a;s+ay=0. (5.8)
[1]
Po urceni kofent s, Sy, ..., S, plati, Ze pokud jsou kofeny rtizné (nenasobné), je FeSeni
ve tvaru
t (5.9
Yhom = €151t + cye%2t 4. + ¢ esnt = z c;esit,
i=1
kde c; jsou integra¢ni konstanty. Pro urceni stability ve smyslu (5.1) je rovnice
pfevedena do tvaru
lim y(t) = ¢; lim e51* + ¢, lim eS2t + ...+ ¢, lim et (5.10)
t—oo t—oo t—oo t—oo

Pro docileni stabilniho systému musi byt limita rovna nule. Aby toho bylo dosazeno, musi
byt kotfeny sy, S5, ..., S, Zaporna Cisla

lime™t = lim —=0. (5.11)
t—>o0 t—ooo e

V opacéném piipadé nebudou limity v rovnici (5.10) nulové. [1]
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Pokud ma charakteristicka rovnice (5.8) n¢které koteny komplexni, bude mit odpovidajici
partikularni feSeni tvar

y =....+e%[c; sin(bt) + cj4q cos(bt)]+...., (5.12)

Aby platila podminka (5.1), musi platit, ze realna ¢ast komplexné sdruzenych kofent je
zapornd. Obecnéd podminka stability tedy je, Ze regulacni obvod je stabilni, pokud maji
vsechny kofeny charakteristické rovnice zaporné realné ¢asti. [1]

5.3 Kritéria stability

Matematickd kritéria stability jsou pravidla nebo podminky, které se pouzivaji
Kk posouzeni stability systému. Jedna se o matematické nastroje, které umoznuji urcit, zda
je sledovany systém stabilni, nestabilni, nebo se nachdzi na hranici stability. [1]

5.3.1 Hurwitzovo kritérium

Jedna se o algebraické kritérium stability. Pfedpokladejme, ze vSechny koeficienty
charakteristické rovnice jsou kladné, coz je nutné (ale nepostacujici) podminka stability.
Z koeficientt charakteristické rovnice (5.8) se nasledné posklada ¢tvercova matice
podle vzoru (5.13), ktera ma pocet fadku i sloupct odpovidajici stupni charakteristické
rovnice n. Determinant této matice se nazyva Hurwitztiv determinant a budeme ho
znacit Hy,. [1]

ap-1 Ap-3 Ap-s = 0 (5.13)
an An-2 Qn-4 0
H, = 0 Ap-1 Qan-3 0
0 0 0 a,

Naslednou redukci se vytvoii submatice, a to tim, Ze se vytadi posledni fadek a posledni
sloupec a urc¢i se subdeterminant takto vzniklé matice. Cely proces se znovu opakuje.
Posledni vytvoiena submatice je tvaru

An-1 Qan-3 (5.14)

43



HORACEK, Jan. Vyuziti diferencidlnich rovnic pfi regulaci teploty

Analyza stability obvodu pomoci Hurwitzova kritéria se provadi na zakladé zjiSténi
kladnosti vypocitanych determinanta H;, pro i = 2, ..., n. Pokud jsou vSechny
determinanty kladné, je obvod stabilni. Je-1i alespon jeden determinantli zaporny, je
obvod nestabilni. Jestlize je n€ktera z matic singularni, cozZ znamena, Ze jeji determinant
je roven nule, pak je obvod na hranici stability. [1]

Piiklad 5.1

Uréeme stabilitu regulacniho obvodu dle Obr. 12 pomoci Hurwitzova kritéria,

Ga(s) = =
RS _SS,

2
2534552 4+3s+1"

Gs(s) =

ReSeni:

4 2 8
Go(s) = Gr(s) - Gs(s) = 5s 2s34+5s2+3s+1  10s* + 2553 + 1552 + 55

Charakteristické rovnice regulacniho obvodu:

10s* + 2553 + 1552 +55+8=0

Determinant sestaveny z charakteristické rovnice:

25 5 0
H; = (10 15 8= —3375
0 25 5

Koeficienty charakteristické rovnice polynomu jsou sice kladné, nicméné determinant
vySel zaporny. Obvod je tedy nestabilni.

5.3.2 Routh — Schurovo kritérium

Algebraické kritérium stability, pro které se provadi analyza koeficienti pti postupné
redukci. Redukce se provadi podle nasledujiciho postupu.

1. Sestupné se vypiSou vSechny koeficienty charakteristické rovnice (5.8) do
jednoho tadku:

ap, Qp_1 Qp_p .... Q1 Qg (5.15)
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2. Kazdy sudy koeficient vynasobime podilem dvou nejvyssich koeficientt aan
n-1
an an 5.16
* an_]_ * an_3 R ( )
an—1 an-1

3. Vysledek néasobeni se zapiSe posunuty o jedno misto vlevo do nésledujiciho
radku.

4. Do nasledujiciho fadku se zapiSou vysledky po odecteni hodnot ptedchozich
dvou fadka

) an G (5.17)

5. Redukce pokracuje uvedenym zptisobem az do chvile, kdy zustane rovnice 2.
radu.

Podminkou stability je, aby vSechny koeficienty béhem redukce byly kladné. [1]

Piiklad 5.2
Urceme stabilitu regula¢niho obvodu dle Obr. 12 pomoci Routh-Schurova kritéria,

2

GR(S)=§

Go(s) = =g
s\S 35244545

ReSeni:

2 4
"3s2+45+5 2453 + 3252 + 405

2
Go(s) = Gr(s) - G(s) = o=

Charakteristicka rovnice regula¢niho obvodu:
2453+ 3252 +40s+4=0

Charakteristickd rovnice po Uprave:
6s3+8s2+10s+1=0
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6 8 10 1

6 0,75

8 925 1

Vsechny koeficienty jsou kladné, obvod je tedy stabilni.

5.3.3 Dalsi kritéria stability

Existuje n¢kolik dalsich kritérii, pomoci kterych je mozno uréit chovani systému.
Nyquistovo kritérium stability je frekvencni metoda pro urceni stability systému, kterou
v roce 1932 predstavil americky elektroinzenyr Harry Nyquist. Pracuje v komplexni
roving. Je nutno vykreslit frekvencni charakteristiku rozpojeného obvodu v komplexni
roving pro rostouci ® od 0 do o. Nyquistovo pravidlo uvadi, Ze obvod je stabilni, jestlize
vykreslena frekven¢ni charakteristika prochazi vpravo od tzv. kritického bodu [-1,0].
Pokud frekvenéni charakteristika prochazi vlevo od tohoto bodu, je systém nestabilni.
Aby byl systém na mezi stability, musi frekvencni charakteristika prochézet pfesné timto
bodem. [1,4]

Dalsim vyznamnym kritériem je Michajlov — Leonhardovo kritérium, které se fadi mezi
frekvencni kritéria. Kritérium zavedli, na sob& zcela nezavisle, rusky matematik A.
Michajlov a némecky inzenyr A. Leonhard. [1,4]

Ljapunova teorie stability, kterou popsal rusky matematik Alexandr Michajlovic¢
Ljapunov, je kritérium, které je zaloZzeno na dvou riznych metodach. Prvni metoda, tzv.
neptima, spociva v linearizaci. Druha metoda, tzv. pfima, se opird o nalezeni tzv.
Ljapunovské funkce. Pokud takova funkce existuje, systém je povazovan za stabilni.
Ljapunovu metodu Ize pouzit i pro nelinearni systémy. [4]
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6 REGULATOR TEPLOTY

Pro praktickou Cast naSi prace byl zakoupen stavebnicovy regulator teploty, ktery
samoc¢inné udrzuje nastavenou teplotu. Stavebnicovy regulator je elektronické zafizeni,
které slouzi k fizeni a regulaci riznych systémt a procest. Hlavnim cilem stavebnicového
regulatoru je umoznit uzivatelim snadnou a flexibilni tvorbu vlastnich regulacnich
systémil bez nutnosti hlubokych znalosti programovani nebo elektroniky. Tento typ
regulatoru je navrZen tak, aby byl jednoduse sestavitelny z riznych modulti a komponent,
které jsou pfedem pfipraveny a pfizptisobeny pro konkrétni aplikace. Hlavni vyhodou
stavebnicového regulatoru je jeho moduldrni povaha a snadna rozsifitelnost, ktera
umoziuje prizptisobeni a rozsifeni systému dle potfeb uzivatele. Praktické uplatnéni
tohoto zafizeni lze najit v lihnich na dribez, akvériich, terariich a pfi rdznych
technologickych procesech.

Pro lepsi ucinnost jsme k systému vytapéni ptidali ventildtory. Nas regulator teploty
sleduje teplotu radidtoru a tim tidi ventilatory umisténé pod radidtorem. Touto kombinaci
se rychleji rozptyli vzduch v mistnosti a tim dojde k G¢innéj§imu vytapéni.

6.1 Technické parametry a zapojeni

Celé zafizeni je pfipojeno K siti pomoci srazeciho kondenzatoru C3. Kondenzator je
elektricky prvek, ktery uchovava elektricky naboj v elektrickém poli mezi svymi dvéma
vodivymi deskami oddélenymi izolatorem, nazyvanym dielektrikum. Diodovy mistek
D3, tj. elektricky obvod skladajici se ze ¢tyt diod uspotfadanych tak, aby umoznoval
pruchod elektrického proudu v jednom sméru a blokoval ho ve sméru opacném, ¢imz
usmérnuje stiidaveé napéti a Zenerova dioda D2 stabilizuje napéti na 24V. Zenerova dioda
je specidlni typ polovodi¢ové diody, ktera je urcena ke stabilizaci napéti. Poté nasleduje
stabilizator 102, ktery udrzuje konstantni hodnotu napéti a proudid pro napajeni
regula¢niho mistku a komparatoru 101. Komparator je elektronicky obvod, ktery na
zakladé srovnani dvou vstupnich signaltl, invertujiciho a neinvertujiciho, generuje signél
vystupni. Regula¢ni mistek je tvofen rezistory R1, R2, R3, potenciometrem P1 a
teplotnim ¢idlem — termistorem. Termistor je soucastka, jejiz odpor je zavisly na teploté.
V tomto konkrétnim ptiklade se jedna o negistor, tedy se zvySujici se teplotou odpor klesa
a naopak. Na diagonale regulacniho mistku je pfipojen komparator IO1 ptes snimaci
rezistory R4, RS, ktery vyhodnocuje napétovy stav na mustku. Pokud je mistek
nevyvazeny, vystup komparatoru je ve stavu pozitivni saturace (nasyceni) a topné téleso
je ptipojeno k siti 230V pfes triak, tj. polovodi¢ovy spinaci prvek schopny vést elektricky
proud obéma sméry. Jakmile dosahne teplota nastavené hodnoty, napéti na mustku se
ustali a komparator prechazi do stavu negativni saturace. Triak odpoji topné téleso.
Nastaveni hystereze komparatoru je provedeno pomoci rezistoru R6 ve zpétné vazbe.
Hystereze je stav, kdy vystupni veli¢ina nezdvisi jen na vstupni veli¢ing, ale i na
pfedchozim stavu systému. Hodnota rezistoru R6 miize byt v rozmezi od 100 k€ do 10
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MQ. Cim je vétsi hodnota rezistoru R6, tim rychlejsi je reakce na zménu teploty. Na
vystup komparatoru je pfipojen optotriak 103 pies rezistor R7, ktery nasledné tidi
vykonovy triak. Optotriak je zafizeni, které kombinuje LED diodu a triak do jednoho
pouzdra, tedy pti prichodu dostatecného mnozstvi proudu triakem se LED dioda rozsviti.
Pozadovanou teplotu nastavujeme pomoci potenciometru P1. [7,9]

Regulator jsme sestavili a spajeli pfesné dle instrukci vyrobcee. Jelikoz mtize dojit k urazu
elektrickym proudem, tak jsme hotovy vyrobek vlozili do plastové krabicky. Ptidali jsme
obycejny dvoudratovy spoj, ktery propojuje termistor se zbytkem obvodu.

Regulator je napajen piimo ze sité 230V a jeho spinaci proud ¢ini 3A. Maximalni vykon
piipojeného topného télesa je 600W. Potenciometr umoznuje nastaveni pozadované
teploty v rozsahu 10-90°C.

fopent
e s

N
Fétuod 38V

-

i s o

SN S

Woia, o)p ey

Obr. 13: Schéma soucastek
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Obr. 14: Schéma regulatoru

Obr. 15: Sestrojeny regulator

Regulator byl piivodné navrzen pro ohtev, takze v ptipad¢ poklesu pozadované teploty se
mélo aktivovat topné zafizeni, které by zvysilo teplotu v prostoru na pozadovanou troven.
Uprava zahrnovala zaménu pinti vstupti u komparatoru, tzn. ptehodit invertujici vstup za
neinvertujici a naopak.
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Obr. 16: Upraveny plosny spoj

Regulator byl spolu s ventilatory umistén vedle topeni, kde jsme naméfili konkrétni
hodnoty.

Obr. 17: Zapojeni regulatoru a ventilatoru
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7 RESENI ULOHY ZMENY TEPLOTY

V ramci této kapitoly se budeme vénovat feSeni konkrétni llohy zmény teploty. Rovnice
popisujici tento priklad je tvaru

dT Pyent (71)
—=k-(T,-T ,
Tt (Te —T) + C

kde T, je teplota externiho prostiedi, tj. teplota vné mistnosti, P, je vykon ventilatoru,
. , . . ; . d r g ¥
C, je tepelna kapacita vzduchu a T je teplota v mistnosti. d—: udéava rychlost zmény teploty

T v zavislosti na Cas t. [10]

Tato rovnice je feSena tfemi pfistupy. Jako prvni jsme zvolili analyticky pfistup, kde je
rovnice (7.1) feSena pomoci charakteristické rovnice (2.3) a nasledné i Laplaceovou
transformaci. Dale je rovnice (7.1) feSena numericky za pouziti diferen¢ni rovnice.
Posledni pfistup je softwarové ovéefeni dosazenych vysledkii ve skriptovacim jazyku
Python za pouziti n€kolika knihoven.

Béhem meéteni jsme pomoci teploméru naméfili nasledujici hodnoty. Teplota v mistnosti
na zacatku méfeni T(0) byla 24,9 °C, po tficeti minutach T(30) klesla na 18,6 °C. Teplota
venkovniho prostiedi T, byla 12,6°C. Do mistnosti jsme umistili ventilator o vykonu
Pyeont, ktery byl 450W a mérna tepelna kapacita vzduchu C,, je 1000 J/(kg-K).

Rovnice (7.1) byla ptevedena do tvaru

T'+k-T=k-T, +G, (7.2)

kde G je = = 0,45,

v

7.1 Analytické FeSeni

ReSeni pomoci charakteristické rovnice
Charakteristicka rovnice odpovidajici rovnici (7.2) je tvaru

A+k =0,
A=—k.

Reseni odpovidajici homogenni ¢asti rovnice (7.2) je funkce

o1
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yn(t) = Cy - e, (7.3)

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice odhadneme, podle rovnice (2.8), nasledovné
yp’(t) = 0.

Po dosazeni do rovnice (7.2) obdrzime partikularni feSeni ve tvaru

G
A= E + Te-
Obecné feseni diferencialni rovnice (7.2) upravime do tvaru

G
Tt)=C,-e ®+T, + =

Po dosazeni prvni poc¢ateéni podminky, T (0) = 24,9 ziskame konstantu C;,

C; =123 G
1 = ) k'

Obecné feseni diferencialni rovnice (7.2) 1ze ptevést do presnéjsiho tvaru

G\ ., G
T&)z(mﬂ—z)w HT4 o

)

k

5 0,45
) ek 4 12,6 +

Ta)=(113— -

Po dosazeni druhé pocateéni podminky, T(30) = 18,6 miizeme urcit konstantu kK,
k = 0,0829.

Obecné feseni diferencialni rovnice (7.2) ma kone¢ny tvar

T(t) = 11,757 - e~%0829t 4 18,028.
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ReSeni pomoci Laplaceovy transformace
Rovnice (7.2) byla pievedena pomoci véty (2.23) do tvaru

_ k-T,+G  T(0) (7.4)
(o) = s-(s+k) stk

Prvni ¢ast pravé strany rovnice (7.4) jsme pievedli do tvaru

k-T,+G _A+ B A-(s+k)+B-s (7.5)
s-(s+k) s s+k s-(s+k)
k-T,+G=A-(s+k)+B-s (7.6)
K-Te+G

Dosazovaci metodou do rovnice (7.6), kdy s = 0, dostaneme hodnotu A = as=-k

K-To+G
—k
pouzitim vztahii zpétné Laplaceovy transformace ze slovniku Laplaceovy transformace

dostaneme hodnotu B = . Po dosazeni konstant A a B do rovnice (7.5) a naslednym

v Tab 1. obdrzime prvni ¢ast pravé strany rovnice (7.4) ve tvaru
k-T,+G 1.7
LT (e (7.7)
k
Druhou ¢ast pravé strany rovnice (7.4) lze pievést zpétnou Laplacevou transformaci
pfimo do tvaru
T(0)-e~*t (7.8)

Vlozenim obou ¢asti do jedné rovnice ziskame obecné feseni rovnice (7.2), které je tvaru

k-T,+G (7.9)

T(t) = .

c(1—e )+ T(0) - e~

Dosazenim konstant do rovnice (7.9) dostaneme

k-12,6 +0,45
- .

T(t) = (1—e %)+ 24,9 ek,

Pti dosazeni pocate¢ni podminky T(30) = 18,6 dostaneme konstantu k = 0,0829.
Nejen feseni, ale 1 konstanta vysly shodné obéma zpiisoby feseni.
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7.2 Numerické reSeni

Diferenc¢ni rovnice slouzi k matematickému popisu diskrétnich systémt a vyvoje veliCiny
v po sob¢ jdoucich diskrétnich ¢asovych okamzicich. Diference je rozdil dvou sousednich
funk¢nich hodnot. Existuje dopiedna a zpétna diference. [1]

Dopiedna diference je tvaru

Af (k) = f(k+1) = f(k), (7.10)

zatimco zpétna diference je tvaru
Vi) = f(k) — f(k —1). (7.11)

Pro numerické feseni jsme pievedli rovnici (7.2) do diferen¢niho tvaru
T(t+4t) =T(t) + At(k - (T, — T(£)) + G). (7.12)

[1]

Jako vzorkovaci periodu jsme zvolili 1 minutu, tedy At = 1.
Rovnici (7.12) jsme fesili iteraci pies cyklus for ve skriptovacim jazyce Python, kdy je za
hodnotu T dosazena vzdy hodnota z piechazejici iterace.

#Importovani knihovny matplotlib, ktera je popsana nize
import matplotlib.pyplot as plt

#Nastaveni hodnot vsech parametrii
Te=12.6

G=0.45

T=249

k =0.0829

Ac=1

intervalTeplot =[] #Vytvoreni pole pro ukladani jednotlivych hodnoty teploty T
intervalTeplot.append(T) #Ulozeni teploty T'v case t = 0 do pole jako prvni hodnota.

#Vypocet hodnot:
for tin range(Z, 31):
T=T+act*(k*(Te-T)+G)
intervalTeplot.append(T) #Ukladani hodnot do pole pro nasledné vykresleni grafu

#Nastaveni parametru grafu

t = list(range(0, 31))

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.scatter(t, intervalTeplot, color="red", marker="x"
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#Spojnice jednotlivych hodnot teploty s osou x:
for i in range(len(t)):
plt.plot([t[i], t[i]], [O, intervalTeplot[i]], color="gray", linestyle="dotted’)

#Nastaveni popisu grafu
plt.xlabel('Cas (minuty)")
plt.ylabel('Teplota (°C)')

plt.grid(True)
plt.show()
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Obr. 18: Bodovy graf diferenéni rovnice (7.12)

7.3 Softwarové reSeni

Rovnici (7.1) jsme softwarové ovéfili ve skriptovacim jazyce Python za pouziti tii
knihoven. Pouzity kod a graf zavislosti teploty na ¢ase je uveden nize. Konstanta k vysla
shodné¢ jako pfi analytickém feSeni.

Knihovna NumPy je zakladni knihovna pro védecké vypoclty v jazyce Python.
Poskytuje vykonné néstroje pro praci s maticemi a vicerozmernymi poli, coZ umoziuje
efektivni manipulaci s daty a numerické vypocty. NumPy je zakladnim stavebnim
kamenem mnoha dalSich knihoven pro védecké vypocty v Pythonu, jako je naptiklad
SciPy, Pandas a Matplotlib. Mezi nejvétsi vyhody této knihovny patii Siroka
funkcionalita, efektivni prace s daty a propojenost s ostatnimi knihovnami. Dalsi
pouzitou knihovnou je knihovna SciPy. Jedna se o open-source knihovnu pro technické
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vypocty. Poskytuje Sirokou Skalu pokrocilych funkci pro optimalizaci, numerickou
integraci, interpolaci, obecnou i linearni algebru a praci s Fourierovou a Laplaceovou
transformaci. SciPy je postavena nad knihovnou NumPy a poskytuje vys§i uroven
knihovny je modul integrate, ktery obsahuje funkce pro numerickou integraci riznych
typt funkci. Pro ucely nasi prace byla z tohoto modulu importovana pouze funkce fsolve.
Tato funkce dokdze efektivné fteSit obycejné diferencidlni rovnice numerickymi
metodami. Posledni pouzitou knihovnou je Matplotlib, ktera se ftadi mezi
nejpouzivanéjsich knihovny pro vizualizaci dat. Poskytuje flexibilni nastroje pro tvorbu
statickych grafti a diagramt, které jsou nezbytné pro analyzu dat, prezentaci vysledkl a
komunikaci védeckych a technickych poznatkii. Matplotlib je siln¢ inspirovan grafickym
rozhranim Matlabu a poskytuje podobnou syntaxi, coz usnadnuje uzivatelim piechod z
Matlabu do Pythonu. Nejdulezitéjsim modulem knihovny Matplotlib je modul pyplot,
ktery umoziuje rychlou a jednoduchou tvorbu grafii a diagramd. [5, 11]

Diivodem vybéru jazyka Python je, Ze Python je otevieny a zdarma dostupny.
Vyznacuje se velkou a aktivni komunitou uzivateld, coz znamend, ze je snadné najit
pomoc, dokumentaci a online zdroje pro feseni jakéhokoliv tkolu.

# Importovani potrebnych knihoven
import numpy as np

from scipy.optimize import fsolve
import matplotlib.pyplot as plt

# Konstanty zadané v uloze

G =045
Te=126
T0=24.9
T30=18.6

# Definujeme funkci pro vypocet rovnice

def equations(vars):
k = vars[0] # Vytahneme hodnotu k z argumentii
C=T0-Te-G/k #Spocitaime konstantu C pomoci pocatecni podminky T(0)
return [C * np.exp(-30 * k) + Te + G / k - T30] # Homogenni a partikularni reseni

# Pocatecni odhad pro hledanou konstantu k
initial_guess = [0.1]

# Reseni rovnice pomoci funkce fsolve z knihovny scipy.optimize
solution = fsolve(equations, initial_guess)

k = solution[0] # Ziskdame hodnotu k z vysledku fsolve
print('konstanta k ="', k)  #Vypsdni hodnoty k

konstanta k = 0.08289581566649412

# Vypocet konstanty C pomoci pocatecni podminky T(0)
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C=T0-Te-G/k
# Definujeme funkci T(t) podle nalezenych hodnot k a C
def T(t):

return C * np.exp(-k *t) + Te+ G/ k

# Vykresleni grafu
t_values = np.linspace(0, 30, 300) # Casové hodnoty od 0 do 30
T values = T(t_values) # Hodnoty funkce T(1) pro casové hodnoty

# Nastaveni parametri grafu

plt.plot(t_values, T_values,color="red', label="Teplota v mistnosti T")
plt.xlabel('Cas (minuty)"

plt.ylabel('Teplota (°C)")

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()
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Obr. 19: Graf zavislosti teploty T V mistnosti na ¢ase t
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7.4  Srovnani jednotlivych metod

Kazda metoda ma své vyhody a nevyhody, a to jak z hlediska ptesnosti vysledku, tak i z
hlediska slozitosti provedeni a ¢asové narocnosti.

Analytické feSeni, jak pomoci charakteristické rovnice, tak i Laplaceovou
transformaci byva ¢asové zdlouhavé. Kdybychom méli systém, ktery by byl popsan
jelikoz neni vzdy mozné najit feSeni analytickou cestou. Zna¢nou vyhodou téchto metod
je moznost hlubSiho porozuméni danému systému. Pomoci derivace a integrace
matematickych vyrazii 1ze analyzovat vliv jednotlivych parametri na vysledek. Tyto
metody najdou své uplatnéni pfi feSeni systému, pro které je dalezita spojitost v kazdém
casovém okamziku.

Numerické feSeni pomoci diferenéni rovnice bylo pro tento kol vhodné, jelikoz
méfeni teploty lze velmi pekné vyobrazit jako diskrétni veli¢inu, viz. Obr. 17, kde je
znazornéna teplota v kazdé minuté méteni. Tento piistup by byl nevhodny v tloze, kde
je nezbytné zachovat spojitost sledované veli¢iny. Mulze se jednat zejména o
hydrodynamické a akustické jevy.

Poslednim zvolenym pfistupem bylo softwarové feseni. Vysledek tohoto feSeni je
znazornén na Obr. 16. Pomoci softwarovych nastroji 1ze fesit Sirokou Skalu problémi.
Tyto metody jsou casto efektivni a umoziuji feSeni slozitych tloh. Dalsi
nezpochybnitelnou vyhodou je snizeni ¢asové narocnosti a moznosti vykresleni grafu dle
zadanych pozadavki. Se zlepSujicimi se modely generativni umélé inteligence, jako je
napiiklad ChatGPT od spolecnosti OpenAl, se stavd psani takovych jednoduchych
skripti v programovacich jazycich snadngjsi a je dostupné i lidem, kteti nemaji Zadné
zkuSenosti s programovanim. Zna¢nou nevyhodou miZze byt obtiZzné pochopeni
fungovani zvoleného algoritmu a ovéfeni piesnosti vysledku.

Lze fici, ze kazdy pfistup mé své misto v feSeni riiznych problému a ¢asto je vhodné
pouzit kombinaci riiznych metod pro dosazeni nejlepsich vysledka a jejich kontrolu.

58



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2024

8 ZAVER

Cilem této bakalaiské prace bylo vyuziti diferencialnich rovnic pii regulaci teploty. Prace
obsahuje reSersi na téma feSeni diferencialnich rovnic, pfenosu, regulace a stability. Tato
reSerSni Cast byla teoretickym zakladem pro praktickou cast, ktera obsahovala také
analytické a numerické feSeni tlohy zmény teploty, s naslednym softwarovym ovéfenim.

V tvodnich Kkapitolach je pfipomenut matematicky aparat zaméfeny na feSeni
diferencialnich rovnic pomoci charakteristické rovnice a Laplaceovy transformace.
Znacnou vyhodou Laplaceovy transformace je, Ze misto diferencialnich rovnic fesime
algebraické rovnice. Ale toto feSeni je Casto velmi Casové narocné kvuli rozkladu na
transformace. Vyuziti jak charakteristické rovnice, tak i Laplaceovy transformace, je
ukézano na skute¢né tloze zmény teploty Caje pii pokojové teplote.

Dalsi ¢ast je reSerSniho charakteru a je zaméfené na regulaci. Je zde vysvétlena
teorie regulace, jakozto dgje, ktery vede k dosazeni urcité hodnoty regulované veliiny.
Rovnéz jsou v této kapitole uvedeny regulatory, zahrnujici jejich déleni a srovnani. Dale
je definovan pojem systém, tedy soustava vzajemné interagujicich prvkl, a zplsoby
popisu systému. Nasledné je ¢tenaf seznamen s pfenosem a jeho spojitosti s Laplaceovou
transformaci, a také s riznymi metodami pro vyjadieni ptenosu a konkrétnimi piiklady.
Zavér resSerSni Casti je zamé&fen na stabilitu, véetné definice stability a nékterych kritérii,
jakozto efektivnich zpuisobi zjisténi, zda je systém stabilni.

Pro praktickou Cast byl pofizen a sestaven regulator, ktery spolu s ventilatorem
zvysil ucinnost topeni. Regulator piivodné vykonaval funkci pro ohfev, takze aby
vykonéval pozZadovanou funkci ochlazovani, musela byt provedena tUprava zahrnujici
zaménu pind vstupll u komparatoru na ploSném spoji. Konkrétni lloha zmény teploty
V mistnosti byla popsana diferencialni rovnici a byly pro ni naméteny hodnoty jako je
teplota na zacatku méfeni, teplota po tficeti minutach pusobeni ventilatoru a teplota
okolniho prostfedi. Diferencialni rovnice byla feSena &tyfmi pfistupy. Jako prvni
analyticky piistup byl zvolen ptistup pomoci charakteristické rovnice. Tento ptistup byl
asi ¢asove nejzdlouhavéjsi. Pro porovnani byla tloha feSena Laplaceovou transformaci.
Tento ptistup byl znatelné rychlejsi a za vyuziti vlastnosti uvedenych v uvodni kapitole,
i velmi elegantni. Hledana konstanta vysla shodné obéma zplsoby feseni. Pro numerické
feseni byla diferencialni rovnice ptfevedena na rovnici diferen¢ni. Jako vzorkovaci
perioda byla zvolena 1 minuta. Diferenéni rovnice byla feSena pomoci jednoduchého
algoritmu obsahujiciho cyklus for ve skriptovacim jazyce Python. Nasledn¢ byl vykreslen
bodovy graf, popisujici teplotu Vv mistnosti vV kazdé minut¢ beéhem celého méieni.
Konstanta byla nasledné softwarové ovéfena opét v jazyce Python za pouziti nékolika
knihoven.

Préci povazuji za ptinosnou, kvili prohloubeni si znalosti feSeni diferencidlnich
rovnic, které jsou dilezité nejen v oblasti automatizace. Pro tuto praci jsem si musel
dostudovat nejzakladnéjsi zptisoby pienosu tepelné energie. VyzkousSel jsem si kompletni
sestaveni stavebnicového regulatoru, kde jsem si musel doplnit specifické znalosti
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elektrotechniky pro pochopeni, jakym zpisobem funguje. Naucil jsem se praci se
vSemi vySe zminénymi knihovnami v prostfedi jazyka Python, predevsim tedy
s knihovnou Matplolib, diky které jsem vykreslil vSechny grafy, které jsou v praci
uvedeny. Pro kresleni regulac¢nich obvodi jsem si pfipomnél dovednosti Vv prostiedi
AutoCAD.

60



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2024

9 SEZNAM POUZITE LITERATURY

[1]

(2]

(3]

[4]

(5]

[6]

[7]

(8]

(9]

SVARC, Ivan. Automatické rizeni. Vyd. 2. Brno: Akademické nakladatelstvi CERM, 2011.
ISBN 978-80-214-4398-3.

CERMAK, Jan a Ludék NECHVATAL. Matematika I11. Brno: Akademické nakladatelstvi
CERM, 2016. ISBN 978-80-214-5400-2.

SCHIFF, Joel, L. The Laplace transform: Theory and Applications. 1999th. Springer
Science & Business Media, 1999. ISBN 978-1-4757-7262-3.

TUMA, Frantidek. Teorie iizeni. 4. vyd. Plzeii: Zapadoceskd univerzita, 2005.
ISBN 80-7043-361-2.

JOHANSSON, Robert. Numerical Python: scientific computing and data science
applications with Numpy, SciPy and Matplotlib. Second edition. Berkeley: Apress L. P.,
2019. ISBN 978-1484242452.

ADAM, John. A Mathematical Nature Walk. Princeton University Press, 2011.
ISBN 978-0691152653.

HAMBLEY, Allan. Electrical Engineering: Principles & Applications. 7th. Pearson, 2017.
ISBN 978-0134484143.

KARL HEINZ, John. I[EC 61131-3: Programming Industrial Automation Systems:
Concepts and Programming Languages, Requirements for Programming Systems,
Decision-Making Aids. 2nd. Springer, 2014. ISBN 978-0134484143.

HLAVA, Jaroslav. Prostiedky automatického rizeni Il: analogové a Ciselné reguldtory,

elektrické pohony, primyslové komunikacni systémy. Praha: Ceské vysoké udeni technické,
2000. ISBN 80-01-02221-8.

[10] CENGEL, Yunus a Afshin GHAJAR. Heat and Mass Transfer: Fundamentals and

Applications. 5th. McGraw Hill, 2014. ISBN 978-0073398181.

[11] VANDERPLAS, Jacob T. Python data science handbook: essential tools for working with

data. Beijing: O'Reilly, 2017. ISBN 978-1491912058.

[12] BELHOSTE, Bruno a Frank RAGLAND. Augustin-Louis Cauchy: A Biography. Softcover

reprint of the original 1st ed. 1991. Springer, 2011. ISBN 978-1461277521.

61



HORACEK, Jan. Vyuziti diferencidlnich rovnic pfi regulaci teploty

10 SEZNAM OBRAZKU

Obr. 1 Laplaceova transformace

Obr. 2 Laplaceova transformace pti feseni diferencialnich rovnic
Obr. 3 Zavislost chladnuti ¢aje na Case t

Obr. 4 Obvod regulace

Obr. 5 Regulator se zpétnou vazbou

Obr. 6 Regulator s otevienou smyckou

Obr. 7 RozloZeni polu a nul ptenosu (4.15)
Obr. 8 Piechodova funkce

Obr. 9 Graf stabilniho obvodu

Obr. 10 Graf nestabilniho obvodu

Obr. 11 Graf obvodu na hranici stability

Obr. 12 Regulaéni obvod

Obr. 13 Schéma soucastek

Obr. 14 Schéma regulatoru

Obr. 15 Sestrojeny regulator

Obr. 16 Upraveny plosny spoj

Obr. 17 Zapojeni regulatoru a ventilatoru

Obr. 18 Bodovy graf diferen¢ni rovnice (7.11)
Obr. 19 Graf zavislosti teploty T na Case t

62



