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ABSTRAKT

Cilem této prace je popsani miniaturni zkousky protla¢ovanim, vymezeni pouziti této zkousky,
a to vcetné shrnuti jeji aplikace. Dale byla provedena reSerSe empirickych vztaht, které slouzi
Kk ur¢eni meze kluzu a také meze pevnosti zkusebniho vzorku, ktery byl podroben této zkousce.
Byly vytvofeny ctyfi modely, pomoci kterych byla analyticky stanovena mez kluzu
dvou materialti na zakladé Kirchhoffovy teorie desek. Vypocitané hodnoty byly srovnany
s hodnotami meze kluzu, ktera byla zjist€éna normovanou zkouSkou tahem a také s hodnotami
obdrzenymi z empirickych vztaht. Empirické vztahy dosahuji pfi ur€ovani meze kluzu mensich
odchylek nez pouzité vypoctové modely.

KLICOVA SLOVA

Miniaturni zkouska protlacovanim, Kirchhoffova teorie desek, mez kluzu, hlinikova slitina
2024 — T351, austeniticka ocel AISI 316L

ABSTRACT

This thesis aims at describing the small punch test, considering its limitations and its
applications. Research of empirical equations, by which the value of yield stress and ultimate
tensile stress is determined, was carried out. Furthermore, four calculation models were
introduced. These models served to establish the yield stress of two materials using analytical
solution based on Kirchhoff’s theory of plates. Calculated values of the yield stress were
compared to the values obtained by the normalized tensile test. Calculated values were
compared to the values of yield stress from the empirical equations found in literature as well.
Yield stress values obtained by empirical relations were more accurate than those obtained from
analytical solutions stated in this thesis.

KEY WORDS

Small punch test, Kirchhoff’s plate theory, yield stress, alluminium alloy 2024 — T351,
austenitic steel AISI 316L
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1. UVOD

vvvvvv

nutné, aby byla zajiSténa jejich bezpecna Cinnost. Jakdkoliv zména tvaru, hlavniho rozméru
nebo piipadné trhlina mize ohrozit bezpecnost zafizeni. Pfi navrhovani konstrukéniho feSeni
jakéhokoliv problému musi byt brano v potaz chovani materialu, ktery je pfi vyrobé pouzit.
Vétsina havarijnich stavli nenastava pii piekroceni meze kluzu, nybrz v disledku unavy.
Pochopeni stavu meze kluzu je totiz mnohem jednodussi a v praxi se mu diky tomu da snadnéji
vyhnout.

Mimo navrhovani je dulezité znat i chovani materidlu za chodu. Pravé posuzovani
chovani materialu béhem provozu je velice problematické. Neni mozné udélat analyzu, je-li
materidlu nedostatek, nebo by jeho odbér ohrozil funkénost. Pravé z tohoto divodu byla
vyvinuta zkouska, kterd vyzaduje velmi malé rozméry zkuSebniho vzorku. Tato metoda se
nazyva miniaturni zkouska protlac¢ovanim, anglicky Small punch test. Jedna se o protlatovani
miniaturnich diski a nasledné vyhodnoceni meze kluzu na zakladé¢ sily, ktera je potiebna
K protlaceni vzorku.

I kdyZ je znama sila, kterd vyvold mez kluzu, pofad zistava problém, jak pfesné urcit
samotnou mez kluzu. Za timto ucelem byly vypozorovany jisté¢ zavislosti a rtizné vyzkumné
tymy vytvofily mnoho empirickych vztaht, které slouzi prave k urc¢eni meze kluzu. V této praci
je nékolik z nich uvedeno a nésledné aplikovano na dva materidly.

V dalsi casti této prace byly odvozeny vztahy pro vypocet meze kluzu na zékladé
Kirchhoffovy teorie desek. Celkem byly vypracovany ¢tyii modely, které poslouzily k ur¢eni
meze kluzu. Hodnoty vypoctené pomoci téchto modelt byly nakonec srovnany s hodnotami
ur¢enymi pomoci empirickych vztahii a pomoci pfesnéj$i experimentalni metody, a to
zkouskou tahem.
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2. MATERIALOVE CHARAKTERISTIKY

V této kapitole je uveden piehled materidlovych charakteristik, které je mozné zkoumat pomoci
miniaturni zkousky protlacovanim.

2.1 Mez kluzu a mez pevnosti

Mezni stav pruznosti materidlu nastava v bod¢, kdy vznika prvni plastickd deformace. Do
tohoto bodu je material deformovan elasticky a po odlehCeni se vrati do ptivodniho stavu.
Mechanismem elastické deformace je posouvani atomu v uzlovych bodech své miizky vlivem
vnéjsiho zatizeni, méni se parametr miizky [1]. Mez pruznosti se d4 také definovat jako napéti,
pii kterém ztraci Hookovsky material linearitu. UrCovani pfesnych deformaci a posuvu téles
za mezi kluzu uz proto neni mozné analyticky fesit.

Mez pevnosti je stav, ve kterém vznika plasticka nestabilita. U tahovych zkousek je to
vznik kr¢ku. U kovovych materialt je to také nejvyssi mozné dosazitelné napéti. Do meze
pevnosti plati zdkladni mechanismy plastické deformace, kterymi jsou skluz dislokaci anebo
dvojcaténi. Skluz dislokaci probiha v nejhustéji obsazenych rovinach krystalové miizky a to
proto, Ze prace pro piemisténi atomil je v t€chto rovinach nejmensi. Pti dvojcaténi na rozdil
od skluzu dislokaci se jedna o pohyb netplnych dislokaci, a to o necelou meziatomovou
vzdalenost. V mikrostruktufe je kone¢ny obrazec soumérny podle roviny dvojcaténi [1].

Ur¢ovani deformaci a posuvii realnych strojnich souc¢asti mezi témito dvéma hodnotami
se provadi numericky. Jednim z nejpouzivangjsich nastroju v dnesni dobé je metoda koneénych
prvka.

2.1.1 Normovana zkouska tahem

K ur¢eni meze kluzu se pouziva normovana zkouska tahem [1]. Pfi této zkouSce je normovany
vzorek natahovan a sila vyvinutd na vzorek se zaznamenava. Pohyb uchopovacich Celisti je
pomaly, aby se zatiZzeni vzorku dalo povazovat za kvazistatické, tzn i1 kdyz se Celisti pohybuji,
jejich dynamicky vliv je velmi maly. U této zkousky vznikéd v materialu jednoosy stav napjatosti
a trojosy stav deformace. Pro tahovou zkousku tedy plati Hookelv zakon pro jednoosou
napjatost. Ten fika, ze zavislost mezi napétim a deformaci je linearni [2].
oc=E¢ (2.1)

e 0 —napéti

e E — Younglv modul pruznosti v tahu

e ¢ —pfetvoreni

Realn¢ strojni soucasti ale zpravidla nebyvaji zatizeny jen v jedné ose. A piepocet
realného viceosého napéti na redukovaného napéti s sebou nese chyby [2]. Proto se pouzivaji
I jiné mechanické zkousky, mezi které patii i protlacovaci zkousky, které vystihuji zatizeni
nékterych redlnych soucasti 1épe. Vzajemné piepocty mezi rtiznymi zkouSkami podléhaji
V dnesni dobé vyzkumu.

2.2 Teceni materialu — Creep

Creep neboli teCeni materidlu nastava, pokud je materidl vystaven za vysokych teplot
konstantnimu zatiZeni a v diisledku i pii napéti, které je niz$i nez mez kluzu, deformace roste
[3]. Creepu podléhaji konstrukce vystavené vyssim teplotam. Mezi tyto konstrukce patii
lopatky spalovacich turbin nebo potrubi v tepelnych elektrarnach a jejich odolnost viici creepu
je dilezita, nebot’ na jejich funk¢nosti zavisi mnoho Zivotl. Creepové zkouSky jsou drahé a
pro vytvoteni creepovych kiivek pro rizna napéti je potieba relativné velké mnozstvi materialu
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[4]. Nebot' zkouSenym materidlem mize byt draha superslitina, byla snaha vyvinout
nestandardni zkousku, jejiz realizace by byla levnéjsi. I toto byl jeden z impulst k vyvinuti
miniaturniho testu protlacovanim — Small punch test (SPT). Jeden z SPT se nazyva constant
force, tedy konstantni sila a slouzi pravé pro posouzeni creepovych vlastnosti [5].

Dalsi z faktori, které umoznuje SPT urcit, je relaxace napéti. Dochazi K ni v télesech
upnutych tak, aby jejich deformace zistala konstantni [4]. Pfi téchto podminkach se pak ¢ast
elastické deformace pfeméni na plastickou a napéti v télese poklesne. Relaxace se mize urCovat
za pokojovych i zvySenych teplot. K urceni relaxacnich vlastnosti slouzi specialni SPT — R test,
kde R znaci relaxaci. Pii této zkousce se udrzuje konstantni deformace, a to pomoci pocitace.
Opét je velkou vyhodou SPT velikost zkusebniho vzorku.

2.3 Tranzitni teplota a small punch testing

Jednou z dalsich materialovych charakteristik je narazova prace. Jedna se o praci potiebnou
Kk pferazeni zkusebniho vzorku. K urceni této charakteristiky slouzi zkouska razem v ohybu a
provadi se na Charpyho kladivu [1]. Prace se nasledné uruje jako rozdil potencialnich energii.
Hodnota této prace zavisi na tom, v jakém stavu je zkouseny vzorek. RozliSujeme dva stavy,
ktehky a houzevnaty. U materiadlt s BCC krystalovou mfizkou je zména ndrazové prace
S rostouct teplotou vyrazna. Pro pierazeni houzevnatého materidlu (lom je tvarny) je zapotiebi
vykonat vice prace. Kazdy materidl je z ¢asti houzevnaty a z ¢asti kiehky. Prace potebna pro
pterazeni vzorku (a tim 1 podil kiehkého lomu) je funkei teploty a zavisi na ni podle funkce
hyperbolicky tangens. Teplota, pii které dosahne podil kiehkého lomu 50 %, se nazyva tranzitni
teplota tsos. Dalsi tranzitni teploty se fidi napiiklad konkrétni hodnotou narazové prace, nebo
stfedni hodnotou narazové prace. Urceni této teploty je dileZité z konstrukéniho hlediska, aby
pii provozni teploté nedoslo k jinému chovani nez za pokojové teploty.

Podobné jako u normalizované zkousky tahem i u zkousky razem v ohybu ma nevyhodu
velikost vzorku, pokud jsou zkoumany vlastnosti materidlu, kterého neni mnoho k dispozici,
nebo podobné jako u meze pruznosti a meze pevnosti neni mozno odebrat z provozniho mista
velké mnozstvi materidlu na vyrobu normovaného vzorku. Proto byla snaha zkusit zjistit
tranzitni teplotu pomoci SPT. Testy ovSem ukézaly rozdilné hodnoty tranzitni teploty
u Charpyho testu a SPT [6]. Tyto rozdily mohou byt disledkem velikosti, absence vrubu a také
rozdilné rychlosti zatézovani u obou zkousek. Po ptidani vrubu na vzorek pro SPT uz bylo
mozno prolozit data funkci hyperbolicky tangens a tranzitni teplota se pfiblizila teploté zjisténé
Charpyho testem.

2.4 Lomova houZevnatost

Posledni problematicka materidlova charakteristika je lomova houZevnatost. Lomova
houzevnatost Kic (v anglicky psanych zdrojich se pouziva 1 jiné znaCeni) pomaha spravné
vyhodnotit budouci chovani trhliny [7]. Jedna se o kritickou hodnotu faktoru intenzity napéti
Ki. Je mozné hodnotu K| chépat jako hnaci silu trhliny k lomu a Kic jako odpor materialu [8].
Pro hodnotu lomové houZevnatosti plati predpoklad, ktery tvrdi, Ze nezavisi na velikosti télesa.

Kvili tomuto predpokladu byla snaha odvodit jeji hodnotu ze zaznamu SPT. Do doby
rozmachu SPT byla pro uréeni lomové houzevnatosti potieba vétSich vzorkd. Zjistovani
lomové houzevnatosti se setkalo s pocateCnimi netispéchy, ale nakonec se podaftilo najit linearni
zavislost mezi lomovou houzevnatosti a pretvorenim, které odpovida lomu [9]. | pfesto neni
doporucovano pouzivat SPT k ur¢ovani lomové houZevnatosti a literatura doporucuje tyto testy
vyhodnocovat s vétsimi vzorky pfi jinych testech. Mezi tyto testy patii naptiklad Pelliniho test
padajicim zavazim nebo Robertsontv test [8].
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3. SMALL PUNCH TEST

Small punch test je pomérné nova, alternativni metoda zjistovani mechanickych vlastnosti.
Poprvé byla pouzita na Massachusetts Institute of Technology (MIT) pro studium radia¢niho
zktehCovani v roce 1981 [10]. Poté se tato zkouska zacala pouzivat a vyvijet v Japonsku a prvni
pokusy o standardizaci probéhly jiz v roce 1988 Japonskym vyzkumnym institutem JAERI.
Impulsem pro vyvoj takové zkousky bylo testovani mechanickych vlastnosti soucasti, které by
mohly podléhat degrada¢nim procesim zpusobenym napiiklad zvySenou radiaci [9]. Vyvoj
SPT byl umoznén vyvojem piesnych pocitacem fizenych elektromotort a vysledky byly dale
zlepSeny pouzitim metody kone¢nych prvka.

Obrazek 1: Aparatura SPT [11]

Na obrazku 1 [11] je znazornén pfistroj na provadéni small punch testu. Zelenymi
barvami jsou nakresleny spodni a horni matrice. Modra barva piedstavuje téleso, ve kterém je
umisténa bila protlaCovaci kulicka. ZkuSebni vzorek mé ¢ervenou barvu. Poslednim dilem se
zluta tycCinka, kterd slouzi k zaznamenavani prihybu. Tato ty¢inka neklade prohybani vzorku
témét zadny odpor a jeji pfitomnost je tedy pro analytické feSeni této situace nepodstatna.
Méfeny prihyb je zaznamenavan a vykreslovan. Pomoci znalosti nékterych z empirickych
vztahi pro napéti se vypocita mez kluzu. SPT miize byt realizovano ttemi zékladnimi zplsoby:
za konstantni rychlosti posunu kulicky, za pouziti konstantni zatézné sily a kombinaci téchto
dvou. Prvni zminény zptsob se pouziva k uréeni meze kluzu [4]. Druhy a tieti pak k ur¢eni
creepovych arelaxaénich vlastnosti. Tato prace se bude zabyvat prvnim zptsobem, ten je
Vv literatufe oznacovan jako Small punch test — constant deflection rate (SPT-CDR).

Princip provadéni SPT je zndzornén na obrazku. ZkuSebni vzorek je uchopen mezi horni
a spodni matrici. Tyto matrice jsou pii provadéni zkousky na sebe nasroubovany a ptitazeny.
To, jakou velikost méa ptitahovaci sila nadale urcuje, jaky typ SPT-CDR se provadi. Pti pouziti
vysoké pfitahovaci sily se jedna o tzv. bulge punch test [5] a vzorek se v pribéhu zkousky
nepohybuje. Pii pouziti nizké, nebo dokonce zadné pritahovaci sily je zkouska oznacovana jako
punch drawing test [5]. U punch drawing testu mtze dojit k posunuti vzorku, a to podobnym
zpisobem jako u tvéfeci technologie hlubokého tazeni. Podstatnou soucasti zkousky je
samoziejm¢ samotné protlacovaci téleso. Realizace ,,razniku®, pokud se protlacuje kulovym
télesem, je mozna dvéma zplUsoby. Prvni zpisob je uskuteCnén obrobenou plochou,
protlacovani je uskutecnéno jednim télesem. Druha mozZnost je tlaeni ocelové, piipadné
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I keramické, kulicky pomoci valce. Keramicka protlacovaci kulicka je na obrazku 2 [12].
Protlacovani nemusi byt vzdy uskute¢néno kouli. Vyzkumna centra pouzivaji i ¢tvercové a jiné
profily aporovnavaji jejich rozdily vici kouli. Empirické vztahy, pouzivané na zjisténi
pozadovanych mechanickych vlastnosti, jsou vytvotfeny pro kulové protlacovaci téleso, a proto
protla¢ovani jinymi profily neni prozatim velmi uzite¢né [9].

Obrazek 2: Protlacovaci téleso keramické [12]

3.1 Aplikace SPT

SPT se pouziva, jak jiz bylo uvedeno, na materidlech vystavenych degrada¢nim procestim.
Jaderné elektrarny ve svém primarnim ob&hu vyuzivaji fizené §té€pné fetézové reakce na
radioaktivnim Uranu a reaktor je vystaven vysoké radiaci. Pobliz reaktorti byvaji umistény
vzorky tak, aby byly radiaci také vystaveny, nebo jsou vzorky odebrany nedestruktivné. Pomoci
SPT pak muze byt zkouman vliv radiace na mechanické vlastnosti. Soucastky vystavované
zvlaStnim procestim vétSinou byvaji vyrobeny z kvalitnich, a proto také velmi drahych, slitin.
U SPT je tedy ocefiovana mala spotieba materialu pfi testovani [5]. Mezi dalsi vlivy, u kterych
je snaha zjistit, jak ovliviiuji mechanické vlastnosti, patii korozni (nebo jinak reagujici)
prostiedi, voda a jeji roztoky, elektiina apod.

Ve strojirenském primyslu je potieba soucasti k sob& spojovat. Spoje jsou realizovany
mnoha zpusoby. Jeden z nejrozsifenéjSich typt spoji je spoj svarovy. Uréit mechanické
vlastnosti vlastniho svaru je sice velice dulezité, ale pomoci tradi¢nich zkousek nemozné [5].
Pfed vynalezem SPT se vlastnosti svarovych spoji posuzovaly neptimymi metodami. Simulace
zalozené na analytickych feSenich kritickych mist ne vzdy dostatecné vystihovaly skutecné
prib&hy napéti a deformaci svaru. SPT umozZiiuje vyzkumnym tymim udélat si lepsi predstavu
0 tom, k jakym deformacim v zatizenych svarech dochazi.

Odvétvi, které SPT vyuziva nejcastéji, je energeticky prumysl, kde ve vétsing ptipadi
neni Kk dispozici mnoho materiald a klasické zkousky proto neptipadaji v tvahu. Odbér vzorku
pro SPT, jak jiz bylo zminéno, mize byt nedestruktivni [13]. Pokud tedy pii konstrukci zatizeni
nebylo brano v potaz potencialni testovani a nejsou tudiz vzorky materialu na misté, mizeme
si material odebrat pfimo ze zatizeni. K odbéru se pouziva naptiklad patentovany nastroj firmy
Rolls-Royce, ktery je znazornén na obrazku 3 [13]. Ten pomoci fezné skofapky vyfizne ¢ast
koule z t€lesa a magnetem jej zadrZi. Z vyiiznuté Casti koule poté mize byt vyfiznut a nasledné
vybrouSen testovaci vzorek pro SPT. Pozadavky na ptesnost i drsnost vzorku jsou pomérné
vysoké, protoze vysledky se 1 pfi malych zménach rozmérti mohou vyrazné lisit.
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Obrazek 3: Zarizeni pro nedestruktivni odbér vzorku [13]

Vzorky mohou nabyvat riznych rozmért. Takahashi a Mao, kteti publikovali o SPT jiz
v 80. letech minulého stoleti, pouzili disk o praméru 3 mm a vysce 0,5 mm [9]. Evropsky vybor
pro normalizaci doporucuje primér 8 mm, primeér dolni matrice 4 mm a primeér protlacovaci
kulicky 2,5 mm [5]. V ptipadé, je-li pouzit k testovani vzorek jinych rozméri, je nutno tomu
ptizplsobit i priméry dolni matrice a protlacovaciho télesa.

Hlavni nevyhoda SPT spociva v tom, Ze neexistuje norma, kterd by tuto zkousku
popisovala. Proto mnoho vyzkumnych center pfichéazi s jinymi vysledky, ptestoze byl zkousSce
podroben stejny material. Vyznamnou roli v neshod¢ vysledku hraje rizna sila stisku Celisti
testujiciho zafizeni. V soucasnosti se o normalizaci SPT snazi Evropsky vybor pro normalizaci
Comité Européen de Normalisation (CEN) ve své praci Small Punch Test Method for Metallic
Materials (CWA), ktera je jakymsi navodem pro realizaci této zkousky [5].

OvSem 1 kdyby byly podminky zkousky jednotné, pofad by dochézelo k rozdilnym
vysledkiim, 1 kdyZz uz s mens$imi odchylkami. Pfi¢inou takového chovani je maly rozmér
zkusebnich vzorki [4]. Pfi téchto rozmérech uz hraje roli vzajemné rozlozeni jednotlivych zrn
a jejich velikost. Toto chovdni mlze byt ocekdvatelné, byla-li soucast, ze které¢ je vzorek
odebran, vystavena technologickym procestim, které ovliviiuji orientaci a tvar mikrostruktury
[14]. Mezi procesy ovliviiujici orientaci a tvar patii tvareci operace jako napiiklad valcovani a
tazeni.

Klasicky zdznam zkousky pro houZevnaty material (na obrazku 4) je mozné rozdélit
do Sesti oblasti. I. oblast je elasticka a kon¢i silou F,, oblast II. tedy zaznamenava ptechod
elastického a plastického chovani materialu. Oblast I11. ukazuje zpeviiovani a IV. naopak tvorbu
krcku a néasledné zméek€ovani, tato oblast konci iniciaci trhliny. Oblast V. znaci Sifeni trhliny
ve tvaru kruznice (jako protlacujici téleso) a je charakteristickd prudkym poklesem sily. V
oblasti VI. jiz dochazi jen k odlomeni ¢asti vzorku [15].
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Obrazek 4: Zaznam zkousky pro houzevnaty material [15]
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3.2 Urceni kritickych hodnot zatéznych sil

Zatimco sila F,, jez je potfebnd k dosazeni meze pevnosti, je ze zaznamu zkousky snadno
zjistitelnd, sila F,, kterd zptisobi mez kluzu, jiz neni jednoduse odecitelna. Experimenty ukazaly
n¢kolik moznych zpisobil urceni této sily. Dalsi metody jsou i naddle zkoumany a navrhovany.

V prvni ¢asti zaznamu lze kiivku aproximovat lomenou pfimkou [16]. Toto feSeni
vychazi ze dvou okrajovych bodd. Pocatek a bod, jehoz soufadnice jsou u;, = h a tomu
odpovidajici sila. Dale se pomoci metody nejmensich ¢tvercti ur¢i bod zlomu piimky. Tato
metoda se oznacuje, metoda dvou secen. Za silu F, se potom oznacuje sila odeCtena piimo
z pruseciku téchto dvou ptimek. CWA dale doporucuje minimalizovat chybu podle vzorce
v rovnici 3.1 [5]. Sila F je funkci prihybu, stejné tak i lomena ptimka f.

E,, = f [Fw) - ] du (3.1)

To znamena, ze za silu F, se povazuje sila, kterd byla odectena z grafu spusténim
kolmice z prase¢iku dvou seCen. Prasecik této kolmice a vlastniho zaznamu zkousky ma
soufadnice u, a F,. Obvykle vychazi hodnota F, vyssi pted korekci doporu¢enou CWA.

Dalsi zptisob odecitani sily F, se nazyva metoda dvou tecen [6]. Metoda je podobna
predchozi uvedené metodé. Rozdil spoc¢iva v tom, Ze namisto metody nejmensich ¢tverca se
ve dvou bodech, nejéastéji pro u = 0 a u = h sestroji teény k zaznamu zkousky. Nevyhodou
této metody je podminka sestrojitelnosti teCen. Oba vychozi body musi mit dostatecné linearni
okoli, aby tato metoda dodavala pfiblizné pfesnou hodnotu F,. Proto se metoda dvou secen,
ktera spoléha Cisté na numericky algoritmus, pouziva ¢astéji.

Zakladni trojici metod vedoucich k uréeni sily F, uzavira metoda offset. Podobné jako
se u jednoosé tahové zkousky v o /e diagramu urCuje R, vykreslenim rovnobézky k tecné
zaznamu v pocatku grafu posunuté o konkrétni hodnotu po ose &, metoda offset vykresluje
rovnobézku k tecné posunutou o hodnotu u. Nejcastéji se pouzivaji hodnoty u = h/10
ptipadné¢ u = h/100 [6].

Mimo grafické metody urcovani potiebnych sil se v technické praxi pouzivaji i
empirické vztahy.

3.3 Metody urcovani meze kluzu a meze pevnosti

Mezni hodnoty napéti mohou byt pii testovani ur€ovany empirickymi vztahy anebo pomoci
numerickych simulaci. Dva nejpouzivanéjsi principy simulaci jsou vyuziti neuronovych siti a
inverzni numericka simulace pro ziskani kiivky zpevnéni [17].

Pii vytvareni modelu pro simulace musi byt brano v potaz mnoho vlivl. Naptiklad
feSeni nebude déavat piiblizné€ spravna feSeni, pokud nebudou vSechny ostatni pfitomna télesa
krom¢ disku mit charakter tuhého télesa [15]. Ve skute¢nosti se ale i matrice i raznik také
deformuji. V porovnani s deformaci desky jsou to ovS§em zanedbatelné hodnoty. Dale musi byt
bran v potaz soucinitel tfeni mezi raznikem a vzorkem. Tato nelinearita zpUsobuje
v analytickych feSenich SPT problémy. Pro modelovani je nutno ptedpokladat izotropni
charakter vzorku z pohledu jeho struktury, jakékoliv vady mikrostruktury, ptipadné vméstky
také zpusobuji odchylky modelu od redlného chovani vzorku pii zkousce.

3.3.1 Empirické vztahy

Protoze analyticky vypocet meze kluzu a pevnosti je velice narocny uvadi riizné zdroje své
vlastni aproximacni vztahy. Tyto vztahy byly ur€eny experimentalng, a proto nemusi byt vzdy
vSechny pouzitelné. Platnost vztahi mize byt ovlivnéna materidlem, rychlosti posuvu a jinymi
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faktory. V nasledujicich odstavcich budou tyto empirické vztahy uvedeny a bude popsan jejich
princip.

3.3.1.1 Mao a Takahashi

Jedna z prvnich védeckych praci zabyvajicich se miniaturnim testovanim, konkrétné SPT byla
napsana Maoem a Takahashim. Ur¢ovani meznich napéti vychazi z regrese experimentalnich
hodnot pro 8 materiald [9]. Pro tuto zkousky byly pouzity dva typy vzorkd, a to disky o priméru
3 mm avysce 0,24-0,25 mm a kvadry s ¢tvercovou podstavou 10x10x0,5 mm. Cilem vyzkumu
bylo uréeni lomové houzevnatosti za pomoci ekvivalentniho lomového pietvoieni.
K empirickému urceni lomové houzevnatosti ovSsem musely byt navrzeny i vztahy aproximujici
mez kluzu R, i mez pevnosti R,,,.

F,
R, = 0,36 (t—z) (3.2)
Ey
R, = 0,13 (t—z) +320 (3.3)

e t [mm]- pocate¢ni tloust’ka vzorku (literatura uvadi piipadné oznaceni h)
Tyto vzorce lze obecnéji zapsat nasledovngé:

Re = Buc(15) + B (34
Fon = Bun (12) + B @5)

Bk, B2k, Pim @ Bamptedstavuji koeficienty, které zavisi na podminkdch testovéani. Pro
vztahy podle Takahashiho a Maa plati, Ze B, = 0. V ¢iselnych hodnotidch je zohlednén
napiiklad primér penetracni kulicky a primér spodni matrice. Hodnoty téchto koeficientd se
1181 také kvili riznym moznostem urcenti sily F,. To znamena, Ze jejich hodnoty je doporuceno
pti kazdém méfeni optimalizovat [6]. Za zminku stoji také rozméry koeficientd. Ty, jez
vystupuji ve vztahu jako soucinitele sily (5;) jsou bezrozmérné, koeficienty ; musi mit stejny
rozmér jako veli¢ina na levé strané, tedy MPa [16].

Z obecného zapisu vychazi vétSina dalSich empirickych vztahli. Vztahy se tedy
vzajemné 1i81 hlavné v hodnotach £ koeficientli. V nésledujicich vztazich se sila dosazuje v N,
ane v kN, jak tomu bylo u prvnich dvou vztaht.

Dalsi vztahy, které maji stejné jako prvni uvedené hodnotu S,, = 0 a hodnota S, byla
stanovena ze vzorku o tloust'ce 0,25 mm, jsou tyto:

Ruan [18]:

F
R, = 0,413 (t—Z) (3.6)
Finarelli [19]:

F
R, = 0,45 (t—Z) (3.7)

Nasledujici vztah byl odvozen pro vzorky o tloustce 0,5 mm:
Cuesta a Alegre [20]:

F
R, = 0,4329 (t—§> (3.8)

Tyto vztahy slouzi pouze k uréeni meze kluzu.

3.3.1.2 Guan a Wang

Empirické vztahy podle Guana a Wanga pouZivaji silu F zjiSténou metodou offset pro u =
h/10. Na rozdil od Takahashiho a Maoa jejich empirické vtahy pouzivaji ctyti koeficienty
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nabyvajici téchto hodnot: Sy, = 0,4847, £, = 21,359, f1,, = 0,0666 a (5, = 146,03
[21]. Empirické vztahy tedy maji nasledujici tvar:

F,
R, = 0,4847 (t—z) + 21,359 (3.9)
En
Ry, = 0,0666 (t—z) + 146,03 (3.10)

3.3.1.3 Song a kolektiv

Podobné jako piedchozi empiricky vztah i vztahy Songa a kolektivu pro uréeni napéti maji étyfi
korekéni koeficienty. I v tomto pfipad¢ byla sila F, uréena metodou odsazeni (z anglického
offset) [22]. Hodnoty koeficientl jsou nasledujici: [, = 0,23944; B, = 55,26, Bim =
0,07464, B,,, = 92,54. Empirické vztahy jsou uvedeny v rovnicich (3.11) a (3.12) [22].

F

R, = 0,23944 (t_;) 455,26 (3.11)
Fm

R, = 0,07464 (t—z) + 92,54 (3.12)

3.3.1.4 Norris a Parker

Vztah pro ur¢eni meze kluzu je celkem jednoduchy a ma tento tvar [23]:

F,
R, = 0,457 (t—z) (3.13)
Za to pro odvozeni meze pevnosti Norris a Parker pouzili nasledujici vztah:
En

Rm = 3.14
™~ £(2,32D — 0,9CL + 0,56) (3.14)

e D — primér razniku

e (l—vule matrice Cl = A — D — 2hy, kde A je pramér spodni matrice
Pro piepocitani a Gpravé pro tuto geometrii SPT se jejich vztah do vychozi podoby
s hodnotami koeficientt ,,, = 0,0846 a f3,,, = 0 zapise takto [23]:

F
R,, = 0,0846 (t—’;‘> (3.15)

3.3.1.5 Purmensky a Matocha

Doposud uvedené vztahy se liSily pouze hodnotami koeficientli 5. Purmensky a Matocha ze
svych méteni dosli k zavéru, ze by mél byt bran zietel na zménu tloustky vzorku v pribéhu
zatézovani [24]. V jejich vztazich neni tedy normalizace sily F,, uskute¢néna druhou mocninou
tloustky vzorku, ale sou¢inem pocatecni tloustky vzorku a prihybu jez odpovidd v zaznamu
sile F,,. Jejich aproximace kromé soucinu u,, a t jesté obsahuje koeficient 3,,,. V literatufe je
uveden pouze vztah pro urceni meze pevnosti. Mez kluzu tedy musi byt ur¢ena jinym
empirickym vztahem.
Fn
R, = 0,35 (—) +23 (3.16)
Ut
Nahrazeni tloustky hodnotou pritbéhu pro silu F,;, dava smysl 1 z fyzikalniho hlediska,
kdy se odpor, ktery deska klade deformaci podstatné zmenSuje v disledku tvorby krcku.
Matocha se problematice ur¢ovani meze pevnosti pii SPT vénoval i v dalSich pracich a spole¢né
s Hurstem odvodili nasledujici vztah s novymi hodnotami koeficientti 51, @ Bom [25]:
R, = 0,444 (F—’”t) 1 86,8 (3.17)

Um
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3.3.1.6 Garcia a kolektiv

Myslenku zohlednéni tvorby krCku adoptoval Garcia z prace Purmenského a Matochy.
Aproximacni vztahy byly zpracovany pro oceli a tato uprava by meéla dostateéné zohlednit
rozdilnost materialti, na kterych se SPT provadi [26].

F
R, = 0,346 (t—‘;) (3.18)
E
R, = 0,084 (t—’;) (3.19)
En
R, = 0,277 (m> (3.20)

3.3.1.7 Slope metody

Mezi pomérné novy zpusob uréovani materialovych charakteristik patii metody slopemin @
slopeini. Pii vypracovani téchto metod se vychazelo z databaze materialt v rozmezi meze
pevnosti 150 MPa az 1300 MPa [27]. Pii vytvafeni této predikéni metody byl feSen jeden
Z nejvétsich nedostatki uré¢ovani meze pevnosti pomoci SPT. Timto nedostatkem je skutecnost,
7e maximalni sila, kterd je ze zaznamu zkousky na prvni pohled patrna, neodpovida hodnoté
sily, ktera je nutna k dosaZzeni meze pevnosti. Podle autorti ¢lanku mnohem Iépe sile
korespondujici mezi pevnosti odpovida inflexni bod grafu zdznamu. Tudiz bod, ve kterém je

Pro vypocty bylo vytvofeno 30 modelll materidld S riznymi materidlovymi
charakteristikami [27]. Pfi porovnani vysledkii nové metody s vysledky obdrzené pomoci
simulaci v rdmci metody konecnych prvki (MKP) byla ve vétsin€ ptipada zjisténa velmi mala
odchylka. K maximalni odchylce dochazelo, pokud nabyvala hodnota zpeviujiciho koeficientu
nizkych hodnot. Koeficient zpevnéni n je dalSim omezujicim faktorem. Jeho hodnota by se
méla pohybovat od 4 do 45. NejmenSich odchylek mezi touto metodou a analyzou pomoci MKP
dochazelo pron = 10.

Nasledné byla provedena i prakticka méfeni. Opét byly zaznamenany pomérné malé
odchylky. Pokud je uréena hodnota slopeinimin, da se mez kluzu ur¢it pomoci vztahu v rovnici
(3.21) [27].

R, = 37,437e1,79995.10_4.slopeini/t (3.21)
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4. TEORETICKY PRINCIP RESENI

V této kapitole je shrnut teoreticky zaklad, ze kterého bylo vychézeno pfi analytickém feSeni
SPT.

4.1 Télesa pruznosti a pevnosti

Analyticky popis napjatosti a deformace téles je slozity, a proto byla odvozena teorie prosté
pruznosti a pevnosti. Tato teorie je schopna popsat stavy zatizenych téles pomérné piesne,
pokud jsou splnény urcité piedpoklady. Mezi modelova télesa patii pruty, tlustosténna valcova
télesa, stény, desky a momentové nebo bezmomentové skofepiny. V technické praxi se tato
modelova télesa pfi jednoduchych aplikacich stale pouzivaji. VétSina os a hiideli se modeluje
prutovym télesem, jehoz popis je nejjednodussi. Skotepiny dale modeluji tlakové nadoby a
rizné nadrze. Pomoci stén byvaji modelovany rotujici brzdné kotouce.

Napjatost v bodé télesa jednoznac¢né ur¢ena tenzorem napéti [2]. Jedna se o symetricky
tenzor druhého fadu. Tenzor napéti (rovnice (4.1)) ma devét slozek. Na hlavni diagonale lezi
normalova napéti o pro vSechny tii sméry pravouhlého souradného systému (ss). Zbyla pole
tenzoru zaujimaji smykova napéti t. Jejich indexy oznacuji v tomto poradi normalu roviny,
V niz plsobi a smér plsobeni. Smykova napéti jsou sdruzena, to znamena, ze hodnoty Ty, a Ty,
a vSechny odpovidajici dvojice jsou stejné.

O-.X' Txy T.X'Z
T, = <Tyx Oy Tyz) (4.2)
Tzx Tzy O

Stejné jako napéti je i pretvofeni plné urceno svym tenzorem [2]. Opét se jedna o
symetricky tenzor, pro ktery plati rovnost hodnot odpovidajicich pozic. Cleny na hlavni
diagonale ptedstavuji délkova pretvoreni ve sméru os pravouhlého souradnicového systému. y
oznacuje uhel zkoseni. Zkosy jsou déleny, protoze kazdé smykové napéti vyvola pravé polovinu
celkové hodnoty zkoseni.

Yy  Vxz
&
_ Vyx Vyz
=% & % (4-2)
Y. Y.

V ptedchozich rovnicich jsou tenzory zndzornény pro obecny pravouhly ss. Tento ss je
vhodny pro popis prutovych téles se smykovou napjatosti. Pro dal$i modelova télesa obecné
pruznosti a pevnosti ovSem neni vhodny, protoZe vSechna tato télesa jsou rotacné symetricka.
V tomto piipad¢é se pouziva cylindricky ss [2]. Diky rota¢ni symetrii vstupnich parametra
(geometrie, vazby, zatiZzeni) se mizou vystupni veliiny feSenych problému také piredpokladat
rotacné symetrické.

Tenzor napéti uveden v rovnici (4.3) znazorfuje situaci pro obecny ss. Je mozné ovsem
najit takovy ss, pro ktery plati, ze hodnoty vSech smykovych napéti jsou nulové, coz je pro
popis téles velmi vyhodné, nebot’ se velmi usnadni vypocet bezpecnosti [2]. Normalova napéti
se potom oznacuji oy, g, a g3. Tenzor napéti tedy vypada takto:

oo 0 O
Ty = ( 0 o, O ) (4.3)
0 0 o3
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4.2 Desky

Deska je, jak jiz bylo uvedeno, jedno z modelovych téles mechaniky. Zakladni charakteristikou,
a zaroven i jedinym rozdilem mezi deskou a sténou, je zpuisob zatizeni [7]. Zatizeni pusobi
rovnobézné s osou symetrie, respektive kolmo na stiednicovou plochu. Za urcujici parametry
matematického popisu desek se povazuji pruhyb stiednicové plochy w a jeji natoceni vici
nedeformované stiednicové plose 9. Jako soufadnicovy systém pro feseni desek se pouziva
cylindricky soufadnicovy systém. Tenzor napjatosti desek ma nasledujici tvar:

or 0 71,

’JI‘,,:<0 o 0> (4.4)
T, 0 0
Hodnota napéti o, je nulova diky malé hodnoté vysky desky. V tenzoru vystupuji i ¢leny

smykovych napéti, jejichz hodnoty mohou byt zanedbatelné, jedna-li se o konkrétni aplikace.

4.2.1 Rozdéleni desek

Podle relativni tloustky, coz je pomér tloustky a poloméru desky, se daji desky délit do
nékolika skupin [7].

4.2.1.1 Tlusté desky

Tyto desky zlstavaji po zatizeni velmi malo deformované. Radialni vlakna se prodluzuji jen
nepatrné [7]. Normalova i smykova napéti nabyvaji podobnych hodnot, a proto nesmi byt pfi
vypoctech zanedbdny. Normadly stfednicové plochy se v pribéhu zatizeni zakiivuji.
Matematicky popis je v disledku velmi slozity. Pro vypocty takovych desek se pouziva
Mindlinova teorie, ktera zanedbava zakiivovani normal.

4.2.1.2 Tenké desky s malymi prithyby

U tenkych desek nabyvaji hodnoty smykovych napéti velmi malych hodnot a ve vypoctech
byvaji zanedbany [7]. Diky tomuto zjednoduseni se z cylindrického ss stava hlavni ss napéti.
Je-li material desky Hookovsky, je tento ss zaroven i hlavnim ss ptetvofeni. Deska je zatizena
pouze ohybovymi liniovymi momentovymi vnitinimi u¢inky, a tedy pouze témito vnitfnimi
ucinky zpisobenymi normalovymi napétimi. Tenké desky s malymi pruhyby popisuje
Kirchhoffova teorie.

4.2.1.3 Tenké desky s velkymi prithyby

Je-li zatéZovana deska malo tuh4, rostou hodnoty prihybti az nad troven, kdy uz se feseni neda
predpokladat v linearnim tvaru [7]. Limitni tuhost desky neni mozno ptesné stanovit, protoze
je funkci nejen materidlovych charakteristik, ale i konkrétnich hodnot zatizeni. Pti vysokych
hodnotach prithybu rostou hodnoty membranovych napéti tak, ze pti feSenich takovychto tlloh
nemizou byt zanedbany. Hodnoty, pro které se s deskou jedna jako s deskou s velkym
prihybem, nalezi intervalu (0,25h; 5h)

4.2.1.4 Skotepiny
Jedna se o velmi tenké desky, jejichz pruhyby nabyvaji velmi vysokych hodnot [7]. Kdyz se
deska zac¢ina chovat jako skotfepina, znamena to, ze napéti nejsou rozlozena po prifezu tak, aby

nabyvala nulové hodnoty na stfednicové plose, ale jsou konstantni po celém prutezu. S deskou
se da pocitat jako se skofepinou, pokud prihyb ptesdhne hodnotu w > 5h.
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4.2.2 Kirchhoffova teorie desek

Pro technickou praxi je nejvyznamnéjsi piipad tenkych desek s malymi prihyby. Mezi tyto
aplikace se tadi vika tlakovych nadob nebo valct. Aby byla tato teorie aplikovatelna, musi byt
splnény rozmérové piedpoklady [7]:

e h <0,1r

e w <0,25h

Jsou-li tyto predpoklady splnény, je mozné stanovit nékolik nasledujicich postulatt
0 chovani desky. Jak napéti, tak pretvoreni je rotacné symetrické a teCny smér je smérem
hlavnim [7]. Prodlouzeni radidlnich vlaken je minimalni. V desce nenastava membranova
napjatost, hodnoty napé&ti maji linearni prab¢h po Sifce desky a nulovou hodnotu na stiednicové
plose. Valcové fezy desek se v pribéhu zatizeni deformuji na kuzely. Hodnoty smykovych
napéti 7,., jsou pro bezpecnostni vypocty ve srovnani s normalovymi napétimi zanedbatelné.
Napéti ve sméru osy Z je diky nizkym hodnotam tloustky desky také zanedbatelné. V deskach
je dvouosa napjatost.

Jako 1 pro jind modelova télesa 1 pro desky plati zadvislost mezi jednotlivymi
deformac¢nimi parametry [7]. Nato¢eni ¥ je derivaci prihybu. Zde lze vidét jistou analogii
s chovanim ohybem zatizenych pruti. Analytické feSeni nelinearni diferencialni rovnice (DR)
prihybové ¢ary je ovSem velmi slozité (v nékterych piipadech nemozné). Kirchhoffovy vztahy
pro vypocet chovani desek byly odvozeny jako linearni diferencialni rovnice a jsou tedy Casto
analyticky feSitelné.

Pti feSeni desek se vychazi ze silové rovnovahy v ose symetrie tohoto télesa. Diky silové
rovnovaze je uren vnitini U€inek posouvajici liniové sily T'. Tento ptedpis je poté pouzit
k feseni DR pro uréeni natoceni od stiednicové plochy 9. Tuto rovnici je mozné zapsat
v diferencialnim (rovnice (4.5)) nebo integralnim (rovnice (4.6)) tvaru [7].

d% %(dir (rﬁ)> = —% (4.5)
9(r) = Cyr + % + (—% j (r J :r(r)dr> dr) (4.6)

Partikularnim integralem natoceni je rovnice prithybu stfednicové plochy. Pro tcely této
momenty. Ty se v ptipad¢ tenkych desek rozliSuji na momenty piisobici v radidlnim sméru a
ve sméru tangencialnim [7]. Podle Kirchhoffovy teorie zavisi na natoceni tak, jak je uvedeno
v rovnici (4.7) [7] pro radialni liniovy moment a v rovnici (4.8) [7] pro tangencialni liniovy
moment.

dy 9
— _p(== — 4.7
m, B <1C91T + l;’;) 4.7)
=—B|(— — 4.8
Mt B (r ta dr) (48)

Pro liniové veli€iny plati, Ze jsou vztazeny na jednotku délky, tudiZ posouvajici sila ma
rozmér N/mm a momenty pak Nmm/mm. Rozmér momentu neni vhodné zkracovat, protoze by
se tim ztratil jeho vyznam.

Napéti v jednotlivych hlavnich smérech jsou piimo funkci odpovidajicich momenti [7].
Diky podobnosti vztahli pro liniové ohybové momenty se od sebe hodnoty radialniho a
tangencialniho napéti také vétSinou moc neliSi. Vztahy pro vypocet napéti desek odvodil
Kirchhoff ve své teorii. Pravé tyto vztahy jsou uvedeny v rovnicich (4.9) a (4.10). V rovnicich
vystupuje operator +, ktery bere v potaz prub¢h napéti podél tloustky desky. Pro vlakna, jejichz
hodnota napéti nabyva kladnych hodnot, plati, ze jsou namahéana tahem, kdezto pro vlakna,
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jejichz hodnota napéti je zaporna, plati, Zze jsou namahéna tlakem. Desky mohou byt takto
namahdany jak v radialnim, tak v tangencidlnim sméru.

_omy +h
Oy = ih3 ' (— E) (49)
12
-7 (23
T s \2 (4.10)
12
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5. VYPOCTOVE MODELY PRO URCENI MEZE KLUZU

Tato ¢ast prace se zabyva aplikaci Kirchhoffovy teorie na SPT. Pro feSeni byly pifedpokladany
Ctyfi modely. Prvni model je nejjednodussi. Jedna se o desku zatizenou silou ve své ose
symetrie. Deska zatizena konstantnim tlakem je popsana druhym modelem. Tteti model
predpoklada, ze obrazcem zatézujicim desku je paraboloid. Zatézny obrazec ¢tvrtého modelu
je slozen z vélce a jehlanu. Diky rotacni symetrii jsou v§echny modely vyfeseny v fezu.

Pfi odvozovani vztahli pro chovani modelovych téles bylo zjisténo, Ze se ve vzorcich
Casto objevuje jeden konkrétni ¢len. Tento ¢len se nazyva ohybova tuhost desky (resp.
skofepiny) a pocita se nasledovné [7]:

Eh3

B= ————
12(1 - u2)

(5.1)

e u — Poissontiv pomér

Kromé ohybové tuhosti desky vystupuje ve vypoctech nadale i veli¢ina r, ktera je
jedinou proménnou, na které zavisi vSechny diilezité charakteristiky desky (posouvajici sila,
natoCeni, pruhyb a momenty) a jeji konkrétni hodnoty potifebné ke stanoveni okrajovych
podminek.

e 1 —vzdalenost od osy symetrie (0sa z) V roving fezu kolmého na stiednicovou plochu

e 7, —vzdalenost od osy, kterd odpovida poloméru prordzejici kulicky (pro tento model

r; = 1,25 mm)
e 1, —vzdélenost od osy, ve kter¢ je uvazovana vazba

5.1 Zatizeni osamélou silou

Tento model byl vypracovéan pro desku vetknutou i pro desku ulozZenou v rotac¢nich vazbach.
Podobné byly vypracovany i ostatni modely obsazené v této praci.

5.1.1 Vetknuti

Jedna se o jednoduchy model, ktery je znazornény na obrazku 5.

—

3

AN\

Obrdazek 5: Vetknutad deska zatizend osamélou silou
Hodnota sily, ktera je dosazena do vypoctu je prave ta sila, kterd byla naméfena béhem
SPT. V zavislosti na této sile byla vypocitana liniova posouvajici sila . Pfi vypoctu tohoto
vnitiniho G€inku se vychézi z rovnice silové rovnovahy v 0se z.

YE =0 (5.2)

F4+2mrT =0 (5.3)
F

T =—-——- (5.4)
2nr
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T
v v7
Obrazek 6: Znazornéni rezu pro vypocet predpisu liniové posouvajici sily T
Jak bylo uvedeno v podkapitole 4.2.2 o Kirchhoffové teorii, dalsim krokem postupu je
uréeni predpisu pro nato¢eni. Odvozeni pro tento model je uvedeno v rovnicich (5.5) — (5.12).

d (1 d(ﬂ) T _F s
drrdrr B 2mBr (5-5)
fdld(a) —f(F)d 5.6
r drr - 21Br r (5.6)
! d(19) L TR 57
r drr "~ 2mB n(r) 1 (5.7)
F
N 58
jd(rﬁ) j(zﬂBrln(r)+Clr)dr (5.8)
1
r2 g |lu=In) u’=;
rd = C3 7 + ﬁ , r2 (59)
UV =71 U:7
st (e frzld 5.10
eSS T\ MV 27 (5.10)
s=c.qF 1()T2 Nic 511
e T\ T 2 (5.11)
F F r 1
_ _ el 512
9(r) o In(r)r -l +C, 5 + C, - (5.12)

Ve svislych ¢arach je zndzornéna integrace per partes. Pomoci natoceni byly uréeny
liniové momenty. Ze vztaht z rovnic (4.7) a (4.8) je ziejmé, ze pro urceni piedpist pro tyto
momenty je potieba derivace nato¢eni 9(r) podle vzdalenosti od osy r a podil natoceni a
vzdalenosti od osy. Obé je uvedeno v rovnicich (5.13) a (5.14).

& F F C; C,
w_ FF bs_Ca 513
eyl R GO s (5.13)
9 F F c, G,
v__ ¥ " e W 5.14
- e tap N+ 43 (5.14)

Dosazeni a nasledné upravy vedou ke konecnym podobam vztahti pro liniové ohybové
momenty jakoZto funkce vzdalenosti od osy z a numerickych konstant popisujicich zatiZeni a
vlastnosti materialu desky.

- _FO+p o GBATH  GBA-W
8t 41 2 T2

m,(r) = (5.15)
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F(1-w) F(1+uw GB(1+w GBu-1)
- In(r) — +
8m 4m 2 r?

V predpisech vystupuji dale dvé integracni konstanty Ci1 a Co. Kjejich vycisleni je
potieba okrajovych podminek (OP). Pro spravnou aplikaci okrajové podminky je potieba
spravné predpokladat deformaci zatizeného télesa. OP tohoto modelu piedstavuji tu skutecnost,
Ze po zatizeni bude tecna ke stiednicové plose ve stiedu desky a v jejim ulozeni vodorovna.
Tyto okrajové podminky maji nasledujici tvar.

(5.16)

me(r) =

9(r=0)=0 (5.17)
I(r=r)=0 (5.18)
Po dosazeni to téchto podminek byly urCeny tvary integrac¢nich konstant.
0 —F In(0)0 —F 0+C0+C1 C; =0 (5.19)
— — — IR = .
4nB 8nB 12 2

Tato rovnice je splnéna pouze v ptipad¢, kdyz je hodnota C, rovna 0. Tato skutecnost
neni piekvapujici, protoze tato deska neni mezikruhova. I v ptipadé jinych modelovych téles
mechaniky nabyvala jedna z integra¢nich konstant nulové hodnoty, bylo-li téleso plné, tedy pro
hodnotu r = 0 z # 0 [7]. V rovnicich (5.20) — (5.22) je uvedena aplikace OP z rovnice (5.18).

0= < Im)r —— 1, + ¢, 2+ 0 5.20
“amp VP2 Tggple Ty T UL (5.20)
Ty F
__ T L 521
Cy ) 4B In(ry)r, +8T[B ) ( )
F F
- 522
C; 4B 2nB ln(rz) ( )

5.1.2 Rotaéni vazba

Tento model vyuziva stejnych rovnic jako v ptipadé vetknuti. To znamena, ze v§echny predpisy
vypoétené v podkapitole 5.1.1 jsou s vyjimkou aplikace okrajové podminky stejné.

—

F

& . &

Obrazek 7: Deska uloZena v rotacni vazbé a zatizena osamélou silou
Konstanta Cz je i v tomto pfipadé nulova. Druha OP pro tuto situaci vychazi jiz ze
zékladniho principu statiky, a to Ze v rota¢ni vazbé nevznikd Zadny reakéni moment. Tato
podminka, diky které byla ur¢ena konstanta Cy, je uvedena v rovnici (5.23).

my(r=m)=0 (5.23)
Vypocet C1 je uveden nize.
Fu—1) F(1+ C.B(1+
0= (lgﬂ )_Hxw In(r,) —# (5.24)
C;B(1 + Flu—1) F(1+
1BA+p) Fe-1) FO+u In(r,) (5.25)
2 8m 41t
F(u—1) F

1= 4B(1 + )  2mB In(rz) (5:26)
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5.2 Konstantni zatizeni

Druhy vypoctovy model fesi konstantni rozlozeni spojitého zatizeni po priméru protlacujici
kulicky. Opét bylo provedeno feSeni pro dva zptsoby uloZeni.

5.2.1 Vetknuti

Na rozdil od modelu osamél¢ sily, v tomto modelu bylo zapotiebi pievést spojité zatizeni na

silu. Také diky tomu, ze se jedna o spojité zatizeni, muselo byt feSeni rozdéleno do dvou

intervalii,ato 0 <r <r ary <r <r,. Sila zjisténa z SPT je obsahem zatézného obrazce.
Nebot obrazcem je vélec, byla sila vyjadfena nasledovné.

Fi = PmaxTr? (5.27)
Kde pmnax predstavuje vysku zatézujiciho valce.
p
4 | ~

Obrazek 8: Vetknuta deska zatizend konstantnim spojitym zatizenim

5.2.2.1 Interval 0 <r <r;

Po dosazeni do rovnice rovnovahy byl vyjadien ptedpis vnitiniho ucinku liniové posouvajici
sily, jak je uvedeno v rovnici (5.28).
_ pmaxr

T, = > (5.28)
y P

— —_—

T T

Obrazek 9: Zndazornéni rezu pro vypocet predpisu liniové posouvajici sily T
Odtud uZ neni problém vypocitat rovnici natoceni.

d(f1(d __ Pmax
e ;(a(rﬁ)) =<5 T (5.29)

j d %(d% (ra)> - f (p;”;" r)dr (5.30)
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1<_( )) Pmax r? 4+ ¢, (5.31)

4B
fd(rﬂ) = f (%r3 + Clr) dr (5.32)
o = 11"‘6‘;6 ‘4, r2_2 Y, (5.33)
191(7”)—% 3"‘%7”'*‘62% (5.34)

Stejné jako pfi feSeni pfedpisi momentl pro zatizeni silou byly i zde vypocteny jak
derivace 9, (r) podle r, tak jejich podil.
dﬁl _ 3pmax 2 + Cl CZ

ar 168 | T2 12 (5.35)
”‘91 _ Pmax_, , C1 Cz

G 5.36
168" T2 %7 (5:36)

Odtud uz je to jen par krokl k ur€eni piedpist pro momenty. Po dosazeni a upravach
byly stanoveny kone¢né podoby jednotlivych piedpist. Ty jsou uvedeny v rovnicich (6.37) a
(6.38).

pmaxrz(_3 - .u) _ ClB(l + ,LL) + CZB(]- B /,l)

16 2 r?
pmaxrz(_3 - .u) _ ClB(]- + ,LL) + CZB(:“ - 1)

16 2 r?

Pro vypocet konkrétnich hodnot momenti a ndsledn€ napéti v kritickych bodech desky
je potieba vy¢islit hodnoty konstant vystupujicich v ptedpisech. S vyjimkou dvou ¢lent je
mozné za vSechny proménné dosadit jejich konkrétni hodnotu. Dvé neznamé hodnoty
predstavuji integracni konstanty C; a Co. Ty je mozné vycislit z okrajovych podminek feSeni
tohoto modelu.

myq(r) = (5.37)

me (r) = (5.38)

5.2.2.2 Interval r1 <r <r;

K vycisleni integranich konstant musi byt vyjadieny 1 kli¢ové ptfedpisy druhého intervalu
(natoCeni a momenty). Velikost zatizeni se uz neméni s rostouci hodnotou r. Sila plisobici na
desku ma tedy také neproménnou hodnotu.

Fy = pmax‘r[rl2 (5.39)
Na piedpis pro posouvajici silu ma tato skute¢nost nasledujici vliv, viz rovnice (5.40).

2
T, = _% (5.40)

34



P

I 7
— I—)’—:-

T‘l’ VT

Obrazek 10: Znazornéni iezu pro vypocet predpisu liniové posouvajici sily T

Vypocet natoceni 9, (r) je uveden v rovnicich (5.41) — (5.48).

d 1 d pmaxrlz
—| == = 41
dr\r (dr Uﬁ)) 2rB (5:41)
f a1 L) = j Praxi') g (5.42)
r\dr 2rB '
1 d pmaxrlz
; (a (Tﬁ)) = 2B IH(T) + C3 (543)
d _ pmaxrl2
(r9) = 58 In(r)r + Csr | dr (5.44)
() =~
TZ pmaerZ u = In(r u = ;
=0+ —5 , 2 (5.45)
v =r v=—
2 DmaxT? r? r?1
rd = C3 7 + T <11’1(T) 7 - f ?; dT) (546)
TZ pmaxrl2 rz TZ
=0;—+— —_—— 47
rd = (s > + >R (ln(r) > 4>+C4 (5.47)
2 2
PmaxT1 PmaxT1 C3 1
= — — - 5.48
9,(r) 4B rIn(r) T r+ > r+C4r (5.48)

Nasleduje vypocet derivace a podilu (rovnice (5.49) a (5.50)), jak jiz tomu bylo
v ptedchozich ptipadech.

d192 pmaxrl2 pmaxrl2 Cl C2

i = _ = 5.49
ar = 4 MO F gt 2 (.49
192 pmaxrl2 pmaxrl2 Cl CZ

h In(r) — e 5.50
- T ap M) -Tgp— t ot (5:50)

Po dosazeni do zndmych rovnic a naslednych upravach byly vyjadieny piedpisy
momentu pro druhy interval (rovnice (5.51) a (5.52)).

_ pmaxrlz(l + 1) pmaxrl2 (p—1) CsB(1+p)
my,(r) = — In(r) + —
4 2 (5.51)
C,B(1 — )
t—7
r
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rZ(1+ r2(1 — C:B(1 +
mtz(r) _ _pmax 14F .u) In(r) + Pmax 1( .u) _ L3 (2 .u) "
(5.52)
CyB(u—1)
+—2

r

5.2.2.3 Vypocet integra¢nich konstant

Nyni jiz jsou vyjadieny vSechny veli¢iny, které jsou potiebné k vycisleni integranich konstant
C1 az Ca. K jejich uréeni slouzi okrajové podminky, které vyplyvaji z charakteru ulozeni, ale
dvé z nich predstavuji také podminky spojitosti natoCeni a radidlniho napéti. Po dosazeni
okrajovych podminek jsou integracni konstanty vyjadieny jako funkce sebe samych. Vzniklé
systémy byly feSeny pomoci MATLABU. Okrajové podminky jsou uvedeny v rovnicich
(5.53) — (5.56).

9, (r=0)=0 (5.53)
191(7' = T'l) = 192 (T' = Tl) (554)
My (1 =11) = My (r = 17) (5.55)
9,(r=7r)=0 (5.56)
Nyni nasleduje dosazeni do téchto podminek a vyjadieni konstant.
Pmax 3 Cl 1
— -1 Z 5.57
0="rp 0®+—0+0Gp (5.57)
C,=0 (5.58)

Opét diky plnosti desky je druha konstanta nulova. V rovnicich (5.59) — (5.61) je
znazornéno pouziti podminky z rovnice (5.54).

p Cl p rZ p TZ C3 1
112_? P ?71 = m:; : 1 In(ry) — m;; : rn + 77‘1 + C4r_1 (5.59)
Cs PmaxTt Pmaxt 1 p C,
ST=- %n In(ry) + "g; —~ C4,E + l’g‘;‘ o (5.60)
2 2
Pmax" 2C4  3PmaxTi
= - - 5.61
Cs B In(ry) 2 + 3B +C, ( )

Aplikace OP z rovnice (5.55).
pmaxrl2 (=3 —u) _ C1B(1+ ) _

) 1 2 (5.62)
PmaxT1 (1 + ll) Pmax"1 (,LL - 1) C3B(1 + .u) C4-B(1 - .u)
= - In(ry) + - + >
4 8 2 4
r2 ré(u—1 C,(1— rZ(3 +
C, = Pmax1 In(r,) — PmaxT1 (u ) 4Gy — 42( ) _ PmaxT1 ( ) (5.63)
2B 4B(1+ ) 2r(1+ ) 8B(1+ )
Aplikace posledni OP z rovnice (5.56).
2 2
PmaxT PmaxT C 1
0= m:; 1 3] ln(rz) - m8a§ 1 Iy + 737"2 + C4E (564)
2.2 2..2
Pmax’iTs  PmaxiT: Cs3
C4 — magBl 2 _ ma:Bl 2 ln(rl) _ ?rzz (565)
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5.2.3 Rota¢ni vazba

Charakter ulozeni nema vliv na vypocet jednotlivych veli¢in. Vliv ulozeni se projevi az pfi
vypoctu integracnich konstant, protoze jedna z okrajovych podminek je jina. Ptedpisy, které
slouzi k vyjadfeni integra¢nich konstant tohoto modelu, jsou uvedeny v rovnicich (5.66),

(5.67), (5.68) a (5.69).
p

& i 2

Obrazek 11: Deska ulozena v rotacni vazbé a zatizend konstantnim spojitym zatizenim

5.2.3.1 Vypocet integracnich konstant

Okrajové podminky tohoto uloZeni se tedy od vetknuti li§i pouze podminkou, ktera urcuje
radiadlni moment ve vazbé Ten je totiz kviili rotacni vazbé nulovy.

9y(r=0)=0 (5.66)
h(r=r)=90=n) (5.67)
Mpy (r =11) = My (r =1y) (5.68)
Mp(r=1,) =0 (5.69)

Nyni byly OP aplikovany na odpovidajici pfedpisy. Déle byl odvozen systém linearnich
rovnic. Aplikace OP z rovnice (5.66).

c 1
0= ’1’"6‘;‘ 0°+ 20+ G5 (5.70)

C, = 0 (5.71)
Na plnosti desky se nic neméni a C; tedy stale nabyva nulové hodnoty.
Aplikace druhé OP z rovnice (5.67).

C e e Cs 1
PR b = P n() — P 2 4 G (672)
"
CS PmaxT 12 pmaxrl3 1 pmax 3 C
—_r = - 5.73
> 4B ———r;In(ry) + B C4 16B Tt > (5.73)
2 3 rZ2 2C
C3=Cy — pmz‘l; ~In(ry) p’g“B" — (5.74)
1
Aplikace tieti OP z rovnice (5.68).
pmaxrlz(_?’ - ‘Ll) _ ClB(l + ,LL) _
2 16 2 (5.75)
_ Pmax"1 1+ 1 Pmaxtt (1 — 1) C3B(1 +u) CB(1—p)
=— n(ry) + + >
4 8 2 7
C, = pmaxrlzl (r) — pmaxrl2 (u—1 Ci(1—p) _ pmaxrlz(3 +u) (5.76)

+ —
2B 4B(1+ ) S 2r2(1+w) 8B(1+p)
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Aplikace posledni OP z rovnice (5.69).

_ pmaxrlz(]- + W) pmaxrl2 (p—1) C3B(1+p)
0=-— In(ry) + -
4 2 (5.77)
C,B(1 —p) '
o
)
2..2 2..2 2
PmaxT1 12 PmaxiTs  C3(1+ w)r;
= _max 12

Cy B =) n(ry) + 3B 2= 0 (5.78)

5.3 Parabolické zatizeni

V tomto vypocétovém modelu bylo zatiZzeni popsano paraboloidem, jehoz nulovd hodnota
ptipada na okraj protlacovaci kulicky.
p=ar’+c (5.79)
Okrajové podminky pro uréeni koeficientti paraboly jsou uvedeny v rovnicich (5.80)
a (5.81).
p(r=7r)=0 (5.80)
p(r = 0) = Pmax (5.81)
Okrajové podminky byly dosazeny do rovnice (5.79) a nasledné byla odvozena rovnice
spojitého zatizeni.

Pmax = € (5.82)
0=arf+c (5.83)
-bp
a=—5= (5.84)
L1
p
p(r) = = =577 + Pax (5.85)

1
Pro urceni vnitinich G¢inki je potieba urcit hodnotu sily ve sméru osy z. Jestlize je dan
ptedpis pro tlak, dal$im krokem je integrace ptes plochu desky.
F=[p@)dr (5.86)
Pro ptipad, kdy se hodnota veli¢iny pro danou hodnotu r neméni, je mozné elementarni
¢ast plochy zapsat takto:
dS = 2mdr (5.87)

5.3.1 Vetknuti

Pro popsani situace, ve které je horni matrice testovaciho pfistroje utazena silou tak, aby
nedoslo k posunuti vzorku, slouzi model vetknuté desky.

p

W\

=
-

AAMANANY

Obrazek 12: Vetknuta deska zatiZzend parabolicky rozloZenym spojitym zatiZzenim
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5.3.1.1 Interval 0 <r <r;

.
sz (—p:l%rz+pmax>2nrdr=

1
r . - (5.88)
= J <2npmir3 + 2mp r) dr = [211 PmaxT_ 2T max —
7”12 max 7”12 4 max " .
0
Po upravéch vypada vztah pro silu psobici v prvnim intervalu nasledovné.
4
Fo=marl et (5.89)
21y
Poté co byly urceny sily, je mozné urcit vnitini G€inek posouvajici liniové sily. Ta
vychdzi z rovnice silové rovnovahy ve sméru osy z.
YE, =0 (5.90)
Fi+2nmrd7; =0 (5.91)
Rovnice vyjadiujici liniovou posouvajici silu I pro prvni interval je uvedena
v rovnici (5.92)
T = %ﬁ — p"éﬂr (5.92)

P/ TN

| )
Ty VT

Obrazek 13: Znazornéni rezu pro vypocet predpisu liniové posouvajici sily T
Je-1i urena posouvajici liniova sila, je mozné z nasledujiciho vztahu vypocitat predpis
pro natoCeni zdeformované desky od stiednicové plochy. Ten je odvozen Vv rovnicich

(5.93) — (5.98).

d(f1(d _ T _ Pmax 3 , Pmax
dr r(dr (”9)> ~ "B~ "mzB T 2B (593)
1(d p p
jd ;(a(rﬁ)> =j<— 4;:2(1;r3+ ;n;xr> dr (5.94)
1(d _ DPmax r Pmax r?
;(E (Tﬁ)) = —47‘1sz+ 2B ?-i‘ Cl (595)
r> r3
J d(r9) = f <_ Z;”;;Z+p;";x7+ Clr> dr (5.96)
1
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6 4
_ Pmax T PmaxT r

9 = L i+ 5.97
r 16:2B6 © 4B 4 @ 12 2 (5.97)
Pmax 5 , Pmax 3 Cy 1
=- LY .
() ="g62g" Taep” T2 7T G5 (5.98)

Funk¢ni pfedpis pro natoeni umoznuje urceni ohybovych liniovych momenta
Vv radidlnim a tangencialnim sméru, a to opét aplikaci vztaht z rovnic (4.7) a (4.8). Kjejich
aplikaci je nutné vyjadrit derivaci a podil natoceni a vzdalenosti od osy.
% _ —Pmax Cl CZ

pmax

— 5 4 —3 2 & .
dr  961B Tt T2 T (5.99)
U, “Pmax _4 , Pmax _, €, G
== Smar,a g 142 .
v 96r2B' | 16B ' 2 ' r2 (5.100)

Kone¢né podoby piedpisu uvadi rovnice (5.101) a (5.102). Mezi rovnicemi jsou
minimalni rozdily, jelikoZz derivace a podil polynomialnich ¢lent se 1isi pouze v hodnoté
koeficientu, ktery tomuto ¢lenu piislusi.

pmaxr4(5 + 1) _ pmaxr2(3 + ) n C,B(1—p) _ C;B(1+ )

= 5.101
e (7) 9612 16 2 2 (5.101)
4 2
Pmax’ (1 + 5.“) Pmax? (1 + 3.“) CZB(.u - 1) ClB(l + ,Ll)
— — - 5.102
M (r) 9617 16 R 2 (5.102)
5.3.1.2 Interval ry <r <r;
Integral pro urceni sily v druhém intervalu se 1i8i pouze hodnotou horni meze.
&1
F= f (211297”%7”3 + anmaxr> dr =
7
0 ! : (5.103)
4 21"
pmax r r
= IZT[ T12 I + 2T[pmax 7]0
Po tpravéch:
2
Fy = % (5.104)

Vyjadieni piedpisu posouvajici liniové sily, ktera stejn€ jako v pfedchozim intervalu
vychdzi ze silové rovnovahy uvolnéného prvku v ose z:

Dosazeni a pfevedeni vystupujicich veli¢in na odpovidajici stranu rovnice je uvedeno
v rovnici (5.106).

2

Pmax M
T = — 1 5.106
2 4 r ( )
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Obrazek 14: Znazorneni rezu pro vypocet predpisu liniové posouvajici sily T
Postup v druhém intervalu je obdobny, tudiz vypocet pro uréeni natoceni 9, (r) vypada
nasledovné (rovnice (5.107) — (5.114)):

d{1/d T, PmaxTZ 1
ar ;<a 0‘”) ="5="4s 7 (5.107)
1(/d rZ1
f d ?(E (rﬁ)) = f (pm:; 1 ;> dr (5.108)
pmax 1
- — (r ) w: In(r) + C3 (5.109)
d _ pmaxrl2
(r9) = 25 " In (r) + C3r |dr (5.110)
) u' ==
2 2lu=In(r) u' =-
pmaxrl r
ro = Cy— TR | 5 (5.111)
vV=r v=—
r? 2 r? r’1
rd = C37+ pm:; ! <11’1(T)7 - f?; dT‘> (5112)
% Dmax? r?2 r?
r9=Cy+ ”Z‘; ! <1n(r)7 - T) +C, (5.113)
2 2
pmaxrl pmaxrl r 1
_ _ el 5.114
9,(r) 3B In(r)r 168 r+C32+C4T ( )

Ptedpis natoceni v druhém intervalu je obdobny. C3 a C4jsou opét integracni konstanty.
Dale bylo provedeno vyjadieni ohybovych liniovych momenti pomoci stejnych vzorcid
(rovnice (4.7) a (4.8)), které byly pouzity v prvnim intervalu:

Obdobn¢ jako v prvnim intervalu jsou nyni uvedeny jednotlivé ¢leny (derivace i podil):

dl92 pmaxrl2 PmaxT 1 C C4

_ 3 _ 4 5.115
dr 16B + 8B In(r )+ T2 ( )
192 pmaxrl pmaxrl CS C4

_ _ 234 5.116
r 8B In(r) 16B + 2 r? ( )

Pomoci vyjadienych vztahti byly ur¢eny ohybové liniové momenty ve druhém intervalu.
Opét jsou vztahy pro oba vnitini uc¢inky velmi podobné. Pro tento interval je ocekavana nejvyssi
hodnota momenta (i napéti) ve vetknuti, tedy pro r = 1.
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_ pmaxrlz k-1 _ pmaxrlz In(r) (1 + ) n C4B(1 — 1)

my,(r) = >
16 CBu+ 1) ’ (5.117)
2
My (r) = pmaxrlz(]- — W) _ pmaxrl2 In(r) (1 + p) n C4B(p—1)
16 8 r? (5.118)
C3B(u+1)
2

5.3.1.3 Vypocet integracnich konstant vetknuti

Okrajové podminky maji pro vetknuti podobu znazornénou rovnicemi (5.119), (5.120), (5.121)
a (5.122).

91(r=0)=0 (5.119)
I(r=r)=90=r) (5.120)
My (r =11) = Myp(r = 11) (5.121)
9,(r=7r)=0 (5.122)
Dosazeni prvni OP z rovnice (5.119) opét vede na eliminaci druhé integraéni konstanty.
C,=0 (5.123)

Diky nulové hodnoté C> jiz v nasledujicich rovnicich ¢leny tuto konstantu obsahujici
nebudou uvedeny. V rovnicich (5.124) — (5.127) je znazornéna aplikace druhé OP
z rovnice (5.120).

Pmax Pmax 3 C
+ +—=n=
967“123 16B 2
— pmax 12l ( ) PmaxT 12 o+ C E-I- C l (5'124)
8B W T T ep Ty Ty
Cl Pmax pmax 1 Pmax Pmax
-1 In _ r3 - 3 — 3
271 =gg MOVE — T Ciy 7 TG " 965" 16t (5:125)
__ Pmax 2 pmax 2 2 pmax 2 Pmax 2
G =g ()i === + G 2 188 gg 1 TG (5.126)
p 11p 2
C, = "‘“"1 (r)ré — 7 8”;“" r2 + C4E + G, (5.127)
Aplikace teti OP z rovnice (5.121).
Pmax?t (5 + 1) _ Pmax™i F(3+ .U) C:B(1+pw) _
2 o6 2 16 2 (5.128)
Pmax™ (.u - 1) Pmax"1 ln(rl) (1 + ,u) C4B(1 - .u) C3B(H + 1)
= —_ + > —
16 8 Ty 2
C3B(.Ll + 1) pmaxrl (5 + .u) Pmax"1 (3 + .u) ClB(l + .u)
+
2 96 16 2 (5.129)
pmaxrl (.u - 1) pmaxrl ln(rl) (1 + /J) C4B(1 .u) .
+ 2
16 8 Ty
Pmax™1 (5 + .u) pmaxrl ( + .u)
= — 5.130
Cs(u+1) 188 5B +C, (14 p) ( )
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_ pmaxrl2 (.U -1) _ pmaxrl2 11’1(7'1) 1+ .u) n 2C,(1 —p)

8B 4B 72
C. = — pmaxrl2 (5 + .u) pmaxrlz((3 + .u) - (.u - 1)) _ pmaxrl2 ln(rl)
3 48B(u+1) 8B(u+1) 4B (5.131)
26,(1—p) +C
r12 (u+1) !
— r2(5 + 4 r r2In(r 2C,(1 —
C, = Pmax 1( .u) n Pmax"1 _ Pmax"1 ( 1) n 24( .u) +C, (5.132)
48B(u+ 1) 8B(u+1) 4B r(u+1)
- r2(5 + r2 r2In(r 2C,(1 —
C3 — Pmax 1( U) Pmax 1 _ Pmax 1 ( 1) + 24( .u) + C1 (5.133)
48B(u+ 1) 2B(u+1) 4B r(u+1)
A nakonec aplikace posledni OP tohoto modelu. Jedna se o OP z rovnice (5.122).
2 2

_ pmaxrl pmaxrl rZ 1
0=—gp—Inn——rn+lo+ C4E (5.134)

1 pmaxrl2 pmaxrl2 [}
C4_E = — SB ln(rz)rz + —16B T'2 - C3 3 (5135)

2..2 2.2 2
pmaxrl T'2 pmaxrl 7'2 ln(rz) r2

_ _ —C,-= 5.136
Ca 16B 8B 32 ( )

Ve vysledku se jedna o soustavu tii linearnich rovnic o tfech nezndmych. Po vyfeseni
soustavy jiz bude mozné vy¢islit hodnoty napéti.

5.3.2 Rota¢ni vazba
Opét stoji za pripomenuti, ze veskery vypocet rotacni vazby je shodny s vetknutim a lisi se
pouze V jedné OP. TudiZ rovnice pro natoCeni a jednotlivé momenty prvniho intervalu jsou

stejné jako v rovnicich (5.98), (5.101) a (5.102). To samé plati i pro druhy interval, tudiz
vychozi rovnice jsou rovnice (5.114), (5.117) a (5.118).

p

Obrazek 15: Deska uloZend v rotacni vazbé a zatizena parabolicky rozlozenym spojitym zatizenim

5.3.2.1 Vypocet integracnich konstant rota¢ni vazby

Pomoci téchto vztahti a odpovidajicich okrajovych podminek jsou ur¢eny integracni konstanty
C1 az C4. Okrajové podminky pouzity k vypoctiim jsou uvedeny nize.

9,,(r=0)=0 (5.137)
V1(r=r) =0,(r=m1) (5.138)
M (r =11) = My (r =11) (5.139)
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my,(r=r)=0 (5.140)
Rovnice vyjadtujici prvni tfi OP jsou stejné, a tak i vyjadieni jednotlivych konstant ma
stejny tvar. To ale neznamenad, ze maji stejnou hodnotu. Posledni OP je uplné jind, a protoze se
jednéd o systém rovnic, jsou ji ovlivnény i ostatni integracni konstanty. Aplikace prvni OP
z rovnice (5.137) opét zpusobi vynulovani druhé integra¢ni konstanty.
C,=0 (5.141)
Druha i tieti OP z rovnic (5.138) a (5.139) vedou na stejné predpisy jako u vetknuté
desky.

p 1
C, = ng In(ry)rZ — %rf + CM? + Cs, (5.142)
C — _pmaerZ (5 + :u') + pmaxrlz _ pmaxrlz ln(rl) + 2C4(1 - ,Ll)
3 48B(u+1)  2B(u+1) 4B r2(u+ 1) (5.143)
+6

Aplikace posledni OP zrovnice (5.140). Odvozeni piedpisu pro posledni integracni
konstantu je uvedeno v rovnicich (5.144) — (5.148).

_ pmaxrlz(ﬂ -1 _ pma;vcrl2 In(ry) (1 +p) N C4B(1—p) _ C3B(u+1)

5.144
0 16 ) 7,.22 2 ( )
C4B(12— ) _ Prmax™t (U = 1) | Prmax?? In(r,) (1 + 1) + CB(u+1) (5.145)
- 16 8 z
C,(1—p) _ PmaxTE (1 — 1) _ Pmax?t In(ry) (=1 — ) _ Gr—1) (5.146)
2 16B 8B 2 '
& = Pmax’{ _ PmaxTt In(12) (=1 — p) _ C3(-n—1) (5.147)
w2~ 16B 8B(1—p) 21-m |
C. = PmaxTiTs | PmaxTitTz () (L4 1) Gy (1+ 1) (5.148)
+~ " 16B 8B(1 - ) 2(1-p |

5.4 Linearni zatiZeni

Jako ¢tvrty vypoctovy model bylo pouzito linearné klesajici zatizeni s maximem uprostied
desky.
Rovnice zatézného obrazce ma tvar piimky

p=ar+b (5.149)
Pro urceni koeficientd pfimky byly pouzity dvé okrajové podminky.
p(r = 0) = Dimax2 (5.150)
p(r=r)=0 (5.151)
Po dosazeni byly uréeny hodnoty koeficientd.
p
a =" (5.152)
T2
b = Pmaxz (5.153)
Tudiz kone¢na podoba predpisu pribéhu zatizeni je uvedena v rovnici (5.154).
p
p() = =21 4 Prngr2 (5.154)

2
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5.4.1 Vetknuta deska

Postup feseni je shodny s druhym popsanym modelem (podkapitola 5.2), jednotlivé kroky se
tedy lisi pouze v odpovidajicich ptedpisech. Situace je zndzornéna na obrazku 16.

p

-~
Obrazek 16: Vetknuta deska zatizenda linearné klesajicim spojitym zatizenim
5.4.1.1 Interval 0 <r <r;

Z rovnice (5.154) je mozné vypocitat silu (konecna podoba je v rovnici (5.157)) a tu pouzit
k vyjadieni silové rovnovahy v 0se z a nasledné vyjadrtit piedpis vnitiniho G¢inku liniové
posouvajici sily.

F=[p)dr (5.155)
F = f _ Pmaxz T + Dmax 2) 2nirdr =
0
2T[pmax2 T' r2 " (5.156)
>y + Zﬁpmaxz 2
211
F = % 73 + M pax 272 (5.157)
Podminka silové rovnovahy i dosazeni jsou uvedeny v rovnicich (5.158) a (5.159).
YE =0 (5.158)
Fi+2mrd7; =0 (5.159)

Po upravach byla vyjadiena liniova posouvajici sila.
Pmax2 2 Pmax2
T, =52

LA T (5.160)

" TN

—

T\ T

Obrazek 17: Znazornéni rezu pro vypocet predpisu liniové posouvajici sily T
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Odvozeni ptedpisu pro natoceni 9, (1) je uvedeno v rovnicich (5.161) — (5.166).

df{1(d _ 171 _ Pmax2 2 Pmax2
ar ;(a“ﬁ)) =B~ 38, T 28 " (160
1(d _ Pmax2 2 Pmax2 )

J.d ;(E(Tﬂ)> —f(—gB—rzT' +TT dr (5162)
1 i(T‘ﬂ) — _pmaxzi_{_pmaxzi_l_ C (5 163)
r\dr 3Br, 3 2B 2 ! '

. _pmaxz 4 , Pmax2 5 )
fd(ﬁ?) —f( _9Br2 r +_4B r°+ Cyr)dr (5.164)
9 = Pmax2T° +pmax2 r ic r? iC (5.165)
T T 9By, 5 " 4B 4 ' 1z T2 '
_ _pmaxz 4 , Pmax2 3 ﬂ 2
9,(r) = —4SBr2r +_16B e+ > r+ " (5.166)

Nyni byly pomoci znamych vztaha z rovnic (4.7) a (4.8) odvozeny liniové ohybové
momenty pro tento konkrétni pfipad. Podil natoceni a vzdalenosti a derivace natoCeni jsou
uvedeny v rovnicich (5.167) a (5.168).

dd, 4Pmaxz 3  3Pmaxz_, , C1 (2
S Pmaxz 2, 2122 5.167
dr 45Br, | T 168 | T2 (5.167)
Uy Pmax2 3 , Pmaxz_, , C1 | G2
Vi_ _Pmaxz 3 Pmaxz 5 C1 G2 1
~ = "a5Br,’ T 16B | 2772 (5.168)

Po vyfeseni byly vyjadieny piedpisy pro jednotlivé momenty.

pmax2r3(4 + ) _ pmax2r2(3 + ) n C,B(1—p) _ C;B(1+ )

my(r) = I51, T 3 > (5.169)
M (r) = Pmaxzjs(rlz + 4u) _ Pmax27"21(61 +3u) n CzB(rl'lz— 1) _ C1B(; +u) (5.170)
5.4.1.2 Interval r1 <r <r
Opét se pii vypoctu sily zmeénila pouze hodnota horni meze.
F = frl (—Zniﬂrz + 2ﬂpmax2T> dr =
:OI_ 211p—maizﬁ I ir (5.171)
T 3 2 0
Fp=-— anﬂrf + TP max 274 (5.172)

37,
Z rovnice silové rovnovahy byla opét vyjadrena liniova posouvajici sila, jejiz predpis
ma po Upravach nasledujici tvar.

3 2
_ Pmax2T1 1 Pmax2T1 1

= - 5.173
T2 3r, 1 2 r ( )
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I r -
— —
Obrazek 18: Znazornéni rezu pro vypocet predpisu liniové posouvajici sily T

V nasledujicim kroku byl odvozen vztah pro nato¢eni 9, (r) (rovnice (5.174) — (5.183)).

d 1 d "‘TZ pmax2r13 1 pmaxzrlz 1
— | -l —(r9 = —— = — - - .
dr r(dr (r )> B 3Br, r+ 2B r (5.174)
1(d _ pmax2r13 1 pmaxzrl2 1
fd ;(a (7‘19)> = f <— 3BT, ;'i‘ °B 7 dr (5.179)
1 i(rﬂ) pmaxz 1 l ( )+pmax2 1 1 ( )+ Cl (5.176)
r\dr 3Br,
pmaxz 1 pmaxz 1
d(r9) = In(r)r + ———In(r)r + C, |dr (5.177)
3B,
2 pmaxzrlz pmaxz 1
rd = 637 + > J(ln(r)r)dr (5.178)
Zde byla provedena substituce.
A= pmaxzrlz _ pmaxzrl3 (5.179)
2 3r,

Integrovany vyraz Ize fesit napiiklad metodou per partes.

9 =Coty | Trz (5.180)
vV =71 vV = ?
r2 A r? r21
o = C37+§<ln(r)7— j‘?;dT) (5181)
r2 A rz2 r?
rd = (3 7 t3 (ln(r) 5~ T) +C, (5.182)
9,(r) = —ln(r)r - %r +C % + % (5.183)

Aplikaci jiz n€kolikrat pou21teho postupu byly odvozeny ptedpisy pro jednotlivé
ohybové momenty, a to pomoci derivace 9,(r) podle r a podilu téchto dvou.

dv, _ A A C C,
23 _ 4 5.184
b ln(r) +— v + > T2 ( )
9 _ A A G, G
-t =+ — 5.185
—=oph(M - pt—+5 (5.185)
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Pomoci téchto dvou rovnic byly nakonec dopocitany predpisy jednotlivych momentt.

My, (r) = uln(ﬂ + A(”4_ D_ 633(2 A, C“B(rlz_ B (5.186)
ey () = wmm N A(14— W ch(; H0 L GBUD) g g

5.4.2 Vypocet integracnich konstant vetknuti

K vypoctu konkrétnich hodnot C; az C4 byly pouzity okrajové podminky. Protoze je charakter
ulozeni stejny jako v ptipad¢ parabolického zatizeni, jsou stejné i okrajové podminky.

9:(r=0)=0 (5.188)
U1(r=m) =9,(r =n) (5.189)
M (1 =11) = My (r =171) (5.190)
9,(r=m)=0 (5.191)

Dosazovani do prvni okrajové podminky jiz neni znova uvedeno, nebot se jedna
0 trivialni rovnici.
C,=0 (5.192)

Aplikace druhé OP z rovnice (5.189) je uvedena v rovnicich (5.193) — (5.195).

pmaxz 4 Pmax2 3 4+ Cl Cy

g1
= _ 1, 24 _
~45Br, "t 16B y = gpnn —gpntGytn (5.199)
Cl A A C pmaxZ pmaxz
— =—1] 4 __ 3 .
> =g n(r)r, — B + C3 2 —+ 4587, ! 14 168 (5.194)
A A ZC 2pmax2 pmaxz
= —] _— 3 _ 2 .
C; n(r;) >B +C3+—+ 5B, 1 T 3B rf (5.195)
Tteti OP z rovnice (5.190) byla p0u21ta v rovnicich (5.196) — (5.199).
pmaxzrl3 4+ _ pmax2r12(3 + 1) _ CiB(1+ ) _
457, 16 2
_ACL=p, o AWSD  GBAHW | GBA- R (5.196)
-T2 hn 4 2 2
C3B(1 + /1) pmaxzrl (4' + ,LL) Pmax2"1 (3 + ,LL) ClB(]- + .u)
= + + +
2 457, 16 2 5.197)
A(—1-— A(u—1 C,B(1 - :
N ( u)ln(r1)++ (u )+ 4 (2 1)
2 4 Ty
(3B _ _ pmaxzrl3 4+ pmax2r12(3 +u) CB Al () + A(u—1) n
2 4571,(1 + p) 16(1 + p) 2 R YC TN
C,B(1—p) (5.198)
r12(1 +uw
2 (4 + r2(3 + A A(u—1
C,= — Pmax2T1 ( 0, n Pmax2Ti ( 0, +C —ZIn(r) + (u ) n
45Br,(1 + ) 8B(1+ ) B 2B(1 + )
2C,(1 — w) (5.199)

P (1 + )
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Aplikace posledni OP z rovnice (5.191).

Y Ry 5.200
g NP T ype Ty T (5.200)
C, A A r
Go__ A Ao 201
7‘2 B In(ry)r, +4B 1y, — C3 > (5.201)
A A Cs
C4 = ErZZ —_ EIH(TZ)TZZ — 71’22 (5202)

5.4.3 Rotaéni vazba

Pfi feSeni ulozeni v rotacni vazbé (jak uz bylo uvedeno v podkapitole 5.2 i 5.3) stejného zatizeni
se zméni pouze jedna okrajovd podminka. Piedpisy natocCeni, radidlniho 1 tangencialniho

liniového momentu pro oba intervaly tedy maji podobu jiz ur¢enou rovnicemi (5.166), (5.169),
(5.170), (5.183), (5.186) a (5.187).

p

& ; =

Obrazek 19: Deska ulozend v rotacni vazbé a zatizend linedrné klesajicim spojitym zatizenim

5.4.3.1 Vypocet integracnich konstant rota¢ni vazby

Okrajové podminky pro desku ulozenou v rotacni vazbé a feSenou na dvou intervalech
ptedstavuji podminky nulového natofeni na ose symetrie, podminky spojitosti zatiZeni
I natoceni a kone¢n¢ nulové hodnoty momentu v radialnim sméru v samotné vazbé.

9 (r=0)=0 (5.203)
h(r=r)=90=n) (5.204)
M (r =11) = My (r =11) (5.205)
me(r=r)=0 (5.206)

ProtoZze jsou prvni tfi OP stejné, jsou v rovnicich uvedeny pouze kone¢né podoby
ptredpisii integracnich konstant bez odvozeni. Posledni podminka je jind, a proto je uvedeno
i odvozeni finalniho tvaru.

Aplikace prvni OP z rovnice (5.203).

C,=0 (5.207)

Aplikace druhé OP z rovnice (5.204).

A A ZC4 meaxz 3 _ Pmax2 2

€y =5In(r) —op+ G+ ra * 258, 1 8B 't (5.208)
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Aplikace tieti OP z rovnice (5.205).
zpmaxzrlg (4 + ”) pmax2r12(3 + ‘Ll)

C3 = — C, —
3 45Br,(1 + 1) + 8B(1 + p) Tl (5.200)
Ay £ AU=D 260 -0 |
B VY "2BA+p r2(1+p
Aplikace posledni OP z rovnice (5.206) a nasledna tprava.
A(—1— A(u—1 C;B(1 + C4,B(1—
0= Mln(rz) + (/" )_ 3 ( /'L) + 4 ( > .u) (5210)
2 4 2 T
C,B(1— A(—1 - A(u—1 C;B(1 +
LBUZW AL Ly AW D GBAY S oo
1 2 4 2
C.B  A(=1-p) A CB(1+p)
e L — = 7 5.212
7 20— "t Sa T, (5.212)
A1+ ) 5 , C(1+p) ,
=— — - 5.213
Cy 2B(1— 1) In(ry)ry + a2 T 2(1— 1) ) ( )

5.5 Zkoumané materialy

Pro zhodnoceni empirickych vztahii a vypoctovych modelti zpracovanych v této préci byly
vybrany dva materialy, na kterych se SPT provadi. Prvnim materidlem je slitina hliniku znacena
EN AW 2024-T351. Druhym vzorkem je nerezova ocel s oznacenim 316L.

5.5.1 Hlinikova slitina 2024-T351

Tato slitina se patii mezi superduraly, protoze tfi hlavni prvky, které ji tvofi, jsou hlinik, méd’
a hot¢ik [28]. Vyskytuji se v ni 1 stopova mnozstvi manganu, Zeleza a titanu. Diky své nizké
hustoté se tato slitina pouziva v leteckém prumyslu. Jeji hlavni nevyhodou je podléhavost
korozi, a to hlavné na hranicich zrn. Dal§im zajimavym vyuzitim jsou veterinarni aplikace [29].

5.5.2 Austeniticka ocel AISI 316L

Jedna se o ocel s nizkym obsahem hliniku, ale s vysokym obsahem jinych legur [30]. Mezi
legujici prvky patii chrom a nikl (oba nad 10 %), dale v mens$im zastoupeni napt. molybden ¢i
mangan. Diky svému sloZeni ma tato ocel velmi uZitecné vlastnosti. Velmi dobie odolava
korozi, a to i za zvySené teploty. Creepové vlastnosti této oceli jsou také jeji pfednosti. Mezi
oblasti pouziti patii naptiklad vyméniky tepla, soucésti peci, proudovych motort ale i rizna
potrubi v oblasti chemickych procest [31].
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6. VYCISLENI ANALYTICKEHO RESENI

Mez kluzu byla vycislena pro kazdé zatizeni a ulozeni. Pro kazdou ze situaci se da ocekavat
rizna hodnota meze kluzu. Pro vSechny ptipady byla pouzita stejna podminka plasticity, aby
bylo zachovano jakési vzajemné porovnani jednotlivych piipadi. Pouzitou podminkou je
Treskova podminka maxt [2]. Uréeni hodnot liniovych momentt, které byly dosazeny do
vztahl pro vypocet napéti, bylo provedeno vycislenim v kritickych bodech. Poté bylo ovéieno,
jestli maximalni hodnoty jsou skutecné v kritickych bodech pomoci vykresleni graft.

6.1 Hlinikova slitina 2024-T351

Tato slitina je prvni ze dvou zvolenych pro aplikaci vypoctovych modelt. Pro tuhost desky
Z tohoto materialu plati:

B Eh3

T 1201 u2)
Sila, ktera vyvolala v desce mez kluzu, byla stanovena podle zaznamu, ktery je zobrazen

v obrazku 20 [11]. Hodnota sily byla stanovena metodou odsazeni (offset), a to na hodnotu
170 N.

B = 818 Nmm (6.1)

Zaznam SPT slitiny hliniku 2024-T351

600 | P
500

400

Sila [N]

300
200 /!

100 /

D II 1 1 1 1 1 1
0 02 04 0.6 0.8 1 12

Pruhyb vzorku [mm)]
Obrazek 20: Zaznam SPT hlinikove slitiny [11]

6.1.1 ZatiZeni osamélou silou v 0se rotace
Pro vypocet napéti desek je potfeba znat hodnoty vnitinich U€inkd, a to konkrétné radialniho a
tangencialniho momentu. Vztahy, ze kterych byly vypocteny hodnoty téchto vnitinich ucinki,

byly odvozeny jiz vySe v rovnicich (5.15) a (5.16). Zatizeni osamélou silou vyzadovalo feSeni
jen na jednom intervalu, a tudiz neni zapotiebi vycislovat hodnoty integracnich konstant.
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Pro model sily bylo nutné vytvofit pfedpoklad dostate¢né vzdalenosti od stiedu desky,
protoze z rovnic (5.15) a (5.16) je ziejmé, Ze pro stied desky by momenty (i napéti) nabyvaly
nekone¢nych hodnot. Za tuto vzdalenost byla v této praci urCena ta hodnota poloméru, ktera
odpovida konci protlacovaciho télesa, tedy ry.

6.1.1.1 Vetknuti
Pro vetknuti plati podle vtaht pro vypocCet napéti nasledujici hodnoty radidlniho a

tangencialniho napéti.
6m,

O =5 = 178 MPa (6.2)
6m
o, = h—zt = 395 MPa (6.3)
Ur¢eni meze kluzu vyplyva z rovnice pro uréeni bezpecnosti [2]:
R
k=-2 (6.4)

o
Meze kluzu je dosazeno pravé tehdy, dosdhne-li bezpe¢nost hodnoty 1. Tudiz

po pfevedeni na druhou stranu:
R, =0 (6.5)
Hodnota napéti, kterou je nutno dosadit do vztahu dle rovnice (6.5), se urcuje podle
podminky maxt. Jak uz bylo uvedeno dfive, radialni a tangencialni smér jsou sméry hlavniho
soufadnicového systému. Kdyz jsou sefazeny podle velikosti, je trivialnim problémem urcit gy,
0, a 03. ProtoZze zkoumané materialy jsou houzevnaty, maximem je mySlena absolutni hodnota
napéti. Podle Treskovy podminky plasticity je mez kluzu takto zatizené desky uvedena
v rovnici (6.6).
R, = 395 MPa (6.6)

6.1.1.2 Rota¢ni vazba

Nasleduji hodnoty napéti pro desku uloZenou v rotaéni vazbé.

m

o, = hzr = 502 MPa (6.7)
6m

o, = h—zt = 720 MPa (6.8)

Mez kluzu tohoto modelu je tedy hodnota tangencialniho napéti pro polomér uvazované
vazby.
R, = 720 MPa (6.9)

6.1.2 Konstantni zatiZeni

Druhym vypoctovym modelem je deska, ktera je zatiZena spojitym zatiZenim. Toto zatiZeni je
konstantni.

6.1.2.1 Vetknuti

Nebot’ zatizeni bylo rozloZené po plose, bylo feSeni stanoveno na dvou intervalech. Kvili tomu
vznikla soustava 3 linearnich rovnic.

¢, = —0,0393 (6.10)
C; = —0,0301 (6.11)
C, = 0,0065 (6.12)

52



| pro tento ptipad pfipadaji maximalni hodnoty napéti na osu symetrie desky, tedy na
hodnotur = 0.

6m,
O =5 = 513 MPa (6.13)
6m;
Oy = ? = 513 MPa (614)
TudiZz mez kluzu vetknuté desky zatizené konstantnim spojitym zatizenim je nasledujici.
R, = 513 MPa (6.15)

6.1.2.2 Rota¢ni vazba

Stejné jako tomu bylo u vetknuté desky i v ptipadé desky ulozené v rotacni vazbe bylo nutné
fesit soustavu tii rovnic.

¢, = —0,0629 (6.16)
C; = —0,0538 (6.17)
C, = 0,0065 (6.18)

I pro tuto variantu pfipadaji nejvyssi hodnoty momentti na osu symetrie desky. Protoze
mezi momenty a napétimi je pouze linedrni zévislost, pfipadaji maximalni hodnoty napéti také
na tuto hodnotu r.

em,

Oy =7 = 822 MPa (6.19)
6m;

Oy = F = 822 MPa (620)

Mez kluzu desky zatizené konstantn€ rozlozenym tlakem a uloZené v rota¢ni vazbé ma
hodnotu dle rovnice (6.21).
R, = 822 MPa (6.21)

6.1.3 Parabolické zatiZeni

Tteti ze zpracovanych modeli fesi situaci, kdy je deska zatizena parabolicky rozlezenym
spojitym zatizenim, a to jak pro vetknutou desku, tak pro desku uloZenou v rotac¢ni vazbé.

6.1.3.1 Vetknuti

Integracni konstanty vetknuté desky zatiZzené paraboloidem nabyvaji téchto hodnot.

¢, = —0,0473 (6.22)
C; = —0,0298 (6.23)
C4 = 0,0043 (6.24)

Maximalni hodnoty napéti, pro které rovnéz plati, Ze je mezi jednotlivymi hodnotami
nejvetsi rozdil piipadaji opét na osu rotace.

my

0, =5 =617 MPa (6.25)
6m
o, = h—zt = 617 MPa (6.26)

Maximalni hodnota napéti pro vetknutou desku, jejimz zatézujicim obrazcem je
paraboloid, je uvedena v rovnici (6.27).
R, = 617 MPa (6.27)
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6.1.3.2 Rota¢ni vazba

Po vyfteseni soustavy rovnic byly opét ziskdny hodnoty integracnich konstant.

¢, = —0,0713 (6.28)
C; = —0,0539 (6.29)
C, = 0,0043 (6.30)

Pro tento model ptipadaji maximalni hodnoty momenti opét na stted desky. Na zakladé
hodnot téchto momentt byly vy¢isleny hodnoty radialniho a tangencidlniho napéti.

6m

o, = hzr =931 MPa (6.31)
6m

o, = h—zt = 931 MPa (6.32)

Opét je fe€ o hlavnim SS a stejné jako v minulém modelu je i v tomto piipadé je pouzita
podminka plasticity maxt.
R, =931 MPa (6.33)

6.1.4 Linearni Kklesajici zatiZeni

Posledni zpracovany model fesi tlakové rozlozeni, které ma ve sméru r linearné klesajici pribéh
do bodu poloméru protlacovaci kulicky a poté uz nulovou hodnotu.

6.1.4.1 Vetknuti

Hodnoty integrac¢nich konstant jsou uvedeny v rovnicich (6.34), (6.35) a (6.36).

C; = —0,0301 (6.35)
C, = 0,0061 (6.36)

Pro tyto konkrétni hodnoty integracnich konstant, které byly opét ur€eny pomoci
MATLABU byly vypocitany maximalni hodnoty napéti. Ty i v tomto ptipadé piipadaji na osu
symetrie desky.

em,

O =7 = 531 MPa (6.37)
6m
o, = h—; = 531 MPa (6.38)

| v tomto ptipadé€ byla pouzita podminka maxt a byla vypoctena mez kluzu vzorku pro
model linearné klesajiciho zatiZzeni ve sméru 7.
R, = 531 MPa (6.39)

6.1.4.2 Rota¢ni vazba

Vznikla sestava byla opét vyfesena pomoci MATLABU a s kone¢nymi hodnotami Ci az Cy
(rovnice (6.40), (6.41) a (6.42)) byly dopocitany hodnoty napéti v kritickych bodech pomoci
znamych vztaht.

C, = —0,0644 (6.40)
C; = —0,0538 (6.41)
C, = 0,0061 (6.42)
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I pro tento model pfipada maximalni hodnota napéti na stfed desky. Prub&hy napéti jsou
takové, ze 1 rozdil jejich vzajemnych hodnot nepiekrocil hodnotu radidlniho napéti pro stied
desky.

6m

o, = hzr = 841 MPa (6.43)
6m

O = h_Zt = 841 MPa (644)

A konecné urceni meze kluzu, je-li deska zatizena linearné klesajicim zatizenim ve
sméru 7 a je uloZena v rotacni vazbe.
R, = 841 MPa (6.45)

6.2 Austeniticka ocel AISI 316LL

Tuhost desky z austenitické oceli ma tuto hodnotu.
5 Eh3
C12(1-u?)
Protoze je postup identicky a jedind zména pfipadé na rozdilné hodnoty materidlovych
charakteristik, je tato podkapitola zkracena. Jsou zde uvedeny jen potiebné hodnoty. I zde byla
sila, ktera vyvola mez kluzu uréena ze zaznamu zkousky, ktery je na obrazku 21 [32]. Sila byla
opét urc¢ena metodou odsazeni, tentokrat na 230 N.

= 2169 Nmm (6.46)

Zaznam SPT austenitické oceli AlSI 316L
2000 - . : :

1800 /"ﬁm‘-\
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1400 | / |
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1000 yd

800 | yd
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400 f e
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0 05 1 15 2 25
Pruhyb vzorku [mm)]

Obrazek 21:Zaznam SPT austenitické oceli [32]
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6.2.1 ZatiZzeni osamélou silou v 0se rotace

6.2.1.1 Vetknuti

Maximalni napéti vetknuté desky bylo opét ureno na poloméru, ktery predstavuje konec
protlacovaciho télesa.

my

o, = PP = 210 MPa (6.47)
6m
o, = h—zt = 530 MPa (6.48)
Hodnota meze kluzu:
R, = 530 MPa. (6.49)

6.2.1.2 Rota¢ni vazba

Nésleduji hodnoty napéti pro desku ulozenou v rotaéni vazbé.

my

O =5 = 649 MPa (6.50)
6m
o, = h—zt = 970 MPa (6.51)
Mez kluzu tohoto modelu je uvedena v rovnici (6.52).
R, =970 MPa (6.52)
6.2.2 Konstantni zatiZeni
6.2.2.1 Vetknuti
Integra¢ni konstanty:
¢, = —0,0201 (6.53)
(3 = —0,0154 (6.54)
¢, =0,0033 (6.55)
Maximalni napéti:
em,
O =7 = 663 MPa (6.56)
6m
o, = h—; = 663 MPa (6.57)
Hodnota meze kluzu:
R, = 663 MPa (6.58)
6.2.2.2 Rotacni vazba
Integracni konstanty:
¢, = —0,0327 (6.59)
C; = —0,0280 (6.60)
¢, =0,0033 (6.61)
Maximalni napéti:
m
o, = hzr = 1081 MPa (6.62)
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6m;
Oy = ? = 1081 MPa
Hodnota meze kluzu:

R, = 1081 MPa
6.2.3 Parabolické zatiZeni
6.2.3.1 Vetknuti
Integracni konstanty:
C; = —0,0241
C; = —0,0152
C, =0,0022
Maximalni napéti:
m‘l"
o, = Y 797 MPa
6m;
Oy = ? = 797 MPa
Hodnota meze kluzu:
R, = 797 MPa
6.2.3.2 Rotacni vazba
Integracni konstanty:
C; = —0,0370
C; = —0,0281
C, =0,0022
Maximalni napéti:
mT'
o, = = 1222 MPa
6m;
Or=—7 = 1222 MPa

Hodnota meze kluzu:
R, = 1222 MPa.

6.2.4 Linearni klesajici zatiZeni
6.2.4.1 Vetknuti

Integracni konstanty:
¢, = —0,0208
C; = —0,0154

¢, =0,0031
Maximalni napéti:

6m,

h2

6m;

O = ?: 686 MPa

= 686 MPa

o, =

57

(6.63)

(6.64)

(6.65)
(6.66)
(6.67)

(6.68)

(6.69)

(6.70)

(6.71)
(6.72)
(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)
(6.78)
(6.79)
(6.80)

(6.81)



Hodnota meze kluzu:

R, = 686 MPa
6.2.4.2 Rotacni vazba
Integracni konstanty:
C; = —0,0334
C; = —0,0280
¢, = 0,0031
Maximalni napéti:
mT
o, = e 1105 MPa
6m;
Oy = F = 1105 MPa
Hodnota meze kluzu:
R, = 1105 MPa
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(6.85)

(6.86)
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(6.88)



7. ZHODNOCENI VYSLEDKU

Jak jiz bylo mnohokrat zminéno, analytické feseni bylo provedeno pomoci Kirchhoffovy teorie,
kterd ma svd omezeni. Prvni podminka se tykéa zavislosti mezi polomérem a tlouStkou desky.
Pro feSeny ptipad je do podminky dosazeno v rovnici (7.1).
0,5 <0,1r, = 0,4 mm (7.1)

Je ziejmé, ze pro feSenou geometrii tato podminka nebyla splnéna. Pti poruSovani
podminek této teorie dochazi ke vzniku smykovych napéti, ktera snizuji hodnotu vypocitanych
mezi kluzu. Poruseni této podminky ma za nasledek i1 zvySeni hodnot integra¢nich konstant,
coz se také projevi na hodnotach liniovych momentt, a tim i na hodnotach napéti.

Druhé podminka se tyka prihybu. Urcuje, jak velky mize byt maximalni prihyb, aby
byla teorie aplikovatelna. Dosazeni do této podminky je provedeno v rovnici (7.2).

w < 0,25h = 0,125 mm (7.2)
Pti feSeni tohoto problému byly integrovany vsechny piedpisy natocCeni. Protoze
integrované vyrazy byly velmi podobné tém, které jsou v této praci uvedeny, je zde uvedena
pouze tabulka 1, kterd zhodnocuje tuto podminku. Maximalni prihyb téchto modeli vzdy
ptipadal na stfed desky. Jen v ptipadé osamocené sily byl pruhyb pocitan na vzdalenosti ry, aby
vyhovoval pfedpokladu vyslovenému v podkapitole 6.1.1.

Tabulka 1. Hodnoty prihybii podle analytického reseni

Oznadeni modelu Maximalni prahyb w [mm]

Slitina hliniku Austeniticka ocel
Osaméla sila — vetknuti 0,045 0,023
Osaméla sila — rotacni vazba 0,134 0,071
Konstantni spojité zatizeni — vetknuti 0,054 0,027
Konstantni spojité zatizeni — rotacni vazba 0,148 0,078
Parabolické spojité zatizeni — vetknuti 0,057 0,029
Parabolické spojité zatizeni — rota¢ni vazba 0,153 0,081
Lineérni spojité zatiZzeni — vetknuti 0,054 0,028
Linearni spojité zatizeni — rotacni vazba 0,149 0,078

Jak ukazuje tabulka, podminka byla splnéna ve vétSin€ piipadi. Pouze pro slitinu
hlinikd v modelech pfedpokladajicich rota¢ni vazbu byla podminka porusena. Dale je z tabulky
patrné, ze pro modelovani SPT je vhodné&j$i uvazovat vetknuti, protoze sniZuje ve srovnani
S vazbou rotacni pruhyb. Snizeni prihybu samoziejmé zvySuje pravdépodobnost dodrzeni
druhé podminky. Hodnoty prithybu jsou niz§i pro ocel, protoze se jednd o tuzsi material
(hodnota tuhosti desky je vyssi).

7.1 Hlinikova slitina
Empirické vztahy uvedené v podkapitole 3.1.1 byly aplikovany na hlinikovou slitinu 2024-

T351. V nasledujici tabulce 2 jsou uvedeny hodnoty pro meze kluzu a meze pevnosti vypoétené
Z danych vztahd.
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Tabulka 2: Aplikace empirickych vztahii na slitinu hliniku

Tvurci vztahu

Mez kluzu R, [MPa]

Mez pevnosti R,, [MPa]

Mao a Takahashi 245 632

Ruan 281 -

Finarelli 306 -

Cuesta a Alegre 294 -
Guan a Wang 351 306
Song a kolektiv 218 451
Norris a Parker 311 203
Garcia 235 571
Garcia (upravena) - 554
Purmensky a Matocha - 723
- 975

Matocha a Hurst

Hodnoty mezi kluzu podle empirickych vztahii se k sobé pfiblizuji vice nez hodnoty
mezi pevnosti. Protoze pfi vychozim zaznamu SPT pro slitinu hliniku je dosazeno meze kluzu
a meze pevnosti pfi relativné malém navyseni sily, jsou nékteré empirické vztahy nevhodné
pro tento material. Materidl je totiz klicovy pro stanoveni koeficientli f empirickych vztahti a

n¢které z nich nebyly vytvofeny za pouziti slitin hliniku.

Podle normované zkousky tahem byla uréena mez kluzu pomoci vztahu pro vypocet
normalového napéti pro prut namahany tahem [2]. Jeji hodnota je uvedena v rovnici (7.3). Sila
byla uréena ze zdznamu tahové zkousky tohoto materidlu, a jeji hodnota odpovida 8500 N.

Zkusebni vzorek mél primér 3 mm. Vychozi zaznam je vykreslen na obrazku 22 [16].

Zaznam tahové zkousky slitiny hliniku 2024-T351

14 p

127

107 d

Sila [kN]

2 3

4

ProdlouZeni [mm]
Obrazek 22: Zaznam tahové zkousky slitiny hliniku [16]
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F 8500

Re =5 =320

Tato hodnota je ovSem pouze smluvni (stejné tak i u austenitické oceli v rovnici (7.4)),

protoze hodnoty jsou vztazeny k nedeformované geometrii [1]. Skute¢na mez kluzu by musela
byt vztazena k rozméru deformovaného vzorku.

V nasledujici tabulce 3 jsou zhodnocena analyticka feSeni z kapitol 5. a 6. pro slitinu

hliniku.

= 301 MPa (7.3)

Tabulka 3: Analytické reseni slitiny hliniku

Oznaceni modelu Mez kluzu R, [MPa]
Osaméla sila — vetknuti 395
Osam¢la sila — rotacni vazba 720
Konstantni spojité zatizeni — vetknuti 513
Konstantni spojité zatizeni — rotacni vazba 822
Parabolické spojité zatizeni — vetknuti 617
Parabolické spojité zatizeni — rota¢ni vazba 931
Linearni spojité zatizeni — vetknuti 531
Linearni spojité zatizeni — rotaCni vazba 841

Hodnoty napéti ve stfedu desky zavisi pouze na hodnot¢ integra¢ni konstanty Ci, kterd
je vyssi pro modely uvazujici rotacni vazbu. Kviili tomu maji modely uvazujici rota¢ni vazbu
vyssi vypocitané hodnoty, a to v rpuméru o 300 [MPa]. Modely spojitych zatizeni maji shodny
objem zatézujiciho obrazce (coz je sila), ale kvili zptsobu rozlozeni zatizeni téchto modeld
Vv samotném stiedu desky vznikaji riizné reakéni momenty. Trend zvySené meze kluzu u rotacni
vazby lze pozorovat i v tabulce 5 pro austenitickou ocel.

7.2 Austeniticka ocel

Tabulka 4 zpracovava aplikaci empirickych vztahii na vzorek z austenitické oceli. Tak jako
v tabulce 2 i zde jsou uvedeny jak odhadované hodnoty meze kluzu, tak hodnoty meze pevnosti.

Tabulka 4: Aplikace empirickych vztahii na austenitickou ocel

Tvirci vztahu Mez kluzu R, [MPa] Mez pevnosti R,,, [MPa]
Mao a Takahashi 331 1256
Ruan 380 -
Finarelli 414 -
Cuesta a Alegre 398 -
Guan a Wang 467 626
Song a kolektiv 276 630
Norris a Parker 420 609
Garcia 318 773
Garcia (upravend) - 475
Purmensky a Matocha - 623
Matocha a Hurst - 848

Podobn¢ jako v tabulce 2 je i zde vidét vétsi podobnost hodnot predstavujicich meze
kluzu. Empirické vztahy pro vyhodnoceni meze pevnosti se az na dvé hodnoty pohybuji
Vv relativné malém rozptylu hodnot.
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I pro austenitickou ocel byla provedena zkouska tahem. Vzorek m¢l kruhovy prufez
0 poloméru 4 mm. Sila odpovidajici mezi kluzu byla stanovena na 17000 N. Vychozi zdznam
je vykreslen na obrazku 23 [32].

Zaznam tahove zkousky oceli AlSI 316L

35 T

30 | o

25| / |

= 20 s

]

Sila [k

10

0 5 10 15 20 25 30
ProdlouZeni [mm]

Obrazek 23: Zdaznam tahové zkousky austenitické oceli [32]

F 17000
R, =—= = MP 7.4
e =73 P 338 MPa (7.4)
I pro austenitickou ocel byla vypracovéna tabulka 5, kterd zhodnocuje analyticka feSen.

Tabulka 5: Analytické reseni austenitické oceli

Oznaceni modelu Mez kluzu R, [MPa]
Osam¢la sila — vetknuti 530
Osaméla sila — rotacni vazba 970
Konstantni spojité zatizeni — vetknuti 663
Konstantni spojité zatizeni — rotacni vazba 1081
Parabolické spojité zatiZzeni — vetknuti 797
Parabolické spojité zatizeni — rota¢ni vazba 1222
Linearni spojité zatizeni — vetknuti 686
Linedarni spojité zatizeni — rotacni vazba 1105
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8. ZAVER

Zkouska tahem piedstavuje pomérné presné odhadnuti meze kluzu daného materialu. Odchylky
empirickych vztaht a vypoctovych vztahli se tedy vztahuji k hodnoté¢ obdrzené tahovou
zkouskou.

Mez kluzu podle tahové zkousky slitiny hliniku ma hodnotu 301 MPa. Pro tuto slitinu
se ukazal byt nejpresnéjsi empiricky vztah podle Finnareliho. A to s procentualni odchylkou
méné nez 2 %. Ze vztahi, které vychazeji z vypoctovych modeli predstavenych v této praci se
hodnoté obdrzené tahovou zkouskou piiblizil model vetknuté desky zatizené silou v ose
symetrie. Hodnota meze kluzu analytického feseni je 395 MPa. Odchylka tohoto modelu je
ptiblizné 31 %.

Austeniticka ocel ma podle tahové zkousky mez kluzu rovnu 338 MPa. Empiricky
vztah, ktery se nejvice piiblizil hodnoté meze kluzu z tahové zkousky, je vztah Maoa a
Takahashiho s procentualni odchylkou tésné nad 2 %. Z vypocétovych modeld opét nejlépe
poslouzil model vetknuté desky zatiZzené silou v ose rotace. Vypocitana mez kluzu ma hodnotu
530 MPa. Coz procentualné odpovida ptiblizné 57 %.

Ze srovnani odchylek analytickych modeld s empirickymi vztahy plyne, ze praktické
vyuziti empirickych vztahli ma sva opodstatnéni. Jejich aplikace je snadnd, a ptestoZe se jedna
pouze o odhad, je tento odhad v mnozstvi ptipadt presnéjsi nez aplikovana teorie.

Neptesnost vypoctovych modelt vychazi z poruseni ptedpokladu pouzité teorie.
Podminka souvisejici s polomérem desky méla za nésledek zvySeni integracnich konstant a tim
i vnitinich u¢inkti a vyslednych napéti. Obé podminky musi byt splnény, aby se
pti vyhodnocovéni daly zanedbat u¢inky smykovych napéti, coz v tomto ptipadé z divodl
geometrie SPT splnéno nebylo. Smykova napéti maji na vypocéty redukovanych napéti vétsi
vliv nez normalova napéti.

Posledni z moznych divoda vétSich odchylek vypoctovych modelil je jejich vlastni
nedokonalost. Tyto modely nepopisuji idedlné silové a tlakové puasobeni, které vznika pii
provadéni SPT. Kirchhoffova teorie tedy neni pfili§ pfesna pti popisu napéti béhem SPT.
Odhadovani meze kluzu pomoci analytického feseni by mohlo byt aplikovatelné, pokud by se
zavedly korek¢ni koeficienty. V piipad€ obou vyhodnocovanych materialii totiz vSechny
modely spojitého zatiZeni nabyvaji pfiblizn€ dvojnasobku meze kluzu stanovené tahovou
zkouskou.
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Seznam fyzikalnich veli¢in

Symbol
Ox,y,2,1z
01,23
Tij

Re

Rm

E

Ex,y,z

Vi

t50%
Kic

F

Fe

Frn

t,h

9

Jednotka
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[GPa]

[-]

[-]

[°C]
[Mpaxm®?]
[N]

[N]

[N]

[mm]

[-]

[mm]
[N/mm]
[Nmm/mm]

[-]
[mm]
[Pa]

Vyznam
Normélové napéti v daném sméru
Hlavni napéti
Smykové napéti
Mez kluzu
Mez pevnosti
Y oungiv modul pruznosti v tahu
Pietvofeni v daném sméru
Zkoseni
Tranzitni teplota odpovidajici 50 % kiehkého lomu
Lomové houzevnatost
Sila
Sila, ktera vyvola napéti odpovidajici mezi kluzu
Sila, ktera vyvola napéti odpovidajici mezi pevnosti
Tloustka vzorku
Natoceni vii¢i nedeformované stiednicové plose
Prihyb vzorku
Liniova posouvajici sila
Liniovy radialni (tangencialni) moment
Poissontiv pomér
Vzdalenost od osy symetrie v rovin¢ fezu kolmého na
sttednicovou plochu
Tlak
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