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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zaméruje na zlomkovy kalkulus, zlomkové diferencialni rovnice
s Caputovou derivaci a pfedev§im na numerické metody pro feseni téchto rovnic. Nume-
rické metody jsou pro tento typ rovnic velmi diilezité, jelikoz pouze mald ¢ast ma znamé
analytické Teseni, proto se musime spolehnout na feseni numerické. V této praci budou
zpracovany nasledujici numerické metody: explicitni a implicitni Eulerova metoda a me-
toda prediktor-korektor. Cilem je poté vybrané metody realizovat v programu MATLAB
a otestovat na nékolika pocatecnich tlohach.

Summary

This bachelor’s thesis focuses on fractional calculus, fractional differential equations with
the Caputo derivative, and primarily on numerical methods for solving these equations.
Numerical methods play a crucial role for this type of equations, as only a small fraction
have known analytical solutions, requiring dependence on numerical solutions. This thesis
will cover the following numerical methods: explicit and implicit Euler methods, and the
predictor-corrector method. The objective is to implement selected methods in MATLAB
and test them on several initial problems.
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1. Uvod

Tato prace se zabyva tématem zlomkového kalkulu, predevsim tedy tématu zlomkovych
diferencialnich rovnic a jejich zakladnich numerickych teseni. I kdyz se muze zdat, ze toto
matematické odvétvi je relativné mladé, neni tomu tak. Pocatky tohoto matematického
odvétvi lze datovat zpétné az do 17. stoleti, tedy do doby, kdy Newton a Leibniz polozili
zaklady diferencialniho a integralniho kalkulu. Pro oznaceni n-té derivace funkce f Leibniz
zavedl symbol dci—nn (x). Kdyz o tom v dopise informoval 'Hospitala, tak ten mu odpovédél:
"Co se stane v pripadé n = %?” Dopis, ve kterém I’'Hospital tuto otazku polozil, napsal
v roce 1695 a dnes je prijiman jako prvni zminka o tom, ¢emu dnes fikame zlomkova
derivace. Pojem zlomkovy kalkulus také souvisi s 'Hospitalovym dotazem, jelikoz byl
polozen pro konkrétni ptipad n = %, tj. zlomek, a to poté dalo podnét ke vzniku nazvu
tohoto odvétvi matematiky, ktery se pouziva az dodnes i pfesto, ze v soucasnosti uz je
dobfe znamo, ze neni tfeba omezit n pouze na mnozinu racionalnich ¢isel. Leibniz mu
poté odpoveédél dnes jiz znamym vyrokem: "Povede to k paradoxu, avsak jednoho dne
z néj budou odvozeny uzitecné dusledky.”

Teorie zlomkového kalkulu byla po tri stoleti od svého pocatku studovana jako ¢isté te-
oretickd matematické oblast, ktera by byla uzitecna pouze pro matematiky. Od roku 1970
se vsak zacalo ukazovat, zZe derivace a integraly necelociselného fadu jsou velmi vhodné
pro popsani vlastnosti rtiznych realnych materialt, napt. polymeri. Modely zlomkového
radu se ukazaly jako adekvatnéjsi nez do té doby pouzivané modely celociselného tadu.

Zlomkové derivace jsou skvélym néastrojem pro popsani dédi¢nych a pamétovych vlast-
nosti riznych materialii a procest, coz je jejich hlavni vyhoda v porovnani s klasickymi
celoc¢iselnymi modely ve kterych jsou tyto vlivy zanedbany. Vyhody zlomkovych derivaci
jsou patrné pri modelovani mechanickych a elektrickych vlastnosti realnych materiala,
dale tfeba v popisu reologickych vlastnosti hornin a v mnoha dalsich oblastech.

Hlavnim cilem této prace je prozkoumat zakladni numerické metody pro feseni zlomko-
vych diferencialnich rovnic a jejich naprogramovani ve vhodném programovacim prostredi,
konkrétné MATLAB. Numerické metody jsou pro tento typ diferencidlnich rovnic velmi
potiebné, jelikoz obdobné jako u obycejnych diferencidlnich rovnic, pouze mala hrstka
téchto rovnic ma znamé analytické reseni.

Préce je rozdélena do ti1 hlavnich ¢asti: prvni ¢ast (kapitola 2) obsahuje nékolik diile-
zitych pojmt z klasického kalkulu, které pouzijeme pti strué¢ném tvodu do kalkulu zlom-
kového, ktery nasleduje. Ke konci této ¢asti bude uvedena formulace pocatecni tlohy
zlomkové diferencidlni rovnice. Druhd ¢ast (kapitola 3) se bude vénovat jednotlivym nu-
merickym metodam, konkrétné explicitni a implicitni Eulerové metodé a metodé pre-
diktor-korektor. Jednotlivé metody budou postupné zavedeny a poté se prozkouma jejich
stabilita a rad konvergence. V posledni ¢asti (kapitola 4) budou metody otestovany na né-
kolika pocatecnich tilohach a numerické vysledky budou diskutovany vzhledem k presnosti
a radu konvergence.
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2. Zakladni pojmy a tivod do
zlomkového kalkulu

Hlavnimi tkoly této kapitoly jsou struény tvod do zlomkového kalkulu a uvedeni for-
mulace pocatecni tlohy zlomkové diferencialni rovnice. Zlomkovy kalkulus je rozsitenim
klasického kalkulu, nejdfive tedy budou uvedeny pojmy z klasického kalkulu, ze kterého
se pozdéji presuneme na kalkulus zlomkovy. Lemmata, véty a definice klasického kalkulu
byly prevazné prevzaty z [2], pro zlomkovy kalkulus byl hlavni zdroj [1].

Véta 2.1 (Zdkladni véta integrdlniho poctu) Nechty : [to, T] — R je spojitd funkce a necht
Y : [to, T] — R je definovina vztahem:

Y(t) := /tty(T)dT. (2.1)

Potom je funkce Y diferencovatelnd a Y’ =y.

Lze zde vidét velmi blizky vztah mezi diferencialnimi a integralnimi operdtory. Jednim z
cilt zlomkového kalkulu je zachovani tohoto vztahu ve vhodné zobecnéném smyslu.

Definice 2.2 Symbolem D oznacime operdtor, ktery priradi diferencovatelné funkci jeji
derivaci:

Definice 2.3 Symbolem J;, oznacime operdtor, ktery prirazuje funkci y, u které predpo-
kladame, Ze je (Riemannovsky) integrovatelnd na kompaktnim intervalu [ty, T, funkei k ni
primitioni:

Jiy(t) = / y(7)dr

to
protg <t <T.

Definice 2.4 Pro a € N pouZijeme symboly D* a J{ k oznaceni a-ndsobné iterace D a

Jto N

Dl — D,Da — DDafl a Jtlo e Jt07 Jto(; = JtOJtC:Jfl

pro o > 2.
Muzeme si v§imnout, ze (2.1) v nasem zapisu zni:

DJtoy =Y

a obecnéji:
D*Joy =y

pro a € N.



Definice 2.5 Vyrazem C™[ty, T], kde m € Ny, budeme oznacovat mnoZinu funkciy, které
jJsou spojité a maji spojité derivace aZ do rddu m na intervalu [to, T

Nyni uvedeme zobecnéni pojmiu definice 2.4, zacneme integrdlnim operatorem Jg. Pro
pripad a € N miizeme zavést integralni operator nasledujicim explicitnim vzorcem:

Lemma 2.6 Necht y je Riemannovsky integrovatelnd na [ty, T]. Potom proty <t <T a
o € N:

e A

Navic jako primym diisledkem véty 2.1 je, ze pro operatory D a J;, plati nasledujici vztah:
Lemma 2.7 Necht a,m € N takové, Ze a < m a necht y € C™[ty, T]. Potom:
D%y = D™J{%y.

Pro zavedeni necelociselné derivace a integralu budeme potiebovat zobecnit faktorial
na necelociselné argumenty. Takovym zobecnénim je znama Eulerova gama funkce:

Definice 2.8 (Gama funkce) Funkei I" : (0,00) — R definovanou vztahem:

nazgvame Eulerovou gama funkci (nebo Eulerovym integralem druhého druhu,).

20 T T T T

18§ 1

16

14

12

Obrazek 2.1: Gama funkce
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Véta 2.9 (Nekteré vlastnosti gama funkce)
T(t+1) =tT(¢)
(n—1)!'=T(n) pron € N

Dalsi vlastnosti gama funkce a jejich dikazy lze nalézt v [5].

Definice 2.10 Vyrazem LP[ty, T)|, kde 1 < p, budeme oznacovat mnoZinu funkci y, které
jsou méritelné na intervalu [ty, T] a plati:

/ () Pdt < oo.

to

Definice 2.11 Vyrazem A™[to, T] budeme oznacovat mnoZinu funkci s absolutné spojitou
(m — 1) derivaci, tj. funkce y, pro které existuje (skoro vsude) funkce g € L'[ty, T] (L' je
mnozina Lebesgueovsky integrovatelnych funkci) tak, Ze:

V") =y o) + [ gl

to
V tomto pripadé nazgvdme g (zobecnénou) m —tou derivaci funkce y a jednoduse zapiseme
g=ym.
Po uvedeni nékolika zakladnich pojmt se nyni presuneme ke zlomkovému kalkulu.

Jako vychozi bod pro zavedeni operatoru zlomkového radu budeme uvazovat Riemanntiv-
-Liouvilletv (RL) integral.

Definice 2.12 (Riemanniiv-Liouvilleiv integrdl) Pro funkci y € L'([to,T]) je levy RL
zlomkovy integrdl radu o > 0, o € R a pocatkem vty definovan jako:

Jey(t) = ﬁ / (t — r)*y(r)dr,

to

kdeT'(«) je gama funkce aty <t < T. Tento integrdl je zobecnénim standardniho integrdlu,
ktery muze byt povaZovan jako specidlni pripad RL integrdlu v pripadé a = 0.

Definice 2.13 (Riemannova-Liouvilleova derivace) Levd inverze RL integrdlu Jg je Ri-
emannova-Liouviellova derivace, kterd je definovana vztahem:

Dgy(t) :== D™ J3~*y(t) = Tl — o) dim / (t—7) Yy(r)dr, (2.2)
to

kde m = [« je nejmensi celé ¢islo vetsi nebo rovno .

Definice 2.14 (Caputova derivace) Alternationi definice zlomkové derivace, kterou zis-
kdme zdmeénou poradi derivace a integrace v rovnici (2.2), je tzv. Caputova derivace, kterd,
pro je dostatecné diferencovatelnou funkci, konkrétné pro y € A™[to, T, dana:

1

t
DE(t) = Ty D"yl1) = s [ (4= 7ty e
to



Mizeme pozorovat, ze vyse uvedend leva Caputova derivace je levou inverzi RL inte-
gralu, konkrétné Dy Ji'y = y, ale neni jeho pravou inverzi, protoze:

Jin Dy (t) = y(t) — Tonay; to] (1), (2.3)

kde T,,,—1]y; to](t) je Taylortv polynom fadu (m — 1) pro funkci y(t) se stfedem v bodé ¢,
tedy:

m— 1

t—to

[4

Ton—1ly; tol(t to)

k=0

Nyni uvedeme vztah mezi RL a Caputovou derivaci. Derivovanim obou stran v rovnici
(2.3) ve smyslu RL je mozné sledovat, ze:

Dey(t) = Dg [y(t) — T ys to] ()]

a nasledné:

m—1

~ . (t —to)*
D y(t) = D y(t +ZF k+1—a)y(k)(t0)’
k=0

Pokud 0 < a < 1, tak se vySe uvedeny vztah redukuje na tvar:

(t—to)™

Diyy() = Diy® + T

y(to)-

Vyhoda Caputovy derivace souvisi s derivaci konstantni funkce, jelikoz pii pouziti RL
derivace dostavame:

~ 1
Dfl=————(t—1ty)™ ¢
to F(l—a)( 0) 5

zatimco pri pouziti Caputovy derivace vztah:

D21 =0.

P1i pouziti Caputovy derivace derivovanim konstanty ziskdme nulu, coz mize byt v né-
kterych aplikacich vyhodnéjsi.

Velmi vyznamné je vyuziti Caputovych derivaci ve zlomkovych diferencialnich rovni-
cich. Zlomkové diferencidlni rovnice s RL derivaci musime totiz inicializovat derivacemi
neceloc¢iselného radu, avsak pocatecni tloha pro zlomkové diferencialni rovnice s Caputo-
vou derivaci uvazuje pocatecni podminky s celoc¢iselnou derivaci:
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Pocatecéni dloha zlomkové diferencialni rovnice s Caputovou derivaci

{D;;y@) = f(ty(t))

. —_ (2.4)
y(to) = y0, ¥/ (to) = 48", .., y™ D (te) = y§™ Y,

kde predpokladéme, Ze f(£,y) je spojité a yo, yS", ...,y jsou poatecni hodnoty funkce

y a jejich derivaci az do fadu m — 1 v bodé ty. Inicializovat zlomkové diferencidlni rovnice
s prislusnou hodnotou jejich celoéiselnych derivaci je velmi uzitecné, jelikoz maji jasnéjsi
fyzikalni vyznam.

Existenci a jednoznacnosti feSeni pocéatecni ulohy (2.4) ndm zajisti podminky uvedené
v nasledujicich dvou vétach:

Véta 2.15 (O existenci reseni) Predpokldidejme, Ze 9 := [0, x*] X [yo — 9, %0+ 3] s x* > 0
a0 >0 a necht funkce f : P — R je spojita. Ddle definujme x := min{x*, (0I'(a +
D/ fllso)e}. Erzistuje tedy funkce y : [0,x] — R, kterd 7esi pocdtecni ulohu (2.4).

Véta 2.16 (O jednoznacnosti reseni) Predpoklidejme, zZe 9 = [0, x*] X [yo — 6, yo + 6]
sx*>0ad >0 amnecht je funkce f : P — R omezend na R a splnuje Lipschitzovu
podminku vzhledem k druhé promenné, tedy:

|f(t,u) = f(t,0)] < Lju — vl

s konstantou L > 0 nezavislou na t,u a v. Necht x je definovdno jako ve vété 2.16. Pak
existuje nejuyse jedna funkce y : [0, x| — R 7esici pocatecni ulohu (2.4).

Na zavér této kapitoly si jesté uvedeme reformulaci zlomkové diferencialni rovnice,
kterou ziskdme aplikovinim RL integralu Ji na obé strany rovnice (2.4), spolecné s rov-
nici (2.3). Tim ziskame danou reformulaci zlomkové diferencidlni rovnice ve smyslu slabé
singularni Volterrovy integralni rovnice (VIE):

y(t) = Tn-1ly; to) +

1 ¢ o1
o /to(t—T) F(ry(r))dr. (2.5)

Je dilezité zduraznit, Zze zlomkové diferencialni rovnice maji nelokalni charakter, neni
tedy mozné rozdélit feSeni rovnice (2.5) v libovolném bodé t,, jako feseni v predchozim
bodé t,, — h zvyseny o prirustek souvisejici s intervalem [t, — h,t,].

Reseni VIE (2.5), jak bylo dokazano v [6], pfedstavuje rozvoj ve smiSenych (tj. celoci-
selnych a zlomkovych mocninéch:

y(t) = Troa(t) + D (t =) Y5,
i,jeN
které ukazuje, ze v bodé ty neni hladké. Absence hladkosti v ¢ = ¢y je problém pro

numerické vypocty, jelikoz nemusi poskytovat presné vysledky, a to z diivodu nedostatecné
hladkosti v okoli poc¢atecniho bodu.



3. Numerické metody

Po uvedeni nékolika zdkladnich pojmi a kratkém tvodu do zlomkového kalkulu se
v této kapitole podivame na hlavni téma této prace, coz jsou zakladni numerické metody;,
kterymi mutzeme fesit pocatecni ulohy zlomkovych diferencialnich rovnic s Caputovou
derivaci. Tyto metody miizeme v analogii s numerickou terminologii rozdélit do dvou
hlavnich skupin: jednokrokové a vicekrokové. V pripadé obycejnych diferencidlnich rovnic
jednokrokové metody pouzivaji pouze jednu aproximaci feseni v predchozim kroku pro
vypocet Teseni v kroku nasledujicim. Naopak u vicekrokovych metod je treba pouzit vice
vyhodnocenych aproximaci v predchozich krocich, které poté slouzi pro vypocet reseni.

Pro zlomkové diferencialni rovnice je vyhodnéjsi pouziti vicekrokovych metod (viz.[1]),
v této préaci se avsak budeme zabyvat pouze metody jednokrokovymi, a to explicitni
a implicitni Eulerovou metodou a metodou prediktor-korektor. Vicekrokové metody jsou
vétsinou odvozeny z vicekrokovych metod pro obycejné diferencidlni rovnice. Pti aplikaci
na zlomkové diferencialni rovnice neni pocet krokt pevné stanoven, ale roste s tim, jak
integrace postupuje vpred a do vypoctu kazdého kroku je zahrnuta celd historie feseni.

Vicekrokové metody pro zlomkové diferencialni rovnice jsou tedy konvoluc¢ni kvadra-
turni vzorce, které mohou byt zapsany v obecném tvaru:

yn:SOn"i_ch—jfja fj:f(tjayj)7
=0

kde ¢, a ¢, jsou redlné koeficienty dané konkrétni numerickou metodou a t,, =ty + nh je
sit s konstantni délkou kroku i > 0. Pro odvozeni téchto koeficientu pouzijeme tzv. (PI)
formuli (z anglického "product-intergration rules”).

Tato metoda je zalozend na aproximaci RL integralu v (2.5) a zobecnuje standardni
metody pro obycejné diferencidlni rovnice. (PI) formule numericky fesi slabé singuldrni
VIE druhého druhu, takze je mizeme aplikovat na zlomkové diferencialni rovnice diky
jejich formulaci v rovnici (2.5). Pokud tedy mame sit ¢, =ty + nh s konstantnim krokem
h > 0, Teseni rovnice (2.5) v bodé ¢, se zapise po ¢astech:

(1) = Tocalital(t) + s X [ (b= 1 ()

a f(7,y(7)) néasledné aproximujeme v kazdém podintervalu [¢;,%;41] pomoci néjakého in-
terpola¢niho polynomu. Vysledné integraly jsou poté vyhodnoceny exaktnim zpisobem,
ktery vede k y,,. Podle toho, jakym zptsobem aproximace probéhne, ziskdme bud metodu
explicitni nebo implicitni.

Dilezita poznamka: Pri pouziti interpola¢niho polynomu vyssiho stupné nemusi nutné
dojit ke zlepSeni presnosti ziskané aproximace. Tento jev souvisi s chovanim feseni zlom-
kovych diferencidlnich rovnic, které se nechova hladce i pti vyskytu hladké funkce f(t,v).
Neékteré z derivaci y(t), a tedy i f(¢,y(t)), jsou neohrani¢ené v ¢y, a nejsou polynomy
spravné aproximovany.

3.1. Zlomkové Eulerovy metody

Pro rozsiteni explicitni a implicitni Eulerovy metody pro obycejné diferencidlni rovnice na
rovnice diferencidlni zlomkové, staci v kazdém intervalu [t;,¢;41] aproximovat integrand
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3. NUMERICKE METODY

f(7,y(7)) konstantnimi hodnotami f(¢;,y;) a f(tj+1,y;+1), timto dostaneme nasledujici
metody:

Zlomkova explicitni Eulerova metoda:

yn: mfl[y;to +hazb J 1f Jay]) n:1727"'7 (31)
kde
Yo 2N _ ’_1)04
po (=i =(n—j —=0,1,....n—1
n—j—1 F(Oé+ 1) ) J 3 y

Zlomkova implicitni Eulerova metoda:

Yn = Tn_1]y; to] (¢ +h°‘an] ti,y;), n=12 ..., (3.2)

kde

—j+D)*=(n—75)* .
po _ (= —1.2.....n
TL—] F(a+ 1) ) j ) ) 7n

Pokud o = 1, tak se metody (3.1) a (3.2) zredukuji na klasickou explicitni a implicitni
Eulerovu metodu pro obycejné diferencialni rovnice.
Po zavedeni metod (3.1) a (3.2) nyni prozkoumédme jejich stabilitu a konvergenci.

Véta 3.1 (O stabilité Eulerovyjch metod) Predpokladejme, Ze y; (j = 0,1,2...,n) jsou re-
sent zlomkové explicitni Eulerovy metody (3.1) (resp. zlomkové implicitni Eulerovy metody
(3.2)), f(t,y) spliuje Lipschitzovu podminku vzhledem ke druhému argumentu y s Lispchit-
zovou konstantou L na intervalu, kde existuje prave jedno reseni. Pak je zlomkovd explicitni
FEulerova metoda (3.1) (resp. zlomkovd implicitni Eulerova metoda (3.2)) stabiln.

Véta 3.2 (O konvergenci Eulerovijch metod) Predpoklidejme, Ze y(t) je resenim (2.4),
f(t,y) spliuje Lipschitzovu podminku vzhledem k druhému argumentu y s Lipschitzovou
konstantou L a f(t,y(t)), y(t) € C*0,T). Pak:

ly(t,) —yn| < Ch, n=0,1,2,..,N,
kde C' > 0 je konstanta nezdvisla na h a n.

Obé metody jsou tedy stabilni a maji konvergenci prvniho radu pri splnéni predpokladi
z vét 3.1 a 3.2, tyto véty lze nalézt v [3].



3.2. METODA PREDIKTOR-KOREKTOR
3.2. Metoda prediktor-korektor

Na zavedeni této metody si jesté musime zavést implicitni metodu, kterou dostaneme
aproximaci f(7,y(7)) interpolac¢nim polynomem prvniho stupné:

Tl

f(ry(1) = f(tjsn, yin) + .

(fte,y5010) — ft5,95)), 7 € [, t54]

a dostaneme zobecnéni lichobéznikové metody implicitniho typu:

Yn = mfl[yﬂfO](tn) + ha( (a)f + Zan —j ]7yj ) (33)

kde
~(a) (TL - 1)a+1 _ na(n —a— 1) " Tlatz Pron= 0
a, ' = ’ alo) —
F(Oé + 2) (n—1)>+1 —2pe+1 | (ny1)ot]

(at2) pron=1,2 ..

U implicitni lichobéznikové metody (3.3) se ocekavd, ze bude mit fad konvergence dva, ten
vsak dostaneme pouze pro a > 1 nebo pro vhodné vybrané tlohy s dostatecné hladkym
FeSenim, ale pro 0 < o < 1 rad konvergence obvykle klesne na 1+ « (viz.[1]).

Jak bylo uvedeno, metoda (3.3) je implicitni, coz by znamenalo mnohem vice vypo-
¢tu, jelikoz bychom museli feéit nelineérni rovnice pro vyhodnoceni ¥, v daném kroku.
kovou explicitni Eulerovu metodu (3.1) a v kazdém kroku aproximovat dané y,, které
oznacime y?, coz bude nas prediktor. Abychom poté dostali presnéjsi aproximaci y,, pou-
zijeme implicitni lichobéznikovou metodu (3.3), coz bude nas korektor, do které dosadime
na pravé strané za y, aproximovanou hodnotu y?, takze se z metody implicitni stava ex-
plicitni, coz Tesi problém s vypocty nelinedrnich rovnic, dostavame tedy:

Metoda prediktor-korektor:

n—1
Yl = T lys ol (t) + 0SB F (k).

7=0

Y = ml[y;to](tn)—irh“( @ £ +Za iy +al >f(tn,yg)>, n=12,...
(3.4)

Stejné jako u Eulerovych metod, pokud se o = 1, tak se metoda (3.4) zredukuje na metodu
prediktor-korektor pro obycejné diferencialni rovnice.
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3. NUMERICKE METODY

Tuto metodu muzeme jesté vylepsit tak, ze korektor pri vypoctu projde s iteracemi:

n—1

i?] = T1ly; to](t,) + A Z bfzcv—)j—lf(tja Yi),
=0

< (3.5)
Y = Tl to](t) + b (de‘)fo + 30l (k) + 0l f (b, ylf”‘”)>
j=1

w=12 ..s.

Kazda iterace ma za cil zvysit fad konvergence od prvniho fadu konvergence prediktoru,
az dokud neni dosazen rad konvergence korektoru, coz vétsinou zabere jednu nebo velmi
malo iteraci. Je zrejmé, ze pokud se p = 1, tak dostaneme metodu (3.4), pii u = 0 se
dojde k redukci metody na zlomkovou explicitni Eulerovou metodu.

Véta 3.3 (O stabilité(viz. [|])) Predpoklidejme, Ze y; (7 = 0,1,2...,n) jsou reseni me-
tody prediktor-korektor (3.4), f(t,y) spliuje Lipschitzovu podminku vzhledem ke druhému
argumentu y s Lispchitzovou konstantou L na intervalu, kde existuje prdve jedno resend.
Pak je metoda prediktor-korektor (3.4) stabilnd.
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4. Numerické priklady

Nyni otestujeme uvedené metody na tfech prikladech. Prvni ptiklad bude slouzit hlavné
k otestovani stability metod a ovéfeni domnénky, ze implicitni metody jsou stabilnéjsi
nez metody explicitni. Jedna se o analogii testovaci tlohy pro A-stabilitu u numerickych
metody pro obycejné diferencidlni rovnice.

U kazdého prikladu budeme uvadét grafické reseni, kde presné feseni bude vzdy zna-
zornéno plnou ¢ernou carou a feseni dané numerickou metodou prerusovanou barevnou
¢arou. Dale také uvedeme tabulky s chybou E(h), ktera je ddna jako absolutni hodnota
rozdilu hodnot numerické metody a presného teseni v koncovém bodé T a odhadovany
rad konvergence FOC' (z anglického "estimated order of convergence”), ktery ziskdme

nasledujicim vztahem:
E(h)
EOC =1

2

T—tg

kde N je konstantni krok, ktery se vypocita h = =5°.

Priklad 4.1 UvazZujme pocatecni problém(viz.[1]):

{D%y(t)

y(to) = Yo

Ay(t), Re(\) <0, te]0,1]
—1,

ktery mad exakini reseni y(t) = E,((t — to)*N), kde E, je Mittag-Lefflerova funkce, kterd
je definovdna:

00 k
z
E,(2) = -
kz:; ['(ak+1)
Ulohu budeme Tesit pro o = 0.6 a A = —10, k vykreslent exaktniho tesent byl pouZit kdd,

ktery je dostupny z (https://www.mathworks.com/matlabcentral/ fileexchange/
48154-the-mittag-leffler-function).

Z ndasledné uvedenyjch grafickych reseni a tabulek s chybou E(h) lze jasné vidét, Ze pro
velké kroky h (tj. pro malé N, v tomto prikladé konkrétné N = 10 a N = 20) explicitni
metody ddvaji velmi nepresné vysledky, zatimco implicitni metoda ddva vysledky o nekolik
radu presnéjsi i s timto velkym krokem, coZ potvrzuje domneénku o lepsi stabilité implicitnich
metod. EOC' pro pruni dvé metody konverguje k ¢islu jedna (s vgjimkou nékolika pronich
kroki pro zlomkovou explicitni Eulerovu metodu kvili jiz zminéné stabilité), coz odpovidd
radu konvergence téchto metod. EOC pro zbjvajici metodu konverguje k cislu 1.6 pro
1w =1, cozZ odpovida radu konvergence lichobézZnikové metody 1 + o pro 0 < o < 1.
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4. NUMERICKE PRIKLADY
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(¢) FBEM pro N = 20 (d) FBEM pro N = 40

Obrazek 4.1: Grafické feseni ptikladu 4.1 metodami (3.1) a (3.2) pro o = 0.6

Tabulka 1: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro piiklad 4.1 a metody (3.1) a (3.2)
FFEM FBEM
N EM) EOC E) EOC
10 4.2228 x 103 kK | 3.1924 x 1073 | xx %
20 8.2122 x 10% | 2.3624 | 1.5357 x 1073 | 1.0557
40 | 3.8026 x 10~* | 21.0424 | 7.5170 x 10~* | 1.0307
80 | 3.6109 x 10~* | 0.0746 | 3.7157 x 10~* | 1.0165
160 | 1.8168 x 10=% | 0.9910 | 1.8463 x 10~* | 1.0090
320 | 9.1152 x 107> | 0.9951 | 9.2001 x 10~ | 1.0049
640 | 4.5664 x 107° | 0.9972 | 4.5912 x 107" | 1.0028
1280 | 2.2857 x 107° | 0.9984 | 2.2931 x 107" | 1.0016
2560 | 1.1436 x 107> | 0.9991 | 1.1458 x 10~° | 1.0009
5120 | 5.7200 x 107¢ | 0.9995 | 5.7269 x 107° | 1.0005
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Obrézek 4.2: Grafické feseni prikladu 4.1 metodami (3.4) a (3.5) pro a = 0.6

Tabulka 2: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro piiklad 4.1 a metody (3.4) a (3.5)

PCpiip=1 PC piip =2

N E) EOC E®) EOC
10 | 2.8941 x 10° * % Kk 1.8812 x 10° * % %
20 5.6082 x 102 9.0114 1.9882 x 10° 9.8860
40 1.8912 x 1073 | 18.1779 | 5.5790 x 10~* | 28.4088
80 2.7221 x 107% | 2.7965 | 1.5792 x 10~* | 1.8208
160 | 6.6055 x 10™° | 2.0430 | 4.0631 x 10~° | 1.9585
320 | 1.8610 x 107° | 1.8276 | 1.0586 x 10~° | 1.9404
640 | 5.6071 x 107% | 1.7308 | 2.8884 x 1076 | 1.8738
1280 | 1.7507 x 1075 | 1.6793 | 8.2684 x 10~ | 1.8046
2560 | 5.5798 x 10~7 | 1.6496 | 2.4638 x 107 | 1.7467
5120 | 1.8008 x 107 | 1.6316 | 7.5694 x 10~% | 1.7026




Priklad 4.2 UvazZujme pocdtecni problém:

)
I'(6—a) I'(5—a)

Dey(t) = L) 5-a _ 306) o _T()
y(to) =yo =10

M (A—a)

4. NUMERICKE PRIKLADY

37 4+ (85 — 3t 4+ 263)2 —y*(t), t€[0,1]

ktery je inspirovdn prikladem z [3] a presnym resenim tohoto pocdtecniho problému je

y(t) =15 — 3t* + 23,

Z ndsledugicich grafickych reseni a hodnot E(h) je mozné videét, Ze i pro velky krok h
davaji explicitni i implicitni relativné presné vysledky. Stejné jako v predchozim priklade,
EOC pro proni dve metody opet konverguje k ¢islu jedna. Rozdil avsak nastal v konvergenci
zbyvajici metody, kterda pro tento pocdtecni problém konverguje k cislu 2 pro obé hodnoty
[ i presto, Ze 0 < a < 1. Z toho mizZeme usoudit, Ze se jednd o vhodné vybranou tilohu s

dostatecné hladkym resenim.
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Obrazek 4.3: Grafické feseni prikladu 4.2 metodami (3.1) a (3.2) pro a = 0.5
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Tabulka 3: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro priklad 4.2 a metody (3.1) a (3.2)

FFEM

FBEM

N

E(h)

EOC

E(h)

EOC

10

5.6086 x 1072

* kK

3.8736 x 1072

* Kk k

20

2.8002 x 1072

1.0021

2.0329 x 1072

0.9301

40

1.3749 x 1072

1.0262

1.0631 x 1072

0.9353

80

6.7202 x 1073

1.0328

5.5148 x 1073

0.9469

160

3.2891 x 1073

1.0308

2.8372 x 1073

0.9588

320

1.6155 x 1072

1.0257

1.4487 x 1073

0.9697

640

7.9654 x 1074

1.0202

7.3608 x 1074

0.9768

1280

3.9408 x 1074

1.0153

3.7233 x 1074

0.9833

2560

1.9550 x 10~

1.0113

1.8772 x 10~*

0.9880

5120

9.7194 x 107°

1.0082

9.4417 x 107°

0.9915

O™

0 0.2 0.4

0.6 0.8

(a) PCpropu=1a N =20
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(¢c) PCprop=2a N =20

Obrazek 4.4: Grafické feseni prikladu 4.2 metodami (3.4) a (3.5) pro a = 0.5
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Tabulka 4: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro piiklad 4.2 a metody (3.4) a (3.5)
PCopriip=1 PC pti p =2
N Eh) EOC E(h) EOC
10 | 3.6407 x 1073 | %% % | 2.8803 x 1073 | %% *
20 | 8.5514 x 10~* | 2.0800 | 7.3206 x 10~* | 1.9762
40 |2.0346 x 107* | 2.0714 | 1.8561 x 10~* | 1.9797
80 | 4.8993 x 107° | 2.0541 | 4.6902 x 107" | 1.9846
160 | 1.1877 x 107° | 2.0444 | 1.1817 x 107° | 1.9888
320 | 2.8839 x 107° | 2.0421 | 2.9708 x 107¢ | 1.9919
640 | 6.9794 x 1077 | 2.0468 | 7.4564 x 1077 | 1.9943
1280 | 1.6748 x 1077 | 2.0591 | 1.8693 x 10~7 | 1.9960
2560 | 3.9580 x 10~ | 2.0811 | 4.6825 x 107° | 1.9971
5120 | 9.1156 x 1079 | 2.1184 | 1.1723 x 10~° | 1.9979

Priklad 4.3 Uvazujme pocdtecni dlohu(viz.[1]):

N|w

[ —« r'(5+3) 4—2 o
Diylt) = A9 e — 38X % L 9r(a 1) 4 (t —t4> @) te o]
y(to) =40 =0

s presngm Tesenim y(t) = t* — 312 + %t"‘. Tento problém je velmi zajimavy, jelikoZ na
rozdil od jinych, v literature casto uvadénych problémai, nepredstavuje uméle hladké resent,
které ve vétsiné aplikaci zlomkového rddu neni realistické.

Opét muzeme z grafickych teseni a hodnot E(h) pozorovat, Ze vsechny metody ddvaji
relativné presné reseni i pro nejvetsi krok h = %0 (tji. N = 10). EOC pro FEulerovy
metody, stejné jako v predchozich dvou ilohdch, konverguje k cislu jedna. Zbyvajici metoda
konverguge k cislu 1.5 pri u = 1, coZ odpovidd cislu 1+, pro i = 2 pak metoda konverguje
k cislu 2.
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Obrazek 4.5: Grafické feseni prikladu 4.3 metodami (3.1) a (3.2) pro a = 0.5

Tabulka 5: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro piiklad 4.3 a metody (3.1) a (3.2)
FFEM FBEM
N E) EOC EM) EOC
10 | 1.3534 x 1071 | %% | 1.2098 x 1071 | % % *
20 | 6.3136 x 1072 | 1.1001 | 6.0465 x 10~2 | 1.0006
40 | 3.0576 x 1072 | 1.0461 | 3.0304 x 1072 | 0.9966
80 | 1.5092 x 1072 | 1.0186 | 1.5167 x 1072 | 0.9986
160 | 7.5131 x 1072 | 1.0063 | 7.5813 x 1073 | 1.0004
320 | 3.7533 x 1073 | 1.0012 | 3.7875 x 10~ | 1.0012
640 | 1.8774 x 1073 | 0.9994 | 1.8920 x 10~ | 1.0013
1280 | 9.3935 x 1074 | 0.9990 | 9.4492 x 10~* | 1.0016
2560 | 4.7000 x 107* | 0.9990 | 4.7216 x 10~* | 1.0009
5120 | 2.3514 x 10=* | 0.9991 | 2.3593 x 10~* | 1.0009
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Obrézek 4.6: Grafické reseni prikladu (4.3) metodami (3.4) a (3.5) pro a = 0.5

Tabulka 6: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro piiklad 4.3 a metody (3.4) a (3.5)
PCpiip=1 PC piip =2
N E) EOC Eh) EOC
10 | 1.7859 x 1072 | % %% | 41852 x 1073 | »x*
20 | 1.8123 x 10° | 3.3008 | 1.4035 x 10~ | 1.5763
40 | 4.1619 x 10~* | 2.1225 | 4.2281 x 10~* | 1.7309
80 | 1.7655 x 10~% | 1.2371 | 1.2028 x 10~* | 1.8136
160 | 7.9795 x 107° | 1.1457 | 3.2849 x 107° | 1.8725
320 | 3.3898 x 107° | 1.2351 | 8.7241 x 107° | 1.9128
640 | 1.3602 x 107 | 1.3174 | 2.2736 x 107° | 1.9400
1280 | 5.2434 x 107° | 1.3752 | 5.8502 x 107 | 1.9584
2560 | 1.9672 x 107° | 1.4144 | 1.4922 x 107 | 1.9710
5120 | 7.2466 x 10~7 | 1.4408 | 3.7832 x 10~% | 1.9798
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5. Zavér

Hlavnim cilem této prace bylo prozkoumat zakladni numerické metody pro feseni zlom-
kovych diferencialnich rovnic, realizace vybranych metod v programu MATLAB a ovéreni
metod pri feSeni testovacich tloh.

Pro dosazeni téchto cil byl zpracovan kratky tvod do zlomkového kalkulu a zadefino-
vani pocatecni tlohy pro zlomkové diferencialni rovnice s Caputovou derivaci, které budou
realizované numerické metody Tesit. Nasledné byly vybrany tii jednokrokové numerické
metody vhodné pro tuto praci, a to zlomkova explicitni a implicitni Eulerova metoda
a metoda prediktor-korektor. Po nastudovani téchto t¥i metod doslo k jejich realizaci
v programu MATLAB, coz miZzeme oznacit jako splnéni prvnich dvou cilu.

Testovani metod probéhlo na tfech pocatecnich problémech. Kazda metoda prosla
procesem, pri kterém byl v daném prikladé postupné piilen krok a bylo sledovano chovani
testované metody, konkrétné stabilita a odhadovany rad konvergence. Stabilita metod
dopadla dle oc¢ekavani, jelikoz bylo zjisténo, ze implicitni metody jsou stabilnéjsi nez ex-
plicitni.