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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zaměřuje na zlomkový kalkulus, zlomkové diferenciální rovnice
s Caputovou derivací a především na numerické metody pro řešení těchto rovnic. Nume-
rické metody jsou pro tento typ rovnic velmi důležité, jelikož pouze malá část má známé
analytické řešení, proto se musíme spolehnout na řešení numerické. V této práci budou
zprácovány následující numerické metody: explicitní a implicitní Eulerova metoda a me-
toda prediktor-korektor. Cílem je poté vybrané metody realizovat v programu MATLAB
a otestovat na několika počátečních úlohách.

Summary
This bachelor’s thesis focuses on fractional calculus, fractional differential equations with
the Caputo derivative, and primarily on numerical methods for solving these equations.
Numerical methods play a crucial role for this type of equations, as only a small fraction
have known analytical solutions, requiring dependence on numerical solutions. This thesis
will cover the following numerical methods: explicit and implicit Euler methods, and the
predictor-corrector method. The objective is to implement selected methods in MATLAB
and test them on several initial problems.

Klíčová slova
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Keywords
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1. Úvod
Tato práce se zabývá tématem zlomkového kalkulu, především tedy tématu zlomkových
diferenciálních rovnic a jejich základních numerických řešení. I když se může zdát, že toto
matematické odvětví je relativně mladé, není tomu tak. Počátky tohoto matematického
odvětví lze datovat zpětně až do 17. století, tedy do doby, kdy Newton a Leibniz položili
základy diferenciálního a integrálního kalkulu. Pro označení n-té derivace funkce f Leibniz
zavedl symbol dn

dxnf(x). Když o tom v dopise informoval l’Hospitala, tak ten mu odpověděl:
”Co se stane v případě n = 1

2
?” Dopis, ve kterém l’Hospital tuto otázku položil, napsal

v roce 1695 a dnes je přijímán jako první zmínka o tom, čemu dnes říkáme zlomková
derivace. Pojem zlomkový kalkulus také souvisí s l’Hospitalovým dotazem, jelikož byl
položen pro konkrétní případ n = 1

2
, tj. zlomek, a to poté dalo podnět ke vzniku názvu

tohoto odvětví matematiky, který se používá až dodnes i přesto, že v současnosti už je
dobře známo, že není třeba omezit n pouze na množinu racionálních čísel. Leibniz mu
poté odpověděl dnes již známým výrokem: ”Povede to k paradoxu, avšak jednoho dne
z něj budou odvozeny užitečné důsledky.”

Teorie zlomkového kalkulu byla po tři století od svého počátku studována jako čistě te-
oretická matematické oblast, která by byla užitečná pouze pro matematiky. Od roku 1970
se však začalo ukazovat, že derivace a integrály neceločíselného řádu jsou velmi vhodné
pro popsání vlastností různých reálných materiálů, např. polymerů. Modely zlomkového
řádu se ukázaly jako adekvátnější než do té doby používané modely celočíselného řádu.

Zlomkové derivace jsou skvělým nástrojem pro popsání dědičných a paměťových vlast-
ností různých materiálů a procesů, což je jejich hlavní výhoda v porovnání s klasickými
celočíselnými modely ve kterých jsou tyto vlivy zanedbány. Výhody zlomkových derivací
jsou patrné při modelování mechanických a elektrických vlastností reálných materiálů,
dále třeba v popisu reologických vlastností hornin a v mnoha dalších oblastech.

Hlavním cílem této práce je prozkoumat základní numerické metody pro řešení zlomko-
vých diferenciálních rovnic a jejich naprogramování ve vhodném programovacím prostředí,
konkrétně MATLAB. Numerické metody jsou pro tento typ diferenciálních rovnic velmi
potřebné, jelikož obdobně jako u obyčejných diferenciálních rovnic, pouze malá hrstka
těchto rovnic má známé analytické řešení.

Práce je rozdělena do tří hlavních částí: první část (kapitola 2) obsahuje několik důle-
žitých pojmů z klasického kalkulu, které použijeme při stručném úvodu do kalkulu zlom-
kového, který následuje. Ke konci této části bude uvedena formulace počáteční úlohy
zlomkové diferenciální rovnice. Druhá část (kapitola 3) se bude věnovat jednotlivým nu-
merickým metodám, konkrétně explicitní a implicitní Eulerově metodě a metodě pre-
diktor-korektor. Jednotlivé metody budou postupně zavedeny a poté se prozkoumá jejich
stabilita a řád konvergence. V poslední části (kapitola 4) budou metody otestovány na ně-
kolika počátečních úlohách a numerické výsledky budou diskutovány vzhledem k přesnosti
a řádu konvergence.
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2. ZÁKLADNÍ POJMY A ÚVOD DO ZLOMKOVÉHO KALKULU

2. Základní pojmy a úvod do
zlomkového kalkulu

Hlavními úkoly této kapitoly jsou stručný úvod do zlomkového kalkulu a uvedení for-
mulace počáteční úlohy zlomkové diferenciální rovnice. Zlomkový kalkulus je rozšířením
klasického kalkulu, nejdříve tedy budou uvedeny pojmy z klasického kalkulu, ze kterého
se později přesuneme na kalkulus zlomkový. Lemmata, věty a definice klasického kalkulu
byly převážně převzaty z [2], pro zlomkový kalkulus byl hlavní zdroj [1].

Věta 2.1 (Základní věta integrálního počtu) Nechť y : [t0, T ] → R je spojitá funkce a nechť
Y : [t0, T ] → R je definována vztahem:

Y (t) :=

∫ t

t0

y(τ)dτ. (2.1)

Potom je funkce Y diferencovatelná a Y ′ = y.

Lze zde vidět velmi blízký vztah mezi diferenciálními a integrálními operátory. Jedním z
cílů zlomkového kalkulu je zachování tohoto vztahu ve vhodně zobecněném smyslu.

Definice 2.2 Symbolem D označíme operátor, který přiřadí diferencovatelné funkci její
derivaci:

Dy(t) := y′(t).

Definice 2.3 Symbolem Jt0 označíme operátor, který přiřazuje funkci y, u které předpo-
kládáme, že je (Riemannovsky) integrovatelná na kompaktním intervalu [t0, T ], funkci k ní
primitivní:

Jt0y(t) :=

∫ t

t0

y(τ)dτ

pro t0 ≤ t ≤ T .

Definice 2.4 Pro α ∈ N použijeme symboly Dα a Jα
t0

k označení α-násobné iterace D a
Jt0:

D1 := D,Dα := DDα−1 a J1
t0
:= Jt0 , J

α
t0
= Jt0J

α−1
t0

pro α ≥ 2.

Můžeme si všimnout, že (2.1) v našem zápisu zní:

DJt0y = y

a obecněji:
DαJα

t0
y = y

pro α ∈ N.
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Definice 2.5 Výrazem Cm[t0, T ], kde m ∈ N0, budeme označovat množinu funkcí y, které
jsou spojité a mají spojité derivace až do řádu m na intervalu [t0, T ]

Nyní uvedeme zobecnění pojmů definice 2.4, začneme integrálním operátorem Jα
t0

. Pro
případ α ∈ N můžeme zavést integrální operátor následujícím explicitním vzorcem:

Lemma 2.6 Nechť y je Riemannovsky integrovatelná na [t0, T ]. Potom pro t0 ≤ t ≤ T a
α ∈ N:

Jα
t0
y(t) =

1

(α− 1)!

∫ t

t0

(t− τ)y(τ)dτ.

Navíc jako přímým důsledkem věty 2.1 je, že pro operátory D a Jt0 platí následující vztah:

Lemma 2.7 Nechť α,m ∈ N takové, že α < m a nechť y ∈ Cm[t0, T ]. Potom:

Dαy = DmJm−α
t0

y.

Pro zavedení neceločíselné derivace a integrálu budeme potřebovat zobecnit faktoriál
na neceločíselné argumenty. Takovým zobecněním je známá Eulerova gama funkce:

Definice 2.8 (Gama funkce) Funkci Γ : (0,∞) → R definovanou vztahem:

Γ(t) :=

∫ ∞

0

τ t−1e−τdτ

nazýváme Eulerovou gama funkcí (nebo Eulerovým integrálem druhého druhu).

Obrázek 2.1: Gama funkce
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2. ZÁKLADNÍ POJMY A ÚVOD DO ZLOMKOVÉHO KALKULU

Věta 2.9 (Některé vlastnosti gama funkce)
Γ(t+ 1) = tΓ(t)
(n− 1)! = Γ(n) pro n ∈ N

Další vlastnosti gama funkce a jejich důkazy lze nalézt v [5].

Definice 2.10 Výrazem Lp[t0, T ], kde 1 ≤ p, budeme označovat množinu funkcí y, které
jsou měřitelné na intervalu [t0, T ] a platí:∫ T

t0

|y(t)|pdt < ∞.

Definice 2.11 Výrazem Am[t0, T ] budeme označovat množinu funkcí s absolutně spojitou
(m− 1) derivací, tj. funkce y, pro které existuje (skoro všude) funkce g ∈ L1[t0, T ] (L1 je
množina Lebesgueovsky integrovatelných funkcí) tak, že:

y(m−1)(t) = y(m−1)(t0) +

∫ t

t0

g(τ)dτ.

V tomto případě nazýváme g (zobecněnou) m−tou derivací funkce y a jednoduše zapíšeme
g = y(m).

Po uvedení několika základních pojmů se nyní přesuneme ke zlomkovému kalkulu.
Jako výchozí bod pro zavedení operátorů zlomkového řádu budeme uvažovat Riemannův-
-Liouvilleův (RL) integrál.

Definice 2.12 (Riemannův-Liouvilleův integrál) Pro funkci y ∈ L1([t0, T ]) je levý RL
zlomkový integrál řádu α > 0, α ∈ R a počátkem v t0 definován jako:

Jα
t0
y(t) =

1

Γ(α)

∫ t

t0

(t− τ)α−1y(τ)dτ,

kde Γ(α) je gama funkce a t0 ≤ t ≤ T . Tento integrál je zobecněním standardního integrálu,
který může být považován jako speciální případ RL integrálu v případě α = 0.

Definice 2.13 (Riemannova-Liouvilleova derivace) Levá inverze RL integrálu Jα
t0

je Ri-
emannova-Liouviellova derivace, která je definována vztahem:

D̂α
t0
y(t) := DmJm−α

t0
y(t) =

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

t0

(t− τ)m−α−1y(τ)dτ, (2.2)

kde m = dαe je nejmenší celé číslo větší nebo rovno α.

Definice 2.14 (Caputova derivace) Alternativní definice zlomkové derivace, kterou zís-
káme záměnou pořadí derivace a integrace v rovnici (2.2), je tzv. Caputova derivace, která,
pro je dostatečně diferencovatelnou funkci, konkrétně pro y ∈ Am[t0, T ], dána:

Dα
t0
y(t) := Jm−α

t0
Dmy(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

t0

(t− τ)m−α−1y(m)(τ)dτ.
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Můžeme pozorovat, že výše uvedená levá Caputova derivace je levou inverzí RL inte-
grálu, konkrétně Dα

t0
Jα
t0
y = y, ale není jeho pravou inverzí, protože:

Jα
t0
Dα

t0
y(t) = y(t)− Tm−1[y; t0](t), (2.3)

kde Tm−1[y; t0](t) je Taylorův polynom řádu (m− 1) pro funkci y(t) se středem v bodě t0,
tedy:

Tm−1[y; t0](t) =
m−1∑
k=0

(t− t0)
k

k!
y(k)(t0).

Nyní uvedeme vztah mezi RL a Caputovou derivací. Derivováním obou stran v rovnici
(2.3) ve smyslu RL je možné sledovat, že:

Dα
t0
y(t) = D̂α

t0
[y(t)− Tm−1[y; t0](t)]

a následně:

D̂α
t0
y(t) = Dα

t0
y(t) +

m−1∑
k=0

(t− t0)
k−α

Γ(k + 1− α)
y(k)(t0).

Pokud 0 < α < 1, tak se výše uvedený vztah redukuje na tvar:

D̂α
t0
y(t) = Dα

t0
y(t) +

(t− t0)
−α

Γ(1− α)
y(t0).

Výhoda Caputovy derivace souvisí s derivací konstantní funkce, jelikož při použití RL
derivace dostáváme:

D̂α
t0
1 =

1

Γ(1− α)
(t− t0)

−α,

zatímco při použití Caputovy derivace vztah:

Dα
t0
1 = 0.

Při použití Caputovy derivace derivováním konstanty získáme nulu, což může být v ně-
kterých aplikacích výhodnější.

Velmi významné je využití Caputových derivací ve zlomkových diferenciálních rovni-
cích. Zlomkové diferenciální rovnice s RL derivací musíme totiž inicializovat derivacemi
neceločíselného řádu, avšak počáteční úloha pro zlomkové diferenciální rovnice s Caputo-
vou derivací uvažuje počáteční podmínky s celočíselnou derivací:

6



2. ZÁKLADNÍ POJMY A ÚVOD DO ZLOMKOVÉHO KALKULU

Počáteční úloha zlomkové diferenciální rovnice s Caputovou derivací{
Dα

t0
y(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0, y
′(t0) = y

(1)
0 , ..., y(m−1)(t0) = y

(m−1)
0 ,

(2.4)

kde předpokládáme, že f(t, y) je spojitá a y0, y
(1)
0 , ..., y

(m−1)
0 jsou počáteční hodnoty funkce

y a jejich derivací až do řádu m− 1 v bodě t0. Inicializovat zlomkové diferenciální rovnice
s příslušnou hodnotou jejich celočíselných derivací je velmi užitečné, jelikož mají jasnější
fyzikální význam.
Existenci a jednoznačnosti řešení počáteční úlohy (2.4) nám zajistí podmínky uvedené
v následujících dvou větách:

Věta 2.15 (O existenci řešení) Předpokládejme, že D := [0, χ∗]× [y0− δ, y0+ δ] s χ∗ > 0
a δ > 0 a nechť funkce f : D → R je spojitá. Dále definujme χ := min{χ∗, (δΓ(α +
1)/‖f‖∞)1/a}. Existuje tedy funkce y : [0, χ] → R, která řeší počáteční úlohu (2.4).

Věta 2.16 (O jednoznačnosti řešení) Předpokládejme, že D := [0, χ∗] × [y0 − δ, y0 + δ]
s χ∗ > 0 a δ > 0 a nechť je funkce f : D → R omezená na R a splňuje Lipschitzovu
podmínku vzhledem k druhé proměnné, tedy:

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ L|u− v|

s konstantou L > 0 nezávislou na t, u a v. Nechť χ je definováno jako ve větě 2.16. Pak
existuje nejvýše jedna funkce y : [0, χ] → R řešící počáteční úlohu (2.4).

Na závěr této kapitoly si ještě uvedeme reformulaci zlomkové diferenciální rovnice,
kterou získáme aplikováním RL integrálu Jα

t0
na obě strany rovnice (2.4), společně s rov-

nicí (2.3). Tím získáme danou reformulaci zlomkové diferenciální rovnice ve smyslu slabě
singulární Volterrovy integrální rovnice (VIE):

y(t) = Tm−1[y; t0] +
1

Γ(α)

∫ t

t0

(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ. (2.5)

Je důležité zdůraznit, že zlomkové diferenciální rovnice mají nelokální charakter, není
tedy možné rozdělit řešení rovnice (2.5) v libovolném bodě tn jako řešení v předchozím
bodě tn − h zvýšený o přírůstek související s intervalem [tn − h, tn].

Řešení VIE (2.5), jak bylo dokázáno v [6], představuje rozvoj ve smíšených (tj. celočí-
selných a zlomkových mocninách:

y(t) = Tm−1(t) +
∑
i,j∈N

(t− t0)
i+jαΥi,j,

které ukazuje, že v bodě t0 není hladké. Absence hladkosti v t = t0 je problém pro
numerické výpočty, jelikož nemusí poskytovat přesné výsledky, a to z důvodu nedostatečné
hladkosti v okolí počátečního bodu.
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3. Numerické metody
Po uvedení několika základních pojmů a krátkém úvodu do zlomkového kalkulu se

v této kapitole podíváme na hlavní téma této práce, což jsou základní numerické metody,
kterými můžeme řešit počáteční úlohy zlomkových diferenciálních rovnic s Caputovou
derivací. Tyto metody můžeme v analogii s numerickou terminologií rozdělit do dvou
hlavních skupin: jednokrokové a vícekrokové. V případě obyčejných diferenciálních rovnic
jednokrokové metody používají pouze jednu aproximaci řešení v předchozím kroku pro
výpočet řešení v kroku následujícím. Naopak u vícekrokových metod je třeba použít více
vyhodnocených aproximací v předchozích krocích, které poté slouží pro výpočet řešení.

Pro zlomkové diferenciální rovnice je výhodnější použití vícekrokových metod (viz.[1]),
v této práci se avšak budeme zabývat pouze metody jednokrokovými, a to explicitní
a implicitní Eulerovou metodou a metodou prediktor-korektor. Vícekrokové metody jsou
většinou odvozeny z vícekrokových metod pro obyčejné diferenciální rovnice. Při aplikaci
na zlomkové diferenciální rovnice není počet kroků pevně stanoven, ale roste s tím, jak
integrace postupuje vpřed a do výpočtu každého kroku je zahrnuta celá historie řešení.

Vícekrokové metody pro zlomkové diferenciální rovnice jsou tedy konvoluční kvadra-
turní vzorce, které mohou být zapsány v obecném tvaru:

yn = ϕn +
n∑

j=0

cn−jfj, fj = f(tj, yj),

kde ϕn a cn jsou reálné koeficienty dané konkrétní numerickou metodou a tn = t0 + nh je
síť s konstantní délkou kroku h > 0. Pro odvození těchto koeficientů použijeme tzv. (PI)
formulí (z anglického ”product-intergration rules”).

Tato metoda je založená na aproximaci RL integrálu v (2.5) a zobecňuje standardní
metody pro obyčejné diferenciální rovnice. (PI) formule numericky řeší slabě singulární
VIE druhého druhu, takže je můžeme aplikovat na zlomkové diferenciální rovnice díky
jejich formulaci v rovnici (2.5). Pokud tedy máme síť tn = t0 + nh s konstantním krokem
h > 0, řešení rovnice (2.5) v bodě tn se zapíše po částech:

y(tn) = Tm−1[y; t0](tn) +
1

Γ(α)

n−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

(tn − τ)α−1f(τ, y(τ))dτ

a f(τ, y(τ)) následně aproximujeme v každém podintervalu [tj, tj+1] pomocí nějakého in-
terpolačního polynomu. Výsledné integrály jsou poté vyhodnoceny exaktním způsobem,
který vede k yn. Podle toho, jakým způsobem aproximace proběhne, získáme buď metodu
explicitní nebo implicitní.
Důležitá poznámka: Při použití interpolačního polynomu vyššího stupně nemusí nutně
dojít ke zlepšení přesnosti získané aproximace. Tento jev souvisí s chováním řešení zlom-
kových diferenciálních rovnic, které se nechová hladce i při výskytu hladké funkce f(t, y).
Některé z derivací y(t), a tedy i f(t, y(t)), jsou neohraničené v t0 a nejsou polynomy
správně aproximovány.

3.1. Zlomkové Eulerovy metody
Pro rozšíření explicitní a implicitní Eulerovy metody pro obyčejné diferenciální rovnice na
rovnice diferenciální zlomkové, stačí v každém intervalu [tj, tj+1] aproximovat integrand
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3. NUMERICKÉ METODY

f(τ, y(τ)) konstantními hodnotami f(tj, yj) a f(tj+1, yj+1), tímto dostaneme následující
metody:

Zlomková explicitní Eulerova metoda:

yn = Tm−1[y; t0](tn) + hα

n−1∑
j=0

b
(α)
n−j−1f(tj, yj), n = 1, 2, . . . , (3.1)

kde

b
(α)
n−j−1 =

(n− j)α − (n− j − 1)α

Γ(α + 1)
, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Zlomková implicitní Eulerova metoda:

yn = Tm−1[y; t0](tn) + hα

n∑
j=1

b
(α)
n−jf(tj, yj), n = 1, 2, . . . , (3.2)

kde

b
(α)
n−j =

(n− j + 1)α − (n− j)α

Γ(α + 1)
, j = 1, 2, . . . , n.

Pokud α = 1, tak se metody (3.1) a (3.2) zredukují na klasickou explicitní a implicitní
Eulerovu metodu pro obyčejně diferenciální rovnice.
Po zavedení metod (3.1) a (3.2) nyní prozkoumáme jejich stabilitu a konvergenci.

Věta 3.1 (O stabilitě Eulerových metod) Předpokládejme, že yj (j = 0, 1, 2..., n) jsou ře-
šení zlomkové explicitní Eulerovy metody (3.1) (resp. zlomkové implicitní Eulerovy metody
(3.2)), f(t,y) splňuje Lipschitzovu podmínku vzhledem ke druhému argumentu y s Lispchit-
zovou konstantou L na intervalu, kde existuje právě jedno řešení. Pak je zlomková explicitní
Eulerova metoda (3.1) (resp. zlomková implicitní Eulerova metoda (3.2)) stabilní.

Věta 3.2 (O konvergenci Eulerových metod) Předpokládejme, že y(t) je řešením (2.4),
f(t,y) splňuje Lipschitzovu podmínku vzhledem k druhému argumentu y s Lipschitzovou
konstantou L a f(t, y(t)), y(t) ∈ C1[0, T ]. Pak:

|y(tn)− yn| ≤ Ch, n = 0, 1, 2, ..., N,

kde C > 0 je konstanta nezávislá na h a n.

Obě metody jsou tedy stabilní a mají konvergenci prvního řádu při splnění předpokladů
z vět 3.1 a 3.2, tyto věty lze nalézt v [3].
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3.2. METODA PREDIKTOR-KOREKTOR

3.2. Metoda prediktor-korektor
Na zavedení této metody si ještě musíme zavést implicitní metodu, kterou dostaneme
aproximací f(τ, y(τ)) interpolačním polynomem prvního stupně:

f(τ, y(τ)) ≈ f(tj+1, yj+1) +
τ − tj+1

h
(f(tj+1, yj+1)− f(tj, yj)), τ ∈ [tj, tj+1]

a dostaneme zobecnění lichoběžníkové metody implicitního typu:

yn = Tm−1[y; t0](tn) + hα

(
ã(α)n f0 +

n∑
j=1

a
(α)
n−jf(tj, yj)

)
, (3.3)

kde

ã(α)n =
(n− 1)α+1 − nα(n− α− 1)

Γ(α + 2)
, a(α)n =


1

Γ(α+2)
pro n = 0

(n−1)α+1−2nα+1+(n+1)α+1

Γ(α+2)
pro n = 1, 2, ...

U implicitní lichoběžníkové metody (3.3) se očekává, že bude mít řád konvergence dva, ten
však dostaneme pouze pro α > 1 nebo pro vhodně vybrané úlohy s dostatečně hladkým
řešením, ale pro 0 < α < 1 řád konvergence obvykle klesne na 1 + α (viz.[1]).

Jak bylo uvedeno, metoda (3.3) je implicitní, což by znamenalo mnohem více výpo-
čtů, jelikož bychom museli řešit nelineární rovnice pro vyhodnocení yn v daném kroku.
Abychom se nelineárním rovnicím vyhnuli, můžeme místo toho použít již uvedenou zlom-
kovou explicitní Eulerovu metodu (3.1) a v každém kroku aproximovat dané yn, které
označíme ypn, což bude náš prediktor. Abychom poté dostali přesnější aproximaci yn, pou-
žijeme implicitní lichoběžníkovou metodu (3.3), což bude náš korektor, do které dosadíme
na pravé straně za yn aproximovanou hodnotu ypn, takže se z metody implicitní stává ex-
plicitní, což řeší problém s výpočty nelineárních rovnic, dostáváme tedy:

Metoda prediktor-korektor:

ypn = Tm−1[y; t0](tn) + hα

n−1∑
j=0

b
(α)
n−j−1f(tj, yj),

yn = Tm−1[y; t0](tn) + hα

(
ã(α)n f0 +

n−1∑
j=1

a
(α)
n−jf(tj, yj) + a

(α)
0 f(tn, y

p
n)

)
, n = 1, 2, . . . .

(3.4)

Stejně jako u Eulerových metod, pokud se α = 1, tak se metoda (3.4) zredukuje na metodu
prediktor-korektor pro obyčejné diferenciální rovnice.
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3. NUMERICKÉ METODY

Tuto metodu můžeme ještě vylepšit tak, že korektor při výpočtu projde s iteracemi:

y[0]n = Tm−1[y; t0](tn) + hα

n−1∑
j=0

b
(α)
n−j−1f(tj, yj),

y[µ]n = Tm−1[y; t0](tn) + hα

(
ã(α)n f0 +

n−1∑
j=1

a
(α)
n−jf(tj, yj) + a

(α)
0 f(tn, y

[µ−1]
n )

)
µ = 1, 2, ..., s.

(3.5)

Každá iterace má za cíl zvýšit řád konvergence od prvního řádu konvergence prediktoru,
až dokud není dosažen řád konvergence korektoru, což většinou zabere jednu nebo velmi
málo iterací. Je zřejmé, že pokud se µ = 1, tak dostaneme metodu (3.4), při µ = 0 se
dojde k redukci metody na zlomkovou explicitní Eulerovou metodu.

Věta 3.3 (O stabilitě(viz. [4])) Předpokládejme, že yj (j = 0, 1, 2..., n) jsou řešení me-
tody prediktor-korektor (3.4), f(t,y) splňuje Lipschitzovu podmínku vzhledem ke druhému
argumentu y s Lispchitzovou konstantou L na intervalu, kde existuje právě jedno řešení.
Pak je metoda prediktor-korektor (3.4) stabilní.
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4. Numerické příklady
Nyní otestujeme uvedené metody na třech příkladech. První příklad bude sloužit hlavně
k otestování stability metod a ověření domněnky, že implicitní metody jsou stabilnější
než metody explicitní. Jedná se o analogii testovací úlohy pro A-stabilitu u numerických
metody pro obyčejné diferenciální rovnice.

U každého příkladu budeme uvádět grafické řešení, kde přesné řešení bude vždy zná-
zorněno plnou černou čarou a řešení dané numerickou metodou přerušovanou barevnou
čarou. Dále také uvedeme tabulky s chybou E(h), která je dána jako absolutní hodnota
rozdílu hodnot numerické metody a přesného řešení v koncovém bodě T a odhadovaný
řád konvergence EOC (z anglického ”estimated order of convergence”), který získáme
následujícím vztahem:

EOC = log2

(
E(h)

E(h
2
)

)
,

kde h je konstantní krok, který se vypočítá h = T−t0
N

.

Příklad 4.1 Uvažujme počáteční problém(viz.[1]):{
Dα

t0
y(t) = λy(t), Re(λ) < 0, t ∈ [0, 1]

y(t0) = y0 = 1,

který má exaktní řešení y(t) = Eα((t − t0)
αλ), kde Eα je Mittag-Lefflerova funkce, která

je definována:

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
.

Úlohu budeme řešit pro α = 0.6 a λ = −10, k vykreslení exaktního řešení byl použit kód,
který je dostupný z (https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/
48154-the-mittag-leffler-function).

Z následně uvedených grafických řešení a tabulek s chybou E(h) lze jasně vidět, že pro
velké kroky h (tj. pro malé N , v tomto příkladě konkrétně N = 10 a N = 20) explicitní
metody dávají velmi nepřesné výsledky, zatímco implicitní metoda dává výsledky o několik
řádů přesnější i s tímto velkým krokem, což potvrzuje domněnku o lepší stabilitě implicitních
metod. EOC pro první dvě metody konverguje k číslu jedna (s výjimkou několika prvních
kroků pro zlomkovou explicitní Eulerovu metodu kvůli již zmíněné stabilitě), což odpovídá
řádu konvergence těchto metod. EOC pro zbývající metodu konverguje k číslu 1.6 pro
µ = 1, což odpovídá řádu konvergence lichoběžníkové metody 1 + α pro 0 < α < 1.
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4. NUMERICKÉ PŘÍKLADY

(a) FFEM pro N = 20 (b) FFEM pro N = 40

(c) FBEM pro N = 20 (d) FBEM pro N = 40

Obrázek 4.1: Grafické řešení příkladu 4.1 metodami (3.1) a (3.2) pro α = 0.6

Tabulka 1: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro příklad 4.1 a metody (3.1) a (3.2)
FFEM FBEM

N E(h) EOC E(h) EOC
10 4.2228× 103 ? ? ? 3.1924× 10−3 ? ? ?
20 8.2122× 102 2.3624 1.5357× 10−3 1.0557
40 3.8026× 10−4 21.0424 7.5170× 10−4 1.0307
80 3.6109× 10−4 0.0746 3.7157× 10−4 1.0165
160 1.8168× 10−4 0.9910 1.8463× 10−4 1.0090
320 9.1152× 10−5 0.9951 9.2001× 10−5 1.0049
640 4.5664× 10−5 0.9972 4.5912× 10−5 1.0028
1280 2.2857× 10−5 0.9984 2.2931× 10−5 1.0016
2560 1.1436× 10−5 0.9991 1.1458× 10−5 1.0009
5120 5.7200× 10−6 0.9995 5.7269× 10−6 1.0005
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(a) PC pro µ = 1 a N = 20 (b) PC pro µ = 1 a N = 40

(c) PC pro µ = 2 a N = 20 (d) PC pro µ = 2 a N = 40

Obrázek 4.2: Grafické řešení příkladu 4.1 metodami (3.4) a (3.5) pro α = 0.6

Tabulka 2: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro příklad 4.1 a metody (3.4) a (3.5)
PC při µ = 1 PC při µ = 2

N E(h) EOC E(h) EOC
10 2.8941× 105 ? ? ? 1.8812× 108 ? ? ?
20 5.6082× 102 9.0114 1.9882× 105 9.8860
40 1.8912× 10−3 18.1779 5.5790× 10−4 28.4088
80 2.7221× 10−4 2.7965 1.5792× 10−4 1.8208
160 6.6055× 10−5 2.0430 4.0631× 10−5 1.9585
320 1.8610× 10−5 1.8276 1.0586× 10−5 1.9404
640 5.6071× 10−6 1.7308 2.8884× 10−6 1.8738
1280 1.7507× 10−6 1.6793 8.2684× 10−7 1.8046
2560 5.5798× 10−7 1.6496 2.4638× 10−7 1.7467
5120 1.8008× 10−7 1.6316 7.5694× 10−8 1.7026
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4. NUMERICKÉ PŘÍKLADY

Příklad 4.2 Uvažujme počáteční problém:{
Dα

t0
y(t) = Γ(6)

Γ(6−α)
t5−α − 3Γ(5)

Γ(5−α)
t4−α + Γ(5)

2Γ(4−α)
t3−α + (t5 − 3t4 + 2t3)2 − y2(t), t ∈ [0, 1]

y(t0) = y0 = 0

který je inspirován příkladem z [3] a přesným řešením tohoto počátečního problému je
y(t) = t5 − 3t4 + 2t3.

Z následujících grafických řešení a hodnot E(h) je možné vidět, že i pro velký krok h
dávají explicitní i implicitní relativně přesné výsledky. Stejně jako v předchozím příkladě,
EOC pro první dvě metody opět konverguje k číslu jedna. Rozdíl avšak nastal v konvergenci
zbývající metody, která pro tento počáteční problém konverguje k číslu 2 pro obě hodnoty
µ i přesto, že 0 < α < 1. Z toho můžeme usoudit, že se jedná o vhodně vybranou úlohu s
dostatečně hladkým řešením.

(a) FFEM pro N = 20 (b) FFEM pro N = 40

(c) FBEM pro N = 20 (d) FBEM pro N = 40

Obrázek 4.3: Grafické řešení příkladu 4.2 metodami (3.1) a (3.2) pro α = 0.5
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Tabulka 3: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro příklad 4.2 a metody (3.1) a (3.2)
FFEM FBEM

N E(h) EOC E(h) EOC
10 5.6086× 10−2 ? ? ? 3.8736× 10−2 ? ? ?
20 2.8002× 10−2 1.0021 2.0329× 10−2 0.9301
40 1.3749× 10−2 1.0262 1.0631× 10−2 0.9353
80 6.7202× 10−3 1.0328 5.5148× 10−3 0.9469
160 3.2891× 10−3 1.0308 2.8372× 10−3 0.9588
320 1.6155× 10−3 1.0257 1.4487× 10−3 0.9697
640 7.9654× 10−4 1.0202 7.3608× 10−4 0.9768
1280 3.9408× 10−4 1.0153 3.7233× 10−4 0.9833
2560 1.9550× 10−4 1.0113 1.8772× 10−4 0.9880
5120 9.7194× 10−5 1.0082 9.4417× 10−5 0.9915

(a) PC pro µ = 1 a N = 20 (b) PC pro µ = 1 a N = 40

(c) PC pro µ = 2 a N = 20 (d) PC pro µ = 2 a N = 40

Obrázek 4.4: Grafické řešení příkladu 4.2 metodami (3.4) a (3.5) pro α = 0.5
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Tabulka 4: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro příklad 4.2 a metody (3.4) a (3.5)
PC při µ = 1 PC při µ = 2

N E(h) EOC E(h) EOC
10 3.6407× 10−3 ? ? ? 2.8803× 10−3 ? ? ?
20 8.5514× 10−4 2.0800 7.3206× 10−4 1.9762
40 2.0346× 10−4 2.0714 1.8561× 10−4 1.9797
80 4.8993× 10−5 2.0541 4.6902× 10−5 1.9846
160 1.1877× 10−5 2.0444 1.1817× 10−5 1.9888
320 2.8839× 10−6 2.0421 2.9708× 10−6 1.9919
640 6.9794× 10−7 2.0468 7.4564× 10−7 1.9943
1280 1.6748× 10−7 2.0591 1.8693× 10−7 1.9960
2560 3.9580× 10−8 2.0811 4.6825× 10−8 1.9971
5120 9.1156× 10−9 2.1184 1.1723× 10−8 1.9979

Příklad 4.3 Uvažujme počáteční úlohu(viz.[1]):Dα
t0
y(t) = 40320

Γ(9−α)
t8−α − 3

Γ(5+α
2
)

Γ(5−α
2
)
t4−

α
2 + 9

4
Γ(α + 1) +

(
3
2
t
α
2 − t4

)
− [y(t)]

3
2 , t ∈ [0, 1]

y(t0) = y0 = 0

s přesným řešením y(t) = t8 − 3t4−
α
2 + 9

4
tα. Tento problém je velmi zajímavý, jelikož na

rozdíl od jiných, v literatuře často uváděných problémů, nepředstavuje uměle hladké řešení,
které ve většině aplikací zlomkového řádu není realistické.

Opět můžeme z grafických řešení a hodnot E(h) pozorovat, že všechny metody dávají
relativně přesné řešení i pro největší krok h = 1

10
(tj. N = 10). EOC pro Eulerovy

metody, stejně jako v předchozích dvou úlohách, konverguje k číslu jedna. Zbývající metoda
konverguje k číslu 1.5 při µ = 1, což odpovídá číslu 1+α, pro µ = 2 pak metoda konverguje
k číslu 2.
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(a) FFEM pro N = 20 (b) FFEM pro N = 40

(c) FBEM pro N = 20 (d) FBEM pro N = 40

Obrázek 4.5: Grafické řešení příkladu 4.3 metodami (3.1) a (3.2) pro α = 0.5

Tabulka 5: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro příklad 4.3 a metody (3.1) a (3.2)
FFEM FBEM

N E(h) EOC E(h) EOC
10 1.3534× 10−1 ? ? ? 1.2098× 10−1 ? ? ?
20 6.3136× 10−2 1.1001 6.0465× 10−2 1.0006
40 3.0576× 10−2 1.0461 3.0304× 10−2 0.9966
80 1.5092× 10−2 1.0186 1.5167× 10−2 0.9986
160 7.5131× 10−3 1.0063 7.5813× 10−3 1.0004
320 3.7533× 10−3 1.0012 3.7875× 10−3 1.0012
640 1.8774× 10−3 0.9994 1.8920× 10−3 1.0013
1280 9.3935× 10−4 0.9990 9.4492× 10−4 1.0016
2560 4.7000× 10−4 0.9990 4.7216× 10−4 1.0009
5120 2.3514× 10−4 0.9991 2.3593× 10−4 1.0009
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(a) PC pro µ = 1 a N = 20 (b) PC pro µ = 1 a N = 40

(c) PC pro µ = 2 a N = 40 (d) PC pro µ = 2 a N = 40

Obrázek 4.6: Grafické řešení příkladu (4.3) metodami (3.4) a (3.5) pro α = 0.5

Tabulka 6: Hodnoty E(h) a EOC v t = 1 pro příklad 4.3 a metody (3.4) a (3.5)
PC při µ = 1 PC při µ = 2

N E(h) EOC E(h) EOC
10 1.7859× 10−2 ? ? ? 4.1852× 10−3 ? ? ?
20 1.8123× 10−3 3.3008 1.4035× 10−3 1.5763
40 4.1619× 10−4 2.1225 4.2281× 10−4 1.7309
80 1.7655× 10−4 1.2371 1.2028× 10−4 1.8136
160 7.9795× 10−5 1.1457 3.2849× 10−5 1.8725
320 3.3898× 10−5 1.2351 8.7241× 10−6 1.9128
640 1.3602× 10−5 1.3174 2.2736× 10−6 1.9400
1280 5.2434× 10−6 1.3752 5.8502× 10−7 1.9584
2560 1.9672× 10−6 1.4144 1.4922× 10−7 1.9710
5120 7.2466× 10−7 1.4408 3.7832× 10−8 1.9798
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5. Závěr
Hlavním cílem této práce bylo prozkoumat základní numerické metody pro řešení zlom-

kových diferenciálních rovnic, realizace vybraných metod v programu MATLAB a ověření
metod při řešení testovacích úloh.

Pro dosažení těchto cílů byl zpracován krátký úvod do zlomkového kalkulu a zadefino-
vání počáteční úlohy pro zlomkové diferenciální rovnice s Caputovou derivací, které budou
realizované numerické metody řešit. Následně byly vybrány tři jednokrokové numerické
metody vhodné pro tuto práci, a to zlomková explicitní a implicitní Eulerova metoda
a metoda prediktor-korektor. Po nastudování těchto tří metod došlo k jejich realizaci
v programu MATLAB, což můžeme označit jako splnění prvních dvou cílů.

Testování metod proběhlo na třech počátečních problémech. Každá metoda prošla
procesem, při kterém byl v daném příkladě postupně půlen krok a bylo sledováno chování
testované metody, konkrétně stabilita a odhadovaný řád konvergence. Stabilita metod
dopadla dle očekávání, jelikož bylo zjištěno, že implicitní metody jsou stabilnější než ex-
plicitní. Odhadovaný řád konvergence pro Eulerovy zlomkové metody v každém příkladě
jasně konvergoval k číslu 1, což se očekávalo, protože metody mají konvergenci prvního
řádu. I poslední metoda, tedy prediktor-korektor, se neodchýlila od očekávaných výsledků,
kdy se odhadovaný řád konvergence vždy blíží k číslu 1 + α nebo 2. Otestováním realizo-
vaných metod byl splněn i poslední vytčený cíl této práce. Jako potenciální rozšíření této
práce by bylo vhodné zavedení a realizace dalších numerických metod pro řešení zlomko-
vých diferenciálních rovnic. Následně by bylo možné prozkoumat aplikace ve skutečném
světe, jelikož tento typ rovnic je dnes velmi důležitý a používaný v mnoha oblastech.
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7. Seznam příloh
A Obsah elektronické přílohy
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7. SEZNAM PŘÍLOH

A Obsah elektronické přílohy
Elektronická příloha obsahuje jednotlivé soubory funkcí v MATLABu pro explicitní(FFEM)
a implicitní(FBEM) zlomkovou Eulerovu metodu a metodu prediktor-korektor(PC). Dále
obsahuje soubor se všemi počátečními úlohami řešených v kapitole 4.
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