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Abstrakt
Pøi provozu kolejových vozidel vznikají na kolech a kolejnicích v dùsledku opotøebení
nerovnosti. Tyto nerovnosti pak ovlivòují silové pùsobení v kontaktu kola a kolejnice
a zpùsobují jejich dal¹í po¹kozování, zpùsobují hluk a vibrace a zvy¹ují riziko vykolejení.
Pro studium chování v kontaktu kol a kolejnic byl vytvoøen model, který simuluje pohyb
zjednodu¹eného kolejového vozidla po trati a detailnì studuje projevy na kontaktních
plochách, pøièem¾ uva¾uje obecný tvar povrchù v kontaktu. K vyhodnocení kontaktních
sil a dal¹ích projevù je v modelu mo¾né pou¾ít nìkolika algoritmù, pro provedené studie
byl pou¾it algoritmus CONTACT zalo¾ený na metodì hranièních prvkù.
Byly provedeny ètyøi studie: jízda vozidla s plo¹kou na kole nebo se zvlnìním po obvodu
kola, jízda vozidla po zvlnìné kolejnici a prùjezd obloukem. První tøi zkoumaly chování
pøi existujících nerovnostech, ètvrtá hledala pøíèinu nerovností, které vznikají v provozu.
Výsledky studií s po¹kozenými povrchy v kontaktu ukázaly, ¾e nejhor¹ím typem nerovností
je jakékoli zplo¹tìní, proto¾e pøiná¹í ztráty kontaktu a následné rázové zatí¾ení. Studie
prùjezdu obloukem naznaèila, ¾e pøíèinou opotøebení v oblouku, a to zejména oblouku
s malým polomìrem, je kmitání vybuzené kvùli nerovnomìrné délce trajektorie vnitøní
a vnìj¹í kolejnice.

Summary
During life of railway vehicles, shape irregularities develop on wheels and rails because of
wear. The shape irregularities then a�ect forces in wheel-rail contact and cause further
damage of contact surfaces, vibrations and noise and increase risk of derailment.
A numerical simulation of railway vehicle motion with more details on contact surfaces
geometry was created to investigate dynamic contact loads in wheel-rail contact. A variety
of methods can be used to evaluate forces in rolling contact, the method chosen for this
study was algorithm CONTACT based on boundary element method.
Four studies are presented in this papers: contact loads from a wheel with a 
at and
with a wavy tread pattern, loads on wavy rail and load in a curve. The �rst three studies
investigated e�ects of existing wear patterns, the last one looked for cause of common
wear pattern developing on rails.
Results of the studies with worn components used showed that the worst kind of shape
irregularities is a 
at present on wheel. It causes loss of contact and following impacts.
The study of ride in curve showed that cause of high wear in curves, especially those with
small radii, is caused by vibration of wheelset. This vibration is caused by di�erent length
of inner and outer rail and wheels travelling along a di�erent path.
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1. ÚVOD

1. Úvod
1.1. Problémová situace

Tato práce se zabývá studiem silového pùsobení v kontaktu kola a kolejnice. Pøitom je
uva¾ován obecný tvar kontaktních ploch, jsou tedy zahrnuty nerovnosti a opotøebení.
Silové pùsobení v kontaktu není omezeno pouze na kolo a kolejnici, ale je významnì
ovlivnìno také vlastnostmi vozidla a dráhy, po ní¾ vozidlo jede. Proto je nutné øe¹it
zjednodu¹enì i pohyb vozidla jako celku.

1.2. Vymezení problému a cílù øe¹ení

Snahou práce je vytvoøit model soustavy ¾eleznièního vozidla, dráhy a kontaktních sil mezi
koly a kolejnicemi, pøièem¾ tvar povrchù v kontaktu je obecný, zahrnuje tedy
i nerovnosti. Dále model má zahrnovat prvky urèené k utlumení vibrací vznikajících
kvùli tìmto nerovnostem, a to jak ve vozidle, tak v kolejovém svr¹ku. Vozidlo je tvoøeno
soustavou vozidla a podvozkù a jako dostaèující model lze pova¾ovat mno¾inu tuhých tìles
spojených vazbami pru¾ina-tlumiè. Aby nebyly zanedbány v¹echny vlivy, které
pùsobí na vozidlo, je uva¾ováno, ¾e v¹echna tìlesa vozidla se pohybují obecným
prostorovým pohybem. Dráhu lze modelovat kombinací pru¾ných nosníkù kolejnic
a soustavy tuhých tìles, které nahrazují kolejový svr¹ek (pra¾ce a ¹tìrkové lo¾e). Síly
v kontaktu kolo-kolejnice jsou modelovány nìkterou ze stávajících metod stanovení
kontaktních sil (viz kap. 3).
Cílem øe¹ení je získat èasové prùbìhy velièin popisující pohyb vozidla a dráhy a zvlá¹tì
velièiny popisující silové pùsobení mezi koly a kolejnicemi a skluzové parametry. Tyto
mohou být dále pou¾ity pro analýzu opotøebení, popø. teplotních polí vznikajícího tøení,
a to s pomocí metody koneèných prvkù nebo empirických vztahù.

1.3. Analýza problému

Typ problému

Bude øe¹eno chování soustavy pøi pøedem daných podmínkách, pùjde tedy o problém
pøímý.

Omezení pøi øe¹ení problému

Pro získání odpovídajícího silového pùsobení v kontaktu mezi koly a kolejnicemi je nutné
øe¹it, kromì vzájemného vztahu mezi nimi, také dal¹í tìlesa, která ovlivòují jejich
interakci. Poloha kol, resp. dvojkolí je významnì ovlivnìna chováním celého vozidla,
poloha kolejnic chováním kolejového svr¹ku. ®eleznièní vozidlo je ov¹em slo¾itá soustava,
kterou pro dané úèely nelze modelovat jako celek. Vozidlo je tedy zjednodu¹eno na vlastní
vozidlo, podvozky a dvojkolí a vazby mezi nimi. V¹echna tato tìlesa se mohou deformovat,
ov¹em kvùli výpoèetní nároènosti dynamické úlohy MKP je nutno tuto soustavu øe¹it jako
idealizovanou soustavu tuhých tìles, spojených pru¾nými èleny, které aproximují chování
skuteèné soustavy. Obdobnì kolejový spodek je nutné modelovat zjednodu¹enì, proto¾e
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1.4. SESTAVENÍ SYSTÉMU PODSTATNÝCH VELIÈIN

¹tìrkové lo¾e tvoøí obrovské mno¾ství jednotlivých kamenù, které je nemo¾né namodelovat
pøesnì.
Pro øe¹ení soustav tuhých tìles a konkrétnì ¾eleznièního vozidla existují specializované
výpoèetní programy (ADAMS/Rail, SIMPACK, NUCARS, VAMPIRE). ®ádný z tìchto
programù nebyl v dobì vyniku modelu na Ústavu mechaniky tìles, mechatroniky
a biomechaniky k dispozici. Dále bylo zji¹tìno studiem materiálù o tìchto programech, ¾e
pro stanovení sil v kontaktu kolo-kolejnice vyu¾ívají jednoduché modely (Hertzovo øe¹ení
stanovení normálové síly, analytické metody stanovení teèných sil), které nejsou nároèné
na výpoèetní èas. Ov¹em pro detailní analýzu silového pùsobení v kontaktu nejsou tyto
modely dostaèující.
Pro modelování soustav tuhých tìles se na Ústavu mechaniky tìles pou¾ívá program
Matlab/Simulink s balíèkem SimMechanics. Proto je výpoètový model øe¹en v tomto
prostøedí, ve formì zdrojového kódu pro Matlab.

1.4. Sestavení systému podstatných velièin

Okolí soustavy

Pøi pohybu vozidla je uva¾ováno svislé kmitání a mù¾e dojít i ke ztrátì kontaktu mezi koly
a kolejnicemi, je proto nutné uva¾ovat tíhové zrychleníg. Dal¹ím zpùsobem,
kterým se okolí soustavy mù¾e projevit, jsou atmosférické podmínky, a to pøevá¾nì
vlhkost a mráz, které zpùsobují sní¾ení adheze v kontaktu. Ta mù¾e být zmìnìna také
zámìrnì (mazání okolku, sypání písku v zimì). Tyto zmìny se projeví zmìnou
souèinitele smykového tøeníf . Posledním parametrem, který ovlivòuje pohyb vozidla,
je odpor vzduchu, pøièem¾ konstanta odporuCv je stanovena podle tvaru vozidla.

Geometrie a topologie soustavy

Soustava vozidla je v této práci rozdìlena na vlastní vozidlo, podvozky a dvojkolí.
Ve¹keré podrobnìj¹í dìlení je zanedbáno z dùvodu sní¾ení výpoèetní nároènosti.
Geometrie vozidla a podvozkù je vymezena pouze body ulo¾ení primárního
a sekundárního odpru¾ení, pøípadnì pøipojení dal¹ích vozù. Podrobnìji jejich
geometrie zvýraznìna není. Rozdíl ov¹em je v geometrii dvojkolí. Práce je zamìøena na
studium vlivu nerovností na kontakt kola a kolejnice, proto je nutné znát tvar styèných
ploch kol. V¹echny základní rozmìry je mo¾né stanovit z dokumentace vozidla, pøesný
tvar kol s nerovnostmi je tøeba zmìøit.
Dráhu lze modelovat na nìkolika úrovních. Z pohledu setrvaèných sil pùsobících na
vozidlo je potøeba znát køivost obloukù dráhy a pøevý¹ení vnìj¹í kolejnice. To je øe¹eno
pomocí prostorové køivky trajektorie trati, s ní¾ je úhel pøevý¹ení kolejnice svázán. Co
se týká vlastností dráhy vzhledem k tlumení vibrací, kolejnice lze uva¾ovat jako pru¾né
nosníky, pøipevnìné k pra¾cùm, které jsou ulo¾eny v podlo¾í. Podlo¾í není modelováno
jako sypká hmota ¹tìrkového lo¾e, ale je zjednodu¹eno do náhradních hmot. Poslední
úrovní je geometrie styèných ploch kolejnic, jejich pro�l a nerovnosti. Tvar obloukù a do
jisté míry i pøípustné nerovnosti jsou standardizovány. Mechanické vlastnosti
kolejového svr¹ku jsou také popsány v normách, pøípadnì je lze najít v literatuøe.
Opotøebení kolejnic, jejich zvlnìní a zmìnu pro�lu je ov¹em nutné zmìøit.
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1. ÚVOD

Vazby mezi objekty soustavy a vazby soustavy s okolím

Jednotlivá tìlesa vozidla jsou propojena pomocí primárního a sekundárního odpru¾ení, co¾
je soustava spojovacích prvkù typu pru¾ina-tlumiè. Zatímco mezi vozidlem a podvozky
existují vazby pro v¹ech ¹est stupòù volnosti obecného prostorového pohybu, dvojkolí
jsou ulo¾ena v lo¾iscích, tak¾e se mohou libovolnì otáèet kolem vlastní osy (klonìní' ).
S okolím je vozidlo svázáno prostøednictvím tíhového zrychlení a odporu vzduchu.
Køivka trajektorie trati je nepohyblivá, její vazba na okolí je tedy pevná. V modelu tlumení
vibrací se uva¾uje, ¾e kolejnice je ke ka¾dému pra¾ci pøipojena vazbou
pru¾ina-tlumiè (ve svislém, pøíèném smìru a v krutu). Podobnì je pra¾ec pøipojen ve
svislém smìru k náhradním hmotám podlo¾í a v pøíèném smìru k základnímu tìlesu.
Náhradní hmoty podlo¾í jsou pøipojeny k pøíslu¹nému pra¾ci, k základnímu tìlesu a mezi
sebou.

Aktivace soustavy

Kolejové vozidlo je aktivováno buï svou pohonnou jednotkou (elektrickou,
diesel-elektrickou èi dieselovou { podle typu vozidla), která pùsobí pøi rozjezdu
vozidla a ustáleném pohybu, anebo brzdnou jednotkou, jejím¾ úkolem je zastavení
rozjetého vozidla, pøièem¾ nejvíce soustavu kolo-kolejnice zatì¾uje havarijní brzdìní
vozidla. V modelu je zahrnuto ve funkci hnacího nebo brzdného momentu.
Dynamické projevy v kontaktu jsou aktivovány odchylkami od ideálního tvaru, a to
nerovnostmi, obloukem, pøechodnicemi, výhybkami apod.

Ovlivnìní soustavy okolím

Soustavu mohou ovlivnit povìtrnostní podmínky v okolí soustavy tím, ¾e se zmìní
odpor prostøedí nebo souèinitel smykového tøení mezi kolem a kolejnicí (kolejnice mokrá,
zasnì¾ená nebo pokrytá listím èi ledovkou). Dále mù¾e být vozidlo ovlivnìno dal¹ímy vozy
ve vlakové soupravì a v pøípadì vibrací kolejnic se mohou projevit zmìny ve vlastnostech
podlo¾í. Tyto jevy se ov¹em neuva¾ují, pokud to není nutné. V pøípadì vlivu dal¹ích vozù
by to znamenalo násobení nároènosti výpoètu, v pøípadì zmìn vlastností ulo¾ení je velice
nároèné získání vstupních údajù.

Vlastnosti soustavy

Hmotnosti a momenty setrvaènosti jednotlivých èástí vozidla a charakteristiky vazeb mezi
nimi lze urèit na základì výkresové dokumentace. Vlastnosti kolejnic a jejich ulo¾ení lze
urèit pomocí norem pro jejich konstrukci nebo z literatury.

Procesy a stavy soustavy

Vozidlo se mù¾e pohybovat nìkolika rùznými zpùsoby. Z pohledu jeho rychlosti se mù¾e
rozjí¾dìt, pohybovat stálou rychlostí nebo brzdit. Z pohledu køivosti dráhy se mù¾e
pohybovat po rovné trati, obloukem nebo po pøechodnici. Co se týká vzájemné polohy
a pohybu kola a kolejnice, mù¾e docházet k men¹ímu èi vìt¹ímu skluzu, kontakt mù¾e být
na styèné plo¹e kol nebo na okolku, dokonce mù¾e docházet ke ztrátám kontaktu.
Z mezních stavù lze uva¾ovat vykolejení jako mezní stav ztráty vazby. V takovém pøípadì
dojde k trvalé ztrátì kontaktu mezi kolem a kolejnicí a nehodì vozidla. Proto¾e se práce
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zabývá pouze dynamikou soustavy a stanovením silového pùsobení v kontaktu, nejsou u¾
uva¾ovány ve¹keré mezní stavy, které jsou dùsledkem tohoto silového pùsobení. Ty by
ov¹em byly pøedmìtem pøípadné navazující práce, ve které by byly øe¹eny úèinky tohoto
silového pùsobení na kolo nebo kolejnici.

Projevy a chování soustavy

Projevem soustavy je dopøedný pohyb v dùsledku pohonu vozidla, jeho zrychlování
pøi rozjezdu, popø. zpomalení pøi brzdìní. Kvùli nerovnostem kola a kolejnice dochází
k vibracím v soustavì, pøi pøekroèení adheze v kontaktu kola s kolejnicí dochází
k prokluzùm a po ztrátì kontaktu dochází k nárazùm pøi opìtovném dosedání kola
na kolejnici. V oblouku trati dochází ke kontaktu v oblasti okolku a nestejnomìrnému
pohybu levého a pravého kola.
Pøi pohybu vozidla v oblouku opisuje ka¾dé dvojkolí odli¹nou trajektorii, proto je vhodné
øe¹it pohyb celého vozidla. Podobnì jsou rozdíly v chování pohánìných a nepohánìných
dvojkolí, proto je tøeba uva¾ovat i pohon vozidla.

Dùsledky projevù a chování soustavy

Kvùli vibracím se mìní zatí¾ení dvojkolí z konstantního na cyklické. Dùsledkem
nerovností tedy je vysokocyklová únava dvojkolí a kolejnic. Pøi prokluzech se v dùsledku
tøení mezi kolem a kolejnicí uvolòuje teplo, které negativnì pùsobí na kolo i kolejnici.
Toto teplo pùsobí na povrchu a smìrem dovnitø kola nebo kolejnice se pak negativnì
projevují teplotní gradienty. Tyto teploty dosahují takových hodnot, ¾e mù¾e docházet
i k materiálovým zmìnám.
Pøi ztrátì kontaktu dochází pøi opìtovném dosedání k nárazùm, v jejich¾ dùsledku
vznikají krátkodobì napì»ové ¹pièky, které mohou vyvolávat mikroplastickou deformaci.
Na zakøivené trati se pak tyto jevy výraznìji projevují zejména na okolcích, kde dochází
k jejich postupnému obru¹ování.

1.5. Souèasný stav øe¹ené problematiky

1.5.1. Souhrnné publikace o dynamice ¾eleznièního vozidla

Dynamika ¾eleznièního vozidla je problematika, která je øe¹ená na mnoha pracovi¹tích
po celém svìtì. Pøi modelování pohybu ¾eleznièních vozidel je tøeba øe¹it øadu problémù,
z nich¾ lze uvést opotøebení kol a kolejnic (zvlnìní styèných ploch, opotøebení pro�lu,
únavové trhliny), zaji¹tìní stabilního pohybu vozidla v oblouku a prevence vykolejení,
problémy pohonu a brzdìní vozidla, problémy plynoucí ze sní¾ené adheze pøi de¹ti nebo
mrazu, problémy vyplývající z rozdílného pohybu vozù spojených v jedné vlakové soupravì,
hluk doprovázející pohyb vozidla (hluk zpùsobený nerovnostmi, skøípot pøi prùjezdu
obloukù), jízdní komfort cestujících. V¹eobecný pøehled této problematiky lze získat napø.
z publikací [11, 20].
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1.5.2. Síly v kontaktu

Cílem disertaèní práce je podrobnìji zkoumat silové pùsobení v kontaktu mezi koly
a kolejnicemi. Mechanice kontaktu se vìnuje publikace [32], v ní je ov¹em valivému
kontaktu vìnována pouze èást. Pøímo na valivý kontakt je zamìøena publikace [33]
a kapitola [34] v souboru pøedná¹ek [21]. Zde jsou prezentovány témìø v¹echny
pou¾ívané metody. Ty jsou je¹tì doplnìny o model v [56]. Podrobnìj¹í pøehled je v kap. 3.
V posledních letech byla provedena øada studií, ve kterých byly srovnány metody
stanovení normálových sil [2, 43, 44, 71]. K porovnání existují je¹tì i analýzy provedené
metodou koneèných prvkù [10, 63]. Podle v¹ech lze øíci, ¾e Hertzovo øe¹ení normálové
síly na kontaktu kola a kolejnice velmi zjednodu¹uje, proto¾e dochází èasto ke kontaktu
ve více bodech a kontaktní plocha má vìt¹inou neeliptický tvar. Tyto poznatky byly
potvrzeny i experimentálnì [38]. Hertzovo øe¹ení je v¹ak mnohem ménì nároèné na
výpoèet ne¾ alternativní algoritmus CONTACT nebo metoda koneèných prvkù, proto
má ¹ir¹í vyu¾ití, zvlá¹tì pokud cílem není pøímo rozlo¾ení silového pùsobení v kontaktu.
Ze studií, které se zabývaly øe¹ením pomocí nároènìj¹ích metod, lze zmínit práci [6],
která zkoumala vliv drsnosti na rozlo¾ení kontaktních tlakù a studie [28, 29], které se
zabývaly správností pøedpokladu elastického poloprostoru v algoritmu CONTACT.
Studie silového pùsobení mezi rùznì opotøebenými pro�ly kol a kolejnic byly
publikovány v èláncích [49, 50]. V¹echny zmínìné studie byly statické analýzy, kde teèné
zatí¾ení nebylo uva¾ováno.

1.5.3. Nerovnosti - popis a pøíèiny vzniku

Nerovnostem na kolejnicích a na kolech je vìnována øada prací. Z mnoha, které byly
publikovány, lze zmínit práce [14, 16], které se vìnují metodice mìøení a údr¾by
kolejnic a obsahují i pøehled mechanismù vzniku nerovností. Mìøením nerovností kola
se vìnuje èlánek [30], simulací jejich rùstu èlánek [42], analýzou vzájemné vazby mezi
nerovnostmi kola a kolejnice práce [31]. Za pøíèiny tvorby nerovností jsou pova¾ovány
opotøebení v kontaktu, dále rozdílná tuhost kolejnice v ohybu nad pra¾ci a mezi
pra¾ci, pøenos rùzných vibrací z vozidla i z kolejového svr¹ku, poèáteèní nerovnosti
na kolech i kolejnicích, dále plo¹ky na kole nebo spoje kolejnic, pøípadnì výhybky. Za
významný zdroj tvorby nerovností zejména v obloucích je pova¾ován skluz jednotlivých
kol, dotek okolku, pøípadnì støídavý prokluz a ulpìní kola (bylo zkoumáno
i experimentálnì [51]). Tyto jevy jsou detailnì prozkoumány v práci [53], vèetnì
porovnání mechanismù opotøebení pro vedoucí a vleèené dvojkolí podvozku. Je ukázáno,
¾e ka¾dé z dvojkolí se chová v tomto ohledu jinak. Vliv zmìny adheze v zimních mìsících
na opotøebení je prokázán v èlánku [37]. Pøehled typù hluku, který vzniká v dùsledku
nerovností, je v èlánku [35]. Jsou zde rozli¹eny ètyøi zdroje hluku: hluk nárazù (pøejezd
pøes spoje kolejnic, pøes výhybky), ¹um (zpùsobený drsností povrchù v kontaktu, bì¾nými
procesy opotøebení), hluk zpùsobený nerovnostmi kolejnic (ztráty kontaktu a opìtovné
dosedání) a skøípot v oblouku (zpùsobený støídavým prokluzem a ulpíváním v kontaktu).

1.5.4. Rovinné modely

Pøi zkoumání ovlivnìní pohybu vozidla nerovnostmi, silového pùsobení v kontaktu
v dùsledku nerovností, hluku pøi tom vznikajícím a rùstu nerovností byla pozornost upøena
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nejprve na chování na rovné trati. Pro tyto úèely byly vytvoøeny rovinné
modely v podélném øezu ve smìru jízdy. Dráha mù¾e být modelována na nìkolika
úrovních. Pøi uva¾ování nerovností je nutné zahrnout kmitání kolejnice, která bývá
modelována jako pru¾ný nosník. Rùznými zpùsoby bývá vytvoøen kolejový svr¹ek, nìkdy
jako Winklerovo podlo¾í, tuhé pra¾ce ulo¾ené na pru¾inách, pøípadnì je¹tì na rùznými
zpùsoby modelovaném podlo¾í [40, 41]. V poslední dobì se uva¾ují i pru¾né pra¾ce [4].
Publikované modely vozidel i trati mohou být i velmi jednoduché, jako model zamìøený
na studium ztráty kontaktu [5]. Nerovnosti mohou být také nahrazeny stochastickým
kinematickým buzením [46]. Pokroèilej¹í modely u¾ mají slo¾ité submodely kolejového
svr¹ku a vozidlo modelované soustavou vozu, podvozkù a kol, pøièem¾ jsou zji¹»ovány
síly v kontaktu v odezvì na rùzné defekty [54, 62]. Chování ovlivnìné pohonem kol
a zmìnou adheze v kontaktu byl simulováno v práci [58]. Rovinný model byl pou¾it i pro
simulaci rùstu nerovností [17, 23, 24]. Poslední model, který lze je¹tì oznaèit jako rovinný,
uva¾uje obì kolejnice, ov¹em boèení kol a jevy provázející pohyb v oblouku nejsou je¹tì
zahrnuty [19].

1.5.5. Pohyb v oblouku

Dal¹ím krokem v tvorbì modelu chování vozidla je uva¾ování oblouku. Pøi pohybu
v oblouku jsou pøedmìtem zájmu zejména schopnost vést vozidlo obloukem, tøení okolku,
prokluz vnitøního kola z dùvodu nestejného polomìru vnitøního a vnìj¹ího oblouku a tvorba
nerovností mechanismem prokluz-ulpìní. Pøehled o charakteru opotøebení na kolech pøi
jízdì obloukem a rozèlenìní obloukù podle nerovností, které v nich mù¾e vznikat,
poskytuje èlánek [36]. Rùst nerovností pøi jízdì v oblouku byl studován v [27, 48].
Chování pohánìného dvojkolí bylo zkoumáno v [15, 57]. Jak pùsobí mazání okolku
vnitøního kola na zlep¹ení zatáèení ukazuje èlánek [52]. Pohyb velmi malým obloukem
na hranici vykolejení a srovnání metod výpoètu teèných sil na této úloze byl publikován
v èlánku [59].

1.5.6. Programy pro modelování pohybu tuhých tìles

Poslední úrovní, na které se modeluje pohyb ¾eleznièního vozidla, je obecný
prostorový model. Tyto modely jsou vìt¹inou vytvoøeny v programech urèených pro
simulace pohybu soustav tuhých tìles (ADAMS/Rail, Simpack, VAMPIRE, NUCARS).
Tyto modely neuva¾ují nerovnosti, pøípadnì je v nich zahrnut pouze opotøebený pro�l.
Model kontaktních sil v nich bývá jednoduchý kvùli nízké výpoèetní nároènosti, která je
po¾adovaná v praxi. Z prací, které vyu¾ívají program ADAMS/Rail, lze zmínit [13, 47, 55].

1.5.7. Prostorové modely

Prostorové modely pohybu ¾eleznièního vozidla, které obsahují i nerovnosti, pøípadnì
jejich rùst, vytvoøila a publikovala zatím dvì pracovi¹tì na svìtì. Model, který je
jednodu¹¹í a je zamìøen na zkoumání chování pohybu vozidla po rovné trati, vznikl
na ¹védském pracovi¹ti CHARMEC [1, 31]. Tento model má plnohodnotný submodel
kolejového svr¹ku, ale vozidlo je uva¾ováno pouze jako podvozek se dvìma dvojkolími
a vozidlo je nahrazeno konstantní silou, kterou je podvozek zatí¾en. Slo¾itìj¹í model
byl vytvoøen na State Key Laboratory of Traction Power v Èínì [22, 25, 26]. Tento
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model má stejný submodel kolejového svr¹ku, ale model vozidla je tvoøen polovinou vozu,
podvozkem a dvojkolím a do pohybových rovnic je zahrnut i vliv jízdy po oblouku a po
pøechodnici. Oba zmínìné modely vyu¾ívají pro stanovení normálové síly Hertzovo øe¹ení.
Pro stanovení teèné síly vyu¾ívá první model algoritmus FASTSIM, druhý saturaèní funkci
podle Shena, Hedricka a Elkinse.

1.5.8. Souèasný výzkum problematiky v ÈR

V Èeské republice se modelováním prostorového pohybu ¾eleznièního vozidla zabývá
Katedra mechaniky Fakulty aplikovaných vìd Západoèeské univerzity v Plzni, kde øe¹í
prostorový pohyb dvojkolí a podvozku, pøièem¾ dvojkolí jsou modelována ku¾elovými
plochami a kolejnice jsou nepohyblivé a nahrazeny válcem [61, 64, 65]. Jejich skuteèný
tvar nebo nerovnosti nejsou uva¾ovány.

1.6. Pøíspìvek k rozvinutí problematiky

Vìt¹ina dosud publikovaných prací se zabývá zejména modelováním pohybu na rovné trati
nebo v oblouku s konstantním polomìrem. Není tak uva¾ováno chování, které se dìje pøi
pøechodu z rovného úseku do oblouku a naopak. Vìt¹inou je také vozidlo omezeno na
dvojkolí, pøípadnì podvozek, ale vliv pohybu vozidla jako celku není uva¾ován. Pokud
je pohyb vozidla øe¹en obecnì v prostoru, je pro tyto úèely vìt¹inou vyu¾íván nìkterý
z programù pro øe¹ení dynamiky tuhých tìles. Tyto programy v¹ak neumo¾òují detailní
øe¹ení silového pùsobení v kontaktu ani uva¾ování nerovností kontaktních povrchù.
Za nejvíce pokroèilý model pohybu ¾eleznièního vozidla i s nerovnostmi lze pova¾ovat
model publikovaný v [26]. Tento model uva¾uje obecný prostorový pohyb poloviny
vozidla (pùl vozu, podvozek a dvì dvojkolí), pøièem¾ to se pohybuje po trati, její¾
polomìr se mù¾e mìnit a lze zapojit i vliv nerovností. I tento model v¹ak pro
stanovení sil v kontaktu pracuje s normálovou silou stanovenou podle Hertzova øe¹ení
a teènou silou stanovenou modelem Shena, Hedricka a Elkinse. Jak bylo ukázáno
v èláncích, které se vìnují studiu kontaktních sil na statických úlohách, v pøípadì
uva¾ování obecného tvaru kontaktních ploch tyto metody nemusí být dostateèné. Dále
platí, ¾e pøední a zadní èást vozidla se v oblouku nepohybují v¾dy stejnì a na dvojkolí
pøedního a zadního podvozku proto mohou pùsobit rozdílné síly.
Z tìchto dùvodù je v rámci této práce vytvoøen model pohybu celého ¾eleznièního vozidla,
v kterém je zahrnut obecný tvar dráhy i obecný tvar kontaktních ploch. Tento model mù¾e
být pou¾it pro modelování pohybu vozidla na úsecích s promìnným polomìrem oblouku.
Tato práce je v¹ak zamìøena na zkoumání kontaktních sil v rùzných podmínkách, proto
je hlavní dùraz kladen právì na stanovení sil v kontaktu.
Vìt¹ina stávajících modelù je navíc odvozena takovým zpùsobem, ¾e je sestavena
soustava diferenciálních rovnic, které jsou odvozeny ve skalární formì. Vytvoøení nového
modelu vozidla potom znamená nové odvození celého øe¹ení. Proto je nový model vytvoøen
takovým zpùsobem, aby jednotlivé èásti tvoøily samostatné bloky, a to funkce pro Matlab.
Tak bude mo¾né po propojení s balíèkem SimMechanics pracovat s modelem podobnì jako
s jinými prostøedími pro øe¹ení dynamiky soustavy tuhých tìles, které jsou zamìøeny na
problémy ¾eleznièní dopravy (ADAMS/Rail, NUCARS, VAMPIRE, Simpack).
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2. GEOMETRIE KOL A KOLEJNIC

2. Geometrie kol a kolejnic
Pøi pohybu kolejových vozidel jsou ve¹keré síly slou¾ící jak k pohonu vozidla, tak
k jeho brzdìní i k vedení vozidla po trati pøená¹eny pomocí kontaktu kol a kolejnic,
pøièem¾ obì èásti jsou z kovu. To, ¾e u kolejových vozidel jsou obì tìlesa v kontaktu
z kovu, má významné výhody. Kola i kolejnice mají velikou únosnost a nízký valivý odpor.
Tím pádem je kolejová doprava velmi efektivní. Nicménì právì velká hmotnost kolejových
vozidel i nákladù vytváøí vysoké nároky na pøesnost tvaru kol i kolejnic
a jakákoli odchylka od ideálního tvaru má velký vliv na komfort jízdy i ¾ivotnost dvojkolí
a kolejnic.

2.1. Konstrukèní prvky

Konstrukèní nebo také funkèní tvarové prvky jsou pøítomny u nových, neopotøebovaných
kol a kolejnic. Jsou navr¾eny tak, aby byly zaji¹tìny funkce kolejového vozidla: podpora
vozidla, jeho pohon a vedení.

2.1.1. Pro�ly kol

Povrch ¾eleznièního kola lze rozdìlit na dvì hlavní èásti - nosnou a vodicí (okolek).
Zatímco nosná èást kola je obvykle tvoøena jednoduchou plochou, a to buï ku¾elovou
nebo válcovou (v øezu pøímka s daným sklonem vùèi ose kola), okolek má pøibli¾nì tvar
toroidu (v øezu kru¾nice). Pøímka øezu nosné èásti a kru¾nice okolku jsou propojeny
nìkolika pøechodovými kru¾nicemi s mìnícím se polomìrem zaji¹»ujícími plynulou zmìnu
okam¾ité køivosti povrchu. Podobnì na opaèném konci pøechází okolek v zadní plochu
kola.
Na základì letitých zku¹eností z provozu ¾eleznièních kol je snaha pøiblí¾it nový pro�l kola
tvaru vzniklému po opotøebení. V souèasnosti je napøíklad nejbì¾nì¹í pro�l
oznaèený S1002, viz obrázek 2.1.
Proto¾e pro�l kola je tvoøen nìkolika pøímkami a kru¾nicemi, èasto se skokovou
zmìnou polomìru, je vhodné pro�l nahradit mno¾inou bodù prolo¾ených splajnou (napø.
kubickou), která má spojitou funkci druhé derivace. Takto jsou odstranìny skokové zmìny
polomìrù i za cenu jisté zmìny tvaru pro�lu závislé na hustotì bodù reprezentujících
pro�l.

Obrázek 2.1: Pro�l ¾eleznièního kola S1002. Pøevzato z [20].
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2.1. KONSTRUKÈNÍ PRVKY

2.1.2. Pro�ly kolejnic

Øez kolejnice lze rozdìlit na tøi hlavní èásti - patku, stojinu a hlavu kolejnice. Patka
slou¾í k uchycení kolejnice k pra¾cùm, stojina vytváøí prostor pro kolo nad pra¾ci a hlava
kolejnice slou¾í pro kontakt s koly vozidel.
U ¾eleznièních tratí je pro�l povrchu kolejnic obvykle jednodu¹¹í ne¾ pro�l kol. Tvoøí ho
vìt¹inou nìkolik napojených kru¾nic s mìnícím se rádiusem, pøièem¾ nejvìt¹í je na vrcholu
pro�lu na styèné plo¹e a zmen¹uje se smìrem ke hranì.
V souèasnosti jsou nejbì¾nìj¹í pro�ly UIC60 a UIC54. Pro�l UIC60 (na obrázku 2.2) je
tvoøen kru¾nicemi o polomìru 300 mm, 80 mm a 13 mm. Pro�l UIC54 je obdobný, li¹í se
jen parametry patky a stojiny. Matematicky je opìt výhodné reprezentovat tyto pro�ly
mno¾inou bodù a z nich slo¾enou splajnou.
Pro zaji¹tìní vedení ¾eleznièního vozidla jsou kolejnice na pra¾cích ulo¾eny s malým
sklonem ke støedu tratì, nazývaným úklon kolejnice. Síly pùsobící na kolo kolmo na
normálu kolejnice tak neustále pùsobí smìrem ke støedu tratì a vedou vozidlo. Døíve
se u nás pou¾íval úklon 1:20 (asi2; 86o), dnes se pou¾ívá úklon 1:40 (asi1; 43o).
Pro�l kolejnic pro tramvajové tratì je slo¾itìj¹í. Tramvajové tratì vedou obvykle ulicemi
mìst a jsou èasto sdíleny se silnièními vozidly. Proto je mezi kolejnicemi speciální panel,
nìkdy pokrytý asfaltem. Aby se vytvoøil prostor pro okolek, který samozøejmì nemù¾e
být zalitý asfaltem, je souèástí hlavy i ¾lábek pro okolek, viz obrázek 2.3.

Obrázek 2.2: Pro�l kolejnice UIC 60.
Pøevzato z [8].

Obrázek 2.3: Pro�l kolejnice Ri60.
Pøevzato z [12].

2.1.3. Rozchod kol a kolejnic

Zatímco pro pøenos sil mezi koly a kolejnicemi a rozlo¾ení kontaktních tlakù jsou dùle¾ité
pro�ly kol a kolejnic, pro vedení vozidla a pro bezpeènost proti vykolejení je dùle¾ité
i jejich vzájemné umístìní a rozsah pohybu, které povolují.
Klíèovým parametrem kolejnic je jejich rozchod, tedy vzdálenost mezi vnitøními
stranami hlav levé a pravé kolejnice (viz [70]). V Evropì, Severní Americe a Èínì je bì¾ný
rozchod 1435 mm. Proto¾e ke kontaktu dochází na povrchu kolejnice, je
vzdálenost styèných ploch kolejnic 1500 mm. Èasté jsou v¹ak i kolejnice s ¹iø¹ím i u¾¹ím
rozchodem. ©irokorozchodné kolejnice jsou napø. ve státech bývalého Sovìtského svazu
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2. GEOMETRIE KOL A KOLEJNIC

(rozchod 1520 mm), na Pyrenejském poloostrovì (1668 mm) a v Irsku (1600 mm). Naopak
úzkorozchodné kolejnice lze najít napø. v Japonsku (1067 mm) nebo i v Èeské republice
tramvajové tratì v Liberci (1000 mm, viz obrázek 2.4) nebo Jindøichohradecké místní
dráhy (760 mm).
Podobnì mají de�nované parametry i dvojkolí. Prvním parametrem je vzdálenost
styèných kru¾nic, který je stejnì velký jako u styèných ploch kolejnic, tedy 1500 mm.
Dal¹ím dùle¾itým parametrem je rozchod dvojkolí. Je to vzdálenost vnìj¹ích povrchù
okolkù a má zajistit vedení dvojkolí na trati. Musí tedy odpovídat rozchodu kolejnic,
navíc doplnìna o vùli. Mù¾e být napø. v rozmezí od 1410 mm do 1425 mm. Tøetím
parametrem je rozkolí, které udává velikost prostoru mezi koly, mù¾e to být napø.
1360 mm. Rozdíl rozchodu kolejnic a rozchodu dvojkolí pak vymezuje rozsah pøíèného
pohybu dvojkolí.

Obrázek 2.4: Kombinace tratí s normálním a úzkým rozchodem v tramvajové síti v Liberci.

2.1.4. Oblouk

V pøedcházejích kapitolách byly zmínìny parametry rovné tratì. Nicménì pøi výstavbì
v krajinì je nutné pøizpùsobit tra» místním podmínkám, tak¾e se není mo¾né vyhnout
obloukùm. Pøi jízdì v oblouku se musí vyrovnávat odstøedivá síla, aby nedocházelo
k nadmìrnému zatì¾ování kolejnic, proto vnìj¹í kolejnice je vyvý¹ena nad vnitøní o urèité
pøevý¹ení. Jeho teoretická hodnota je dána vztahem odvozeným z rovnováhy pomìru
pøevý¹ení kolejnicepv a vzdálenosti styèných kru¾nicL s a pomìru odstøedivé síly pøi
maximální povolené rychlosti obloukemFo a tíhové sílyG (podle [45]):

pv

L s
=

Fo

G
(2.1)

pv

L s
=

m � v2

R � m � g
(2.2)
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pv =
L s � v2

R � g
(2.3)

Po dosazení platí vztah pro teoretické pøevý¹ení kolejnice

pv = 11:8 �
v2

R
(2.4)

Tento vzorec platí pro pøevý¹ení pv v [mm], rychlost v v [km/h] a polomìr
oblouku R v [m]. Proto¾e po trati jezdí vlaky i ni¾¹í rychlostí, je místo teoretického
pøevý¹ení pou¾íváno pøevý¹ení doporuèené [39], a to

pv = 7:1 �
v2

R
pro v � 120 km=h (2.5)

pv = 6:5 �
v2

R
pro v > 120 km=h (2.6)

Minimální polomìr oblouku závisí na druhu trati. U nových tratí je minimální
polomìr 600 m, u tratí rekonstruovaných 300 m. Na regionálních tratích byly døíve
pøípustné i polomìry 190 m, pøièem¾ pro lep¹í prùjezdnost oblouku s polomìrem men¹ím
ne¾ 275 m je rozchod kolejnic zvìt¹en o hodnotu

� L k =
7150

R
� 26 (2.7)

kde polomìr oblouku R je v [m] a výsledné zvìt¹ení rozchodu kolejnic� L k v [mm].

2.1.5. Stoupání a klesání

Pøi zdolávání kopcù, pohoøí nebo i pøi mimoúrovòových køí¾eních musí tra» nastoupávat
nebo v opaèném smìru klesat. Na rovné trati se toto projeví jako naklonìná rovina,
pøi jízdì v oblouku osa trati opisuje obecnou køivku. Z pohledu zatí¾ení kol a kolejnic se
stoupání èi klesání projeví zejména zvý¹eným zatí¾ením v teèném smìru, kdy pøi stoupání
pohon vlaku musí pøekonat i teènou slo¾ku tíhové síly, obdobnì pøi klesání se musí teèná
slo¾ka tíhové síly ubrzdit. Pro zajímavost, nejvy¹¹í sklon trati v Èeské republice je na
trati z Tanvaldu do Harrachova, a to 57‡ ([66]).

2.1.6. Pøechodnice a vzestupnice

Pøi napojení rovného úseku a oblouku, pøípadnì dvou obloukù pøes in
exní bod, nemù¾e
být oblouk napojen pøímo k rovné èásti, proto¾e by do¹lo ke skokové zmìnì køivosti
a skokovému zatí¾ení. Proto je mezi rovnou èást a oblouk vlo¾ena pøechodnice ve tvaru
klotoidy (køivka s lineární zmìnou køivosti), dané parametrickou funkcí [39]

x = l �
l5

40� R2 � L2
K

+
l9

3456� R4 � L4
K

(2.8)

y =
l3

6 � R � LK
�

l7

336� R3 � L3
K

+
l11

42240� R5 � L5
K

(2.9)

kde x a y jsou souøadnice obecného bodu pøechodnice,l je parametr délky podél
pøechodnice,LK je délka celé pøechodnice aR polomìr napojeného oblouku.
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2. GEOMETRIE KOL A KOLEJNIC

Za urèitých okolností, zejména u výhybek, pøechodnice není pou¾ita. Tyto podmínky,
stejnì jako tvar obloukù i pøechodnic, speci�kuje norma ÈSN 73 6360-1(2008), která se
zabývá ulo¾ením kolejnic.
Podobnì jako pøechodnice pro plynulé navázání køivosti je pro plynulé navázání sklonu
trati de�nována i vzestupnice. Maximální zmìna sklonu na jednotku délky je pak
de�nována normou.

2.1.7. Výhybky a køí¾ení

Pro pøechod z jedné trati na jinou slou¾í výhybky. Výhybka je komplexní soustava
kolejnic a pohyblivých èástí, která zaji¹»uje mo¾nost volby smìru pohybu kolejového
vozidla. Sestává se z nìkolika hlavních èástí, viz obrázek 2.5. Kolejnice v pøímé nebo
odboèné vìtvi vedou vozidlo po¾adovaným smìrem, kde pøilo¾ení jazykù volí po¾adovaný
smìr. Kritické místo celé výhybky je srdcovka, kde se køí¾í obì vìtve a kolejnice musí
být pøeru¹eny, aby umo¾nily prùjezd i v druhém smìru. V dùsledku tohoto pøeru¹ení kola
ztrácí kontakt a pøi opìtovném dosednutí na srdcovku ji významnì rázovì zatì¾ují. Pro
zabezpìèení smìru je je¹tì výhybka opatøena pøídr¾nicemi u vnìj¹ích kolejnic na úrovni
srdcovky.
Køí¾ení tratí je podobné srdcovkové èásti, ov¹em z jedné tratì není mo¾né pøejet na
druhou.

Obrázek 2.5: Zhlaví ¾eleznièní stanice. Pøevzato z [39].

2.1.8. Dilataèní spáry

Pro vyrovnání tepelné rozta¾nosti kolejnic za horkého poèasí jsou mezi kolejnicemi
dilataèní spáry. Nejèastìji se pou¾ívají dva typy. Prvním je 20 mm ¹kvíra mezi dvìma
spojenými kolejnicemi zaji¹»ující prostor pro roztahování, viz obrázek 2.6. Dal¹ím je
spojení kolejnic v rovinì ¹ikmé k ose trati (viz obrázek 2.7). Takto je zaji¹tìn plynulý
pøechod kola s jedné kolejnice na druhou bez rázových sil a souèasnì se kolejnice mohou
libovolnì roztahovat a posouvat vùèi sobì.
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Obrázek 2.6: Pøíèná dilataèní spára na ¾eleznièní trati v Brnì-Èernovicích.

Obrázek 2.7: ©ikmá dilataèní spára na tramvajové trati v Brnì-Bystrci.

2.2. Opotøebení

Pøi provozu kolejových vozidel dochází k opotøebení jak kol tak kolejnic, a» u¾ v dùsledku
bì¾ného provozu nebo poruchových stavù. Jejich tvar se tedy v prùbìhu ¾ivotnosti mìní.
Nìkteré charakteristické typy opotøebení jsou popsány ní¾e.

2.2.1. Opotøebení kol

Opotøebení kol vzniká v zásadì tøemi zpùsoby. První je bì¾né opotøebení zpùsobené
tøením pøi odvalování kol, dal¹í je zpùsobeno nepravidelnostmi v pohybu dvojkolí po trati
a poslední zpùsob vzniku opotøebení je pøi poruchách, popø. dlouhodobém stání.
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2. GEOMETRIE KOL A KOLEJNIC

Opotøebení pro�lu

Opotøebení pro�lu kol je nejbì¾nìj¹í druh opotøebení. Dochází k nìmu zejména v oblasti,
kde dochází ke kontaktu s kolejnicí pøi jízdì po rovné trati, a na okolku, který se postupnì
obru¹uje pøi jízdì v obloucích.
Souèasné pro�ly kol jsou navrhovány tak, aby u¾ u nového kola pøipomínaly tvar
opotøebeného kola. Tak se minimalizuje dal¹í opotøebení. Nicménì za provozu kola se
pro�l pozvolna mírnì mìní a posouvá k ose kola, viz obrázek 2.8.
Matematicky lze takovéto opotøebení popsat novou mno¾inou bodù pro�lu a výsledné
splajny.

Obrázek 2.8: Opotøebení pro�lu ¾eleznièního kola. Pøevzato z [20].

Zvlnìní po obvodu kola

Zvlnìní po obvodu kola vzniká v dùsledku pravidelných vibrací pøi pohybu kolejového
vozidla. Tyto vibrace mohou být vybuzeny napøíklad odchylkami v ohybové tuhosti
kolejnic v uchycení na pra¾ci a v prostoru mezi pra¾ci. V závislosti na dynamických
vlastnostech podvozku a samotného vozidla se vytváøí pravidelné opotøebení po obvodu
vozidla. Podle èlánku [42] je poèet vln na obvodu rùzný a li¹í se v oblasti styèné kru¾nice
a v oblasti okolku. Podle tohoto èlánku byly u styèných kru¾nic zaznamenány zvlnìní
o poètu napø. 3, 7, 20 vln, v oblasti okolku 2 nebo 5 vln. Pøíklad zvlnìní na kole je na
obrázku 2.9.
Matematicky je mo¾né zvlnìní kola vyjádøit napøíklad jednoduchou funkcí v cylindrickém
souøadném systému s osou rotace shodnou s osou dvojkolí.

Obrázek 2.9: Zvlnìní po obvodu kola.
Pøevzato z [9].

Obrázek 2.10: Plo¹ka na kole.
Pøevzato z [69].
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Rn (� d) = R0 �
Aww

2
� [1 + cos (Nww � � d)] (2.10)

kde Rn je funkce vzdálenosti od osy dvojkolí,R0 polomìr kola na daném místì urèený
pro�lem kola, Aww hloubka nerovností, Nww poèet vln po obvodu kola, � d úhel
v cylindrickém souøadném systému.

Plo¹ka

Plo¹ka na dvojkolí vytváøí rázové zatí¾ení. Mù¾e vzniknout obvykle buï zablokováním kol
pøi provozu nebo pøi brzdìní (takto vzniklá plo¹ka na obrázku 2.10), popø. v men¹í míøe
pøi dlouhodobém odstavení vozidla, obvykle vagónu.
Takováto nerovnost obvykle vytváøí ostrou nespojitost vzhledem k rotaènì symetrickému
zbytku kola. Spojitá funkce, která vytváøí podobnou lokální zmìnu je napøíklad funkce

Rn (� d) = R0 � A fs � exp
�
� B fs � � 2

d

�
(2.11)

Zde Rn je funkce vzdálenosti od osy dvojkolí,R0 opìt polomìr na daném místì daný
pro�lem, A fs hloubka nerovnosti, tedy maximální odchylka plo¹ky od kruhovitosti kola,
B fs urèuje, jak ¹iroká je plo¹ka.

2.2.2. Opotøebení kolejnic

Stejnì jako se pøi provozu vyvíjí tvar kol, dochází k opotøebení i na kolejnicích. Zdrojem
jejich opotøebení jsou zejména pùsobení kol projí¾dìjících vozidel, ale významnou roli
hraje napøíklad i ulo¾ení kolejnic na pra¾cích.

Opotøebení pro�lu

Opotøebení pro�lu je v zásadì dvojího druhu. Prvním je sni¾ování temene kolejnice,
které je zpùsobeno bì¾ným provozem a urèuje ¾ivotnost v¹ech kolejnic. Tím druhým je
zakusování okolku, které lze najít na vnìj¹í kolejnici obloukù (viz obrázek 2.11). Kdy¾
v oblouku kolejnice tlaèí vozidlo do strany, dochází k silnìj¹ímu pùsobení na okolek,
proto¾e setrvaènost vozidla má snahu dr¾et ho v pøímém pohybu, a okolky se èasem
otisknou do pro�lu kolejnic.
Matematicky lze toto opotøebení vyjádøit pomocí upravené mno¾iny bodù pro�lu
a odpovídající splajny.

Zvlnìní kolejnic

Pravidelné zvlnìní kolejnic vzniká v dùsledku kmitání dvojkolí ¾eleznièních vozidel.
Obvykle je lze najít na dvou typických místech. Tím prvním je vnitøní kolejnice oblouku
(viz obrázek 2.12). Vzniká tak, ¾e vnitøní kolo v oblouku se pohybuje po krat¹í dráze
ne¾ vnìj¹í kolo. Celé dvojkolí se ov¹em pohybuje stejnou úhlovou rychlostí. Proto vnitøní
kolo neustále pøedbíhá to vnìj¹í a opìt se vrací. Tento kmitavý pohyb postupnì vytváøí
vlny na kolejnici. Druhé typické místo je na zastávkách a stanicích, kde se vlaky èasto
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Obrázek 2.11: Opotøebení pro�lu kolejnice
na ¾eleznièní trati Brno - Bílovice nad

Svitavou.

Obrázek 2.12: Vlnové opotøebení kolejnice
na ¾eleznièní trati Brno - Bílovice nad

Svitavou.

rozjí¾dìjí. Zde vlny vznikají na obou kolejnicích v dùsledku vìt¹ího zatí¾ení.
Matematicky je mo¾né tyto vlny jednodu¹e popsat funkcí

Nn = Aw � sin
�

2 � �
Lw

� y
�

(2.12)

kde Nn je funkce nerovností,Aw amplituda nerovností, Lw vlnová délka nerovností,
y poloha podél kolejnice.

Náhlé vyboèení kolejnic

V dùsledku degradace podlo¾í, uvolnìní ¹roubù upevòujících kolejnice a dal¹ích závad,
mù¾e dojít i k náhlému vyboèení kolejnice. To se pak projevuje náhlým
¹kubnutím vozidla, v katastro�ckém pøípadì i vykolejením. Na obrázku 2.13 je podobné
vyboèení na tramvajové trati. Na fotogra�i je patrné výrazné zvlnìní trati. Proto¾e se
v¹ak nachází hned za zastávku, tedy v úseku, kde se tramvaje pohybují malou rychlostí,
a proto¾e délka zmìny je pomìrnì dlouhá, nepøedstavuje hrozbu pro bezpeènost provozu.
Matematicky je opìt mo¾né ji popsat exponenciální funkcí

Nn = Nm � exp
�
� Ln � y2

�
(2.13)

Zde Nn je funkce vychýlení,Nm velikost vychýlení, Ln délka vychýlení.
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Obrázek 2.13: Zvlnìní tramvajové tratì v Brnì - Komínì.

Opotøebení v obloucích

Jak u¾ bylo zmínìno v pøedchozích odstavcích, v obloucích vzniká
charakteristické opotøebení. Na vnitøní kolejnici oblouku vzniká zvlnìní od kmitajícího
vnitøního kola, kde¾to do vnìj¹í kolejnice se zakusuje okolek, kdy¾ kolejnice tlaèí vozidlo
do oblouku. Obì kolejnice na spoleèném snímku jsou na obrázku 2.14.

Obrázek 2.14: Opotøebení kolejnic v oblouku ¾eleznièní tratì Brno - Bílovice nad Svitavou.
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3. Teorie výpoètu sil ve valivém
kontaktu

Tato kapitola se vìnuje teoriím øe¹ení valivého kontaktu. Valivý kontakt je jedním
z klíèových problémù ¾eleznièní dopravy a jeho øe¹ení ji provází od jejích poèátkù.
Problém valivého kontaktu má v¾dy dvì èásti - urèení normálových sil, které brání tomu,
aby se tìlesa v kontaktu prolnula do sebe, a urèení teèných sil, které jsou dùsledkem tøení
mezi tìlesy. Pøi øe¹ení valivého kontaktu jako tuhých tìles zde dochází v normálovém
smìru pouze k pøenosu sil, které pøitlaèují tìlesa k sobì. Teèné síly se øídí Coulombovým
zákonem

Ft = f � N (3.1)

kde Ft znaèí velikost tøecí síly,f je souèinitel smykového tøení aN je velikost normálové
síly.
Pøelom v náhledu na tuto problematiku pøinesla v roce 1882 Hertzova práce Über die
Berührung fester elasticher Körper [18]. V ní se tìlesa v kontaktu uva¾ují jako pru¾ná
tìlesa a velikost normálové síly je úmìrná vzdálenosti, o kterou jsou k sobì stlaèena
(viz kap. 3.1.1). Poté se zaèal i u pøenosu teèných sil uva¾ovat kontakt pru¾ných tìles.
V roce 1926 zveøejnil Carter analytické øe¹ení rozlo¾ení teèných sil v ustáleném pohybu
v øezu podél smìru jízdy (2D problém) [33, kap. 2.2.1]. V roce 1938 Cattaneo publikoval
øe¹ení posunu dvou koulí bez odvalování [33, kap. 5.2.1.1]. Pracemi Johnsona v roce 1958
zaèala éra 3D øe¹ení valivého kontaktu, tedy rozlo¾ení teèného zatí¾ení v celé oblasti
kontaktní plochy. Nejprve zveøejnil práce na téma prostý skluz a prostý spin [33, str. 64],
v roce 1964 spolu s Vermeulenem vytvoøili teorii pro saturaci teèné síly na hodnotì dané
Coulombovým zákonem [33, kap. 2.2.3.1].
Dizertací, dokonèenou v roce 1967, zaèíná výzkum nejvýraznìj¹í postavy v oboru ve
20. století, J.J. Kalkera. V ní publikuje svoji lineární teorii [33, str. 65] (podrobnìji
v kap. 3.3.1). Následuje v roce 1979 algoritmus CONTACT [33, kap. 4] (podrobnìji
v kap. 3.1.2 a 3.3.5), který poèítá rozlo¾ení normálového i teèného zatí¾ení pro tìlesa
obecného tvaru, a v roce 1982 algoritmus FASTSIM [33, kap. 3] (podrobnìji v kap. 3.3.4)
urèený pro rychlý numerický výpoèet teèných sil.
V roce 1984 publikují Shen, Hedrick a Elkins své závìry snah o zkombinování
Kalkerovy lineární teorie a teorie Vermeulena a Johnsona o saturaci teèné síly [60]
(podrobnìji v kap. 3.3.2). A nakonec v roce 1999 vytváøí Polách svùj model teèných
sil [56] (podrobnìji v kap. 3.3.3).
Modely normálového i teèného zatí¾ení pou¾ité v této práci jsou podrobnìji rozebrány
ní¾e.

3.1. Normálové zatí¾ení

Normálové silové pùsobení v kontaktu vyjadøuje pøenos sil pøi vzájemném pøitlaèení obou
dotýkajících se tìles. Kdy¾ se uva¾ují pru¾ná tìlesa, dochází k jejich deformaci v okolí
kontaktu, pøièem¾ velikost normálové síly je úmìrná tvaru tìles, materiálu a velikosti
teoretického prolnutí nedeformovaných tìles.
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3.1. NORMÁLOVÉ ZATÍ®ENÍ

3.1.1. Hertzova teorie kontaktu

Hertzova teorie kontaktu [32, kap. 4], [33, kap. 1.7.1], [34, kap. 2.1] je analytické øe¹ení
normálové síly a vychází z tìchto pøedpokladù:

ˆ tìlesa v kontaktu mají podobné mechanické vlastnosti,

ˆ jejich povrch má v místì kontaktu konstantní zakøivení,

ˆ kontaktní plocha má tvar elipsy.

Jsou-li polomìry zakøivení povrchù v kontaktuR(1)
x , R(1)

y , R(2)
x a R(2)

y , pak hlavní køivosti
A a B jsou

A =
1

2 � R(1)
x

+
1

2 � R(2)
x

(3.2)

B =
1

2 � R(1)
y

+
1

2 � R(2)
y

(3.3)

Potom funkce vzdálenosti povrchù má tvar

dcs = A � x2 + B � y2 � h (3.4)

kdeA a B jsou hlavní køivosti kontaktního páru,h je penetrace nedeformovaných povrchù.
Pokud vzdálenost povrchùdcs je v daném místì vìt¹í ne¾ nula, pak je zde mezera mezi
povrchy, pokud je men¹í nebo rovna nule, pak jsou tìlesa v kontaktu.
Dùsledkem podmínky eliptického tvaru kontaktní plochy je to, ¾e i rozlo¾ení kontaktního
tlaku pz má tvar elipsoidu:

pz (x; y) = pmax �

s

1 �
�

x
ace

� 2

�
�

y
bce

� 2

(3.5)

kdepmax je maximální kontaktní tlak a ace, bce jsou délky hlavních poloos kontaktní elipsy,
jejich¾ velikost není známa. Jejich pomìr je ov¹em závislý na tvaru povrchù v kontaktu,
tedy na parametrechA a B.
Pomocí axiální funkce (viz [34, kap. 2.1], strana 23) se zA a B stanoví excentricita
kontaktní elipsy m:

cost =

�
�
�
�
A � B
A + B

�
�
�
� = m2 �

D (m2) � C (m2)
E (m2)

(3.6)

Zde C (m2), D (m2), E (m2) a pozdìji pou¾itýK (m2) jsou úplné eliptické integrály

C
�
m2

�
=

Z �= 2

0

sin2 t � cos2 t
p

1 � m2 � sin2 t
dt (3.7)

D
�
m2

�
=

Z �= 2

0

sin2 t
p

1 � m2 � sin2 t
dt (3.8)

E
�
m2

�
=

Z �= 2

0

p
1 � m2 � sin2 tdt =

�
2 � m2

�
� D

�
m2

�
� m2 � C

�
m2

�
(3.9)

K
�
m2

�
=

Z �= 2

0

1
p

1 � m2 � sin2 t
dt = 2 � D

�
m2

�
� m2 � C

�
m2

�
(3.10)
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Obrázek 3.1: Graf axiální funkce.
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Obrázek 3.2: Grafy úplných eliptických
integrálù.

Pomìr kvadrátù hlavních poloos kontatní elipsyke závisí na excentricitì m podle:

ke =
b2

ce

a2
ce

=
�

1 � m2 pro A � B
1

1� m2 pro A > B (3.11)

Podle øe¹ení (1.57e) v [33, kap. 1.7.1] platí

3 � N �
1 � �

G
� E

�
m2

�
= 2 � � � (A + B) � a2

ce � bce (3.12)

Zde G je kombinovaný modul pru¾nosti ve smyku a� je kombinovaný Poissonùv pomìr,
které se stanovují z rovnic

1
G

=
1

2 � G(1)
+

1
2 � G(2)

(3.13)

� = G �
�

� (1)

2 � G(1)
+

� (2)

2 � G(2)

�
(3.14)

Odvozením z rovnic 3.11 a 3.12 se získají délky hlavních poloos kontaktní elipsy

ace = 3

s
3 � N � (1 � � ) � E (m2)
2 � � � G (A + B) � ke

(3.15)

bce = ace �
p

ke (3.16)

Opìt z (1.57e) v [33, kap. 1.7.1] se pou¾ije vztah pro penetraci nedeformovaných povrchù

h = ( A + B) � a2
ce �

K (m2)
E (m2)

(3.17)

Nyní u¾ jsou známy v¹echny potøebné velièiny pro stanovení závislosti normálové síly na
penetraci nedeformovaných povrchù

N =
2 � � � G

3 � (1 � � )
�

s
E (m2) � h3

(A + B) � ke � K 3 (m2)
(3.18)

a odsud maximální kontaktní tlak

pmax =
3 � N

2 � � � ace � bce
(3.19)
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3.1. NORMÁLOVÉ ZATÍ®ENÍ

Pomocí uvedených vztahù se v závislosti na vzájemné poloze tìles v kontaktu a tvaru
kontaktních povrchù stanoví velikost normálové sílyN , délky hlavních poloos kontaktní
elipsy ace a bce a maximální kontaktní tlak pmax .

3.1.2. Algoritmus CONTACT - normálová èást (NORM)

Mo¾nosti pou¾ití algoritmu CONTACT [33, kap. 4], [34, kap. 5] jsou mnohem ¹ir¹í ne¾
u Hertzova øe¹ení. Lze jej pou¾ít pro kontakt tìles, jejich¾ tvar nelze nahradit tìlesem
s konstantní lokální køivostí (napø. dvoubodový kontakt kola a kolejnice, kdy¾ se okolek
dotýká kolejnice) nebo pro tìlesa z materiálù s rozdílnými mechanickými vlastnostmi.

Matice vzájemného vlivu elementù

Základem tohoto algoritmu je metoda hranièních prvkù a teorie bodového zatí¾ení
elastického poloprostoru podle Boussinesqa a Cerrutiho [33, kap.4.3.2]. Plocha oèekávané
oblasti kontaktu je rozdìlena na prvky a je sestavena matice jejich vzájemného pùsobení
A I iJ j . Podle [34, str. 61] je ovlivnìní prvkuI v polozex I (x I ; yI ) prvky v okolí vyjádøeno
funkcí

B iJ j (x I ; yI ) =
1

� � G
�
Z xJ +� x

xJ � � x

Z yJ +� y

yJ � � y

2

6
4

1� �
R + (x0� x I )2

R3
� �(x0� x I )�(y0� yI )

R3
K �(x0� x I )

R2

� �(x0� x I )�(y0� yI )
R3

1� �
R + (y0� yI )2

R3
K �(y0� yI )

R2

� K �(x0� x I )
R2 � K �(y0� yI )

R2
1� �

R

3

7
5 dx0dy0

(3.20)
V matici této rovnice platí pro R

R =
q

(x0 � x I )2 + ( y0 � yI )2 (3.21)

G, � a K jsou kombinované materiálové vlastnosti, podobnì jako v rovnicích 3.13 a 3.14:

1
G

=
1

2 � G(1)
+

1
2 � G(2)

(3.22)

� = G �
�

� (1)

2 � G(1)
+

� (1)

2 � G(2)

�
(3.23)

K =
G
4

�
�

1 � 2 � � (1)

G(1)
�

1 � 2 � � (2)

G(2)

�
(3.24)

Výsledky jednotlivých integrálù jsou pak funkce podle zápisu

[[F (x I ; yI )]] =
h
[F (x I ; yI )]x I � xJ +� x

x I � xJ � � x

i yI � yJ +� y

yI � yJ � � y
(3.25)

Pro jednotlivé èleny matice tedy

B1J 1 (x I ; yI ) =
1

� � G
� [[yI � ln (x I + r ) + (1 � � ) � x I � ln (yI + r )]] (3.26)

B1J 2 (x I ; yI ) = B2J 1 (x I ; yI ) =
1

� � G
� [[� � � r ]] (3.27)

B1J 3 (x I ; yI ) = � B3J 1 (x I ; yI ) =

=
1

� � G
�
��

K �
�

yI � ln r + x I � arctan
�

yI

x I

����
(3.28)

B2J 2 (x I ; yI ) =
1

� � G
� [[x I � ln (yI + r ) + (1 � � ) � yI � ln (x I + r )]] (3.29)
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B2J 3 (x I ; yI ) = � B3J 2 (x I ; yI ) =

=
1

� � G
�
��

K �
�

x I � ln r + yI � arctan
�

x I

yI

����
(3.30)

B3J 3 (x I ; yI ) =
1

� � G
� [[(1 � � ) � (x I � ln (yI + r ) + yI � ln (x I + r ))]] (3.31)

kde
r =

q
x2

I + y2
I (3.32)

Pro prvky matice A I iJ j pak platí

A I iJ j = B iJ j (x I ) = B iJ j (x I ; yI ) (3.33)

Vztah mezi posuvy daného elementu a silovým zatí¾ením je

uI i =
NX

J =1

3X

j =1

A I iJ j � pJj (3.34)

kde indexy I a J znaèí elementy a indexyi a j znaèí slo¾ku. Tak pøedchozí rovnice
znamená, ¾e posuvuI i je i-tá slo¾ka posuvu I-tého elementu a je sumou vlivù tlakùpJj ,
co¾ jsou j-té slo¾ky J-tých elementù.

Algoritmus NORM

Jako vstupy do algoritmu slou¾í vzdálenost mezi nedeformovanými povrchy v jednotlivých
prvcích hI . Pro vzdálenost deformovaných povrchùeI platí, ¾e je souètem nedeformované
vzdálenosti a posuvu

eI = hI + uI 3 (3.35)

Pøed samotným øe¹ením normálového zatí¾ení se zapoète vliv teèných sil:

h�
I = hI +

X

J;�

A I 3J� � pJ� (3.36)

Následuje vlastní algoritmus NORM. Celá oblast hraniènìprvkové sítìQ je na zaèátku
rozdìlena na oblast vnì kontaktní plochy E = Q a prázdnou kontaktní plochuC = ; .
Bìhem øe¹ení jsou mno¾inyE a C upravovány, aby odpovídaly øe¹ení.
V ka¾dém kroku je vyøe¹ena soustava lineárních rovnic

eI = h�
I +

X

J

A I 3J 3 � pJ 3 (3.37)

pøièem¾ platí v oblasti kontaktu

eI = 0 8I 2 C (3.38)

a v oblasti vnì kontaktní plochy

pJ 3 = 0 8J 2 E (3.39)
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Na konci kroku se vyhotnotí, zda jednotlivé prvky jsou ve správné oblasti:

pJ 3 < 0 ) J 2 E (3.40)

eI < 0 ) I 2 C (3.41)

Po skonèení algoritmu je normálová síla získána jako suma zatí¾ení v elementech kontaktní
plochy

N =
X

I 2 C

pI 3 � dSI (3.42)

3.2. Srovnání metod výpoètu normálových sil

Hertzovo øe¹ení normálové síly a algoritmus CONTACT je srovnáno na kontaktu
¾eleznièního kola a kolejnice. Dvojkolí s polomìrem kol 0.46 m a pro�lem S1002 bylo
umístìno do kontaktu s kolejnicí s pro�lem UIC60 a sklonem ulo¾ení 1:40. Dvojkolí bylo
posouváno kolmo na smìr trati, byla zachovávána svislá slo¾ka síly 100 kN (obvyklá
zátì¾ na jedno kolo). Bylo zkoumáno normálové silové pùsobení pro pravé kolo
v závislosti na výchylce� x. Závislosti pro síly v kontaktu levého kola a kolejnice jsou
toto¾né, jen zrcadlovì pøevrácené.
Výsledkem této studie je závislost slo¾ky normálové síly, která pùsobí na dvojkolí a tlaèí
ho zpìt do støedu trati (viz obr. 3.3). Tato síla pozvolna narùstá, dokud nedojde ke
kontaktu okolku a hrany kolejnice (pøi výchylce 6.6 a¾ 6.9 mm). V tomto okam¾iku
síla pùsobící do støedu trati prudce vzroste, aby se pøede¹lo vykolejení. Za maximem
pøi výchylce 6.9 mm u¾ je v kontaktu pouze okolek a síla pùsobící do støedu pozvolna
klesá, jak se dvojkolí posouvá dále ven z trati.Ze srovnání, jak tato závislost vypadá
pro Hertzovo øe¹ení a algoritmus CONTACT, lze rozpoznat silné a slabé stránky obou
metod. Nevýhodou Hertzova øe¹ení je to, ¾e kontakt je soustøedìn do jediného bodu,
v kterém je globální minimum funkce vzdálenosti obou kontaktù. Vzhledem k tomu, ¾e
reálné geometrie ¾eleznièního kola a kolejnice jsou pomìrnì slo¾ité tvary, uzpùsobené
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Obrázek 3.3: Závislost pøíèné slo¾ky normálové sílyNx na pøíèném vychýlení dvojkolí� x
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(a) � x = � 10 mm (b) � x = � 3 mm (c) � x = � 0:7 mm

(d) � x = 0 mm (e) � x = 0 :79 mm (f) � x = 0 :8 mm

(g) � x = 2 mm (h) � x = 3 mm (i) � x = 5 mm

(j) � x = 5 :62 mm (k) � x = 5 :63 mm (l) � x = 6 mm

(m) � x = 6 :67 mm (n) � x = 6 :71 mm (o) � x = 6 :77 mm

(p) � x = 6 :83 mm (q) � x = 6 :9 mm (r) � x = 10 mm

Obrázek 3.4: Rozlo¾ení normálového zatí¾ení - srovnání Hertzova øe¹ení (nahoøe) a algoritmu
CONTACT (dole).
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(a) � x = � 3 mm (b) � x = � 1 mm (c) � x = � 0:7 mm

(d) � x = 0 mm (e) � x = 1 mm (f) � x = 2 mm

(g) � x = 3 mm (h) � x = 4 mm (i) � x = 5 mm

(j) � x = 5 :5 mm (k) � x = 5 :7 mm (l) � x = 6 mm

(m) � x = 6 :5 mm (n) � x = 6 :7 mm (o) � x = 6 :8 mm

(p) � x = 6 :9 mm (q) � x = 7 mm (r) � x = 10 mm

Obrázek 3.5: Øez rozlo¾ením silového zatí¾ení.

co nejni¾¹ímu opotøebení, funkce jejich vzdálenosti má více lokálních minim. Jak se se
zmìnou polohy dvojkolí mìní vzájemná poloha povrchù v kontaktu, mìní se poloha
globálního minima, nìkdy skokem mezi dvìma lokálními minimy. To se projeví jak na
skokových zmìnách velikosti pùsobící síly (obr. 3.3), tak na skokových zmìnách jejího
pùsobi¹tì. Tím, ¾e algoritmus CONTACT uva¾uje reálnou geometrii, je tento
nedostatek vyøe¹en a ke skokovým zmìnám nedochází. Nevýhoda algoritmu CONTACT
je pro zmìnu ukázána v oblasti, kdy kontakt kola a kolejnice je na okolku (výchylka
7 a¾ 10 mm). V dùsledku pøíli¹ hrubé sítì le¾í celá oblast kontaktu na oblasti o ¹íøce
jednoho nebo dvou elementù. Zde se slo¾ka pùsobící do støedu mìní podle vlastností
prvkù, které jsou pou¾ity pro výpoèet. Zato v pøípadì Hertzova øe¹ení se pùsobi¹tì
normálové síly pøesouvá spojitì.
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Na obrázcích 3.4(a)-(r) jsou zobrazena rozlo¾ení normálového pùsobení pro rùzné
výchylky. V horní èásti ka¾dého obrázku je eliptické rozlo¾ení Hertzova øe¹ení, ve spodní
èásti skuteèné, stanovené algoritmem CONTACT. Z tìchto obrázkù je patrné, ¾e tvar
kontaktní plochy se vìt¹inou li¹í od elipsy a èasto je dvoubodový. Hertzovo øe¹ení
vìt¹inou postihne aspoò èást kontaktní plochy, ov¹em pøi kontaktu za dotyku okolku
a hrany kolejnice má velké odchylky od skuteèného tvaru. To je významný nedostatek,
proto¾e právì v této oblasti dochází k nejvìt¹ímu opotøebení.
Na obrázcích 3.5(a)-(r) je zobrazeno rozlo¾ení silového pùsobení ve svislém øezu.
Jednotlivé ¹pièky kontaktních tlakù odpovídají lokálním minimùm funkce vzdálenosti
povrchù kola a kolejnice.

3.3. Teèné zatí¾ení

Teèné silové pùsobení je dùsledkem tøení mezi povrchy v kontaktu. Pøi valení mù¾e
docházet v zásadì ke dvìma zpùsobùm, jak dochází k pøenosu sil mezi tìlesy. První
se uskuteèòuje, kdy¾ alespoò na èásti kontaktní plochy materiál valícího se tìlesa dr¾í na
jednom místì. Pak dochází k odvalování a vzájemný pohyb obou tìles je minimální. Jiný
pøípad nastává, kdy¾ v celé kontaktní plo¹e dochází k prokluzu. Známým pøíkladem je
prokluz pneumatik na ledu. V pøípadì kontaktu kola a kolejnice je prokluz ne¾ádoucím
jevem, proto¾e v jeho dùsledku dochází k lokálnímu zahøívání, které vede k nárùstu
napjatosti, zmìnám vlastností materiálu a poru¹ování soudr¾nosti.
Jako vstupy pro metody stanovení teèných sil se pou¾ívají rychlost valeníV (pou¾ívá se
velikost rychlosti tì¾i¹tì dvojkolí), relativní podélný skluz � x

� x =
vrel;x

V
(3.43)

relativní pøíèný skluz� y

� y =
vrel;y

V
(3.44)

a relativní spinový skluz' z

' z =
! 3

V
(3.45)

3.3.1. Kalkerova lineární teorie valivého kontaktu

Kalkerova lineární teorie valivého kontaktu [33, str. 65] pøepokládá, ¾e v kontaktní plo¹e
nedochází k prokluzu. Teèné síly a spinový moment pak mají lineární závislost na skluzech:

Tx = � G � ace � bce � C11 � � x (3.46)

Ty = � G � ace � bce � C22 � � y � G � (ace � bce)
3
2 � C23 � ' z (3.47)

M z = � G � (ace � bce)
3
2 � C32 � � y � G � (ace � bce)

2 � C33 � ' z (3.48)

Zde C11, C22, C23 = � C32 a C33 jsou Kalkerovy skluzové koe�cienty, které jsou závislé
na délkách hlavních poloosace a bce stanovených rovnicemi 3.15 a 3.16. Byly vypoèítány
numericky pomocí algoritmu CONTACT a tabelovány (napø. v [32, pøíl. 5] a [33, pøíl. E]).
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Obrázek 3.6: Kalkerovy koe�cienty.

3.3.2. Model podle Shena, Hedricka a Elkinse

Model podle Shena, Hedricka a Elkinse [60] spojuje Kalkerovu lineární teorii (kap. 3.3.1)
a teorii Vermeulena a Johnsona [33, kap. 2.2.3.1]. Teorie Vermeulena a Johnsona zavádí
saturaci na vazbu adheze, tak¾e teèná síla mù¾e mít nejvý¹e hodnotu

T = f � N (3.49)

Tu zaji¹»uje tím, ¾e teèné síly v kontaktu urèené v lineární teorii (viz 3.46 a 3.47) pøepoèítá
následujícím zpùsobem:

T =
q

T2
x + T2

y (3.50)

w0 =
T

3 � f � N
(3.51)

�T =
�

f � N �
�
1 � (1 � w0)2�

pro w0 � 1
f � N pro w0 > 1

(3.52)

�Tx =
Tx

T
� �T (3.53)

�Ty =
Ty

T
� �T (3.54)

Saturovaná teèná síla v kontaktu pak má slo¾ky�Tx a �Ty. Spinový moment tento model
teèných sil neuva¾uje.

3.3.3. Poláchùv model

Poláchùv model [56] je analytický model vytvoøený za úèelem zrychlení výpoètù, pøi
kterých jsou pou¾ívány numerické metody FASTSIM (kap. 3.3.4) nebo CONTACT
(kap. 3.1.2 a 3.3.5). Teoretickým základem této metody je transformace rozlo¾ení
normálového zatí¾ení z tvaru poloelipsoidu, který pøedpokládá Hertzova teorie,
na tvar polokoule. Dále je tato metoda zkombinována s lineární teorii valivého
kontaktu (kap. 3.3.1).
V algoritmu se jako vstupy pou¾ívají relativní skluzy� x (3.43), � y (3.44) a ' z (3.45)
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a Kalkerovy skluzové koe�cienty (viz kap. 3.3.1). Nejprve je do pøíèného relativního skluzu
zapoèítán vliv spinu:

j� y + ' z � acej > j� y j ) � y;c = � y + ' z � ace (3.55)

j� y + ' z � acej � j � y j ) � y;c = � y (3.56)

a poté je stanovena velikost relativního skluzu

� c =
q

� 2
x + � 2

y;c (3.57)

Kalkerovy koe�cienty pro pøíèný a podélný skluz jsou spojeny do jedné promìnné:

Cjj =

s
C2

11 � � 2
x + C2

22 � � 2
y

� 2
x + � 2

y
(3.58)

Dále je urèen gradient rùstu teèného zatí¾ení v oblasti adheze"p:

"p =
�
4

�
G � ace � bce � Cjj � � c

f � N
(3.59)

kde G je modul pru¾nosti ve smyku,ace a bce jsou délky hlavních poloos kontaktní elipsy
(rov. 3.15 a 3.16),f je souèinitel smykového tøení aN je normálová síla v kontaktu (3.18).
Teèná síla v podélném smìruTx je

Tx = � N �
2 � f

�
�
�

"p

1 + "2
p

+ arctan "p

�
�

� x

� c
(3.60)

Slo¾ka teèné síly v pøíèném smìru zpùsobená pøíèným skluzemTy;p je

Ty;p = � N �
2 � f

�
�
�

"p

1 + "2
p

+ arctan "p

�
�

� y

� c
(3.61)

Vliv spinu na pøíènou slo¾ku teèné sílyTy;s je urèen samostatnì. Nejprve je urèen gradient
teèného zatí¾ení v dùsledku spinu" s:

ks = 1 + 6 :3 �
�

1 � e� ace
bce

�
(3.62)

" s =
8
3

�
G � bce �

p
ace � bce

f � N
�

C23 � � y;c

ks
(3.63)

poté u¾ lze urèitTy;s:

� =
"2

s � 1
"2

s + 1
(3.64)

Ty;s = � N �
9
16

� ace � f � ks �
�
" s �

�
�

� 3

3
+

� 2

2
�

1
6

�
+

1
3

�
q

(1 � � 2)3
�

�
' z

� c
(3.65)

Zbývá u¾ jen seèíst vliv pøíèného skluzu a spinu

Ty = Ty;p + Ty;s (3.66)
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3.3.4. Algoritmus FASTSIM

Algoritmus FASTSIM je numerická metoda vyvinutá profesorem Kalkerem [33, kap. 3], [34,
kap. 4]. Tato metoda vychází ze zjednodu¹ené teorie valivého kontaktu. V této teorii je
povrch tìlesa nahrazen tenkou pru¾nou vrstvou a oblast kontaktu rozdìlena na elementy,
které pøedstavují pru¾iny schopné stlaèení (normálové zatí¾ení) i ohybu (teèné zatí¾ení).
Poddajnosti v ohybu pro jednotlivé skluzy se na základì srovnání zjednodu¹ené a lineární
teorie kontaktu (kap. 3.3.1) stanoví takto:

(� x ) : L1 =
8 � ace

3 � G � C11
(3.67)

(� y) : L2 =
8 � ace

3 � G � C22
(3.68)

(' z) : L3 =
� � a2

ce

4 � G � C23 �
p

ace � bce
(3.69)

Celková poddajnost elementuL pak je

L =
L1 � j � x j + L2 � j � y j + L3 � j ' zj �

p
ace � bcep

� 2
x + � 2

y + ace � bce � ' 2
z

(3.70)

Skluzové rychlosti pro jednotlivé elementy se stanoví pomocí relativních skluzù:

cI; 1 = ( � x � yI � ' z) � V (3.71)

cI; 2 = ( � y + x I � ' z) � V (3.72)

Zde x I a yI jsou souøadnice polohy elementu vzhledem ke støedu kontaktní elipsy.
Teèné zatí¾ení v oblasti adheze se stanoví podle výrazu

pH
I� (t) = pI� � (t � dt) �

dt
L

� cI� (3.73)

V oblasti prokluzu má teèné zatí¾ení velikost vazby adheze

gI = f � pI 3 = f � pmax �
�

1 �
x2

I

a2
ce

�
y2

I

b2
ce

�
(3.74)

kde pmax je maximální normálový tlak v kontaktní plo¹e, stanovený podle zjednodu¹ené
teorie:

pmax =
2 � N

� � ace � bce
(3.75)

Teèné zatí¾ení a skuteèný skluz pak jsou

pS
I� =

pH
I�

kpH
I� k

� gI (3.76)

sI� = cI� +
L
dt

�
�
pS

I� (t) � pI� (t � dt)
�

(3.77)

Teèné síly v kontaktu jsou sumou zatí¾ení v jednotlivých elementech

Tx =
X

I

pI; 1 � dSI (3.78)

Ty =
X

I

pI; 2 � dSI (3.79)

M z =
X

I

(x I � pI; 2 � yI � pI; 1) � dSI (3.80)
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3.3.5. Algoritmus CONTACT - teèná èást (TANG)

Algoritmus TANG je druhou èástí algoritmu CONTACT [33, kap. 4], [34, kap. 5]. Jako
jeho vstupy jsou tedy pou¾ity výstupy algoritmu NORM (kap. 3.1.2) - normálová zatí¾ení
pI 3 a mno¾ina pøíslu¹nosti elementù do kontaktní plochyC.
Pro algoritmus TANG je nutné kromì matice vlivu A I iJ j , která platí pro aktuální
èasový okam¾ik, stanovit je¹tì matici vlivuB I iJ j , která vyjadøuje vliv silového pùsobení
v kontaktu v døívìj¹ím èase. Rozdíl tìchto okam¾ikùdt je závislý na velikosti elementù
(2 � dx) a rychlosti valeníV :

dt =
2 � dx

V
(3.81)

Zatímco matice A I iJ j je stanovena pro polohy elementùx I , matice B I iJ j pro polohy
elementù x I + v � dt. Posledními vstupy do algoritmu jsou relativní rychlosti pro
jednotlivé elementycI� .
Skuteèný skluz v daném elementu se urèí pomocí rovnice

sI� = cI� +
A I� J j � pJj (t) � B I� J j � pJj (t � dt)

dt
(3.82)

Pro oblast adhezeH platí
sI� = 0 8I 2 H (3.83)

a pro oblast prokluzuS platí podmínky

sI� = � SI �
pI�

f � pI 3
8I 2 S (3.84)

q
p2

I 1 + p2
I 2 = f � pI 3 8I 2 S (3.85)

kde SI je velikost skluzu.
Na zaèátku algoritmu se uva¾uje, ¾e oblast adhezeH pokrývá celou kontaktní plochu,
tedy H = C, a oblast prokluzuS je prázdná (S = ; ). V prvním kroku se pak øe¹í lineární
soustava rovnic:

0 = cI� +
A I� J j � pJj (t) � B I� J j � pJj (t � dt)

dt
(3.86)

Její øe¹ení pro kontaktní plochu tvaru elipsy je numerické øe¹ení Kalkerovy lineární teorie.
V dal¹ích krocích se øe¹í soustava slo¾ená z lineárních rovnic pro oblast adheze (3.86)
a nelineárních rovnic pro oblast skluzu (rovnice slo¾ené z 3.82 a 3.84 a vazba adheze 3.85).
Na konci kroku se opìt kontroluje pøíslu¹nosti k jednotlivým oblastem:

q
p2

I 1 + p2
I 2 > f � pI 3 ) I 2 S (3.87)

SI < 0 ) I 2 H (3.88)

Teèné síly se pak urèí

Tx =
X

I

pI; 1 � dSI (3.89)

Ty =
X

I

pI; 2 � dSI (3.90)
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3.4. Srovnání metod výpoètu teèných sil v kontaktu

Srovnání vlastností jednotlivých metod stanovení teèného silového pùsobení bylo
provedeno na jednoduchém pøíkladu valivého kontaktu dvou kulových ploch. Jejich
velikost a vzájemná poloha byla zvolena tak, aby normálová síla podle Hertzova øe¹ení
byla 100 000 Na délky hlavních poloos kontaktní elipsy bylyace = bce = 6 mm. Tìlesa
v kontaktu jsou z oceli (E = 2:1 � 1011 Pa, � = 0:3, f = 0:3). Pro algoritmus
CONTACT byla pou¾ita sí» s prvky o velikosti 0.44 mm, pro algoritmus FASTSIM
sí» s prvky o velikosti 0.33 mm. Normálová síla stanovena algoritmem CONTACT má
velikost 100 015 N.

3.4.1. Prostý podélný skluz

Pøi prostém podélném skluzu velikost teèné síly nejprve lineárnì roste v souladu
s Kalkerovou lineární teorií, poté ov¹em saturuje na hodnotìfN . Srovnání této
závislosti pro rùzné metody je na obrázku 3.7.
Lineární øe¹ení stanovené analyticky Kalkerovou lineární teorií a numericky algoritmem
CONTACT nezohledòují skluz v kontaktu, adheze se udr¾uje po celé kontaktní elipse.
V dùsledku toho roste teèný tlak na výstupní hranì kontaktu k nekoneènu, co¾ je patrné
i na obrázku 3.8(b).
Pøi saturaci na mezi adheze je mírnì strmìj¹í øe¹ení algoritmem CONTACT, naopak øe¹ení
Poláchovým modelem dosahuje ni¾¹ích hodnot. Rozdíl numerických metod
FASTSIM (obr. 3.8(a)) a CONTACT (obr. 3.8(c)) je ten, ¾e rùst teèného zatí¾ení
v oblasti adheze je v algoritmu FASTSIM aproximován lineárnì, zatímco skuteèná
závislost je nelineární. Po dosa¾ení vazby adheze u¾ velikost teèného napìtí kopíruje
v oblasti prokluzu tvar poloelipsoidu, který je dán souèinemf � pn (f je souèinitel
smykového tøení, pn je velikost normálového tlaku). Oblast prokluzu má tvar
mìsíèního srpku pøi výstupní hranì. Jak s rostoucí hodnotou relativního podélného skluzu
� x narùstá, ukazují obrázky 3.9(a)-(d).

3.4.2. Prostý pøíèný skluz

Teèné síly v pøíèném smìru narùstají v závislosti na skluzu podobnì jako podélné (viz
obr. 3.10). Velikost teèného tlaku se zvìt¹uje od vstupní k výstupní hranì, kde opìt
dochází k rùstu do nekoneèna pro lineární øe¹ení nebo k saturaci na vazbì adheze. Rùst
sil je v¹ak mírnìj¹í, proto¾e èást silového pùsobení se projeví v teèném momentu (viz
obr. 3.11).

3.4.3. Prostý spin

Charakteristika teèného momentu pøi prostém spinu opìt saturuje na maximální
hodnotì (obr. 3.13), ov¹em teèná síla postupnì narùstá a¾ k maximu pøi hodnotì
relativního spinového skluzu ' z = 1 a poté zvolna klesá a¾ nulové hodnotì pøi
nekoneènì velkém spinu. Tato závislost je zobrazena na obr. 3.12. Zde se objevují
nevýhody analytických metod - model podle Shena, Hedricka a Elkinse pokles pøi
velkém spinu vùbec nezachytí, Poláchùv model jej uva¾uje, ov¹em v tomto pøípadì
velikost síly klesá pøíli¹ strmì.
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Obrázek 3.7: Závislost velikosti podélné teèné síly na podélném skluzu.
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(a) Algoritmus FASTSIM.
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(b) Algoritmus CONTACT - lineární øe¹ení.
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(c) Algoritmus CONTACT.

Obrázek 3.8: Rozlo¾ení teèného silového pùsobení (� x = 0 :002).

(a) � x = 0 :001 (b) � x = 0 :002 (c) � x = 0 :004 (d) � x = 0 :008

Obrázek 3.9: Skuteèný skluz v kontaktu pøi prostém podélném skluzu.
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Obrázek 3.10: Závislost velikosti pøíèné teèné síly na pøíèném skluzu.
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Obrázek 3.11: Závislost velikosti teèného momentu na pøíèném skluzu.

Chování v kontaktní elipse postihují obrázky 3.14(a)-(d). Oblast prokluzu vytváøí úseèe
po obou stranách kontaktní elipsy, které se postupnì spojí, a¾ zùstane adheze pouze
v malém bodì. Ten le¾í nejprve v blízko výstupní hrany, pozdìji se pøesune do støedu
kontaktní elipsy.

3.4.4. Kombinovaný skluz

Pøi øe¹ení obecného skluzu se zøetelnì ukazují výhody a nevýhody jednotlivých metod.
Výsledky algoritmu CONTACT jsou pova¾ovány za pøesné øe¹ení, ostatní metody jsou
k nim pøirovnány. Jednotlivé vlastnosti metod lze pozorovat pøi rùzné velikosti spinu
(viz tabulka 3.1).
Pro prostý skluz (' z = 0) má nejlep¹í výsledky model Shena, Hedricka a Elkinse, kde¾to
FASTSIM pøi kombinaci podélného a pøíèného skluzu dává ni¾¹í hodnoty, nejhor¹í
výsledky jsou v pøípadech, kdy podélný a pøíèný skluz mají stejnou hodnotu. To
souvisí se stanovením ohybové poddajnostiL (viz rov. 3.70). S rostoucím spinem se
výraznìji projevují vlastnosti jednotlivých metod. Pro malý spin mají dostaèující pøesnost
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Obrázek 3.12: Závislost velikosti pøíèné teèné síly na spinovém skluzu. Pozn. Graf má dvojí
mìøítko ' z: v intervalu h0; 1i lineární, dále logaritmické.
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Kalkerova line¶arn¶³ teorie
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Obrázek 3.13: Závislost velikosti teèného momentu na spinovém skluzu.

(a) ' z = 0 :5 m� 1 (b) ' z = 1 m � 1 (c) ' z = 2 m � 1 (d) ' z = 10 m � 1

Obrázek 3.14: Skuteèný skluz v kontaktu pøi prostém spinu.
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Poláchùv model a algoritmus FASTSIM, pro velké spiny u¾ lze pou¾ít pouze algoritmus
FASTSIM, proto¾e model podle Shena, Hedricka a Elkinse dává pøíli¹ velké hodnoty teèné
síly, Poláchùv model zase pøíli¹ malé a spinový moment neuva¾uje ani jeden z nich.

SKLUZY SHE POLÁCH FASTSIM CONTACT

' z � x � y Tx Ty Tx Ty Tx Ty Tx Ty

0 0.001 0.001 -10323 -8976 -10438 -10438 -7307 -7307 -10713 -9358

0 0.001 0.004 -7264 -25261 -6307 -25229 -5858 -23433 -7298 -26087

0 0.004 0.001 -26941 -5856 -26091 -6523 -24405 -6101 -27782 -6223

0 0.004 0.004 -22216 -19316 -19988 -19988 -18731 -18731 -22004 -20190

0.5 0.001 0 -10136 -10632 -7859 -11163 -7973 -9027 -8329 -11509

0.5 0.001 0.001 -9108 -17472 -6426 -16977 -6560 -14432 -8063 -19119

0.5 0.001 0.004 -6176 -27956 -4076 -24009 -4792 -25238 -5777 -28523

0.5 0.004 0.001 -25505 -12232 -20148 -12727 -20896 -11282 -24915 -13798

0.5 0.004 0.004 -19779 -22384 -14534 -21291 -16402 -21359 -18786 -22701

2 0.001 0 -6503 -27284 -2475 -14885 -3271 -16355 -2920 -13764

2 0.001 0.001 -5677 -28755 -2287 -15034 -3154 -19101 -2872 -15978

2 0.001 0.004 -3877 -29748 -1864 -15487 -2756 -23907 -2690 -21406

2 0.004 0.001 -18571 -23516 -8781 -14415 -11987 -18540 -11210 -14986

2 0.004 0.004 -13867 -26603 -7253 -15062 -10499 -22927 -10484 -20340

Tabulka 3.1: Velikosti teèných sil pro rùzné kombinace skluzù.
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3. TEORIE VÝPOÈTU SIL VE VALIVÉM KONTAKTU

3.5. Shrnutí

V pøedchozí kapitole byly prezentovány metody pro stanovení silového pùsobení
v kontaktu pou¾itelné pro tuto práci. Jejich struèný pøehled, doplnìný o srovnání
s metodou koneèných prvkù je v tabulce 3.2.

Metoda
Typ

metody

Kont.

plocha
Výstupy Nároènost

Normálové zatí¾ení

Hertzovo øe¹ení analytická elipsa
normálová síla, rozmìry

kontaktní elipsy
nízká

Algoritmus

NORM
numerická obecná

rozlo¾ení zatí¾ení v kon-

taktu
vysoká

MKP numerická obecná
rozlo¾ení zatí¾ení v kon-

taktu, napjatost v tìlesech

velmi

vysoká

Teèné zatí¾ení

Lineární teorie analytická elipsa
teèné síly a spinový moment

bez prokluzu
nízká

Model Shen et al. analytická elipsa
teèné síly s prokluzem, bez

spinu
nízká

Poláchùv model analytická elipsa
teèné síly s prokluzem, se

spinem
nízká

Algoritmus

FASTSIM
numerická elipsa

pøibli¾né rozlo¾ení zatí¾ení

v kontaktu
støední

Algoritmus TANG numerická obecná
rozlo¾ení zatí¾ení v kon-

taktu
vysoká

MKP numerická obecná
rozlo¾ení zatí¾ení v kon-

taktu, napjatost v tìlesech

velmi

vysoká

Tabulka 3.2: Srovnání metod výpoètu sil v kontaktu.
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4. VÝPOÈTOVÝ MODEL

4. Výpoètový model
V této kapitole je prezentován výpoètový model pou¾itý pro zji¹tìní projevù v kontaktu
kola a kolejnice. Model je slo¾en ze tøí hlavních èástí: dráhy, vozidla a detailu kontaktù
mezi koly a kolejnicemi. U dráhy nás zajímá její celkový tvar, který ovlivòuje pohyb vozidla
a odstøedivé síly, smìr pùsobení tíhové síly. Dále dynamické vlastnosti kolejového svr¹ku,
tzn. vliv ulo¾ení pra¾cù a kolejnic na tlumení vibrací zpùsobených projí¾dìjícím vozidlem.
Pohyb vozidla je modelován jako prostorový pohyb soustavy tuhých tìles, pøièem¾ vazba
mezi vozidlem a dráhou se uskuteèòuje pomocí øe¹ení kontaktních sil, které jsou øe¹eny
podrobnìji.

4.1. Dynamika vozidla

Pohyb vozidla je modelován jako prostorový pohyb soustavy tuhých tìles, a to vlastního
tìlesa vozidla, podvozkù a dvojkolí (viz obr. 4.1). Poloha ka¾dého tìlesa je popsána
6 stupni volnosti, a to polohou tì¾i¹tì tìlesa a trojicí Eulerových úhlù pro postupné
rotace Z-Y-X: boèení (angl. yaw, rotace kolem osy Z), klopení� (angl. pitch, rotace
kolem osy Y) a klonìní ' (angl. roll, rotace kolem osy X). Odvození transformací je
v pøíloze B. Vazby mezi tìlesy jsou tvoøeny èleny pru¾ina-tlumiè, jak je naznaèeno na
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Obrázek 4.1: Schéma modelu vozidla.
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Obrázek 4.2: Úhly natoèení vozidla, podvozkù a dvojkolí.
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4.1. DYNAMIKA VOZIDLA

obr. 4.1. Takto jsou de�novány poloha tì¾i¹tì vozidla xG
v a rychlost vozidla _xG

v
a transformaèní matice ze souøadného systému svázaného s vozidlem do globálního
souøadného systémuCV G a její derivace _CV G. Obdobnì je dána poloha a rychlost
podvozkù (xG

b;i, _xG
b;i, CBG;i , _CBG;i ) a poloha a rychlost dvojkolí (xG

w;j , _xG
w;j , CW G;j , _CW G;j ).

Indexy G; V; B; W (horní index u polohy, dolní index u transformaèní matice) oznaèují
pou¾itý souøadný systém, a to globální (G), vozidla (V), podvozku (B) a dvojkolí (W).
Indexy v; b; w znaèí tì¾i¹tì vozidla (v), podvozku (b) nebo dvojkolí (w) a indexyi; j jsou
urèeny pro identi�kaci konkrétního podvozku (i) nebo dvojkolí (j).
Vazby mezi jednotlivými tìlesy jsou tvoøeny v¾dy nìkolika èleny typu pru¾ina-tlumiè.
Takto jsou mezi dvojkolími a podvozky vytvoøena primární odpru¾ení (oznaèeníP,
index k) a mezi podvozky a vlastním vozidlem sekundární odpru¾ení (oznaèeníS,
index l). Ka¾dý èlen typu pru¾ina-tlumiè má de�nováno nìkolik parametrù, které se
pou¾ijí pro výpoèet sil: rovnová¾ná délka pru¾inyx0, rovnová¾ná síla v pru¾inìF0,
matice tuhosti pru¾iny K , matice tlumení B , transformaèní matice mezi lokálním
souøadným systémem vazby a globálním souøadným systémemCP G;k a CSG;l , resp. její
derivace _CP G;k a _CSG;l .
Poloha uchycení pru¾in na pøí¹lu¹ném tìles je v¾dy daná konstrukcí vozidla a silové
pùsobení v odpru¾ení závisí na tom, jaká je vzájemná poloha a rychlost obou tìles
spojených pru¾inou, resp. obou koncù èlenu pru¾ina-tlumiè. Polohy uchycení pru¾in jsou:
uchycení primárního odpru¾ení na dvojkolíxW

pw;k , uchycení primárního odpru¾ení na
podvozku xB

pb;k, uchycení sekundárního odpru¾ení na podvozkuxB
sb;l a uchycení

sekundárního odpru¾ení na vozidlexV
sv;l . Indexy V; B; W opìt udávají souøadný

systém, indexyp; s rozli¹ují primární a sekundární odpru¾ení, indexyv; b; w urèují, zda
daný bod patøí k vozidlu, podvozku nebo dvojkolí, a indexyk; l speci�kují konkrétní pár
pru¾ina-tlumiè.
Aby se urèily síly v tìchto vazbách, musí se urèit vzájemná poloha obou koncù odpru¾ení
v souøadném systému daného prvku odpru¾ení. Nejprve se polohy a rychlosti v¹ech bodù
pøevedou do globálního souøadného systému:

xG
pb;k = CBG;i � xB

pb;k + xG
b;i (4.1)

_xG
pb;k = _CBG;i � xB

pb;k + _xG
b;i (4.2)

xG
pw;k = CW G;j � xW

pw;k + xG
w;j (4.3)

_xG
pw;k = _CW G;j � xW

pw;k + _xG
w;j (4.4)

xG
sv;l = CV G � xV

sv;l + xG
v (4.5)

_xG
sv;l = _CV G � xV

sv;l + _xG
v (4.6)

xG
sb;l = CBG;i � xB

sb;l + xG
b;i (4.7)

_xG
sb;l = _CBG;i � xB

sb;l + _xG
b;i (4.8)

V pou¾itém modelu je primární i sekundární odpru¾ení spojeno s podvozkem napevno,
proto platí

CP G;k = CBG;j pro k � j (4.9)

CSG;l = CBG;j pro l � j (4.10)
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4. VÝPOÈTOVÝ MODEL

Síly v odpru¾ení pak jsou stanoveny v souøadném systému svázaným s prvkem odpru¾ení

FP
Kp;k = K p �

�
CT

P G;k �
�
xG

pb;k � xG
pw;k

�
� x0;p

�
+ F0;p (4.11)

FP
Bp;k = B p �

h
_CT

P G;k �
�
xG

pb;k � xG
pw;k

�
+ CT

P G;k �
�

_xG
pb;k � _xG

pw;k

� i
(4.12)

FS
Ks;l = K s �

�
CT

SG;l �
�
xG

sv;l � xG
sb;l

�
� x0;s

�
+ F0;s (4.13)

FS
Bs;l = B s �

h
_CT

SG;l �
�
xG

pv;l � xG
sb;l

�
+ CT

SG;l �
�

_xG
sv;l � _xG

sb;l

� i
(4.14)

kde K p, B p, K s a B s jsou matice tuhosti a tlumení primárního, resp. sekundárního
odpru¾ení.F0;p a F0;s jsou rovnová¾né síly v pru¾inách ax0;p a x0;s jsou vzájemné polohy
bodù uchycení pru¾in, kdy¾ jsou spojená tìlesa v rovnová¾né poloze.
Pohybové rovnice jsou sestaveny v globálním souøadném systému, tak se síly je¹tì
pøevedou do nìj:

FG
Kp;k = CP G;k � FP

Kp;k (4.15)

FG
Bp;k = CP G;k � FP

Bp;k (4.16)

FG
Ks;l = CSG;l � FS

Ks;l (4.17)

FG
Bs;l = CSG;l � FS

Bs;l (4.18)

Dal¹í síly, s kterými se uva¾uje, jsou odpor vzduchuFG
ov

FG
ov = � Cv �

�
� _xG

v

�
� � _xG

v (4.19)

kde Cv je souèinitel závislosti odporu vzduchu na druhé mocninì rychlosti, a tíha

FG
gv = mv � g (4.20)

FG
gb;i = mb;i � g (4.21)

FG
gw;j = mw;j � g (4.22)

kde g je vektor tíhového zrychlení,mv je hmotnost vozidla, mb;i je hmotnost podvozku
a mw;j je hmotnost dvojkolí. Dále se urèí hnací momenty dvojkolíM G

h;j

M G
h;j = CT

W G � f m;j ( _' j ) (4.23)

f m;j je funkce závislosti hnacího momentu na úhlové rychlosti rotace dvojkolí.
Nakonec jsou stanoveny kontaktní síly a momentyFG

cnt;j a M G
cnt;j . Podrobnìji

v kapitole 4.5.
V¹echny získané síly jsou vlo¾eny do pohybových rovnic. Nejprve pohybové rovnice
vozidla:

mv � •xG
v =

X

l

�
� FG

Ks;l � FG
Bs;l

�
+ FG

ov + FG
gv (4.24)

Jv � ��� G
v =

X

l

��
xG

sv;l � xG
v

�
�

�
� FG

Ks;l � FG
Bs;l

��
(4.25)

Jv je matice momentù setrvaènosti vozidla,��� G
v je vektor úhlového zrychlení vozidla

v globálním souøadném systému. Úpravou rovnice 4.5 a dosazením do pøedchozí rovnice
4.25 se získá rovnice rotací

Jv � ��� G
v =

X

l

��
CV G � xV

sv;l

�
�

�
� FG

Ks;l � FG
Bs;l

��
(4.26)
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4.1. DYNAMIKA VOZIDLA

Obdobnì se stanoví ostatní pohybové rovnice. Rovnice podvozkù jsou:

mb;i � •xG
b;i =

X

k2 i

�
� FG

Kp;k � FG
Bp;k

�
+

X

l2 i

�
FG

Ks;l + FG
Bs;l

�
+ FG

gb;i (4.27)

Jb;i � ��� G
b;i =

X

k2 i

��
CBG � xB

pb;k

�
�

�
� FG

Kp;k � FG
Bp;k

��

+
X

l2 i

��
CBG � xB

sb;l

�
�

�
FG

Ks;l + FG
Bs;l

��
(4.28)

Jb;i je matice momentù setrvaènosti podvozku,��� G
b je vektor úhlového zrychlení podvozku

v globálním souøadném systému.
A nakonec pohybové rovnice dvojkolí:

mw;j � •xG
w;j =

X

k2 j

�
FG

Kp;k + FG
Bp;k

�
+ FG

cnt;j + FG
gw (4.29)

Jw;j � ��� G
w;j =

X

k2 j

��
CW G � xW

pw;k

�
�

�
FG

Kp;k + FG
Bp;k

��
+ M G

cnt;j + M G
h;j (4.30)

Jw;j je matice momentù setrvaènosti dvojkolí,��� G
w je vektor úhlového zrychlení podvozku

v globálním souøadném systému.
Pro vytvoøení stavové funkce pro výpoèet dal¹ího èasového kroku zbývá urèit druhé
derivace ¹esti promìnných popisujících polohu jednotlivých tìles, nejprve pro vozidlo.
První tøi udávají zrychlení tì¾i¹tì •xG

v , dal¹í tøi jsou druhé derivace boèení v, klopení � v

a klonìní ' v a stanoví se z aktuálních hodnot tìchto úhlù, jejich prvních derivací a èlenù
vektoru úhlového zrychlení��� G

v :

• v = � � G
v;1 � cos v � tan � v � � G

v;2 � sin v � tan � v + � G
v;3

+ _ v � _� v � tan � v �
_� v � _' v

cos� v
(4.31)

•� v = � G
v;1 � sin v � � G

v;2 � cos v + _ v � _' v � cos� v (4.32)

•' v =
� G

v;1 � cos v

cos� v
+

� G
v;2 � sin v

cos� v
�

_ v � _� v

cos� v
+ _� v � _' v � tan � v (4.33)

Odvození viz pøíloha B.
Pro podvozky jsou pou¾ity obdobné rovnice. Zrychlení tì¾i¹tì jsou•xG

b;i a druhé derivace
boèení b;i, klopení � b;i a klonìní ' b;i jsou:

• b;i = � � G
b;i;1 � cos b;i � tan � b;i � � G

b;i;2 � sin b;i � tan � b;i + � G
b;i;3

+ _ b;i � _� b;i � tan � b;i �
_� b;i � _' b;i

cos� b;i
(4.34)

•� b;i = � G
b;i;1 � sin b;i � � G

b;i;2 � cos b;i + _ b;i � _' b;i � cos� b;i (4.35)

•' b;i =
� G

b;i;1 � cos b;i

cos� b;i
+

� G
b;i;2 � sin b;i

cos� b;i
�

_ b;i � _� b;i

cos� b;i
+ _� b;i � _' b;i � tan � b;i (4.36)
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4. VÝPOÈTOVÝ MODEL

A nakonec dvojkolí. Zrychlení tì¾i¹tì jsou•xG
w;j a druhé derivace boèení w;j , klopení � w;j

a klonìní ' w;j :

• b;i = � � G
w;j; 1 � cos w;j � tan � w;j � � G

w;j; 2 � sin w;j � tan � w;j + � G
w;j; 3

+ _ w;j � _� w;j � tan � w;j �
_� w;j � _' w;j

cos� w;j
(4.37)

•� w;j = � G
w;j; 1 � sin w;j � � G

w;j; 2 � cos w;j + _ w;j � _' w;j � cos� w;j (4.38)

•' w;j =
� G

w;j; 1 � cos w;j

cos� w;j
+

� G
w;j; 2 � sin w;j

cos� w;j
�

_ w;j � _� w;j

cos� w;j
+ _� w;j � _' w;j � tan � w;j (4.39)

4.2. Tra»

Pro získání sil v kontaktech mezi koly a kolejnicemi je potøeba najít vzájemnou polohu
vozidla, resp. dvojkolí, a trati, resp. kolejnic. Dal¹í èást je tedy vìnována tomu, jakým
zpùsobem je modelována tra».
Kdy¾ postupujeme z globálního souøadného systému a¾ k detailùm kontaktních ploch,
je tra» modelována na tøech úrovních. První úrovní je trajektorie trati (zakøivení trati,
stoupání, pøevý¹ení vnìj¹í kolejnice - kap. 4.2.1). Druhou úrovní je dynamika kolejového
svr¹ku (kap. 4.2.2), který na krátkém úseku v okolí vozidla simuluje prùhyb kolejnic pod
projí¾dìjícími vozidly a tlumení vibrací zpùsobených nerovnostmi. Tøetí úrovní je tvar
povrchu kolejnic (kap. 4.3.1).

4.2.1. Trajektorie trati

Trajektorie trati je zadána její støednicí a mírou pøevý¹ení vnìj¹í kolejnice. Støednice
trati je prostorová køivka, která mù¾e být zadána libovolným zpùsobem, ov¹em pro úèely
výpoètu je pøevedena do formátu

� dr : xdr (� ) =
�

xdr (� ) ; ydr (� ) ; zdr (� )
� T

(4.40)

kde � je délka køivky. Tento zpùsob zadání je výhodný tím, ¾e ka¾dému bodu køivky je
pøiøazena hodnota vzdálenosti, kterou vozidlo urazilo do daného okam¾iku. Tato

�

�

� �� �

�
� �

� �

� �

� �

�

� �

� �

� �

� �
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Obrázek 4.3: Natoèení lokálního souøadného systému.

47



4.2. TRA«

vzdálenost � je poté vyu¾ita v dal¹ích úrovních modelu trati. Pro ka¾dý bod dráhy lze
kromì polohy jeho polohy xdr urèit i teènu ke støednici

t dr (� ) =
�

dxdr
d� ; dydr

d� ; dydr
d�

� T
(4.41)

Pøevý¹ení vnìj¹í kolejnice je zadáno úhlem
 dr (� ), které znaèí odklon ulo¾ení pra¾cù od
vodorovné roviny.
Pro dal¹í výpoèet je pro ka¾dé dvojkolí vytvoøen lokální souøadný systém s tìmito
vlastnostmi:

1. Poèátek lokálního souøadného systému le¾í na støednici trati.

2. Teèna ke støednici dráhy je toto¾ná s osou Y lokálního souøadného systému.

3. Osa X je rovnobì¾ná s pra¾ci, osa Z je kolmá na rovinu dráhy.

4. Tì¾i¹tì tìlesa le¾í v rovinì XZ, tzn. souøadnicey v lokálním souøadném systému
je nulová.

K získání tìchto vlastností se nejprve musí urèit hodnota parametru� j . K tomu se vyu¾ívá
toho, ¾e tì¾i¹tì má le¾et v rovinì kolmé na teènu ke støednici trati (podmínky 2 a 4). Tato
podmínka je splnìna, pokud vektor vzájemné polohy tì¾i¹tì daného dvojkolíxG

w;j a bodu
støednice dráhyxdr (� j ) je kolmý na teènu støednice.� j je pak øe¹ením nelineární rovnice

t dr (� ) �
�
xG � xdr (� )

�
= 0 (4.42)

Parametr � j slou¾í ke dvìma úèelùm. První je zadání polohy dvojkolí v submodelu
dynamiky kolejového svr¹ku, který bude pøedstaven v následující kapitole (4.2.2). Dále
jím je urèen lokální souøadný systém, který je pou¾it pro stanovení kontaktních sil mezi
kolejnicemi a koly. Ten je vùèi globálnímu souøadnému systému posunutý o polohu bodu
støednice a natoèený podle tvaru dráhy (viz obr. 4.3). Natoèení je udáno tøemi úhly:
� dr je natoèení v pùdorysu (rotace kolem osy Z),� dr znaèí stoupání dráhy (rotace
kolem osy X) a
 dr odklon pra¾cù od vodorovné roviny (rotace kolem osy Y). Dohromady
tedy tvoøí trojici Eulerových úhlù pro postupné rotace Z-X-Y. Matice pro transformaci
souøadnic je tedy stanovena:

CLG; 1 =

2

4
cos� dr � sin� dr 0
sin� dr cos� dr 0

0 0 1

3

5 (4.43)

CLG; 2 =

2

4
1 0 0
0 cos� dr � sin� dr

0 sin� dr cos� dr

3

5 (4.44)

CLG; 3 =

2

4
cos
 dr 0 � sin
 dr

0 1 0
sin
 dr 0 cos
 dr

3

5 (4.45)

CLG = CLG; 1 � CLG; 2 � CLG; 3 (4.46)
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4. VÝPOÈTOVÝ MODEL

Úhly � dr a � dr se stanoví pomocí funkceatan2 (viz pøíloha A)

� dr = atan2
�

dydr

d�
; �

dxdr

d�

�
(4.47)

� dr = atan2

2

4

s �
dxdr

d�

� 2

+
�

dydr

d�

� 2

;
dzdr

d�

3

5 (4.48)

Poloha tì¾i¹tì dvojkolí v lokálním souøadném systémuxL
w;j se urèí

xL
w;j = CT

LG �
�
xG

w;j � xdr (� )
�

(4.49)

Transformaèní matice mezi souøadným systémem dvojkolí a lokálním souøadným
systémem trati je stanoven pøes globální souøadný systém

CW L;j = CT
LG � CW G;j (4.50)

Nakonec se podobnì upraví i matice rychlosti a úhlové rychlosti

_xL
w;j = CT

LG � _xG
w;j (4.51)


 W L;j = CT
LG � 
 W G;j � CLG (4.52)

4.2.2. Dynamika kolejového svr¹ku

Za úèelem modelování dynamických vlastností trati, tedy tlumení vibrací zpùsobených
projí¾dìjícím vozidlem, je vytvoøen podrobnìj¹í model úseku trati (viz obr. 4.4). Takový
model úseku trati, tedy kolejového svr¹ku a jeho ulo¾ení, byl øe¹en v [1, 41].
Vìt¹inou je kolejnice modelována jako pru¾ný nosník, který je ulo¾en na soustavì tuhých
tìles slo¾ené z pra¾cù a náhradních hmotností podlo¾í. Pou¾itý model je pøevzatý z [1], kde
je kolejnice modelována jako 3D tìleso metodou koneèných prvkù. V této práci je kolejnice
modelována zjednodu¹enì, prutovými prvky bez uva¾ování vlivu smyku a gyroskopických
momentù. Dále je upravena konvence os tak, aby souhlasila se zbytkem modelu, tak¾e tah
a krut nastává podle osy Y a ohyb podle os X a Z. Zakøivení kolejnic není uva¾ováná,
lze tedy øíct, ¾e poloha dvojkolí na ose Y je urèena ujetou vzdáleností� j (viz kap. 4.2.1,
rov. 4.42). Vektor deformací v uzluun a vektor sil v uzlu Fn jsou de�novány

un =
�

ux uy uz ' x ' y ' z
� T

(4.53)

Fn =
�

Tx Ny Tz M o;x M ky M o;z
� T

(4.54)

kde ux , uy a uz jsou posuvy, ' x , ' y a ' z jsou natoèení kolem pøíslu¹ných os,
Ny je normálová síla v prutu, Tx a Tz jsou posouvající síly,M k;y je kroutící moment
a M o;x a M o;z jsou ohybové momenty.Výsledkem je matice tuhosti prvku
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K e =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

12EJ z
L 3 0 0 0 0 6EJ x

L 2 � 12EJ z
L 3 0 0 0 0 6EJ z

L 2
AE
L 0 0 0 0 0 � AE

L 0 0 0 0
12EJ x

L 3 � 6EJ x
L 2 0 0 0 0 � 12EJ x

L 3 � 6EJ x
L 2 0 0

4EJ x
L 0 0 0 0 6EJ x

L 2
2EJ x

L 0 0
GJ p

L 0 0 0 0 0 � GJ p

L 0
4EJ z

L � 6EJ z
L 2 0 0 0 0 2EJ z

L
12EJ z

L 3 0 0 0 0 � 6EJ z
L 2

AE
L 0 0 0 0

sym: 12EJ x
L 3

6EJ x
L 2 0 0

4EJ x
L 0 0

GJ p

L 0
4EJ z

L

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(4.55)
a matice hmotnosti prvku

M e = �

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

13AL
35 0 0 0 0 11AL 2

210
9AL
70 0 0 0 0 � 13AL 2

420
AL
3 0 0 0 0 0 AL

6 0 0 0 0
13AL

35
11AL 2

210 0 0 0 0 9AL
70 � 13AL 2

420 0 0
AL 3

105 0 0 0 0 13AL 2

420 � AL 3

140 0 0
LJ p

3 0 0 0 0 0 LJ p

6 0
AL 3

105
13AL 2

420 0 0 0 0 � �AL 3

140
13AL

35 0 0 0 0 � 11AL 2

210
AL
3 0 0 0 0

sym: 13AL
35 � 11AL 2

210 0 0
AL 3

105 0 0
LJ p

3 0
AL 3

105

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(4.56)
kde E je Youngùv modul pru¾nosti aG modul pru¾nosti ve smyku materiálu kolejnice
a � je jeho hustota. A je plocha prùøezu kolejnice,Jz je kvadratický moment prùøezu
kolejnice vzhledem k ose X (svislý prùhyb) aJx je kvadratický moment prùøezu kolejnice
vzhledem k ose Z (vodorovný prùhyb).Jp je polární kvadratický moment prùøezu kolejnice
(krut) a L je délka elementu.
V modelu je zahrnuta mo¾nost tlumení, kdy se matice tlumení prvkuB e stanoví s pomocí
konstrukèního proporcionálního tlumení� a materiálového proporcionálního tlumení�

B e = � � M e + � � K e (4.57)

Souèástí modelu je i ulo¾ení kolejnic, tedy pra¾ce a podlo¾í. Ty jsou zahrnuty v pìti
rovnicích pro ka¾dý pra¾ec. Rovnice pro pøíènou výchylku pra¾cexs:

ms•xs + 2 ( bu;x + bs;x ) _xs + 2 ( ku;x + ks;x ) xs � bu;x _uL
x � ku;x uL

x � bu;x _uP
x � ku;x uP

x = 0 (4.58)

Rovnice pro svislou výchylku pra¾cezs:

ms•zs + 2 ( bu;z + bb) _zs + 2 ( ku;z + kb) zs

� bu;z _uL
z � ku;z uL

z � bu;z _uP
z � ku;z uP

z � bb _zL
b;i � kbzL

b;i � bb _zP
b;i � kbzP

b;i = 0 (4.59)
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4. VÝPOÈTOVÝ MODEL

Rovnice pro rotaci pra¾ce' s;y

I s;y •' s;y +
�
2b' +

L2
r

2
(bb + bu;z )

�
_' s;y +

�
2k' +

L2
r

2
(kb + ku;z )

�
' s;y

� b' _' L
y � k' ' L

y � b' _' P
y � k' ' P

y +
L r

2
bu;z _uL

z +
L r

2
ku;z uL

z �
L r

2
bu;z _uP

z

�
L r

2
ku;z uP

z +
L r

2
bb _zL

b;i +
L r

2
kbzL

b;i �
L r

2
bb _zP

b;i �
L r

2
kbzP

b;i = 0 (4.60)

Rovnice pro výchylku levé èásti podlo¾ízL
b;i:

mb•zL
b;i + (2 bc + bg + bb) _zL

b;i + (2 kc + kg + kb) zL
b;i � bc _zL

b;i� 1 � kczL
b;i� 1

� bc _zL
b;i+1 � kczL

b;i+1 � bb _zs � kbzs +
L r

2
bb _' s;y +

L r

2
kb' s;y = 0 (4.61)

A nakonec rovnice pro výchylku pravé èásti podlo¾ízP
b;i:

mb•zL
b;i + (2 bc + bg + bb) _zL

b;i + (2 kc + kg + kb) zL
b;i � bc _zL

b;i� 1 � kczL
b;i� 1

� bc _zL
b;i+1 � kczL

b;i+1 � bb _zs � kbzs �
L r

2
bb _' s;y �

L r

2
kb' s;y = 0 (4.62)

Symboly v tìchto rovnicích znaèí: ms je hmotnost pra¾ce,I s;y je moment setrvaènosti
pra¾ce,mb je hmotnost náhradní hmoty podlo¾í,ku;x a bu;x je tuhost a tlumení uchycení
kolejnice v pøíèném smìru,ku;z a bu;z je tuhost a tlumení uchycení kolejnice ve svislém
smìru, k' a b' je tuhost a tlumení uchycení kolejnice pro krut kolejnice,ks;x a bs;x je
tuhost a tlumení ulo¾ení pra¾ce v pøíèném smìru,kb a bb je tuhost a tlumení vazby mezi
pra¾cem a podlo¾ím,kg a bg je tuhost a tlumení vazby mezi podlo¾ím a základním tìlesem,
kc a bc je tuhost a tlumení vazby mezi dvìma náhradními hmotami podlo¾í v podélném
smìru, L r je rozchod kolejnic auL=R

x , uL=R
z a ' L=R

y jsou výchylky pøíslu¹né kolejnice v uzlu,
ve kterém je pøichycena k danému pra¾ci.
Ka¾dou kolejnici pak tvoøíNus úsekù mezi pra¾ci, které jsou dále rozdìleny na
Nemp elementù. Tyto hodnoty jsou volitelné u¾ivatelem a algoritmus vhodnì sestaví
globálních matice tuhosti a hmotnosti podle zadaných vlastností sítì. Globální matice
pak obsahují jak prvky, které odpovídají elementùm kolejnice, tak jsou do nich zahrnuty
rovnice ulo¾ení. Co se týká zatí¾ení, pak je uva¾ováno, ¾e síly a momenty pùsobí pouze
na kolejnici, a to v obecné poloze, a jsou rozpoèítány do nejbli¾¹ích uzlù v pomìru podle
polohy na daném prvku.
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Obrázek 4.4: Schéma modelu dynamiky kolejového svr¹ku.
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4.3. TVAR POVRCHÙ V KONTAKTU

4.3. Tvar povrchù v kontaktu

Cílem práce jsou síly v kontaktu kola a kolejnice, pøièem¾ se uva¾uje, ¾e tvar kola
a kolejnice je obecný, tzn. uva¾ují se i nerovnosti. Proto je na tvar povrchù v kontaktu
kladen nejvìt¹í dùraz. Aby obecný tvar byl postihnut, je nutné znát pøesný tvar kol
a kolejnic a pøi okam¾ité poloze a rychlosti dvojkolí urèit vzdálenost mezi povrchy
a jejich relativní rychlost, resp. skluzy, které slou¾í jako vstupy pro stanovení
normálových a teèných sil.

4.3.1. Tvar kolejnice

Tvar kolejnice je urèen funkcí jejího pro�lu N . Tu je mo¾né rozlo¾it do dvou slo¾ek,
ideálního pro�lu N id , který je standardizovaný (napø. pro�l kolejnice UIC60),
a nerovnostíNner :

N (xr ; yr ) = N id (xr ) + Nner (xr ; yr + � ) (4.63)

Zde xr je pøíèná poloha v prùøezu kolejnice vzhledem k tì¾i¹ti kolejnice,yr je podélná
poloha na kolejnici v lokálním souøadném systému.� je pou¾ita proto, aby bylo mo¾né
vyjádøit nerovnosti po celé délce kolejnice.
Funkce nerovnostíNner mù¾e být aproximována z namìøených dat pomocí splajnu nebo
Fourierovy øady. Vliv deformace kolejnice v místì kontaktu zji¹tìný pomocí modelu
v kap. 4.2.2 a vliv ulo¾ení kolejnice jsou zapoèítány a¾ pøi zpracování funkce vzdálenosti
mezi povrchy.

4.3.2. Tvar kola

Tvar kola je zadán v cylindrických souøadnicích pomocí polomìru kolaR. Cylindrické
souøadnice pou¾ité v tomto pøípadnì jsou de�novány: polární souøadnice� d a � d urèují
polohu v rovinì YZ a zbývající osa je osa dvojkolí, tedyxd. Poloha bodu kola v Kartézském
souøadném systému svázaným s dvojkolím je

xd =
�

xd R (� d; xd) � cos� d R (� d; xd) � sin� d
� T

(4.64)

Funkci polomìru lze opìt rozlo¾it na standardizovaný pro�l zadaný funkcíRid (napø. pro�l
¾eleznièního kola S1002) a na odchylky od ideálního tvaru, zastoupené ve funkciRner :

R (� d; xd) = Rid (xd) + Rner (� d; xd) (4.65)

4.3.3. Vzdálenost mezi povrchy v kontaktu

Pro urèení vzdálenosti mezi povrchy je kromì vlastních funkcí nutné znát i aktuální
polohu dvojkolí a deformaci kolejnice. Síly v kontaktu se urèují v lokálním souøadném
systému, tak¾e do tohoto algoritmu vstupují poloha dvojkolí v lokálním souøadném
systému stanovené v kap. 4.2.1 - poloha tì¾i¹tì v rov. 4.49, matice natoèení v rov. 4.50.
Pro výpoèet kontaktních sil jsou dùle¾ité ètyøi hodnoty deformace ka¾dé kolejnice:
posunutí v tahu uy, prùhyby kolejnice ux a uz a zkroucení kolejnice' y. Proto¾e velikost
kontaktní plochy má pouze nìkolik centimetrù a dosah deformace kolejnice má nìkolik
metrù, bere se v potaz pouze hodnota, která odpovídá parametru� (rov. 4.42) daného
dvojkolí. Hodnota deformace na daném místì se pak stanoví interpolací polynomem
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Obrázek 4.5: Vzdálenost povrchù kola a kolejnice

4. øádu, kterým jsou prolo¾eny hodnoty v nejbli¾¹ích pìti uzlech kolejnice.
Posledním èinitelem ovlivòujícím vzdálenost mezi povrchy kola a kolejnice je úhel ulo¾ení
kolejnice � ul . Pøi zohlednìní v¹ech tìchto informací je pro stejné vstupyxr a yr jako
v rov. 4.63 skuteèná poloha bodu kolejnice

x r =

2

4
xr � cos (� ul + ' y) � N (xr ; yr ) � sin (� ul + ' y) + ux + xrt

yr + uy

xr � sin (� ul + ' y) + N (xr ; yr ) � cos (� ul + ' y) + uz + zrt

3

5 (4.66)

Zde xrt a zrt jsou souøadnice polohy tì¾i¹tì prùøezu nezatí¾ené kolejnice. Pro nalezení
vzdálenosti tohoto bodu od povrchu kola je nutné znát i normálu k povrchu kolejnice
v tomto bodì n r . Ta se urèí pomocí dvou teèných vektorùt r 1 a t r 2

t r 1 =

2

4
cos (� ul + ' y) � @N

@xr
� sin (� ul + ' y)

0
sin (� ul + ' y) + @N

@xr
� cos (� ul + ' y)

3

5 (4.67)

t r 2 =

2

4
� @N

@yr
� sin (� ul + ' y)

1
@N
@yr

� cos (� ul + ' y)

3

5 (4.68)

n r =
t r 1 � t r 2

jt r 1 � t r 2j
(4.69)
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Pomocí této normály je hledána vzdálenost mezi obìma povrchyh (viz obr. 4.5). Bod
normály je dán vzdáleností od povrchu kolejnice:

xn = x r + h � n r (4.70)

Pokud je bod povrchu kola xk prùseèíkem normály, pak je vzdálenost tohoto bodu
a vhodného bodu normály nulová:

jxk � xn j = 0 (4.71)

V pøípadì obecného tvaru kola nelze prùseèíkxk stanovit explicitnì, proto je hledán v¾dy
bod povrchu kola, který le¾í pøímo nad bodem normály. Tento bod, urèený souøadnicemi
� d a xd (rov. 4.65), je nalezen numericky. Poloha bodu kola v souøadném systému svázaném
s dvojkolím je stanovena v rovnici 4.64:

xd =
�

xd R (� d; xd) � cos� d R (� d; xd) � sin� d
� T

a ta je poté transformována do lokálního souøadného systému:

xk = CW L � xd + xL
w;j (4.72)

Zajímají nás pouze první dvì souøadnice bodu, a tak získáme dvì nelineární rovnice

xk (� d; xd) � xn = 0 (4.73)

yk (� d; xd) � yn = 0 (4.74)

v kterých lze Newtonovou metodou stanovit neznámé� d a xd. Jakobián soustavy je matice
slo¾ená v¾dy z prvních dvou slo¾ek teèných vektorù povrchu kola

t k1 = CW L �

2

4
0

dR
d� d

� cos� d � R � sin� d
dR
d� d

� sin� d + R � cos� d

3

5 (4.75)

t k2 = CW L �

2

4
1

dR
dxd

� cos� d
dR
dxd

� sin� d

3

5 (4.76)

Pøi splnìní rovností 4.73 a 4.74 je vzdálenost bodu kolejnice a bodu normály

jxk � xn j = zk � zn (4.77)

Vzdálenost mezi povrchyh je poté nalezena numericky, tentokrát metodou seèen, pøièem¾
v ka¾dém kroku se obmìòují bod normályxn a bod kola xk , dokud není splnìna
podmínka 4.71.

4.4. Pøíprava vstupù do algoritmù výpoètu kontakt-
ních sil

Vzdálenost mezi povrchy není jediný údaj, který je potøebný pro stanovení sil
v kontaktu, zvlá¹tì v analytických metodách. Proto musí být vypoèítány dal¹í vstupy.
Tìm jsou vìnovány následující èásti.
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4. VÝPOÈTOVÝ MODEL

4.4.1. Pøíprava Hertzova øe¹ení

V Hertzovì øe¹ení má kontaktní plocha tvar elipsy, její¾ støed le¾í v minimu funkce
vzdálenosti povrchù

h = min [ h (xr ; yr )] (4.78)

Vstupy do algoritmu Hertzova øe¹ení jsou kromì této vzdálenosti i hlavní polomìry
(resp. køivosti) povrchù v kontaktu (viz rov. 3.4). Algoritmus stanovení hlavních
køivostí a hlavního souøadného systému plochy lze najít v [7]. Hlavní køivosti a hlavní
teèné vektory plochy se pak získají øe¹ením vlastního problému

�
H � G � 1

�
� u = C � u (4.79)

kde G je první základní forma plochy,H je druhá základní forma plochy,C je diagonální
matice hlavních køivostí plochy au je vektor parametrù, které po zpracování dají hlavní
teèné vektory plochy.
První základní forma plochy kolejnice je

G r =
�

t r 1 � t r 1 t r 1 � t r 2

t r 2 � t r 1 t r 2 � t r 2

�
(4.80)

kde t r 1 a t r 2 jsou teèné vektory povrchu kolejnice stanovené v rov. 4.66 a 4.67. Druhá
základní forma plochy kolejnice je

H r =
1

jt r 1 � t r 2j
�

"
@2N
@x2

@2N
@x@y

@2N
@x@y

@2N
@y2

#

(4.81)

Matice hlavních køivostí povrchu kolejniceC r je øe¹ením vlastního problému
�
H r � G � 1

r

�
� u r = C r � u r (4.82)

a hlavní souøadný systém plochy kolejnice je dán hlavními teènými vektory

t hr 1 = ur 1;1 � t r 1 + ur 1;2 � t r 2 (4.83)

t hr 2 = ur 2;1 � t r 1 + ur 2;2 � t r 2 (4.84)

kde u r 1 a u r 2 jsou vlastní vektory.
S normálovým vektoremn r urèeným v rov. 4.69. tvoøí vektoryt hr 1 a t hr 2 matice hlavního
souøadného systému kolejnice

H ss;r =
�

t hr 1 t hr 2 n r
�

(4.85)

Bod povrchu kola je dán parametry� d a xd, které jsou stanoveny v prùbìhu zji¹»ování
vzdálenosti povrchù. První základní forma povrchu kola je slo¾ena opìt ze skalárních
souèinù teèných vektorù kola, ov¹em na rozdíl od rov. 4.75 a 4.76 netransformovaných do
lokálního souøadného systému:

t d1 =

2

4
0

dR
d� d

� cos� d � R � sin� d
dR
d� d

� sin� d + R � cos� d

3

5 (4.86)

t d2 =

2

4
1

dR
dxd

� cos� d
dR
dxd

� sin� d

3

5 (4.87)

G k =
�

t d1 � t d1 t d1 � t d2

t d2 � t d1 t d2 � t d2

�
(4.88)
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Druhá základní forma plochy

H k =
1

jt d1 � t d2j
�

2

4 R � @2R
@�2d

� 2 �
�

@R
@�d

� 2
� R2 R � @2R

@�d @xd
� @R

@�d
� @R

@xd

R � @2R
@�d @xd

� @R
@�d

� @R
@xd

R � @2R
@x2d

3

5 (4.89)

Matice hlavních køivostí povrchu kolaCk je opìt øe¹ením vlastního problému
�
H k � G � 1

k

�
� uk = Ck � uk (4.90)

Hlavní souøadný systém plochy kola u¾ je transformován do lokálního souøadného systému

t hk1 = CW L � (uk1;1 � t d1 + uk1;2 � t d2) (4.91)

t hk2 = CW L � (uk2;1 � t d1 + uk2;2 � t d2) (4.92)

nk =
t hk1 � t hk2

jt hk1 � t hk2j
(4.93)

kde uk1 a uk2 jsou vlastní vektory tohoto vlastního problému. Výsledná transformaèní
matice je

H ss;k =
�

t hk1 t hk2 nk
�

(4.94)

Jako kontrola mù¾e být pou¾ito, ¾e normálové vektory obou ploch v bodì minima
vzdálenosti jsou stejné, tedy

nk = n r (4.95)

Oba hlavní souøadné systémy vùèi sobì mohou být natoèeny kolem normály o úhel! .
Proto je podle [33, str. 29-31] stanoven spoleèný hlavní souøadný systémH ss, který je
vùèi hlavnímu souøadnému systému povrchu kola natoèen o úhel! k a vùèi hlavnímu
souøadnému systému kolejnice o úhel! r :

! k =
1
2

� arctan

"
sin (2 � ! )

cos (2� ! ) � Ck; 11 � Ck; 22

Cr; 11 � Cr; 22

#

(4.96)

! r = ! � ! k (4.97)

Jsou vytvoøeny transformaèní rovnice pro otoèení do spoleèného hlavního souøadného
systému

T k =

2

4
cos! k � sin! k 0
sin! k cos! k 0

0 0 1

3

5 (4.98)

T k;2D =
�

cos! k � sin! k

sin! k cos! k

�
(4.99)

T r; 2D =
�

cos! r � sin! r

sin! r cos! r

�
(4.100)

Spoleèný hlavní souøadný systém kontaktní plochy je

H ss = H ss;k � T k (4.101)
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Spoleèné hlavní køivosti jsou

Cs =
1
2

�
�
�T k;2D � Ck � T T

k;2D � T r; 2D � C r � T T
r; 2D

�
� (4.102)

Køivosti pou¾ité v rov. 3.4 potom jsouA = Cs;11 a B = Cs;22.
Nyní jsou v¹echny potøebné vstupy pro Hertzovo øe¹ení stanoveny: pùsobi¹tì síly je
v minimu vzdálenosti povrchùh (rov. 4.78), tomu pøíslu¹í bodx r (rov. 4.66), smìr síly
je toto¾ný s normálou k povrchun r (rov. 4.69), a nakonec hlavní køivosti kontaktu jsou
v matici Cs (rov. 4.102).

4.4.2. Relativní skluzy

Teèné silové pùsobení v kontaktu je závislé na skluzech, tzn. na vzájemném pohybu tìles
v kontaktu. Jak bylo zmínìno v kap. 3.3, jsou tyto skluzy tøi: podélný skluz� x , pøíèný
skluz � y a spinový skluz' z. Tato kapitola se vìnuje jejich vyjádøení.
Prvním potøebným parametrem je rychlost valeníV . Ta je v teoriích valivého kontaktu
stanovena jako posuvná rychlost odvalujícího se tìlesa. Je to tedy rychlost dvojkolí_xL

w;j
stanovena v rov. 4.51. V tìchto teoriích je ov¹em osax toto¾ná s rychlostí valení. Je proto
potøeba zjistit smìr rychlosti valení a ve¹keré potøebné parametry (skluzy, tvar kontaktní
elipsy) transformovat tak, aby to odpovídalo. Rychlost valeníV je velikostí prùmìtu
rychlosti dvojkolí do roviny kontaktu vval :

vval =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 0

3

5 � H T
ss � _xL

w;j (4.103)

V = jvval j (4.104)

Smìr valení je pak dán úhlem" val :

" val = atan2 (vval; 1; vval; 2) (4.105)

Tímto úhlem je de�nována dal¹í transformace, tentokrát natoèení do souøadného systému
svázaného s rychlostí valení:

T val =

2

4
cos" val � sin" val 0
sin" val cos" val 0

0 0 1

3

5 (4.106)

Rychlost kmitání kolejnice se uva¾uje jako nepodstatná vzhledem k pohybu kola, proto
relativní rychlost v kontaktu v rel je rychlost daného bodu kola, po transformaci:

v rel = T T
val � H T

ss � 
 W L;j � CW L;j � xd + _xL
w;j (4.107)


 W L;j je matice úhlové rychlost otáèení dvojkolí (rov. 4.52). Ta je také transformovaná
do hlavního souøadného systému kontaktu:

!!! kon = H T
ss � !!! W L;j (4.108)
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kde !!! W L;j je vektorová forma asymetrické matice
 W L;j .
Poté u¾ lze snadno stanovit jednotlivé skluzy:

� x =
vrel; 1

V
(4.109)

� y =
vrel; 2

V
(4.110)

' z =
! W L;j; 3

V
(4.111)

Tyto skluzy pak slou¾í jako vstupy pro stanovení teèných sil metodami, které jsou zalo¾eny
na Hertzovì øe¹ení: Kalkerova lineární teorie (kap. 3.3.1), model podle Shena, Hedricka
a Elkinse (kap. 3.3.2), Poláchùv model (kap. 3.3.3) a algoritmus FASTSIM (kap. 3.3.4).

4.4.3. Pøíprava algoritmu CONTACT

Na rozdíl od metod, které vycházejí z Hertzova øe¹ení, algoritmus CONTACT (kap. 3.1.2
a 3.3.5) pracuje se skuteèným tvarem kontaktních povrchù. Pøedpokládaná oblast
kontaktu je nahrazena sítí a ka¾dý prvek této sítì je zastoupen svým støedem, pro který
stanovena jeho skuteèná poloha (stejnì jako v rov. 4.66), normála (rov. 4.69) a vzdálenost
obou povrchù h (viz kap. 4.3.3). Ka¾dému elementu je pøiøazen jeho vlastní souøadný
systémEss, jeho¾ osaz je toto¾ná s normálou k povrchu kolejnice.
Skluzové rychlosticI� ka¾dého prvku jsou prùmìty rychlosti kola v jeho støedu do teèných
smìrù ESS:

_xk = 
 W L;j � CW L;j � xd + _xL
w;j (4.112)

cI� = _xk � Ess;� (4.113)

kde Ess;� je � -tá osa souøadného systémuEss. Omezením algoritmu CONTACT je, ¾e
pøi mìnící se rychlosti valení je nutné pøepoèítat celou matici vlivu pøedchozího kroku
(viz 3.3.5).

4.5. Pøepoèet silového pùsobení

Vyøe¹ené síly v kontaktu je tøeba transformovat do správných souøadných systémù, aby
mohly být pou¾ity buï v pohybových rovnicích vozidla nebo jako síly v pøíslu¹ných uzlech
modelu dráhy (viz kap. 4.2.2).
Výstupy metod zalo¾ených na Hertzovì øe¹ení jsou normálová sílaN , teèné sílyTx , Ty

a spinový momentM z. Jejich pùsobi¹tì a smìry jsou stanoveny bìhem pøípravy vstupù
do algoritmù (viz kap. 4.3.3, 4.4.1 a 4.4.2). Síla a moment v kontaktu ka¾dého kola
v souøadném systému vzta¾eném k rychlosti valení je

Fkon =
�

Tx Ty N
� T

(4.114)

M kon =
�

0 0 M z
� T

(4.115)

Po transformaci do souøadného systému svázaného s dvojkolím:

FW
kon = CT

W L � H ss � T val � Fkon (4.116)

M W
kon = CT

W L �
�
H ss � M kon +

�
x r � xL

w;j

�
� (H ss � T val � Fkon )

�
(4.117)
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Celkový vliv sil v kontaktu na dvojkolí pak je souètem pùsobení na levé a pravé kolo:

FW
cnt;j = FW

kon;L + FW
kon;P (4.118)

M W
cnt;j = M W

kon;L + M W
kon;P (4.119)

Silové pùsobení na kolejnice se urèuje v lokálním souøadném systému, zároveò platí
zákon akce a reakce. Proto má síla opaèný smysl ne¾ síla na kolo a poslední transformace
z lokálního souøadného systému do souøadného systému dvojkolí není zahrnuta. Moment,
kterým kolo pùsobí na kolejnici, je moment vzhledem k tì¾i¹ti prùøezu kolejnice:

F r = � H ss � T val � Fkon (4.120)

M r = �

2

4H ss � M kon +

0

@x r �

2

4
xrt

0
zrt

3

5

1

A � (H ss � T val � Fkon )

3

5 (4.121)

Tato síla a moment je stanovena zvlá¹» pro ka¾dé kolo. Polohu pùsobi¹tì na nosníku
kolejnice urèuje parametr� (rov. 4.42). Pokud není toto¾né s nìkterým uzlem, je zatí¾ení
rozdìleno do dvou nejbli¾¹ích uzlù.
Výstup z algoritmu CONTACT je odli¹ný. Pro ka¾dý element je stanoveno normálové
a teèné zatí¾ení a celková síla a moment v kontaktu je stanovena jako suma pøes v¹echny
elementy

FW
kon;C = CT

W L �
NX

I

Ess;I � p I � SI (4.122)

M W
kon;C = CT

W L �
NX

I

�
x r;I � xL

w;j

�
� (Ess;I � p I � SI ) (4.123)

kde Ess;I je souøadný systém daného elementu,p I je zatí¾ení v daném elementu,
SI je plocha daného elementu,x r;I je poloha støedu daného elementu v lokálním
souøadném systému. Síla a moment pùsobící na dvojkolí je opìt souètem pùsobení na
levé a pravé kolo.
Pùsobení na kolejnice se stanoví obdobnì:

F r;C = �
NX

I

Ess;I � p I � SI (4.124)

M r;C = �
NX

I

0

@x r;I �

2

4
xrt

0
zrt

3

5

1

A � (Ess;I � p I � SI ) (4.125)

4.6. Implementace pohybových rovnic a integrace

Celý model je implementován ve formì funkcí v programovacím jazyku prostøedí MATLAB.
V¹em dílèím modelùm jsou vìnovány zvlá¹tní funkce a komunikace mezi nimi je zaji¹tìna
pøedáváním odpovídajících si vstupù a výstupù.
Z dùvodu nároènosti výpoètu jednoho kroku a obtí¾ného stanovení mezikrokù, nejsou
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pou¾ity jednokrokové metody (Newmarkova, Runge-Kutta). Pro integraci pohybu
vozidla tak jsou pou¾ity explicitní vícekrokové metody Adams-Bashforth [67]:

1:krok : yn+1 = yn + dt � _yn (4.126)

2:krok : yn+1 = yn + dt �
�

3
2

� _yn �
1
2

� _yn� 1

�
(4.127)

3:krok : yn+1 = yn + dt �
�

23
12

� _yn �
4
3

� _yn� 1 +
5
12

� _yn� 2

�
(4.128)

d�ale : yn+1 = yn + dt �
�

55
24

� _yn �
59
24

� _yn� 1 +
37
24

� _yn� 2 �
3
8

� _yn� 3

�
(4.129)

kde dt je èasový krok,y je stavový vektor a _y jeho derivace urèená stavovou funkcí

_y = f st (y ; t) (4.130)

V pøípadì integrace dynamiky kolejového svr¹ku v¹ak není vhodné pou¾ít explicitní
metody. Èasový krok, pøi kterém je tento model stabilní, se pohybuje kolem10� 6 s, co¾
je pøíli¹ malý èas. Proto je pro integraci dráhy pou¾ita implicitní Eulerova metoda:

yn+1 = yn + dt � f st (yn+1 ; tn+1 ) (4.131)

_u =
un � un� 1

dt
(4.132)

Soustava diferenciálních rovnic pohybu dráhy

M � •u + B � _u + K � u = Q (4.133)

je pøevedena na soustavu lineárních rovnic øe¹ení nového kroku:

K dyn =
1

dt2
� M +

1
dt

� B + K (4.134)

B dyn =
2

dt2
� M +

1
dt

� B (4.135)

M dyn = �
1

dt2
� M (4.136)

Qdyn = Q + B dyn � un� 1 + M dyn � un� 2 (4.137)

K dyn � un = Qdyn (4.138)

Takto u¾ je mo¾né pou¾ít mnohem vìt¹í integraèní krok.

4.7. Parametry pou¾itého výpoètového modelu

Pro výpoèty byly jednotlivé parametry dosazeny na základì údajù získaných z dostupných
zdrojù. Vektory souøadnic ka¾dého tìlesa jsou zadány ve formátu

x =
�

x y z  � '
� T

(4.139)

Posuvy jsou zadány v metrech, natoèení ve stupních nebo radiánech (v¾dy speci�kováno).
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4.7.1. Vozidlo

Modelové vozidlo má charakteristiky, které pøibli¾nì odpovídají vlastnostem lokomotiv
øady 363 (fotogra�e viz obr. 4.6, rozmìry viz obr. 4.7).

Tìleso vozidla

Hmotnost

mv = 70000 kg (4.140)

Matice momentù setrvaènosti

Jv =

2

4
1:7 � 105 0 0

0 7:2 � 104 0
0 0 1:8 � 105

3

5 kg � m2 (4.141)

Poèáteèní poloha tì¾i¹tì

xv =
�

0 10 2:5 0 0 0
� T

m; rad (4.142)

Poèáteèní rychlost tì¾i¹tì

_xv =
�

0 v0 0 0 0 0
� T

m � s� 1; rad � s� 1 (4.143)

Podvozky

Hmotnost

mb;1 = 2500 kg (4.144)

mb;2 = 2500 kg (4.145)

Obrázek 4.6: Fotogra�e lokomotivy øady 363. Pøevzato z [68].
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Obrázek 4.7: Výkres lokomotivy øady 363. Pøevzato z [3].

Matice momentù setrvaènosti

Jb;1 =

2

4
2:3 � 103 0 0

0 1:9 � 103 0
0 0 2:6 � 105

3

5 kg � m2 (4.146)

Jb;2 =

2

4
2:3 � 103 0 0

0 1:9 � 103 0
0 0 2:6 � 105

3

5 kg � m2 (4.147)

Poèáteèní poloha tì¾i¹tì

xb;1 =
�

0 5:8 0:765 0 0 0
� T

m; rad (4.148)

xb;2 =
�

0 14:2 0:765 0 0 0
� T

m; rad (4.149)

Poèáteèní rychlost tì¾i¹tì

_xb;1 =
�

0 v0 0 0 0 0
� T

m � s� 1; rad � s� 1 (4.150)

_xb;2 =
�

0 v0 0 0 0 0
� T

m � s� 1; rad � s� 1 (4.151)

Dvojkolí

Hmotnost

mw;1 = 1250 kg (4.152)

mw;2 = 1250 kg (4.153)

mw;3 = 1250 kg (4.154)

mw;4 = 1250 kg (4.155)
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Matice momentù setrvaènosti

Jw;1 =

2

4
125 0 0
0 820 0
0 0 820

3

5 kg � m2 (4.156)

Jw;2 =

2

4
125 0 0
0 820 0
0 0 820

3

5 kg � m2 (4.157)

Jw;3 =

2

4
125 0 0
0 820 0
0 0 820

3

5 kg � m2 (4.158)

Jw;4 =

2

4
125 0 0
0 820 0
0 0 820

3

5 kg � m2 (4.159)

Poèáteèní poloha tì¾i¹tì

xw;1 =
�

0 4:2 0:625 0 0 0
� T

m; rad (4.160)

xw;2 =
�

0 7:4 0:625 0 0 0
� T

m; rad (4.161)

xw;3 =
�

0 12:6 0:625 0 0 0
� T

m; rad (4.162)

xw;4 =
�

0 15:8 0:625 0 0 0
� T

m; rad (4.163)

Poèáteèní rychlost tì¾i¹tì

_xw;1 =
�

0 v0 0 0 0 ! 0
� T

m � s� 1; rad � s� 1 (4.164)

_xw;2 =
�

0 v0 0 0 0 ! 0
� T

m � s� 1; rad � s� 1 (4.165)

_xw;3 =
�

0 v0 0 0 0 ! 0
� T

m � s� 1; rad � s� 1 (4.166)

_xw;4 =
�

0 v0 0 0 0 ! 0
� T

m � s� 1; rad � s� 1 (4.167)

Primární odpru¾ení

Matice pøíslu¹nosti primárních pru¾in/tlumièù k dvojkolí

A p;w =
�

1 1 2 2 3 3 4 4
� T

(4.168)

Matice pøíslu¹nosti primárních pru¾in/tlumièù k podvozkùm

A p;b =
�

1 1 1 1 2 2 2 2
� T

(4.169)

Matice tuhosti

K p (1:::8) =

2

4
5:0 � 106 0 0

0 1:0 � 107 0
0 0 5:5 � 105

3

5 N � m� 1 (4.170)

Matice tlumení

B p (1:::8) =

2

4
1:0 � 103 0 0

0 1:0 � 103 0
0 0 6:0 � 103

3

5 N � m� 1 � s (4.171)
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Délka pru¾iny v rovnová¾né poloze

x0;p (1:::8) =
�

0 0 0:28
� T

m (4.172)

Pøedepnutí pru¾iny v rovnová¾né poloze

F0;p (1:::8) =
�

0 0 91968:75
� T

N (4.173)

Poloha uchycení pru¾in na dvojkolí

xW
pw;1 =

�
� 1 0 0

� T
m (4.174)

xW
pw;2 =

�
1 0 0

� T
m (4.175)

xW
pw;3 =

�
� 1 0 0

� T
m (4.176)

xW
pw;4 =

�
1 0 0

� T
m (4.177)

xW
pw;5 =

�
� 1 0 0

� T
m (4.178)

xW
pw;6 =

�
1 0 0

� T
m (4.179)

xW
pw;7 =

�
� 1 0 0

� T
m (4.180)

xW
pw;8 =

�
1 0 0

� T
m (4.181)

Poloha uchycení pru¾in na podvozku

xB
pb;1 =

�
� 1:0 � 1:6 0:14

� T
m (4.182)

xB
pb;2 =

�
1:0 � 1:6 0:14

� T
m (4.183)

xB
pb;3 =

�
� 1:0 1:6 0:14

� T
m (4.184)

xB
pb;4 =

�
1:0 1:6 0:14

� T
m (4.185)

xB
pb;5 =

�
� 1:0 � 1:6 0:14

� T
m (4.186)

xB
pb;6 =

�
1:0 � 1:6 0:14

� T
m (4.187)

xB
pb;7 =

�
� 1:0 1:6 0:14

� T
m (4.188)

xB
pb;8 =

�
1:0 1:6 0:14

� T
m (4.189)

Sekundární odpru¾ení

Matice pøíslu¹nosti sekundárních pru¾in/tlumièù k podvozkùm

A s;b =
�

1 1 2 2
� T

(4.190)

Matice pøíslu¹nosti sekundárních pru¾in/tlumièù k vozidlùm

A s;v =
�

1 1 1 1
� T

(4.191)

Matice tuhosti

K s (1:::8) =

2

4
1:5 � 105 0 0

0 1:5 � 105 0
0 0 4:0 � 105

3

5 N � m� 1 (4.192)
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Matice tlumení

B s (1:::8) =

2

4
6:0 � 104 0 0

0 6:0 � 104 0
0 0 8:0 � 104

3

5 N � m� 1 � s (4.193)

Délka pru¾iny v rovnová¾né poloze

x0;s (1:::8) =
�

0 0 0:735
� T

m (4.194)

Pøedepnutí pru¾iny v rovnová¾né poloze

F0;s (1:::8) =
�

0 0 171675
� T

N (4.195)

Poloha uchycení pru¾in na podvozku

xB
sb;1 =

�
� 1:2 0 � 0:1

� T
m (4.196)

xB
sb;2 =

�
1:2 0 � 0:1

� T
m (4.197)

xB
sb;3 =

�
� 1:2 0 � 0:1

� T
m (4.198)

xB
sb;4 =

�
1:2 0 � 0:1

� T
m (4.199)

Poloha uchycení pru¾in na vozidle

xV
sv;1 =

�
� 1:2 � 4:2 � 1:1

� T
m (4.200)

xV
sv;2 =

�
1:2 � 4:2 � 1:1

� T
m (4.201)

xV
sv;3 =

�
� 1:2 4:2 � 1:1

� T
m (4.202)

xV
sv;4 =

�
1:2 4:2 � 1:1

� T
m (4.203)

4.7.2. Tra»

Parametry trati jsou získány z èlánku [1].
Délka trati pou¾itá pro výpoèet dynamiky trati

Ld = 21:74 m (4.204)

Poèet pra¾cù na tomto úseku

Np = 39 (4.205)

Vzdálenost mezi pra¾ci

Lp = 0:543 m (4.206)

Vzdálenost styèných ploch kolejnic

L r = 1:5 m (4.207)

Plocha prùøezu kolejnice

A = 7:68 m2 (4.208)
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Kvadratický moment prùøezu kolejnice vzhledem k vodorovné ose

Jz = 3:04� 10� 5 m4 (4.209)

Kvadratický moment prùøezu kolejnice vzhledem ke svislé ose

Jx = 5:125� 10� 6 m4 (4.210)

Polární moment okolo osy y

Jp = Jz + Jx (4.211)

Vý¹ka tì¾i¹tì prùøezu kolejnice vzhledem k rovinì povrchu kolejnice

zr t = � 0:091 m (4.212)

Sklon ulo¾ení kolejnice (odpovídá ulo¾ení 1:40)

� ul = 1:432o (4.213)

Hustota materiálu kolejnice

� r = 7850 kg� m� 3 (4.214)

Modul pru¾nosti materiálu kolejnice

Er = 2 � 1011 Pa (4.215)

Poissonùv pomìr materiálu kolejnice

� r = 0:3 (4.216)

Tuhost pøíèné vazby mezi kolejnicí a pra¾cem

ku;x = 143 � 106 N � m� 1 (4.217)

Tlumení pøíèné vazby mezi kolejnicí a pra¾cem

bu;x = 40 � 103 N � m� 1 � s (4.218)

Tuhost svislé vazby mezi kolejnicí a pra¾cem

ku;z = 239 � 106 N � m� 1 (4.219)

Tlumení svislé vazby mezi kolejnicí a pra¾cem

bu;z = 3 � 103 N � m� 1 � s (4.220)

Tuhost torzní vazby mezi kolejnicí a pra¾cem

k' = 72 � 103 N � m � rad� 1 (4.221)
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4. VÝPOÈTOVÝ MODEL

Tlumení torzní vazby mezi kolejnicí a pra¾cem

b' = 5 N � m � rad� 1 � s (4.222)

Tuhost pøíèné vazby mezi pra¾cem a základnou

ks;x = 141 � 106 N � m� 1 (4.223)

Tlumení pøíèné vazby mezi pra¾cem a základnou

bs;x = 27 � 103 N � m� 1 � s (4.224)

Tuhost svislé vazby mezi pra¾cem a náhradní hmotou podlo¾í

kb = 110 � 106 N � m� 1 (4.225)

Tlumení svislé vazby mezi pra¾cem a náhradní hmotou podlo¾í

bb = 250 � 103 N � m� 1 � s (4.226)

Tuhost svislé vazby mezi náhradní hmotou podlo¾í a základnou

kg = 371 � 106 N � m� 1 (4.227)

Tlumení svislé vazby mezi náhradní hmotou podlo¾í a základnou

bg = 200 � 103 N � m� 1 � s (4.228)

Tuhost podélné vazby mezi sousedními náhradními hmotami podlo¾í

kc = 250 � 106 N � m� 1 (4.229)

Tlumení podélné vazby mezi sousedními náhradními hmotami podlo¾í

bc = 40 � 103 N � m� 1 � s (4.230)

Hmotnost pra¾ce

ms = 244 kg (4.231)

Moment setrvaènosti pra¾ce

I s;y = 31:6 kg � m2 (4.232)

Hmotnost náhradní hmoty podlo¾í

mb = 7500 kg (4.233)
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4.7.3. Kontakt

Pro�l kola

S1002 (4.234)

Prùmìr kola

R0 = 0:625 m (4.235)

Pro�l kolejnice

UIC60 (4.236)

Modul pru¾nosti materiálu kola

Ew = 2 � 1011 Pa (4.237)

Poissonùv pomìr materiálu kola

� w = 0:3 (4.238)

Modul pru¾nosti materiálu kolejnice

Er = 2 � 1011 Pa (4.239)

Poissonùv pomìr materiálu kolejnice

� r = 0:3 (4.240)

Souèinitel smykového tøení

f = 0:5 (4.241)

4.7.4. Ostatní parametry

Vektor tíhového zrychlení

gG =
�

0 0 � 9:81
� T

m � s� 2 (4.242)

Koe�cient odporu vzduchu

Cv = 2:5 (4.243)

Èasový krok dynamiky vozidla

td = 1 � 10� 6 s (4.244)

Èasový krok vyhodnocování sil v kontaktu a dynamiky kolejového svr¹ku

tc = 2 � 10� 4 s (4.245)
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5. Výsledky
Na výpoètovém modelu pøedstaveném v pøedchozí kapitole byly provedeny ètyøi studie
projevù v kontaktních plochách za rùzných podmínek, a to chování vozidla s plo¹kou na
dvojkolí, se zvlnìním na kolech, zvlnìním kolejnic a pøi jízdì v oblouku. Výsledky výpoètù
jsou prezentovány v následující kapitole.

5.1. Jízda vozidla s plo¹kami na kolech po rovné trati

Plo¹ky na kolech mohou vzniknout napøíklad doèasným zablokováním dvojkolí nebo
dlouhým stáním ve stanici. Proto je lze oèekávat spí¹e u vagónù ne¾ lokomotiv. Tento
typ opotøebení je v¹ak velmi nebezpeèný, proto¾e pøi nìm vznikají rázy, které zpùsobují
zvý¹ené opotøebení kolejnic, a hluk, který se pøená¹í do vozidla i jeho okolí.

5.1.1. Matematický popis nerovností

Kolo s plo¹kou má tvar vzniklý odeètením malé kruhové úseèe od plného kruhu. Tento
tvar ov¹em není jednoduché popsat v polárních souøadnicích a jeho souèástí jsou ostré
hrany, které by u reálného kola byly zaobleny. Proto je v modelu pou¾itém pro tuto sérii
výpoètù vyjádøena exponenciální funkcí. Polomìr kola jako funkce úhlu po obvodu je pak

Rn (� d) = R0 � A fs � exp
�
� B fs � � 2

d

�
pro � d 2 h� � ; � i (5.1)

R0 je polomìr kola bez opotøebení,A fs hloubka opotøebení,B fs urèuje ¹íøku opotøebení.
Pøi výpoètech, ve kterých se zkoumal úèinek plo¹ek na jednom kole jednotlivých dvojkolí
nebo na obou kolech jednotlivých dvojkolí byly pou¾ity nerovnosti s parametry

A fs = 0:003 mm (5.2)

B fs = 100 1=rad2 (5.3)

Plo¹ka s tìmito parametry je 3 mm hluboká a ¹íøka zplo¹tìlé èásti má ¹íøku, která odpovídá
pøibli¾nì 20° z obvodu kola, viz obrázky 5.1 a 5.2.

Obrázek 5.1: Funkce zmen¹ení pro�lu kola.
Prohlubeò v okolí úhlu 0° je exponenciální funkce

nerovností.

Obrázek 5.2: Srovnání obvodu kola
s plo¹kou (èervená) a bez ní

(modrá).
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5.1.2. Plo¹ka na jednom z kol dvojkolí

Nejprve bylo zkoumáno, jaký úèinek má na dvojkolí, popøípadì na celé vozidlo, plo¹ka,
která je na jediném kole nìkterého z dvojkolí. Seznam pozic po¹kozeného kola je
v tabulce 5.1. Ve v¹ech pøípadech jelo vozidlo rychlostí 20 m/s (72 km/h) po rovné trati
bez nerovností.

Oznaèení dvojkolí Podvozek Dvojkolí Po¹kozené kolo
1 Zadní Zadní Levé
2 Zadní Pøední Pravé
3 Pøední Zadní Pravé
4 Pøední Pøední Levé

Tabulka 5.1: Pozice kola s plo¹kou.

Rázy vznikající kvùli plo¹ce na kole

V dùsledku existence plo¹ky dochází pøi vy¹¹ích otáèkách dvojkolí ke ztrátì kontaktu
kola s kolejnicí. Tíhová síla na dvojkolí, síly od primárního odpru¾ení a pokraèující
rotace kola opìt pøivedou posti¾ené kolo do kontaktu. Ráz vzniklý pøi opìtovném
dosednutí nìkolikanásobnì pøesáhnou nominální zatí¾ení kola (viz obrázek 5.3).
Ve zkoumaném pøípadì dosahuje normálová síla pøi nárazu pìtinásobku nominálního
zatí¾ení. Pøesná velikost ov¹em závisí na pøesném tvaru plo¹ky, rychlosti vozidla
i dynamických vlastnostech vozidla a kolejového svr¹ku. Z grafu na obrázku 5.3 lze
vyèíst, ¾e náraz po opìtovném dopadu po¹kozeného kola má takovou sílu, ¾e se na krátký
okam¾ik ztratí kontakt dokonce na obou kolech. Následné kmity v kontaktní síle jsou pak
znatelné celou ètvrtinu otáèky kola.

Obrázek 5.3: Normálové síly na dvojkolí s plo¹kou na pravém kole.

Obrázek 5.4: Podélné teèné síly na dvojkolí s plo¹kou na pravém kole.
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Obrázek 5.5: Podélné pøíèné síly na dvojkolí s plo¹kou na pravém kole.

Na obrázcích 5.4 a 5.5 je prùbìh teèné síly v podélném a pøíèném smìru. V prùbìhu
nárazù se na obou kolech vystøídají síly pùsobící na jednu nebo na druhou stranu a ve
zbytku otáèky kola pùsobí síly, které stabilizují dvojkolí ve vystøedìné poloze, ne¾ nové
pøejetí pøes plo¹ku opìt vytvoøí rázy.

Ovlivnìní pohybu dvojkolí plo¹kou

Nerovnost na dvojkolí se nejvýraznìji projeví na jeho svislém pohybu (viz obrázek 5.6). Po
ztrátì kontaktu po¹kozeného kola zaène tì¾i¹tì dvojkolí klesat, ne¾ dojde k nárazu. Ten
dvojkolí odrazí vzhùru a¾ nad rovnová¾nou polohu. Mezitím otáèející se kolo posune oblast
po¹kození z kontaktu. Po opìtovném dosednutí na nepo¹kozenou èást povrchu dvojkolí
je¹tì nìkolikrát zakmitá a tì¾i¹tì se ustálí v rovnová¾né poloze.
Proto¾e nerovnost je pouze na jednom kole, bude docházet ke kmitùm i v klopení dvojkolí
(viz obrázek 5.7). Kladná hodnota úhlu klopení� odpovídá zvednutí pravého kola (viz

Obrázek 5.6: Svislý pohyb tì¾i¹tì dvojkolí s plo¹kou na pravém kole.

Obrázek 5.7: Klopení dvojkolí s plo¹kou na pravém kole.
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Obrázek 5.8: Pøíèný pohyb tì¾i¹tì dvojkolí s plo¹kou na pravém kole.

Obrázek 5.9: Boèení dvojkolí s plo¹kou na pravém kole.

obrázek 4.2). V tomto pøípadì je po¹kozeno pravé kolo. Po ztrátì kontaktu tedy toto
kolo zaène klesat, co¾ se projeví zmen¹ováním úhlu� . Poté, co se pravé kolo odrazí od
kolejnice, zmìní se i znaménko úhlu� . Po krátké ztrátì kontaktu na obou kolech narazí
první pro zmìnu levé kolo a opìt se zaène zmen¹ovat úhel� , aby se poté, podobnì jako
svislá poloha tì¾i¹tì, i úhel klopení postupnì ustálil na rovnová¾né poloze.
Rázy v kontaktu se pomocí tøení projevují i v silách v teèném smìru a dochází i k ovlivnìní
pøíèného pohybu dvojkolí (viz obrázek 5.8) a boèení (viz obrázek 5.9). Pøíèný pohyb
pøesnì odpovídá rázùm v normálovém smìru a jejich projevùm v pøíèné teèné síle. Nejprve
po ztrátì kontaktu tlaèí levé kolo dvojkolí do kladného smìru osy x, tedy doprava. Pøi
nárazu naopak pøíèné síly pùsobí doleva a prudce posunou dvojkolí do záporné èásti osy
x. Druhý náraz, tentokrát výraznìj¹í na levém kole, pak dvojkolí opìt po¹le na druhou
stranu od rovnová¾né polohy a poté u¾ se po nìkolika kmitech ustálí o zlomek milimetru
vlevo od rovnová¾né polohy.
Pøi kladné hodnotì úhlu boèení se pravé kolo vysunuje dopøedu a dvojkolí se pøi pohledu
shora otáèí proti smìru hodinových ruèièek. Pro zmìny pohybu boèení je rozhodující
moment, který vytváøejí podélné teèné síly na obou kolech. Tento moment je dán rozdílem
mezi podélnými silami na pravém a na levém kole. Pokud je vìt¹í síla na pravém kole,
moment je kladný a dvojkolí se stáèí proti smìru hodinových ruèièek. A opaènì, kdy¾ je
vìt¹í velikost levé síly, stáèí se dvojkolí k zápornému úhlu po smìru hodinových ruèièek.
Podle tìchto pravidel pak síly roztáèí dvojkolí. Tìsnì pøed a po ztrátì kontaktu pravého
kola v èase 0.021 s síla na levé kolo otoèí dvojkolí po smìru hodinových ruèièek (záporné
hodnoty boèení). Následný náraz v èase 0.025 s vyvolá moment, který dvojkolí nasmìruje
do opaèného smìru. Poté dvì ¹pièky síly na levé kolo v èasech 0.033 s a 0.039 s vyvolají
záporný moment a opìt obrátí smysl otáèení smìrem ke nulovému úhlu. Nakonec malý
kladný moment ustaluje boèení kola do rovnová¾né polohy.
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Pøenos rázù z posti¾eného dvojkolí do zbytku vozidla

Díky tlumícím úèinkùm primárního i sekundárního odpru¾ení se úèinek rázù na po¹kozené
dvojkolí ve zbytku vozidla neprojevuje nijak výraznì. Vozidlem se pøená¹ejí vibrace,
ale amplituda kmitù sil v kontaktech nepo¹kozených kol je mnohem men¹í ne¾ rázy
po¹kozeného kola, viz obrázky 5.10, 5.12 a 5.11. Sloupcové grafy na tìchto obrázcích
ukazují rozsah od minima normálové nebo teèné síly v daném smìru po maximum
a vyplývá z nich, ¾e rozmezí sil pùsobících na dvojkolí s po¹kozeným kolem jsou øádovì
vìt¹í ne¾ síly na ostatní dvojkolí.
V pohybu ve svislém smìru (svislý pohyb tì¾i¹tì z, klopení � ) primární odpru¾ení
dokonale oddìlí pohyb po¹kozeného dvojkolí od ostatních, viz obrázky 5.13 vpravo
a 5.14 vpravo. Sloupcové grafy na tìchto obrázcích ukazují, ¾e pohyb nepo¹kozených
dvojkolí je minimální.
Naopak v pohybech ve vodorovném smìru (pøíèný pohyb tì¾i¹tìx, boèení ) se pøíèné
rázy pøenesou na podvozek a významnì ovlivní i druhé dvojkolí na stejném podvozku, viz
obrázky 5.13 vlevo a 5.14 vlevo. Amplituda kmitù u dvojkolí 4 (na stejném pozvozku) je
sice øádovì ni¾¹í ne¾ u kmitù po¹kozeného dvojkolí 3, ale stále øádovì vy¹¹í ne¾ dvojkolí
druhého podvozku.

Obrázek 5.10: Rozsah normálových sil v kontaktu kola a kolejnice u vozidla s plo¹kou
na pravém kole tøetího dvojkolí.

Obrázek 5.11: Rozsah podélných teèných sil v kontaktu kola a kolejnice u vozidla s plo¹kou
na pravém kole tøetího dvojkolí.

Obrázek 5.12: Rozsah pøíèných teèných sil v kontaktu kola a kolejnice u vozidla s plo¹kou
na pravém kole tøetího dvojkolí.
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Obrázek 5.13: Rozsah posuvù tì¾i¹tì dvojkolí u vozidla s plo¹kou
na pravém kole tøetího dvojkolí.

Obrázek 5.14: Rozsah rotací dvojkolí u vozidla s plo¹kou
na pravém kole tøetího dvojkolí.

Hodnoty vibrací je v¹ak nutné brát jen orientaènì, proto¾e pro správné vyhodnocení ¹íøení
vibrací ve vozidle by byl potøeba koneènoprvkový model. Obdobnì nelze postihnout hluk,
který nárazy vyvolávají.

Projevy na kontaktních plochách po¹kozeného kola

Výpoèet pohybu vozidla s kolem po¹kozeným plo¹kou byl proveden s pou¾itím algoritmu
CONTACT (viz kapitoly 3.1.2 a 3.3.5). Tento algoritmus poèítá rozlo¾ení normálového
a teèného tlaku a skluzu v kontaktní plo¹e. Toho je mo¾né vyu¾ít k vyhodnocení tìchto
velièin ve v¹ech místech po obvodu kola a stejnì tak i na kolejnici. Takto byla vyhodnocena
rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku na kolo (obrázek 5.15),
maximálního teèného tøecího napìtí v kontaktu (obrázek 5.16), maximálního skluzu
(obrázek 5.17) a maximálního tøecího výkonu (obrázek 5.18) v prùbìhu celého pohybu.
Maximální normálový kontaktní tlak, napø. dle rovnice 3.34, je

pI 3;max = max [pI 3 (t)] (5.4)

v celém rozsahu èasut. Podobnì maximální teèné tøecí napìtí je podle rovnice 3.85

pI�;max = max
� q

pI 1 (t)2 + pI 2 (t)2
�

(5.5)

a maximální skluz (rovnice 3.84)

sI;max = max [sI (t)] (5.6)

Maximální tøecí výkon (na jednotku plochy) vznikne vynásobením teèného tøecího napìtí
a skluzu

wIf;max = max [pI� (t) � sI (t)] (5.7)

Na rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku (obrázek 5.15) na po¹kozené
pravé kola (obrázek dole) je vidìt, ¾e po vìt¹inu otáèky kola je stejné rozlo¾ení
normálového kontaktního tlaku jako u nepo¹kozeného kola (detail rozlo¾ení viz napø.
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Obrázek 5.15: Rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku v prùbìhu jedné otáèky
dvojkolí s plo¹kou na pravém kole. Nahoøe levé kolo, dole pravé kolo.

Obrázek 5.16: Rozlo¾ení maximálního teèného tøecího napìtí v prùbìhu jedné otáèky dvojkolí
s plo¹kou na pravém kole. Nahoøe levé kolo, dole pravé kolo.
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Obrázek 5.17: Rozlo¾ení maximálního skluzu v prùbìhu jedné otáèky dvojkolí s plo¹kou
na pravém kole. Nahoøe levé kolo, dole pravé kolo.

Obrázek 5.18: Rozlo¾ení maximálního tøecího výkonu v prùbìhu jedné otáèky dvojkolí
s plo¹kou na pravém kole. Nahoøe levé kolo, dole pravé kolo.
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obrázek 3.4(d)).
V okam¾iku, kdy se kontaktní plocha na pravém kole dostane k plo¹ce, dochází ke ztrátì
kontaktu (oblast od � 10o po 0o s nulovým kontaktním tlakem). Poté dojde k nárazu
pravého kola (¹pièka kontaktního tlaku s maximem okolo 2000 MPa), který kolo opìt
vymr¹tí z kontaktu. Po druhém dosednutí u¾ není maximum normálového kontaktního
tlaku natolik výrazné, dojde jen k nìkolika kmitùm pozorovatelných zejména v pøíèném
smìru.
Obdobnì je ztráta kontaktu pozorovatelná i na levém, nepo¹kozeném kole. Po ztrátì
kontaktu na pravém kole dojde ke zvý¹ení maximálního kontaktního tlaku na levém kole.
Kontaktní plocha mìní i pùsobi¹tì. Po nárazu pravého kola je vymr¹tìno i levé kolo a po
dosednutí je¹tì dojde k nìkolika kmitùm, také hlavnì v pøíèném smìru.
V projevech souvisejících s tøením, tedy na teèném kontaktním tlaku (obrázek 5.16),
skluzu (obrázek 5.17) a hustotì tøecího výkonu (obrázek 5.18), se prùjezd plo¹ky
kontaktem s kolejnicí projeví øádovým zvý¹ením hodnot v¹ech velièin.
U po¹kození typu plo¹ka lze tedy oèekávat významný vývoj po¹kození povrchu jak kvùli
nárazùm na po¹kozenou plochu, tak kvùli výraznì zvý¹enému tøení v kontaktní plo¹e,
a to na obou kolech posti¾eného dvojkolí.

Projevy na kontaktních plochách kolejnic

Na kontaktní plochy kolejnic se pøená¹ejí stejné kontaktní tlaky a skluzy jako na kola. Tak
jako se na kole pøi ka¾dé otáèce zopakuje zatí¾ení, tak i na kolejnici se zatí¾ení opakuje
pravidelnì s otáèkou kola. Obvod kola s polomìrem 0.625 m je 3.927 m, tak¾e pøibli¾nì
ka¾dé 4 m se zopakují projevy související s pøejezdem plo¹ky, viz obrázek 5.19, kde je
zobrazen prùbìh kontaktního tlaku na úseku délky 6 m. V grafech rozlo¾ení zatí¾ení
v kontaktu je osa Y (smìr jízdy) orientovaná zleva doprava, osa X (pøíèný smìr) shora
dolù, tak aby levá kolejnice byla nahoøe, pravá dole a vnitøní hrany kolejnic uprostøed.

Obrázek 5.19: Rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku na kolejnicích pøi
prùjezdu dvojkolí s plo¹kou na pravém kole. Nahoøe levá kolejnice, dole pravá kolejnice.
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Obrázek 5.20: Detail rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku na kolejnice pøi
prùjezdu dvojkolí s plo¹kou na pravém kole. Nahoøe levá kolejnice, dole pravá kolejnice.

Mìøítko os X a Y je 1:1.

Pro rozlo¾ení zatí¾ení na povrchu kol to platí obdobnì.
Proto¾e na obrázku 5.19 je znaèný rozdíl mezi mìøítky os X a Y, jeví se zatí¾ené plochy
jako tenké linie. Pro lep¹í srovnání jsou na následujícícím obrázku 5.20 mìøítka os sladìna
a zobrazen pouze úsek kolejnic s pøejezdem plo¹ky.
Podobnì jako na povrchu kola je i na povrchu kolejnice vidìt, jak nejprve dojde ke ztrátì
kontaktu po¹kozeného kola, následnému nárazu, který vymr¹tí nejen po¹kozené kolo, ale
i druhé kolo dvojkolí, a druhému dosednutí kola.

Rozdíly mezi polohou po¹kozeného kola

Výpoèty byly provedeny pro rùznou polohu po¹kozeného kola ve vozidle, viz tabulka 5.1.
Porovnáním prùbìhù sledovaných velièin, z nich¾ je zde uveden rozsah normálové síly na
kola po¹kozeného dvojkolí (obrázek 5.21), nebyl nalezen vliv polohy po¹kození na zatí¾ení
po¹kozeného kola.
Zkoumaný model vozidla ov¹em mìl zjednodu¹enou strukturu, která mìla vlastnosti obou
podvozkù a ulo¾ení v¹ech ètyø dvojkolí stejné. V pøípadì, ¾e by se odpru¾ení a vazby
v podvozku li¹ily, byly by i projevy v kontaktní plo¹e rozdílné.

Obrázek 5.21: Rozsahy normálových sil na kolech po¹kozených dvojkolí. Po¹kozeno v¾dy jedno
kolo dvojkolí, viz tabulka 5.1.

5.1.3. Plo¹ka na obou kolech dvojkolí

Po¹kození na jednom z kol dvojkolí mù¾e vzniknout, pokud toto kolo najede na nìjakou
pøeká¾ku na jedné z kolejnic. Pokud ov¹em opotøebení vznikne jiným zpùsobem, napø.
dlouhým stáním nebo zablokováním dvojkolí, vznikají plo¹ky na obou kolech dvojkolí.
V takovém pøípadì jsou projevy na obou kolech velmi podobné projevùm na po¹kozeném
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Obrázek 5.22: Rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku v prùbìhu jedné otáèky
dvojkolí s plo¹kou na obou kolech. Nahoøe levé kolo, dole pravé kolo.

Obrázek 5.23: Rozsahy normálových sil na kolech po¹kozených dvojkolí. Po¹kozena obì kola
dvojkolí, oznaèení dvojkolí viz tabulka 5.1.

kole, napø. pro normálovou sílu viz obrázek 5.3 dole. Tím, ¾e jsou po¹kozena obì kola,
dojde v okam¾iku pøejezdu plo¹ky ke ztrátì kontaktu obou kol zároveò a následný dopad
je poté intenzivnìj¹í ne¾ v pøípadì nepo¹kozeného kola. Pøi simulacích se maximální
normálová síla v tomto pøípadì zvý¹ila asi o 10 % ve srovnání s jedním po¹kozeným
kolem, viz obrázek 5.23.
Na kontaktních plochách je v pøípadì stejného zatí¾ení na obou kolech symetrické
rozlo¾ení kontaktních tlakù a stejné zvlnìní v dùsledku dopadù, viz obrázek 5.22.

5.1.4. Vliv hloubky opotøebení

Nejdùle¾itìj¹ím parametrem, který se mù¾e mìnit v prùbìhu provozu po¹kozeného
dvojkolí, je hloubka opotøebení. V následující studii byl proto zji¹»ován vliv hloubky
opotøebení v rozsahu 0.5 mm a¾ 5 mm. ParametrB fs exponenciální funkce nerovností 5.1
byl volen tak, aby nejmen¹í lokální køivost po¹kozeného kola byla v¾dy nulová, tedy aby
kolo bylo uprostøed plo¹ky rovné.
Prùbìhy normálové síly pøi prùjezdu pøes plo¹ku jsou zobrazeny na obrázku 5.25. Pro
hloubku opotøebení 0.5 mm nedochází vùbec ke ztrátì kontaktu, i kdy¾ minimální
normálová síla je øádovì ni¾¹í ne¾ nominální. K rázu i v tomto pøípadì dochází, ale po
dosednutí u¾ normálová síla jen mírnì zakmitá. Oproti tomu pøi hloubkách opotøebení
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(a) Hloubka nerovností 0.5 mm

(b) Hloubka nerovností 1 mm

(c) Hloubka nerovností 3 mm

(d) Hloubka nerovností 5 mm

Obrázek 5.24: Rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku v prùbìhu prùjezdu
plo¹ky na kole. Vliv hloubky nerovnosti.

80



5. VÝSLEDKY

Obrázek 5.25: Normálová síla na kolo s plo¹kou, srovnání prùbìhù pro rùznou hloubku
nerovnosti.

3 mm a více u¾ dochází je¹tì k jednomu rázu.
Na obrázku 5.24 jsou rozlo¾ení normálového kontaktního tlaku na obvodu kola pro rùzné
hloubky opotøebení. S rostoucí plo¹kou narùstá jak maximální kontaktní tlak (viz mìøítko
na pravé stranì), tak doba, po kterou po¹kozené kolo ztratí kontakt s kolejnicí. Na
pøíkladu nejvìt¹ího opotøebení 5 mm (obrázek 5.24(d)) u¾ je patrný velmi prudký první
náraz kola. A¾ pøi druhém nárazu má rozlo¾ení kontaktního tlaku podobný tvar, jako
v pøípadì hloubky opotøebení 1 mm.
Na obrázcích 5.26 a¾ 5.28 jsou funkèní závislosti významných projevù v kontaktu na
hloubce opotøebení. Jsou to maximální normálová síla v kontaktu (obr. 5.26), maximální
normálový tlak (obr. 5.27) a maximální tøecí výkon na jednotkovou plochu (5.28).
V¹echny funkce lze pomìrnì dobøe aproximovat funkcí

y = C1 + C2 � xC3 (5.8)

Parametry C1, C2 a C3 jsou závislé na mechanických vlastnostech soustavy a v tomto
pøípadì má nepo¹kozené dvojkolí maximální normálovou sílu 110 kN, maximální
normálový tlak 740 MPa a maximální tøecí výkon na jednotku plochy3:2 MW=m2.
Tyto hodnoty odpovídají konstantì C1. Oproti tomu zatí¾ení pøi nejvìt¹í øe¹ené hloubce
nerovností 5 mm je pro nepo¹kozené kolo maximální normálová síla 250 kN, maximální
normálový kontaktní tlak 1900 MPa, maximální tøecí výkon na jednotku plochy
130 MW=m2. Pro po¹kozené kolo je to dokonce maximální normálová síla 630 kN,
maximální normálový kontaktní tlak 2800 MPa, maximální tøecí výkon na jednotku

Obrázek 5.26: Závislost maximální normálové síly pøi dosednutí kola
s plo¹kou na hloubce nerovností.
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Obrázek 5.27: Závislost maximálního normálového kontaktního tlaku pøi po¹kozeného kola
s plo¹kou na hloubce nerovností.

Obrázek 5.28: Závislost maximálního tøecího výkonu pøi po¹kozeného kola
s plo¹kou na hloubce nerovností.

plochy 340 MW=m2. Obrovské hodnoty kontaktního tlaku jsou nereálnì vysoké, proto¾e
pou¾itý model neuva¾uje elastické deformace dvojkolí (napø. ohyb osy), pøípadnì plastické
deformace v kontaktu, ale trendy jsou do jisté míry patrné.
Obecnì lze øíci, ¾e projevy na po¹kozeném kole jsou nìkolikanásobnì vy¹¹í ne¾ na
nepo¹kozeném kole posti¾eného dvojkolí. Co se týká rozdílu zatí¾ení nepo¹kozeného
dvojkolí a dvojkolí s po¹kozením, roste zatí¾ení a¾ øádovì.

5.1.5. Vliv rychlosti vozidla a parametrù zplo¹tìní

Na projevy v kontaktu kola s kolejnicí má vliv mnoho parametrù, od tvaru nerovností,
pøes rychlost vozidla, vlastností odpru¾ení a¾ po souèinitel smykového tøení, ovlivnitelný
podmínkami prostøedí. Proto¾e je tato práce zamìøena na vliv nerovností, byly zkoumány
projevy v kontaktu na základì tvaru nerovností, tedy na hloubce nerovnostíA fs

a koe�cientu ¹íøky plo¹ky B f s. Tøetí dùle¾itý parametr, který mù¾e ovlivnit projevy
v kontaktu, je rychlost vozidla V.
Proto byl naplánován experiment, jeho¾ cílem bylo prozkoumat zvolený prostor:
A fs 2 h1; 3i mm, B fs 2 h20; 100i rad� 2, V 2 h10; 30i m=s. Výsledky byla prolo¾ena
kvadratická odezvová plocha

Y = f
�
A fs ; B fs ; V; A2

fs ; B 2
fs ; V 2; A fs � B fs ; B fs � V; V � A fs

�
(5.9)
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Obrázek 5.29: Odezvová plocha maximální normálové síly pøí dosednutí kola s plo¹kou.

Obrázek 5.30: Odezvová plocha maximálního normálového kontaktního tlaku pøí dosednutí
kola s plo¹kou.

Obrázek 5.31: Odezvová plocha maximálního tøecího výkonu pøí dosednutí kola s plo¹kou.

Výsledné odezvové plochy pro tøi hlavní projevy, maximální normálovou sílu,
maximální normálový kontaktní tlak a maximální tøecí výkon na plochu jsou na
obrázcích 5.29 a¾ 5.31.
Výsledná funkce je funkcí tøí promìnných, proto ji lze jen obtí¾nì zobrazit. Zobrazení
pou¾ité v této práci pou¾ívá sérii tøí plo¹ných grafù s jednou z promìnných za�xovanou
na støední hodnotì. V¹echny body, které byly poèítány, pak jsou zobrazeny v grafech
s tím, ¾e promìnná, která je v plo¹ném grafu konstatní, je v bodech zohlednìna pomocí
jejich barvy: nejni¾¹í modrá, støední modrozelená/zelená, nejvy¹¹í èervená.
Na základì tvaru zobrazených ploch a vzdálenosti bodù pro nejni¾¹í a nejvy¹¹í
hodnotu tøetí promìnné lze rozpoznat, s jakou významností je daný projev ovlivnìný
jednou z promìnných. Takto je mo¾né z obrázku 5.29 poznat, ¾e na maximální
normálovou sílu mají srovnatelný vliv v¹echny promìnné, jen z grafu vpravo, kde je
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plo¹ný graf plo¹¹í a rozptyl poèítaných bodù podle tøetí promìnné, je patrný trochu
výraznìj¹í vliv hloubky nerovností. Stejnì je mo¾né vyèíst z grafu vlevo a uprostøed,
¾e závislost maximální normálové síly na hloubce nerovností je v daném rozsahu pøibli¾nì
lineární, proto¾e plo¹né grafy jsou minimálnì zakøivené ve smìru osy odpovídající hloubce
nerovností.
Maximální normálový kontaktní tlak podobný normálové síle, závislost pouze není
lineární. Maximální normálový kontaktní tlak pak na hloubce nerovností závisí výraznì,
proto¾e plo¹ný graf vpravo je velmi plochý a naopak rozptyl poèítaných bodù je znaèný.
Maximální kontaktní tlak je tedy ovlivnìný zejména tvarem povrchu po¹kozeného kola.
Maximální tøecí výkon je pak opìt ovlivnìn zejména hloubkou nerovností. Z ostatních
promìnných je tentokrát minimální vliv koe�cientu ¹íøky plo¹ky a naopak vliv rychlosti
je výraznìj¹í. Co¾ souvisí s velikostí skluzu, který se s rostoucí rychlostí také zvìt¹uje.

5.2. Jízda vozidla s vlnovým opotøebením kol po rovné
trati

Zvlnìní po obvodu kola je opotøebení, které vzniká cyklickým namáháním. Toto
opotøebení mù¾e vznikat buï v dùsledku pohybu dvojkolí po kolejnicích (vrtìní
dvojkolí) nebo vibracemi. Vlnitými nerovnostmi se zabývá èlánek [42]. V jeho úvodu jsou
zmínìny typické parametry vlnového opotøebení na vlacích provozovaných v Nìmecku.
Podle tohoto èlánku vznikající opotøebení závisí na dynamických vlastnostech vozidla
a podvozku. U vlakù ICE bylo pozorováno, ¾e na kole vznikají tøi vlny. Jiné opotøebení
bylo odhaleno v experimentu, který tento èlánek také zmiòuje. V tomto pøípadì
¹lo o nerovnosti s dvaceti vlnami po obvodu kola. Numerická simulace prezentovaná
tímto èlánkem dospìla k sedmi vlnám. Vlnové opotøebení po obvodu kola tedy mù¾e mít
pomìrnì ¹iroký rozsah. Proto byl v této práci zkoumán vliv hloubky opotøebení, poètu
vln a rychlosti vozidla na dynamické odezvy v kontaktu kola a kolejnice.

5.2.1. Matematický popis nerovností

Vlnové opotøebení kol lze nejjednodu¹¹ím zpùsobem popsat harmonickou funkcí

Rn (� d) = R0 �
Aww

2
� [1 + cos (Nww � � d)] pro � d 2 h� � ; � i (5.10)

kde R0 je polomìr nepo¹kozeného kola,Aww je hloubka nerovností aNww je poèet vln na
obvodì kola.

Obrázek 5.32: Srovnání obvodu kola se zvlnìním (èervená) a bez nìj (modrá).
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Obrázek 5.33: Funkce polomìru kola se zvlnìním. Harmonická funkce nerovností.

Pøi pou¾ití pro�lu S1002 má povrch kola v axiálním smìru tvar tohoto pro�lu, v teèném
smìru pak tvar daný funkcí nerovností. Graf funkce tvaru kola je na obrázku 5.33, srovnání
nepo¹kozeného a po¹kozeného obvodu kola pak na obrázku 5.32. Pøi úrovni opotøebení,
která je na nìm zobrazena, u¾ kolo má na sobì nìkolik plo¹ek, lze tedy oèekávat odezvy
podobné tìm v pøedchozí èásti.

5.2.2. Projevy nerovností v dynamickém chování vozidla

Zatímco v pøípadì plo¹ky na kole má nerovnost charakter impulzu, který se opakuje pøi
ka¾dé otáèce, u vlnového opotøebení vyvolávají nerovnosti harmonické kinematické bu-
zení. U mírnìj¹ích nerovností lze proto oèekávat odezvu, která bude také harmonická. U
výraznìj¹ích u¾ se potom zaènou více projevovat nelinearity vyplývající z pøípadné ztráty
kontaktu.

Obrázek 5.34: Svislý pohyb tì¾i¹tì dvojkolí se zvlnìním kol.

Obrázek 5.35: Normálové síly u dvojkolí se zvlnìním kol.
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Obrázek 5.36: Pøíèné teèné síly u dvojkolí se zvlnìním kol.

Obrázek 5.37: Podélné teèné síly u dvojkolí se zvlnìním kol.

Obrázek 5.38: Detail podélných teèných sil na dvojkolí se zvlnìním kol.

V této èásti je porovnáván vliv hloubky nerovností na pohyb dvojkolí a síly v kontaktu.
Nerovnosti byly na obou kolech stejné, podobnì jako v èásti 5.1.3. Odezvy na obou kolech
jsou v tomto pøípadì vùèi sobì symetrické.
Na prvních dvou obrázcích jsou úzce související projevy. Na obrázku 5.34 je prùbìh svislé
polohy tì¾i¹tì po¹kozeného dvojkolí a na obrázku 5.35 normálová síla v kontaktu nìkte-
rého z kol po¹kozeného dvojkolí a kolejnice. Jak se hloubka nerovností zvìt¹uje z 1 mm pøes
2 mm a¾ ke 3 mm, roste i intenzita projevù. U nerovností o hloubce 1 mm je harmonická
odezva jak u svislé polohy tì¾i¹tì, tak u normálové síly. Pøi nerovnostech o hloubce 2 mm
tì¾i¹tì vozidla klesne v minimu dvakrát hloubìji, co¾ odpovídá nárùstu opotøebení. Kmity
normálové síly u¾ mají vìt¹í amplitudu, proto dochází k poklesu hodnoty normálové síly
na nulu a krátké ztrátì kontaktu, která v¹ak je¹tì nemá výraznìj¹í úèinek. Oproti tomu
u nerovností o hloubce 3 mm u¾ kolo má zvlnìní tak hluboké, ¾e u¾ obvod kola je série
plo¹ek tvoøící mnohoúhelník se zaoblenými hranami. Takovéto kolo u¾ poskakuje z plo¹ky
na plo¹ku. Pøi ka¾dém dopadu kolo dosáhne výraznì vy¹¹í maximální normálové síly ne¾
u men¹í harmonické odezvy, je vymr¹tìno vzhùru, aby se na dal¹í plo¹ce po obvodu kola
náraz opakoval.
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V pøípadì teèných sil je rozdíl harmonické odezvy a nárazu je¹tì výraznìj¹í. U men¹ích
nerovností (hloubka 1 mm a 2 mm) teèné síly kmitají podle toho, jak nerovnosti mají
tendenci síly v kontaktu odlehèovat nebo zatì¾ovat. Pøíèná teèná síla (obrázek 5.36) je
pøímo svázána s velikostí normálové síly, pouze s nelineární závislosti.
Na prùbìhu teèné síly v podélném smìru (obrázek 5.38) je vidìt, ¾e tato slo¾ka síly
má dvojnásobnou frekvenci oproti normálové síle. Pøed zmìnou svislého pohybu (napø.
v èasech 0.210 s a 0.220 s) má dvojkolí snahu se více zapøít a urychlit pohyb, po zmìnì
smìru svislého pohybu (napø. v èasech 0.215 s a 0.225 s) naopak mírnì pøibrzïuje.
V pøípadì nárazù je teèné silové pùsobení øádovì vìt¹í (obrázek 5.37), jak má silové
pùsobení snahu vyrovnat impulz, který dvojkolí dostane pøi nárazu.

5.2.3. Projevy nerovností na kontaktních plochách

Projevy na kontaktních plochách odpovídají silovému pùsobení, které bylo zmínìno
v pøedchozí èásti. Rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku po obvodu kola

(a) Hloubka nerovností 1 mm

(b) Hloubka nerovností 2 mm

(c) Hloubka nerovností 3 mm

Obrázek 5.39: Rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku
po obvodu zvlnìného kola.
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(a) Hloubka nerovností 1 mm

(b) Hloubka nerovností 2 mm

(c) Hloubka nerovností 3 mm

Obrázek 5.40: Rozlo¾ení maximálního teèného tøecího napìtí po obvodu zvlnìného kola.

je na obrázku 5.39. V pøípadì hloubky nerovností 1 mm a 2 mm se mìní maximum tlaku
podle velikosti pøená¹ené síly. Poloha maxim prozrazuje, ¾e nejvìt¹í síla v kontaktu je
v okam¾iku, kdy roste okam¾itý polomìr. Kolo se víc zapøe, aby nadzvedlo tì¾i¹tì
dvojkolí. Jakmile se mine maximum polomìru, kolo se naopak odlehèí. Pøi hloubce
nerovností 1 mm se pøi odlehèení maximální tlak zmen¹í asi na polovinu, pøi hloubce
nerovností 2 mm se sní¾í a¾ na nulu.
Odli¹ná situace je v pøípadì nerovností hlubokých 3 mm. Kolo poskakuje z hrany na
hranu, pøièem¾ hranám odpovídá maximální okam¾itý polomìr kola. Proto¾e dochází
k nárazùm, je maximální normálový kontaktní tlak dvojnásobný oproti pøedchozímu
pøípadu.
V pøípadì teèného zatí¾ení (obrázek 5.40) má velký vliv i tvar povrchù v kontaktu
a odvalování kola. Proto místo s nejvìt¹ím teèným tøecím napìtí nele¾í v místì, kde je
¹iroká oblast s velkým normálovým tlakem, ale blí¾e k okolku, resp. vnitøní hranì kolejnice
(na obrázku nahoøe). To proto, ¾e uprostøed kontaktní plochy se kolo dobøe odvaluluje,
kde¾to v jeho okrajových oblastech je mírnì odli¹ný polomìr kola, a proto i relativní
rychlost kola vùèi kolejnici roste. Proto zde dochází ke skluzu a teèné tøecí napìtí je
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(a) Hloubka nerovností 1 mm

(b) Hloubka nerovností 2 mm

(c) Hloubka nerovností 3 mm

Obrázek 5.41: Rozlo¾ení maximálního skluzu po obvodu zvlnìného kola.

nejvìt¹í, a to nezávisle na hloubce opotøebení. Hloubka nerovností se projevuje na
velikosti maximálního teèného tøecího napìtí, které pøi zvìt¹ení nerovností z 1 mm na
2 mm vzroste dvakrát výraznìji ne¾ maximální normálový tlak.
Skluz (obrázek 5.41) má oblast s maximální hodnotou na stejném místì jako teèné tøecí
napìtí. Li¹í se ov¹em velikosti. Zatímco pøi hloubkách opotøebení 1 mm a 2 mm, je
maximální skluz pøibli¾nì stejnì velký, v pøípadì nárazù u hloubky nerovností 3 mm
je nìkolikanásobnì vìt¹í. Dochází k tomu, proto¾e v tomto pøípadì je pohyb u¾ velmi
odli¹ný od odvalování. A zatímco v pøípadì jedné plo¹ky se stav v kontaktu postupnì
stabilizuje (obrázek 5.17), u takto výrazného zvlnìní kolo poskakuje od nárazu k nárazu.
Tyto nárazy se pak projevují i na maximálním tøecím výkonu (obrázek 5.42). Pøi zvìt¹ení
hloubky nerovností z 1 mm na 2 mm se i maximální tøecí výkon pøibli¾nì zdvojnásobí.
Maxima le¾í na stejných místech. V pøípadì nerovností hlubokých 3 mm je maximální
tøecí výkon o øád vìt¹í a maximum le¾í v místì nejvìt¹ího zatí¾ení pøi dopadnutí kola.
Z tìchto výsledkù lze usuzovat, ¾e zvlnìné kolo se pohybuje ve dvou re¾imech.
V pøípadì malého opotøebení je odezva harmonická a zatí¾ení sice výraznì roste, ale není
je¹tì extrémní. V okam¾iku, kdy v¹ak zaène mít po¹kozené kolo hlub¹í nerovnosti, tvar
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(a) Hloubka nerovností 1 mm

(b) Hloubka nerovností 2 mm

(c) Hloubka nerovností 3 mm

Obrázek 5.42: Rozlo¾ení maximálního tøecího výkonu po obvodu zvlnìného kola.

kola se zaène blí¾it mnohoúhelníku (kolo má na sobì plo¹ky), dochází k vìt¹ím ztrátám
kontaktu a k nárazùm. Tyto nárazy zpùsobují prudké zvý¹ení zatí¾ení v kontaktu, a tím
dále urychlují po¹kození kola a kolejnice.

5.2.4. Vliv jednotlivých parametrù nerovností

Podobnì jako u plo¹ky na kole byla i u zvlnìných nerovností provedena studie vlivu
jednotlivých parametrù na projevy v kontaktu. Zkoumané parametry byly tentokrát
hloubka opotøebení (nerovností)A, poèet vln po obvodu kolaN a rychlost vozidlaV.
Na maximum normálové síly v kontaktu má hlavní vliv hloubka nerovností, co¾ dokazuje
i graf na obrázku 5.43 vpravo, kde vypoèítané hodnoty pro nejmen¹í (modré,A = 1 mm)
a nejvìt¹í (èervené, A = 2 mm) nerovnosti le¾í nejdále od odezvové plochy, zobrazené
pro støední hloubku nerovností (A = 2 mm). Navíc je i z ostatních grafù obrázku 5.43
patrné, ¾e pro hloubku nerovností velikost normálové síly dozná skokové zmìny. Je to
zpùsobeno tím, ¾e pøi opotøebení o hloubce 3 mm vytváøí zvlnìní ji¾ zmínìné plo¹ky a na
nich vznikající nárazy. Oproti tomu vliv poètu vln po obvodu kola je ve zvoleném rozmezí
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Obrázek 5.43: Odezvová plocha maximální normálové síly pøi dosednutí kola se zvlnìním.

Obrázek 5.44: Odezvová plocha maximálního normálového kontaktního tlaku kola se zvlnìním.

Obrázek 5.45: Odezvová plocha maximálního tøecího výkonu kola se zvlnìním.

jen malý, co¾ dokazuje malý rozptyl vypoèítaných bodù v grafu vlevo.
Odezvová plocha pro maximální normálový kontaktní tlak (obrázek 5.44) je velmi
podobná maximální normálové síle. Oproti tomu odezvová plocha pro tøecí výkon (obrázek
5.45) ukazuje, ¾e v pøípadì teèného zatí¾ení a tøení roste vliv rychlosti vozidla. Co se týká
intenzity, je vliv hloubky opotøebení a rychlosti vozidla ve zvoleném rozmezí parametrù
srovnatelný. Rychlost má závislost pøibli¾nì lineární, hloubka opotøebení kvadratickou,
co¾ souvisí se zlomem pøi vzniku plo¹ek.
Celkovì lze usoudit, ¾e na intenzitu silového pùsobení má nejvìt¹í vliv hloubka nerovností,
tøecí úèinky jsou navíc pøes skluz ovlivnìny i rychlostí vozidla.
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5.3. Jízda vozidla po rovné trati se zvlnìnými kolejni-
cemi

Tøetí studie se u¾ nevìnuje nerovnostem na kole, ale zvlnìní kolejnic. Dochází k nìmu
obvykle buï na vnitøní kolejnici oblouku (viz obrázek 2.12) nebo na obou kolejnicích na
rovné trati, co¾ je mo¾né najít v místech, kde vozidla èasto zrychlují nebo brzdí, tedy
v blízkosti stanic a zastávek.

5.3.1. Matematický popis nerovností

Vlny na kolejnicích je mo¾né v podélném smìru popsat jednoduchou harmonickou funkcí

Nn = Aw � sin
�

2 � �
Lw

� y
�

(5.11)

kde Aw je amplituda nerovností,Lw je délka nerovností ay je poloha v podélném smìru
kolejnic. Takto vzniklé nerovnosti spolu s funkcí pro�lu UIC60 vytváøí zvlnìní na obrázku
5.46. Pro zji¹»ování projevù vozidla pøi jízdì pøes nerovnosti byly zvoleny délky vln 5 cm,
10 cm a 20 cm a amplitudy nerovností 0.05 mm, 0.10 mm a 0.20 mm. Pøitom u vln s délkou
5 cm u¾ mù¾e být zakøivení sinusoidy srovnatelné se zakøivením kola. Na obrázku 5.47 jsou
porovnány nerovnosti s amplitudou 0.1 mm s tvarem zkoumaného kola. V tomto pøípadì
tvar kola kopíruje nerovnosti v nejhlub¹ím místì. Na obrázku 5.48 jsou nerovnosti je¹tì
výraznìj¹í, s amplitudou 0.2 mm. Na tomto obrázku jsou srovnány tvar zvlnìné kolejnice
s tvarem kola, které se pou¾ívá pro vagóny, a tvarem kola, které se pou¾ívá pro lokomotivy.
Vagóny mají men¹í polomìr 460 mm nebo 500 mm, co¾ je ménì ne¾ v pøípadì lokomotiv
(polomìr 625 mm). Proto se teoreticky mù¾e stát, ¾e vagóny vytvoøí vrtìním nerovnosti,
u kterých bude mít kolo lokomotivy kontakt ve dvou místech, jako tomu je na tomto
obrázku.

Obrázek 5.46: Harmonická funkce zvlnìní kolejnic.
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Obrázek 5.47: Srovnání pro�lù kola a kolejnice pro kolo o polomìru 625 mm a nerovnosti
kolejnice o délce vln 5 cm a amplitudì 0.1 mm.

Obrázek 5.48: Srovnání pro�lù kola a kolejnice pro kola o polomìru 460 mm (vagóny)
a 625 mm (lokomotivy) a nerovnosti kolejnice o délce vln 5 cm a amplitudì 0.2 mm.

5.3.2. Projevy nerovností v dynamickém chování vozidla

V detailních grafech jsou porovnány dvì série výpoètù. V první jsou srovnány úèinky
tìchto nerovností:

ˆ Harmonická odezva s malou amplitudou
Rychlost vozidla 20 m/s, délka vln 10 cm, amplituda nerovností 0.05 mm. Projevy
v pøípadì tìchto nerovností mají jen malou odchylku od stavu bez nerovností.

ˆ Harmonická odezva s velkou amplitudou
Rychlost vozidla 20 m/s, délka vln 10 cm, amplituda nerovností 0.2 mm. Projevy
v tomto pøípadì stále mají harmonickou odezvu, ale dochází u¾ k výraznému
odlehèení kontaktu.

ˆ Odezva s dvoubodovým kontaktem
Rychlost vozidla 10 m/s, délka vln 5 cm, amplituda nerovností 0.2 mm. Proto¾e
zùstal pomìr rychlosti a délky vln, má odezva v tomto pøípadì stejnou frekvenci.
V dùsledku dvoubodového kontaktu u¾ lze oèekávat slo¾itìj¹í odezvu ne¾
v pøedchozích pøípadech.

V druhé sérii je porovnána odezva pøi nejvy¹¹í rychlosti vozidla:

ˆ Pøejezd krátkých vln s malou amplitudou
Rychlost vozidla 30 m/s, délka vln 5 cm, amplituda nerovností 0.05 mm. Kontakt
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Obrázek 5.49: Svislý pohyb tì¾i¹tì dvojkolí pøi zvlnìní kolejnic. Projevy bez výrazných rázù.

Obrázek 5.50: Svislý pohyb tì¾i¹tì dvojkolí pøi zvlnìní kolejnic. Projevy s rázy.

Obrázek 5.51: Normálové síly na kolo pøi zvlnìní kolejnic. Projevy bez výrazných rázù.

Obrázek 5.52: Normálové síly na kolo pøi zvlnìní kolejnic. Projevy s rázy.
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Obrázek 5.53: Pøíèné teèné síly kolo pøi zvlnìní kolejnic. Projevy bez výrazných rázù.

Obrázek 5.54: Pøíèné teèné síly kolo pøi zvlnìní kolejnic. Projevy s rázy.

Obrázek 5.55: Podélné teèné síly kolo pøi zvlnìní kolejnic. Projevy bez výrazných rázù.

Obrázek 5.56: Podélné teèné síly kolo pøi zvlnìní kolejnic. Projevy s rázy.
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je¹tì není dvoubodový, ale v nejni¾¹ím místì nerovností je polomìr køivosti skoro
toto¾ný polomìru kola.

ˆ Pøejezd krátkých vln s velkou amplitudou
Rychlost vozidla 30 m/s, délka vln 5 cm, amplituda nerovností 0.2 mm. Dvoubodový
kontakt s velkou rychlostí pøejezdu nerovností.

Na svislém pohybu tì¾i¹tì dvojkolí (obrázky 5.49 a 5.52) se projevuje nejen rozdílná
amplituda nerovností, ale i støední poloha kmitù je rozdílná. Je to zpùsobeno tím, ¾e
kolejnice nejsou ulo¾eny na pevném, ale na pru¾ném podlo¾í. Pøi pohybu dvojkolí,
u kterého dochází k vìt¹ímu odlehèení, má kolejnice svoji rovnová¾nou polohu vý¹e, tak¾e
i dvojkolí je pak posazeno vý¹.
Dùle¾itìj¹í hodnotou je normálová síla v kontaktu. Na obrázku 5.51 je srovnání normálové
síly v první sérii. Oba prùbìhy pro rychlost 20 m/s jsou harmonické se støední hodnotou
100 kN. Rozdíl mezi nimi je v amplitudì síly. Pøi amplitudì nerovností 0.05 mm je
amplituda normálové síly 20 kN, pøi amplitudì nerovností 0.2 mm to èiní 80 kN. Je
zde tedy lineární závislost. Pøi dostateènì velké délce vln nerovností tedy nedochází
k nelineárním projevùm normálové síly.
To se ov¹em zmìní pøi zkrácení vln nerovností na 5 cm. Pøi rychlosti 10 m/s je
frekvence nerovností stejná jako v pøedchozích dvou pøípadech. Prùbìh normálové síly
je ale v tomto pøípadì mnohem slo¾itìj¹í právì kvùli tomu, ¾e se objevuje dvoubodový
kontakt. Kontaktní plocha tak nekopíruje plynule povrch kolejnice, ale pøeskakuje
z jednoho vrcholku nerovností na druhý. Tyto pøechody jsou provázeny odchylkami od
harmonického prùbìhu normálové síly.
Na obrázku 5.52 je pozorovatelný vliv amplitudy nerovností s délkou vln 5 cm.
U men¹ích nerovností, s amplitudou 0.05 mm, kdy se køivost nerovností blí¾í polomìru
kola, nedochází k výraznému zvý¹ení normálových sil. Prùbìh u¾ v¹ak nepøipomíná
harmonickou funkci. V minimu nedochází k výraznému odlehèení, jen pøi dojezdu
k vrcholu nerovností dostane kolo impuls síly. U nerovností s amplitudou 0.2 mm u¾
k dvoubodovému kontaktu dochází. Po pøedání kontaktu z jednoho vrcholu nerovností na
druhý dochází k jistému nárazu (maximum normálové síly 300 kN). Druhá, men¹í ¹pièka
odpovídá pøejezdu pøes vrchol nerovností.
Teèné, resp. tøecí síly se projevují zejména v pøíèném smìru (obrázky 5.53 a 5.54), kde
jsou a¾ o øád vy¹¹í ne¾ ve smìru podélném. U teèných sil jsou patrné odchylky od
harmonické odezvy. Ta zùstává jen v pøíèném smìru v pøípadì nejmen¹ích nerovností.
Maxima pøíèných teèných sil odpovídají maximùm normálových sil, co¾ dokládá pøímou
vazbu normálových a pøíèných teèných sil.
V pøípadì podélných teèných sil (obrázky 5.55 a 5.56) jsou výsledky silnì posti¾eny
¹umem. A to proto¾e hraniènìprvková sí» je pomìrnì hrubá nenulový skluz jen na
nìkterých prvcích. Maxímální hodnoty podélných teèných sil jsou øádovì ni¾¹í ne¾
u normálové nebo teèné síly, proto¾e se jedná o prosté odvalování bez pøenosu hnacích sil.

5.3.3. Projevy nerovností na kontaktních plochách

Na obrázcích 5.57 a¾ 5.60 jsou projevy na povrchu kolejnice pro stejné varianty výpoètù
jako v pøedchozí kapitole.
Rozlo¾ení maximálního normálového tlaku na kolejnici pøi pøejezdu vozidla je na
obrázku 5.57. Podobnì jako v grafu normálových sil (5.51) jsou na odezvách
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(a) Rychlost 20 m/s, délka nerovností 0.10 m, amplituda nerovností 0.05 mm

(b) Rychlost 20 m/s, délka nerovností 0.10 m, amplituda nerovností 0.20 mm

(c) Rychlost 10 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.20 mm

(d) Rychlost 30 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.05 mm

(e) Rychlost 30 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.20 mm

Obrázek 5.57: Rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku na zvlnìné kolejnici
v prùbìhu prùjezdu kola. Pomìr mìøítka os X a Y 1:1.
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(a) Rychlost 20 m/s, délka nerovností 0.10 m, amplituda nerovností 0.05 mm

(b) Rychlost 20 m/s, délka nerovností 0.10 m, amplituda nerovností 0.20 mm

(c) Rychlost 10 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.20 mm

(d) Rychlost 30 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.05 mm

(e) Rychlost 30 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.20 mm

Obrázek 5.58: Rozlo¾ení maximálního teèného tøecího napìtí na zvlnìné kolejnici v prùbìhu
prùjezdu kola. Pomìr mìøítka os X a Y 1:1.
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(a) Rychlost 20 m/s, délka nerovností 0.10 m, amplituda nerovností 0.05 mm

(b) Rychlost 20 m/s, délka nerovností 0.10 m, amplituda nerovností 0.20 mm

(c) Rychlost 10 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.20 mm

(d) Rychlost 30 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.05 mm

(e) Rychlost 30 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.20 mm

Obrázek 5.59: Rozlo¾ení maximálního skluzu na zvlnìné kolejnici v prùbìhu prùjezdu kola.
Pomìr mìøítka os X a Y 1:1.
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(a) Rychlost 20 m/s, délka nerovností 0.10 m, amplituda nerovností 0.05 mm

(b) Rychlost 20 m/s, délka nerovností 0.10 m, amplituda nerovností 0.20 mm

(c) Rychlost 10 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.20 mm

(d) Rychlost 30 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.05 mm

(e) Rychlost 30 m/s, délka nerovností 0.05 m, amplituda nerovností 0.20 mm

Obrázek 5.60: Rozlo¾ení maximálního tøecího výkonu na zvlnìné kolejnici v prùbìhu prùjezdu
kola. Pomìr mìøítka os X a Y 1:1.
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s nejmírnìj¹ími nerovnostmi (obrázek 5.57(a)) patrné jen malé výkyvy normálového tlaku.
Na následujícím obrázku (5.57(b)) u¾ jsou vidìt výrazná odlehèení v prostoru prohlubní,
které se projevuje sní¾ením maximálního normálového tlaku a¾ na asi 300 MPa. Je to
patrné na kolejnici v podélných polohách napø. 7.97 m a 8.07 m.
U nerovností s délkou vln 5 cm a amplitudou 0.2 mm, kde dochází k dvoubodovému
kontaktu (obrázky 5.57(c) a 5.57(e)), lze pozorovat, ¾e v prohlubních zvlnìní u¾ není
pøená¹en ¾ádný kontaktní tlak. Zároveò lze na obrázku 5.57(e) pozorovat tvrdé dosednutí
kola po pøejezdu prohlubnì (na polohách 7.91 m, 7.96 m, 8.01 m, . . .), které odpovídá
300 kN maximu na prùbìhu normálové síly. Následné zatí¾ení u¾ není tak výrazné (¾luté
maximum o kousek dále) a je srovnatelné s pomalej¹ím prùjezdem na obrázku 5.57(c)
(pozor na rozdílné mìøítko).
Poslední, co stojí za zmínku u normálového tlaku, je maximální zatí¾ení pøi odlehèení
kola vozidla, které rychlostí 30 m/s pøejí¾dí nerovnosti s délkou vln 5 cm a amplitudou
0.05 mm, na obrázku 5.57(d). Vzhledem k prùbìhu normálové síly by se dalo èekat,
¾e toto zatí¾ení bude stejné nebo vìt¹í ne¾ v pøípadì 5.57(a). A to proto, ¾e minimum
normálové síly je také vìt¹í - 78 kN pro rychlost 20 m/s, délku vln 10 cm, amplitudu
0.05 mm (5.57(a)), 81 kN pro rychlost 30 m/s, délku vln 5 cm, amplitudu 0.05 mm
(5.57(d)). Maximální normálový tlak v kontaktu je ale 650 MPa pro první variantu a jen
600 MPa pro druhou. To je zpùsobeno tím, ¾e normálový tlak je u nerovností s délkou
vln 5 cm rozlo¾en na vìt¹í plochu v dùsledku podobné køivosti nerovností a kola.
V pøípadì teèných projevù, a» u¾ se jedná o maximální teèné tøecí napìtí (obrázek 5.58),
skluz (obrázek 5.59) nebo tøecí výkon (obrázek 5.60) u¾ jsou výsledky posti¾eny ¹umem,
který byl pozorován v prùbìhu podélných teèných sil (obrázky 5.55 a 5.56). Ale i tak lze
usoudit nìkteré závìry:

ˆ Maxima teèných projevù (vèetnì skluzu) se shodují s maximy normálových tlakù,
tedy dosednutí kola.

ˆ Skluz, a tedy i tøecí výkon, jsou vìt¹í blí¾e k okolku kola nebo vnitøní hranì kolejnice.
Zvý¹ené opotøebení lze tedy oèekávat smìrem k okolku. Toto je zvlá¹tì patrné,
pokud nedochází k výrazným dynamickým jevùm - maximum v¹ech teèných projevù
je blí¾e k vnitøní hranì (na obrázcích dole).

ˆ Nejni¾¹í zatí¾ení je oproti tomu na styèné kru¾nici, kde je nejlep¹í vedení kola.

ˆ Pokud se vyskytnou rázy nebo jakékoli projevy, které se jim blí¾í, øádovì vzroste
tøecí výkon na kontaktní plo¹e.

5.3.4. Vliv jednotlivých parametrù nerovností

Pro porovnání úèinkù parametrù zvlnìní byl naplánován experiment, pøi kterém byly
zvoleny rychlosti vozidla 10 m/s, 20 m/s a 30 m/s, amplitudy nerovností 0.05 mm,
0.1 mm a 0.2 mm a délky vln nerovností 5 cm, 10 cm a 20 cm. Ji¾ ukázané výsledky
byly ostatnì vybrány z této série.
Podle výsledkù pro normálovou sílu (obrázek 5.61) má na maximální normálovou sílu
nejvìt¹í úèinek amplituda nerovností. Rychlost vozidla má naopak podle této studie
vliv zanedbatelný. Lze tedy usuzovat, ¾e zmìna rychlosti vozidla pouze ovlivní frekvenci
normálové síly, ale ne její velikost. V pøípadì délky vln nerovností je na rozdíl od
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Obrázek 5.61: Odezvová plocha maximální normálové síly na kolejnici se zvlnìním.

Obrázek 5.62: Odezvová plocha maximálního normálového kontaktního tlaku na kolejnici
se zvlnìním.

Obrázek 5.63: Odezvová plocha maximálního tøecího výkonu na kolejnici se zvlnìním.

ostatních úmìra nepøímá - èím krat¹í vlny, tím dynamiètìj¹í odezva. Obdobné závìry
je mo¾né nalézt i pro maximální normálový kontaktní tlak (obrázek 5.62).
Kde se v¹ak rychlost vozidla projevuje, je maximální tøecí výkon (obrázek 5.63).
Obzvlá¹tì, pokud se zaènou objevovat projevy blí¾ící se nárazùm, roste øádovì (napø.
u rychlosti 30 m/s, délce vln 5 cm, amplitudì zvlnìní 0.2 mm, viz pøedchozí èásti).
Souvisí to s tím, ¾e pøi vy¹¹ích rychlostech vozidla roste i relativní skluz kol a tím jak
skuteèný skluz, tak tøecí výkon. Ale stále má výraznìj¹í vliv amplituda nerovností. Délka
vln má úèinek ni¾¹í.
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5.4. Jízda vozidla v oblouku

Pøedchozí èásti se vìnovaly chování v kontaktu v pøípadech, kdy u¾ vzniklo na kolech
nebo na kolejnicích nìjaké opotøebení nebo po¹kození. Následující èást se bude vìnovat
spí¹e pøíèinám vzniku opotøebení. Na kolejnicích je nejèastìji opotøebení pozorováno
v oblouku, a to zvlnìní vnitøní kolejnice a zmìna pro�lu vnìj¹í kolejnice (viz obrázek
2.14). Toto opotøebení vzniká nerovnomìrným pohybem dvojkolí pøi jízdì v oblouku, kdy
kolo na vnitøní kolejnici musí projet krat¹í dráhu ne¾ to na vnìj¹í kolejnici. To vyvolává
kmitavý pohyb, je¾ vytváøí toto opotøebení. Jak je tento pohyb ovlivnìn rychlostí vozidla
nebo polomìrem oblouku, bude ukázáno ní¾e.

5.4.1. Matematický popis tratì

Tra» v oblouku je popsána na jiné úrovni modelu ne¾ nerovnosti v pøedchozích kapitolách,
a to v popisu trajektorie tratì. Oblouk je popsán dvìma parametry - polomìrem oblouku
R a pøevý¹ením vnìj¹í kolejnicepv, viz rovnice 2.5. Pøevý¹ení vnìj¹í kolejnice je pro úèely
výpoètu pøemìnìno na úhel odklonu kolejnice
 dr pou¾itý v rovnici 4.45. Hodnoty pou¾ité
ve výpoètech jsou v tabulce 5.2. Odpovídají oblouku navr¾enému pro rychlost 20 m/s
(72 km/h).

POLOMÌR OBLOUKU [m] ODKLON KOLEJNICE [ o]
300 4.676
600 2.342
1000 1.406

Tabulka 5.2: Pøehled pou¾itých parametrù oblouku.

Pro�l kol je S1002, pro�l kolejnic UIC60, ¾ádné nerovnosti nebyly uva¾ovány. Chování
vozidla je tedy ovlivnìno pouze zakøivením tratì.

5.4.2. Detail chování v kontaktu

V první studii jízdy chování oblouku byl simulován prùjezd vozidla jedoucího rychlostí
20 m/s obloukem o polomìru 300 m, který odboèuje doleva. Na podobném oblouku na
úseku trati Brno - Bílovice nad Svitavou bylo nalezeno výrazné opotøebení, viz
obrázek 2.14.
Na obrázcích 5.64 a¾ 5.67 je detail zatí¾ení kolejnic pøi prùjezdu obloukem. Obrázky
ukazují projevy vyhodnocované na povrchu kolejnice v kontaktu pro úsek dlouhý 1 m,
v¾dy zvlá¹» úèinek pøi prùjezdu pøedního a zadního dvojkolí podvozku. Projevy dvojkolí
na pøedním a zadním podvozku byly podobné, proto se nerozli¹ují. Na ka¾dém obrázku
jsou nahoøe prùbìhy zatí¾ení pro obì kolejnice pøi prùjezdu pøedního dvojkolí podvozku,
dole toté¾ pro zadní dvojkolí podvozku. Dále platí, ¾e nahoøe je zobrazena levá kolejnice,
dole pravá kolejnice a smìr jízdy je zleva doprava. Vnitøní hrany kolejnic zùstávají
uprostøed.
Na v¹ech obrázcích je patrné výraznì vy¹¹í zatí¾ení na vnitøní hranì pravé kolejnice
vyvolané pøedním dvojkolím. To je zpùsobeno tím, jak má pøední dvojkolí setrvaèností
a tvarem pro�lu kola snahu jet rovnì a pravá kolejnice ho musí tlaèit doleva do smìru
jízdy. Proto vzniká vy¹¹í zatí¾ení na vnitøní hranì pravé kolejnice a u okolku pravého kola.
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5.4. JÍZDA VOZIDLA V OBLOUKU

Na hranì kolejnice je mnohem men¹í polomìr zakøivení povrchu, proto je zde i nìkolika-
násobnì vy¹¹í maximální kontaktní tlak. Tyto projevy souhlasí s výrazným opotøebením
pro�lu na vnìj¹í kolejnici oblouku (obrázek 2.11).
Kvùli rozdílnému polomìru levé a pravé kolejnice oblouku nejede dvojkolí plynule, ale
kmitá. Pokud kola na obou kolejnicích pøesnì kopírují kolejnice, pravé kolo (uvnitø
oblouku) pøedbíhá levé (vnì oblouku). Proto¾e se kola toèí se stejnou úhlovou rychlostí,
roste na vnitøním kole skluz a teèná síla a zaène ho zpomalovat, aby se pohyb ustálil.
Kdy¾ teèná síla zpomalí vnitøní kolo dostateènì, skluz se zmen¹í a kolo se znovu odvaluje
a opìt pøedjí¾dí vnìj¹í kolo. Postupné zvìt¹ování a zmen¹ování skluzu je nejlépe patrné
na obrázku 5.66 nahoøe, kde levé kolo zvy¹uje skluz a¾ trojnásobnì oproti bì¾né hodnotì.
Toto kmitání je pøíèinou tvorby zvlnìní na vnitøní kolejnici oblouku (viz obrázek 2.12).
Proto¾e ale na vnitøní kolejnici nejsou tak velké kontaktní tlaky jako na vnìj¹í, není ani
její opotøebení tak výrazné jako u zmìn pro�lu vnìj¹í kolejnice.
Na vnìj¹í kolejnici se kmitání dvojkolí projevuje i zmìnou polohy kontaktní plochy,
proto¾e na vnitøní hranì kolejnice jsou tvar a poloha kontaktní plochy citlivé i na malé
zmìny vzájemné polohy povrchù kola a kolejnice.

Obrázek 5.64: Detail rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku pøi prùjezdu
obloukem.

Obrázek 5.65: Detail rozlo¾ení maximálního teèného tøecího napìtí pøi prùjezdu obloukem.
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Obrázek 5.66: Detail rozlo¾ení maximálního skluzu pøi prùjezdu obloukem.

Obrázek 5.67: Detail rozlo¾ení maximálního tøecího výkonu pøi prùjezdu obloukem.

Zadní dvojkolí podvozku je vedeno pohybem pøedního dvojkolí, proto projevy v kontaktu
nejsou zdaleka tak výrazné. Kontaktní plocha se u¾ neposouvá tak výraznì z vystøedìné
polohy a v¹echny projevy mají ni¾¹í hodnotu, i kdy¾ ke kmitání dvojkolí stále dochází.
Oèekávané opotøebení zadního dvojkolí je mnohem men¹í ne¾ v pøípadì pøedního dvojkolí
podvozku.

5.4.3. Vliv rychlosti vozidla

Pro zkoumání vlivu rychlosti vozidla na projevy v kontaktech kol a kolejnic byly
simulovány prùjezdy vozidla obloukem o polomìru 300 m pøi rychlosti 10 m/s (36 km/h),
20 m/s (72 km/h) a 30 m/s (108 km/h). Byly porovnávány tøi hlavní série parametrù.
První byly síly v kontaktu (obrázky 5.68 a¾ 5.70), dále frekvence vybuzené na dvojkolí
v jednotlivých stupních volnosti pohybu (obrázek 5.71) a nakonec projevy v kontaktu kola
a kolejnice (obrázky 5.72 a¾ 5.79).
V prùbìhu normálové síly (obrázek 5.68) je vidìt, ¾e s rostoucí rychlostí vozidla roste
i dynamiènost silového pùsobení. Zatímco pøi rychlosti 10 m/s je normálová síla jen
mírnì rozkmitaná, v pøípadì rychlosti 20 m/s kmitá pøední dvojkolí u¾ výraznì. V pøípadì
prùjezdu rychlostí 30 m/s u¾ dochází dokonce ke ztrátì kontaktu.
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5.4. JÍZDA VOZIDLA V OBLOUKU

(a) Levé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(b) Pravé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(c) Levé kolo zadního dvojkolí podvozku

(d) Pravé kolo zadního dvojkolí podvozku

Obrázek 5.68: Vliv rychlosti vozidla na prùbìh normálové síly pøi prùjezdu obloukem
o polomìru 300 m.
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(a) Levé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(b) Pravé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(c) Levé kolo zadního dvojkolí podvozku

(d) Pravé kolo zadního dvojkolí podvozku

Obrázek 5.69: Vliv rychlosti vozidla na prùbìh podélné teèné síly pøi prùjezdu obloukem
o polomìru 300 m.
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5.4. JÍZDA VOZIDLA V OBLOUKU

(a) Levé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(b) Pravé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(c) Levé kolo zadního dvojkolí podvozku

(d) Pravé kolo zadního dvojkolí podvozku

Obrázek 5.70: Vliv rychlosti vozidla na prùbìh pøíèné teèné síly pøi prùjezdu obloukem
o polomìru 300 m.
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(a) Pøíèné zrychlení tì¾i¹tì dvojkolí (•x)

(b) Podélné zrychlení tì¾i¹tì dvojkolí ( •y)

(c) Svislé zrychlení tì¾i¹tì dvojkolí ( •z)

(d) Úhlové zrychlení boèení dvojkolí (• )

(e) Úhlové zrychlení klopení dvojkolí (•� )

(f) Úhlové zrychlení rotace dvojkolí ( •' )

Obrázek 5.71: Vliv rychlosti vozidla pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m na vybuzené
frekvence dvojkolí v jednotlivých smìrech pohybu. Vlevo zadní dvojkolí podvozku,

vpravo pøední dvojkolí podvozku.
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5.4. JÍZDA VOZIDLA V OBLOUKU

(a) Rychlost 10 m/s

(b) Rychlost 20 m/s

(c) Rychlost 30 m/s

Obrázek 5.72: Vliv rychlosti vozidla pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m na rozlo¾ení
maximálního normálového kontaktního tlaku na kolejnici na kolejnici.

V¾dy nahoøe levá, dole pravá kolejnice.
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(a) Rychlost 10 m/s

(b) Rychlost 20 m/s

(c) Rychlost 30 m/s

Obrázek 5.73: Vliv rychlosti vozidla pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m na rozlo¾ení
maximálního teèného tøecího napìtí na kolejnici. V¾dy nahoøe levá, dole pravá kolejnice.
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5.4. JÍZDA VOZIDLA V OBLOUKU

(a) Rychlost 10 m/s

(b) Rychlost 20 m/s

(c) Rychlost 30 m/s

Obrázek 5.74: Vliv rychlosti vozidla pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m na rozlo¾ení
maximálního skluzu na kolejnici. V¾dy nahoøe levá, dole pravá kolejnice.
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(a) Rychlost 10 m/s

(b) Rychlost 20 m/s

(c) Rychlost 30 m/s

Obrázek 5.75: Vliv rychlosti vozidla pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m na rozlo¾ení
maximálního tøecího výkonu na kolejnici. V¾dy nahoøe levá, dole pravá kolejnice.
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Obrázek 5.76: Vliv rychlosti vozidla pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m na hodnotu
maximálního normálového kontaktního tlaku na kolejnici.

Obrázek 5.77: Vliv rychlosti vozidla pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m na hodnotu
maximálního teèného tøecího napìtí na kolejnici.

Obrázek 5.78: Vliv rychlosti vozidla pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m na hodnotu
maximálního skluzu na kolejnici.

Obrázek 5.79: Vliv rychlosti vozidla pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m na hodnotu
maximálního tøecího výkonu na kolejnici.
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Na zatí¾ení zadního dvojkolí je patrný dal¹í fakt, a to shoda rychlosti vozidla s rychlostí,
pro kterou je oblouk navr¾en. Zvolený oblouk je navr¾en pro rychlost prùjezdu 20 m/s,
proto síla na levém i pravém kole zadního dvojkolí je nejblí¾e nominální hodnotì 100 kN.
Pøi prùjezdu vy¹¹í rychlostí dochází k pøetì¾ování pravé (vnìj¹í) kolejnice, jak má vozidlo
snahu setrvaèností pokraèovat v jízdì rovnì. Pøi prùjezdu ni¾¹í rychlostí u¾ naopak klopení
oblouku není vyvá¾eno odstøedivou silou vozidla, proto je vìt¹í síla na levém (vnitøním
kole).
Na podélné teèné síle se kmitání v kontaktu projevuje je¹tì výraznìji ne¾ na normálové
síle. Zejména na silách na levé kolo u rychlosti 20 m/s je vidìt opakované zpomalování
vnitøního kola, které ují¾dí vnìj¹ímu. U rychlosti 30 m/s je prùbìh u¾ výraznì
ovlivnìn ztrátou kontaktu vnitøního kola a kmitání teèné síly se projevuje spí¹e na pravém
(vnìj¹ím) kole.
Mezi pøíènou teènou silou a normálovou silou existuje tìsnìj¹í vazba ne¾ v pøípadì
podélné teèné síly. Prùbìhy pøíèné teèné síly jsou proto podobnìj¹í prùbìhùm
normálové síly, i kdy¾ rozdíly tam jsou, proto¾e vazba není lineární.
Rozbor frekvencí vybuzených na dvojkolí (obrázek 5.71) ukazuje zejména jednu
dominantní frekvenci� pøibli¾nì 90 Hz. Na této frekvenci kmitá zejména pøední dvojkolí
a odpovídá hluku, který vydává kolejové vozidlo v oblouku. Dal¹í významná frekvence
je pøibli¾nì 2 Hz, která odpovídá vrtìní dvojkolí. Ta ale není v grafech frekvenèního
spektra zobrazena, proto¾e vzorek dat pro vyhodnocení byl pøíli¹ malý (ménì ne¾ 0.5 s
prùbìhu pohybu). Dal¹í významné frekvence jsou vìt¹inou násobky 90 Hz, tedy následné
harmonické frekvence.
Grafy projevù v kontaktu kola a kolejnic (obrázky 5.72 a¾ 5.75) ukazují mnohem del¹í
úsek kolejnice ne¾ v pøedchozí èásti (nyní 12 a¾ 24 m). Proto kmity jsou zobrazeny hustìji.
Rozlo¾ení kontaktních tlakù i dal¹í projevy ukazují, jak se s rostoucí rychlostí zvìt¹uje
i kmitání dvojkolí. Pøi rychlosti 10 m/s jsou projevy je¹tì pomìrnì stabilní, pøi rychlosti
20 m/s je patrné výrazné kmitání. Pøi rychlosti 30 m/s u¾ je vidìt oblast, kde dochází ke
ztrátì kontaktu a poskakování, zmìny pùsobi¹tì sil i velikostí jednotlivých projevù.
Poslední obrázky série - srovnání maximálních velikostí jednotlivých velièin
vyhodnocovaných v kontaktu (5.76 a¾ 5.79) nejlépe ukazují trendy závislosti na
rychlosti. Na zadním dvojkolí podvozku se velikosti pøíli¹ nemìní a jsou i øádovì ni¾¹í ne¾
v pøípadì pøedního dvojkolí. Jen v pøípadì rychlosti 30 m/s u¾ je poskakování
pøedního dvojkolí tak významné, ¾e ovlivní i to zadní.
Na pøedním dvojkolí podvozku je patrná závislost maximálních projevù na rychlosti. Na
maximálním normálovém kontaktním tlaku a maximálním teèném tøecím napìtí je vidìt
zvý¹ení zatí¾ení na na pravé (vnìj¹í) kolo a naopak odlehèení levého (vnitøního) kola.
Maximální skluz narùstá spolu s rychlostí. A maximální tøecí výkon narùstá výraznì
s rostoucí rychlostí, závislost je témìø lineární. Obrovský je rozdíl hodnot na levém
a pravém kole, a to a¾ o øád.
Celkovì lze shrnout vliv rychlosti vozidla na pùsobení v kontaktu tak, ¾e se nezmìní
výraznì charakter projevù, ale intenzivnì narùstá jejich intenzita.

5.4.4. Vliv polomìru oblouku

V poslední èásti je vyhodnocen vliv polomìru oblouku. Proto byly simulovány prùjezdy
vozidla rychlostí 20 m/s oblouky o polomìru 300 m, 600 m a 1000 m. Oblouk byl v¾dy
navr¾en na rychlost prùjezdu 20 m/s, tak¾e tomu odpovídá klopení oblouku
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(a) Levé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(b) Pravé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(c) Levé kolo zadního dvojkolí podvozku

(d) Pravé kolo zadního dvojkolí podvozku

Obrázek 5.80: Vliv polomìru oblouku na prùbìh normálové síly pøi prùjezdu vozidla
rychlostí 20 m/s.
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(a) Levé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(b) Pravé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(c) Levé kolo zadního dvojkolí podvozku

(d) Pravé kolo zadního dvojkolí podvozku

Obrázek 5.81: Vliv polomìru oblouku na prùbìh podélné teèné síly pøi prùjezdu vozidla
rychlostí 20 m/s.
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(a) Levé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(b) Pravé kolo pøedního dvojkolí podvozku

(c) Levé kolo zadního dvojkolí podvozku

(d) Pravé kolo zadního dvojkolí podvozku

Obrázek 5.82: Vliv polomìru oblouku na prùbìh pøíèné teèné síly pøi prùjezdu vozidla
rychlostí 20 m/s.
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(a) Pøíèné zrychlení tì¾i¹tì dvojkolí (•x)

(b) Podélné zrychlení tì¾i¹tì dvojkolí ( •y)

(c) Svislé zrychlení tì¾i¹tì dvojkolí ( •z)

(d) Úhlové zrychlení boèení dvojkolí (• )

(e) Úhlové zrychlení klopení dvojkolí (•� )

(f) Úhlové zrychlení rotace dvojkolí ( •' )

Obrázek 5.83: Vliv polomìru oblouku pøi prùjezdu vozidla rychlostí 20 m/s na vybuzené
frekvence dvojkolí v jednotlivých smìrech pohybu. Vlevo zadní dvojkolí podvozku,

vpravo pøední dvojkolí podvozku.
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(a) Polomìr oblouku 300 m

(b) Polomìr oblouku 600 m

(c) Polomìr oblouku 1000 m

Obrázek 5.84: Vliv polomìru oblouku na rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního
tlaku na kolejnici pøi prùjezdu vozidla rychlostí 20 m/s. V¾dy nahoøe levá, dole pravá kolejnice.
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(a) Polomìr oblouku 300 m

(b) Polomìr oblouku 600 m

(c) Polomìr oblouku 1000 m

Obrázek 5.85: Vliv polomìru oblouku na rozlo¾ení maximálního teèného tøecího napìtí na
kolejnici pøi prùjezdu vozidla rychlostí 20 m/s. V¾dy nahoøe levá, dole pravá kolejnice.
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(a) Polomìr oblouku 300 m

(b) Polomìr oblouku 600 m

(c) Polomìr oblouku 1000 m

Obrázek 5.86: Vliv polomìru oblouku na rozlo¾ení maximálního skluzu na kolejnici pøi
prùjezdu vozidla rychlostí 20 m/s. V¾dy nahoøe levá, dole pravá kolejnice.
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(a) Polomìr oblouku 300 m

(b) Polomìr oblouku 600 m

(c) Polomìr oblouku 1000 m

Obrázek 5.87: Vliv polomìru oblouku na rozlo¾ení maximálního tøecího výkonu na kolejnici pøi
prùjezdu vozidla rychlostí 20 m/s. V¾dy nahoøe levá, dole pravá kolejnice.
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Obrázek 5.88: Vliv polomìru oblouku na hodnotu maximálního normálového kontaktního tlaku
na kolejnici pøi prùjezdu vozidla rychlostí 20 m/s.

Obrázek 5.89: Vliv polomìru oblouku na hodnotu maximálního teèného tøecího napìtí na
kolejnici pøi prùjezdu vozidla rychlostí 20 m/s.

Obrázek 5.90: Vliv polomìru oblouku na hodnotu maximálního skluzu na kolejnici pøi
prùjezdu vozidla rychlostí 20 m/s.

Obrázek 5.91: Vliv polomìru oblouku na hodnotu maximálního tøecího výkonu na kolejnici pøi
prùjezdu vozidla rychlostí 20 m/s.
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v tabulce 5.2. Vyhodnocovány byly stejné parametry jako v pøípadì rychlosti vozidla,
tedy síly v kontaktu (obrázky 5.80 a¾ 5.82), frekvence vybuzené na dvojkolí
v jednotlivých stupních volnosti pohybu (obrázek 5.83) a projevy v kontaktu kola
a kolejnice (obrázky 5.84 a¾ 5.91).
Na prùbìzích normálové síly v kontaktu je patrné, ¾e vìt¹í polomìr výraznì zklidní
projevy v kontaktu. Zatímco u polomìru 300 m jsou prùbìhy sil výraznì rozkmitané,
u vìt¹ích polomìrù dochází jen k mírnému zvlnìní. Co v¹ak je zajímavé, varianta
s prùjezdem obloukem o polomìru 600 m má men¹í amplitudu normálové síly ne¾
v pøípadì polomìru 1000 m. Mo¾nou odpovìï, proè to tak je, ukazují prùbìhy podélné
teèné síly. U polomìru 1000 m dochází k poklesu podélné teèné síly (napø. v èase
4.3 s - 4.4 s na obrázcích 5.81(a) a 5.81(b)). V tomto okam¾iku jede dvojkolí témìø
rovnì, proto musí pozdìji (napø. v èase 4.5 s - 4.6 s) být podélné teèné síly intenzivnìj¹í,
aby dvojkolí stoèily do smìru jízdy. Normálová síla je ovlivnìna zmìnou pùsobi¹tì.
Na frekvenèních spektrech (obrázek 5.83) je vidìt, ¾e kmitání vybuzené pøi prùjezdu
obloukem o polomìru 300 m má mnohem vìt¹í amplitudu ne¾ u obloukù s vìt¹ím
prùmìrem. Jak bylo zmínìno v pøedchozí èásti, vybuzené kmitání u oblouku 300 m má
frekvenci pøibli¾nì 90 Hz a pøíslu¹né násobky pro vy¹¹í harmonické. Frekvence vybuzené
u vìt¹ích polomìrù jsou ni¾¹í - pøibli¾nì 20 Hz nebo 40 Hz a nejsou tak výrazné.
Projevy v kontaktu re
ektují to, co bylo zji¹tìno v prùbìzích kontaktních sil. Rozlo¾ení
maximálního normálového tlaku pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m (obrázek
5.84(a)) ukazuje, ¾e na vnìj¹í kolejnici je vysoké zatí¾ení od prùjezdu pøedního
dvojkolí podvozku s kmitáním o nìjaké vy¹¹í frekvenci (rozlo¾ení vypadá jako teèky
v øadì). Rozlo¾ení maximálního normálového kontaktního tlaku pøi prùjezdu obloukem
o polomìru 600 m (obrázek 5.84(b)) ukazuje rovnomìrné zatí¾ení vnitøní hrany vnìj¹í
kolejnice oblouku s jen malými výkyvy (maximální normálový kontaktní tlak je v jednom
souvislém pásu). A nakonec v pøípadì prùjezdu oblouku o polomìru 1000 m (obrázek
5.84(c)) je patrné pøesouvání kontaktní plochy na vnìj¹í kolejnici z vnitøní hrany do
støedu kolejnice, kde je bli¾¹í jízdì po rovné kolejnici, a zpìt (rozlo¾ení maximálního
normálového kontaktního tlaku má tvar del¹ích pásù s krat¹ími oblastmi pøechodu
z jednoho na druhý).
Pøi pohledu na maximální tøecí výkon (obrázek 5.87) je patrná mnohem vìt¹í zátì¾
u prùjezdu oblouku o polomìru 300 m. Jenom zde se hodnoty blí¾í a¾ k maximu ¹kály,
pro ostatní polomìry jsou o více ne¾ polovinu ni¾¹í. U prùjezdu oblouku o polomìru
1000 m je pak dal¹í dùkaz toho, ¾e v urèitých fázích pohybu jedou dvojkolí pøibli¾nì
rovnì - v oblasti, kde se oblast kontaktu vnìj¹í kolejnice a pøedního dvojkolí pøesune ke
støedu kolejnice, dojde k výraznému poklesu tøecího výkonu.
Srovnání maximálních hodnot jednotlivých velièin v kontaktu (obrázky 5.88 a¾ 5.91)
ukazují, ¾e nejvìt¹í zatí¾ení zadního dvojkolí není nijak výraznì závislé na polomìru
oblouku. Oproti tomu v pøípadì zatí¾ení pøedního dvojkolí podvozku dojde zejména
u skluzu a tøecího výkonu k výraznému zvìt¹ení zátì¾e v kontaktu pøi zmen¹ení
polomìru oblouku na 300 m.

5.4.5. Shrnutí

Výsledky simulací prùjezdu obloukem ukazují charakter zatí¾ení, které odpovídá
opotøebení, které vzniká na reálných kolejnicích v provozu, a to mírné zvlnìní vnitøní
kolejnice oblouku a výrazné opotøebení vnitøní hrany vnìj¹í kolejnice oblouku. Délka vln
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v simulaci je sice vìt¹í ne¾ v pøípadì nerovností na kolejnicích (cca. 20 cm v simulaci
oproti cca. 8 cm ve skuteènosti), ale nìkteré vlivy nebyly zahrnuty do výpoètu, a to
tuhost ulo¾ení dvojkolí (zejména torzní) mù¾e být vy¹¹í, také tuhost ulo¾ení kolejnic mù¾e
být jiná.
Studie vlivù rychlosti vozidla a polomìru oblouku ukazují, ¾e pøíli¹ malý polomìr oblouku
mù¾e mít zásadní vliv na zatí¾ení v kontaktu kvùli vybuzenému kmitání a vysokému
tøecímu výkonu v kontaktu. Tyto kmity lze odstranit zvìt¹ením polomìru oblouku. Do
jisté míry toto je v souladu s ¾eleznièními normami, proto¾e minimální polomìr oblouku
nových tratí byl zvý¹en právì z 300 m na 600 m. Motivací bylo hlavnì zvý¹ení cestovní
rychlosti a komfortu cestování, ale i na opotøebení má pozitivní úèinek.
Vliv rychlosti pøi prùjezdu obloukem o polomìru 300 m byl pøi simulacích také
zaznamenán. Sní¾ení rychlosti vozidla neodstraní ne¾ádoucí kmitání dvojkolí, ale sní¾í
intenzitu vibrací a velikost zatí¾ení v kontaktu.
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6. Závìr
6.1. Cíl práce

Pøi provozu kolejových vozidel dochází k opotøebení kol a kolejnic, k nìmu¾ dochází
v dùsledku tøení ve vzájemném kontaktu kola a kolejnice a postupnì se jím vytváøejí
rùzné druhy nerovností - plo¹ky zpùsobené zablokováním kola pøi brzdìní, odchylky od
kruhovitosti na styèné plo¹e, opotøebení pro�lu na okolku. Podobné nerovnosti vznikají
i na kolejnicích, a to zejména v obloucích. Na vnìj¹í kolejnici bývá opotøebený pro�l
v dùsledku zatí¾ení hrany kolejnice, na vnitøní vzniká zase zvlnìní styèné plochy prokluzy
vnitøního kola.
Aby bylo mo¾né sledovat dìní v kontaktu kol a kolejnic, byl vytvoøen výpoètový
model, který simuluje pohyb zjednodu¹eného kolejového vozidla po trati a detailnì sleduje
projevy na kontaktních povr¹ích, pøièem¾ je uva¾ována obecná geometrie trati
i kontaktních ploch.

6.2. Vlastnosti pou¾itého modelu

Vozidlo je zjednodu¹eno na soustavu tuhých tìles, která jsou spojena èleny pru¾ina-tlumiè
a vykonávají obecný prostorový pohyb. Kolejnice jsou modelovány jako pru¾né nosníky
prutovými prvky, kolejový svr¹ek jako soustava tuhých tìles, která k nim je pøipojena
èleny pru¾ina-tlumiè. Tvar trati (køivost, sklon, pøevý¹ení vnìj¹í kolejnice) je modelován
pomocí prostorové køivky støednice, kde ke ka¾dému bodu trati je de�nován
lokální souøadný systém, který udává rovinu styèných povrchù kolejnic. Skuteèný tvar kol
a kolejnic vèetnì nerovností je do modelu zapojen pomocí funkcí povrchu kola
a povrchu kolejnice. S jejich vyu¾itím a podle polohy dvojkolí v lokálním souøadném
systému trati lze stanovit funkce vzdálenosti obou povrchù, která je vstupem metod
stanovení sil v kontaktu, pøièem¾ lze zvolit z nìkolika bì¾nì pou¾ívaných metod. Celý
model je implementován ve formì zdrojového kódu v programu Matlab.
Bylo provedeno porovnání vlastností jednotlivých metod stanovení sil v kontaktu kol
a kolejnice na zjednodu¹ených pøíkladech, i kdy¾ pro vlastní simulace jízdy vozidla byla
pou¾ita pouze jedna z nich, a to algoritmus CONTACT. Tato metoda je sice výpoèetnì
nejnároènìj¹í, ale také nejstabilnìj¹í a jejím pou¾itím je mo¾né získat nejvíce informací
o dìní v kontaktu.
Srovnání výpoèetní nároènosti je následující - zatímco v pøípadì analytických metod
staèil pro výpoèet jednoho kroku èas 4 s a 700 MB operaèní pamìti, v pøípadì
algoritmu CONTACT trval jeden krok výpoètu 18 s a algoritmus potøeboval 8 GB pamìti
pro inicializaci, i kdy¾ pøi bìhu výpoètu u¾ postaèilo 5 GB operaèní pamìti. Pøi
minimálním pou¾itelném èasovém kroku2 � 10� 4 s trval výpoèet doby jízdy 1 s pøibli¾nì
25 hodin. S tímto krokem byl v¹ak výpoèet èasto nestabilní a vznikalo podélné kmitání,
vybuzené pouze numericku integrací. Spolehlivý byl èasový krok5 � 10� 5 s, u kterého by
pro výpoèet 1 s jízdy byl nutný èas 100 hodin. Proto byl jemnìj¹í krok pou¾it pouze pro
krat¹í èasové úseky.
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6.3. Výsledky

S tímto modelem byly provedeny ètyøi studie. Tøi z nich zkoumaly, jak se v kontaktu
projeví opotøebení kontaktních povrchù. Byly zvoleny tato typická opotøebení: plo¹ka
na kole (mù¾e vzniknout zablokováním kola nebo dlouhým stáním), vlnité opotøebení
kola (vzniká bì¾ným provozem) a vlnité opotøebení kolejnice (vzniká bì¾ným provozem
v místech, kde kolejová vozidla èasto zrychlují nebo brzdí, a na vnitøních kolejnicích
obloukù). Ètvrtá studie zkoumala podmínky v obloucích, kde èasto vzniká opotøebení,
a to zvlnìní na vnitøní kolejnici a opotøebení pro�lu na vnìj¹í kolejnici oblouku.
Na pøíkladu plo¹ky na kole byly zkoumány zejména prùbìhy kontaktních sil a projevy
v kontaktních plochách (normálový kontaktní tlak, teèné tøecí napìtí, skluz a tøecí
výkon). Tyto výsledky odhalily, ¾e u plo¹ky dochází ke ztrátì kontaktu mezi kolem
a kolejnicí. Setrvaèností se dvojkolí otáèí dál a pøi opìtovném dosednutí kola do kontaktu
dochází k nárazu, které mnohonásobnì zvy¹uje zatí¾ení v kontaktu. Dále bylo
zji¹»ováno ovlivnìní zbytku vozidla po¹kozeným dvojkolím. Zji¹tìné ovlivnìní zbytku
vozidla nebylo nijak významné, nicménì napøíklad ¹íøení hluku pou¾itý model
nezahrnuje. Dále byly vyhodnoceny závislost zatí¾ení v kontaktu na hloubce opotøebení
a význam hloubky opotøebení, ¹íøky plo¹ky a rychlosti vozidla na zatí¾ení.
Nejvýznamnìj¹ím parametrem je hloubka opotøebení, oproti tomu ¹íøka plo¹ky nemá
zásadní vliv na zatí¾ení v kontaktu. V závislosti na hloubce opotøebení je zatí¾ení rostoucí.
Rùst normálové síly a normálového kontaktního tlaku se s hlub¹ím opotøebením postupnì
sni¾uje, naopak tøecí výkon u hlub¹ích opotøebení narùstá lineárnì. Celkovì je mo¾né øíct,
¾e èím vìt¹í hloubka opotøebení, tím tvrd¹í náraz kola a tím rychlej¹í po¹kozování povrchu
kola i kolejnice.
Zvlnìní po obvodu kola vytváøí harmonické buzení. Byly u nìj zaznamenány dva re¾imy
zatì¾ování. V prvním je¹tì nerovnosti nejsou pøíli¹ velké a síly a projevy v kontaktu mají
také harmonický charakter, nebo jsou mírnì deformovány kvùli nelinearitám.
U hlub¹ích nerovností u¾ vznikají po obvodu plo¹ky a chování v kontaktu pøipomíná
chování u vozidla s plo¹kou s tím rozdílem, ¾e u jedné plo¹ky do¹lo k jednomu a¾ dvìma
nárazùm a kolo se ustálilo, kde¾to s výraznì zvlnìným obvodem kolo poskakuje neustále.
Pøi zkoumání vlivu jednotlivých parametrù mìla na v¹echny projevy v kontaktu
nejvìt¹í úèinek hloubka nerovností. Rychlost vozidla se projevila hlavnì na skluzu
a tøecím výkonu. Naopak poèet vln po obvodu kola mìl ve zvoleném intervalu (7 a¾ 17 vln)
jen malý vliv na zatí¾ení. Jako naprosto zásadní se ukázal podle hloubky nerovností re¾im,
v jakém se kolo mù¾e pohybovat. Pokud je kolo zvlnìné, ale stále je¹tì zaoblené, dochází
jen k buzení harmonických kmitù s frekvencí odpovídající otáèkám dvojkolí a amplitudou
podle hloubky nerovností, s pøípadnou krátkodobou ztrátou kontaktu, pokud dochází
k úplnému odlehèení. Pokud u¾ ale zvlnìní vytváøí na povrchu kola plo¹ky, vznikají
nárazy, které povrch kola a kolejnice zatì¾ují mnohonásobnì více.
Zvlnìní na kolejnici pùsobí podobnì jako mírné zvlnìní po obvodu kola. Vytváøí
harmonické buzení, jen s vy¹¹í frekvencí. I u vln na kolejnici existuje varianta
s rázovým zatí¾ením. Dochází k nìmu, kdy¾ jsou vlny na kolejnicích natolik krátké
a natolik vysoké, ¾e zakøivení prohlubní má men¹í polomìr ne¾ je polomìr kola. Takové
zvlnìní mù¾e vzniknout napøíklad pokud opotøebení kolejnic zpùsobují hlavnì projí¾dìjící
vagóny. Lokomotivy mají vìt¹í prùmìr kol, tak¾e u nich mù¾e docházet ke kontaktu na
vrcholcích dvou sousedících vln, ale ne v prohlubni mezi nimi. Pøi pøevalení z jednoho
vrcholku vln na následující dochází k èásteènému nárazu, který ale nemá tak výrazné
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úèinky jako u zplo¹tìní kola. Pøi srovnání vlivu parametrù nerovností a rychlosti vozidla
má nejvýznamnìj¹í úèinek amplituda nerovností, naopak rychlost vozidla (alespoò
v rozmezí 10 m/s a¾ 30 m/s) není podstatná. To proto, ¾e nerovnosti jsou natolik krátké,
¾e i pøi rychlosti 10 m/s a délce vln 20 cm vzniká buzení o frekvenci 50 Hz, co¾ u¾ nelze
pova¾ovat za pozvolné kmitání.
Poslední studie se nezabývala projevy nerovností, ale naopak pøíèinami jejich vzniku.
V obloucích s malým polomìrem se na tratích objevuje typické opotøebení se zvlnìním
vnitøní kolejnice a opotøebením pro�lu vnìj¹í kolejnice. Studie jízdy vozidla v oblouku
hledala zatí¾ení, které by odpovídalo tomuto opotøebení. Kvalitativnì toto opotøebení
bylo nalezeno. Pøi simulaci prùjezdu obloukem o polomìru 300 m bylo zji¹tìno
rozkmitání pøedních dvojkolí podvozkù vozidla o frekvenci 90 Hz s velmi vysokým
zatí¾ením na vnitøní hranì vnìj¹í kolejnice a mírnìj¹ím kmitajícím zatí¾ením na
vnitøní kolejnici. Toto kmitání vzniká kvùli tomu, ¾e kolo na vnitøní kolejnici jede po
krat¹í dráze ne¾ kolo na vnìj¹í kolejnici a dvojkolí se udr¾uje v po¾adovaném smìru
opakovaným pøibr¾ïováním vnitøního kola. Tato zatí¾ení vytvoøí takové opotøebení, které
bylo na kolejnicích opravdu nalezeno. Na kolejnicích byly ov¹em nalezeny vlny o délce asi
8 cm, kde¾to simulace naznaèovala vlny o délce 20 cm. Délku vln v¹ak ovlivòuje i tuhost
podvozku a ulo¾ení dvojkolí a kolejnic, které v této práci nebyly zkoumány. Z mo¾ných
parametrù byl vyhodnocen vliv rychlosti vozidla a polomìru oblouku, víc variant
neumo¾nila vysoká èasová nároènost výpoètu prùjezdu obloukem. Závìry pak jsou
tyto - polomìr oblouku ovlivní zejména charakter zatí¾ení pøi jízdì. Prùjezdy oblouky
o polomìru 600 m a 1000 m byly mnohem klidnìj¹í ne¾ v pøípadì oblouku o polomìru
300 m. Kmity vybuzené u malého polomìru u vìt¹ích polomìrù zmizí. Polomìr tedy
ovlivòuje chování v kontaktu kvalitativnì a mù¾e urèovat re¾im zatì¾ování. Vliv rychlosti
je spí¹ v intenzitì zatì¾ování. Èím vy¹¹í rychlost, tím vìt¹í zátì¾ v kontaktu.
Uvedené studie chování s nerovnostmi ukázaly, ¾e nejnebezpeènìj¹í nerovnosti, jaké lze
najít v provozu kolejových vozidel, jsou plo¹ky na kolech, proto¾e vytváøejí rázové
zatí¾ení. Hledání pøíèiny vzniku nerovností v obloucích tratí odhalilo, ¾e velký vliv na
vznik zvlnìní a opotøebení pro�lu má polomìr oblouku.

6.4. Smìry dal¹ího výzkumu

Tato práce má velké mo¾nosti, jak by se dala dále rozvíjet. Z pohledu ovìøení výpoètového
modelu by bylo vhodné naladit model na zvolené vozidlo pou¾ívané v ¾eleznièní nebo
tramvajové síti, a to s pøesnìj¹ím a podrobnìj¹ím modelem vazeb mezi jednotlivými tìlesy.
Stejnì tak parametry dynamiky trati nejsou nastaveny podle èeských tratí, ale na základì
èlánku ¹védských autorù [1].
Dále pro zpøesnìní èi zrychlení výpoètu se mù¾e pou¾ít jemnìj¹í nebo adaptabilní sí»
s vyu¾itím paralelního vyhodnocení. Pro zamezení problémùm s výpoètem sil v kontaktech
mù¾e být pou¾ito promìnné délky èasového kroku.
Ka¾dá z ji¾ zmínìných studií mù¾e být roz¹íøena do dal¹ích variant hodnot, zejména
studie prùjezdu obloukem byla omezena na pìt základních mo¾ností. Dále by bylo mo¾né
provést studie prùjezdu pøechodnicovým obloukem, pøes výhybku, brzdìní èi zrychlování,
nebo vzájemné ovlivnìní více vozù v soupravì.
V souèasné dobì je simulace vytvoøena pouze ve formì zdrojového kódu. Pro snadnìj¹í
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manipulaci by bylo vhodné vytvoøit u¾ivatelské rozhraní a generátor výsledkù, pøípadnì
animací chování vozidla, co¾ jsou pøedpoklady pro mo¾né pou¾ití nástroje v praxi.
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Seznam pou¾itých symbolù

Velièina Jednotka Popis

A m2 Plocha prùøezu kolejnice

ace; bce m Délky hlavních poloos kontaktní elipsy

A fs m Hloubka opotøebení u plo¹ky na kole

A I iJ j m=Pa Matice vzájemného vlivu prvkù (algoritmus
CONTACT)

Aww m Hloubka vlnového opotøebení kola

Aw m Amplituda zvlnìní kolejnice

A; B m Náhradní hlavní køivosti povrchù v kontaktu

B � Oznaèení lokálního souøadného systému podvozku

b � Index velièin podvozku

B fs 1=rad2 Parametr urèující ¹íøku zplo¹tìní kola

B I iJ j m=Pa Matice vlivu prvkù v pøedchozím èasovém kroce
(algoritmus CONTACT)

B iJ j m=Pa Funkce vzájemného vlivu prvkù (algoritmus
CONTACT)

bs;x kg=s Tlumení uchycení pra¾ce v pøíèném smìru

bu;x kg=s Tlumení uchycení kolejnice v pøíèném smìru

bu;z kg=s Tlumení uchycení kolejnice ve svislém smìru

b' Nms=rad Tlumení uchycení kolejnice v krutu

bb kg=s Tlumení svislé vazby mezi pra¾cem a podlo¾ím

bc kg=s Tlumení vazby mezi dvìma sousedními náhradními
hmotami podlo¾í v podélném smìru

bg kg=s Tlumení vazby mezi náhradní hmotou podlo¾í trati
a základnou

C mno¾ina Oblast kontaktní plochy (algoritmus CONTACT)

C11; C22; C23; C32; C33 � Kalkerovy skluzové koe�cienty

cI; 1; cI; 2; cI� m=s Relativní rychlost (algoritmy FASTSIM a CONTACT)

Cjj � Sdru¾ený Kalkerùv koe�cient

Cv kg=m Koe�cient odporu vzduchu

cost � Axiální funkce

dcs m Vzdálnost povrchù v kontaktu

dSI m2 Plocha prvku (algoritmy FASTSIM a CONTACT)

dt s Èasový krok

dx; dy m Polovina velikosti prvku (algoritmus CONTACT)

E mno¾ina Oblast vnì kontaktu (algoritmus CONTACT)

E Pa Modul pru¾nosti kolejnice v koneènoprvkovém modelu

eI m Vzdálenost deformovaných povrchù prvku (algoritmus
CONTACT)

f � Souèinitel smykového tøení
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f m;j ( _' j ) Nm Funkce hnacího momentu

f st (y ; t) rùzné Stavová funkce

Fo N Odstøedivá síla

Ft N Tøecí síla

g m=s2 Tíhové zrychlení

G N Tíhová síla

G Pa Kombinovaný modul pru¾nosti ve smyku

G � Oznaèení globálního souøadného systému

G(1) ; G(2) Pa Modul pru¾nosti ve smyku èástí v kontaktu

gI Pa Vazba adheze (algoritmus FASTSIM)

h m Penetrace nedeformovaných povrchù

H mno¾ina Oblast adheze (algoritmus CONTACT)

hI m Penetrace nedeformovaných povrchù na prvku

h�
I m Penetrace nedeformovaných povrchù na prvku se

zapoètením vlivu teèných smykových napìtí

i � Èíslování podvozkù

I s;y kgm2 Moment setrvaènosti pra¾ce

I; J � Indexy prvkù (algoritmus CONTACT)

i; j � Indexy souøadnic (algoritmus CONTACT)

j � Èíslování dvojkolí

Jp m4 Polární kvadratický moment prùøezu kolejnice

Jx ; Jz m4 Osové kvadratické momenty prùøezu kolejnice

K � Koe�cient rozdílnosti materiálových vlastností èástí
v kontaktu

k � Èíslování pru¾in primárního odpru¾ení

ks;x N=m Tuhost uchycení pra¾ce v pøíèném smìru

ku;x N=m Tuhost uchycení kolejnice v pøíèném smìru

ku;z N=m Tuhost uchycení kolejnice v svislém smìru

k' Nm=rad Tuhost uchycení kolejnice v krutu

kb N=m Tuhost svislé vazby mezi pra¾cem a podlo¾ím

kc N=m Tuhost vazby mezi dvìma sousedními náhradními
hmotami podlo¾í v podélném smìru

ke � Pomìr druhých mocnin poloos kontaktní elipsy

kg N=m Tuhost vazby mezi náhradní hmotou podlo¾í trati
a základnou

l m Parametr délky v rovnicích pøechodnice

L m=N Celková teèná poddajnost prvku (algoritmus FASTSIM)

l � Èíslování pru¾in sekundárního odpru¾ení

L m Délka prvku kolejnice

L 1 m=N Podélná teèná poddajnost prvku (algoritmus
FASTSIM)

L 2 m=N Pøíèná teèná poddajnost prvku (algoritmus FASTSIM)
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L 3 m=N Spinová teèná poddajnost prvku (algoritmus FASTSIM)

L d m Délka trati pou¾itá pro koneènoprvkovou sí»

L k m Korekce rozchodu kolejnice

L K m Délka pøechodnice

L n m Délka vyboèení kolejnice

L p m Vzdálenost mezi pra¾ci

L r m Rozchod kolejnic

L s m Vzdálenost styèných kru¾nice

L w m Vlnová délka zvlnìní kolejnice

m kg Hmotnost

m � Excentricita kontaktní elipsy

mb;i kg Hmotnost podvozku

M ky Nm Kroutící moment na uzel v koneènoprvkovém modelu
kolejnice

M o;x ; M o;z Nm Ohybové momenty na uzel v koneènoprvkovém modelu
kolejnice

ms kg Hmotnost pra¾ce

mw;j kg Hmotnost dvojkolí

mv kg Hmotnost vozidla

M z N Spinový moment

N N Normálová síla

N m Funkce tvaru kolejnice

Nemp � Poèet prvkù na úseku mezi dvìma pra¾ci v koneèno-
prvkovém modelu kolejnice

N id m Funkce tvaru neporu¹ené kolejnice

Nner m Funkce nerovností nebo opotøebení kolejnice

Nus � Poèet úsekù mezi pra¾ci v koneènoprvkovém modelu
kolejnice

Nww � Poèet vln po obvodu kola

Nm m Velikost vyboèení kolejnice

Nn m Funkce nerovností kolejnice

Np � Poèet pra¾cù v koneènoprvkovém modelu kolejnice

Ny N Normálová síla na uzel v koneènoprvkovém modelu
kolejnice

P � Oznaèení primárního odpru¾ení

pI�;max Pa Maximální teèné tøecí napìtí

pI� ; pJ� Pa Teèné tøecí napìtí na prvek (algoritmy FASTSIM
a CONTACT)

pH
I� Pa Teèné smykové napìtí v oblasti adheze (algoritmy

FASTSIM a CONTACT)

pS
I� Pa Teèné smykové napìtí v oblasti skluzu (algoritmy

FASTSIM a CONTACT)
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pI 3;max Pa Maximální normálový kontaktní tlak (algoritmy
FASTSIM a CONTACT)

pI 3; pJ 3 Pa Normálový kontaktní tlak na prvek (algoritmy
FASTSIM a CONTACT)

pI i ; pJj Pa Kontaktní tlak na prvek (algoritmus CONTACT)

pmax Pa Maximální normálový kontaktní tlak

pv m Pøevý¹ení kolejnice

pz Pa Normálový kontaktní tlak

Q mno¾ina Oblast hraniènìprvkové sítì (algoritmus CONTACT)

R m Polomìr oblouku

R m Funkce tvaru kola

R(1)
x ; R(1)

y ; R(2)
x ; R(2)

y m Polomìry zakøivení v povrchù v kontaktu

Rid m Funkce tvaru neporu¹eného kola

Rner m Funkce nerovností nebo opotøebení kola

R0 m Polomìr nepo¹kozeného kola

Rn m Funce nerovností kola

S mno¾ina Oblast skluzu (algoritmus CONTACT)

S � Oznaèení sekundárního odpru¾ení

sI;max m=s Maximální skluz

sI� m=s Skuteèný skluz (algoritmy FASTSIM a CONTACT)

SI m=s Velikost skuteèného skluzu prvku (algoritmy FASTSIM
a CONTACT)

t s Èas

Ty;p N Slo¾ka teèné síly v pøíèném smìru zpùsobená pøíèným
skluzem

Ty;s N Vliv spinu na pøíènou slo¾ku teèné síly

tc s Èasový krok pro výpoèet kontaktních sil a kmitání
kolejnic

td s Èasový krok pro výpoèet pohybu tìles vozidla

Tx N Podélná teèná síla
�T N Saturovaná teèná síla
�Tx ; �Ty N Slo¾ky saturované teèné síly

Tx ; Tz N Posouvající síly na uzel v koneènoprvkovém modelu
kolejnice

Ty N Pøíèná teèná síla

uI 3 m Normálový posuv prvku

uI i m Posuvy prvku

uL
x m Pøíèná výchylka levé kolejnice

uP
x m Pøíèná výchylka pravé kolejnice

uL
z m Svislá výchylka levé kolejnice

uP
z m Svislá výchylka pravé kolejnice

ux ; uy ; uz m Posuvy uzlu koneènoprvkového modelu kolejnice
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v m=s Rychlost

V m=s Rychlost valení

V � Oznaèení lokálního souøadného systému vozidla

v � Index velièin vozidla

vrel;x ; vrel;y m=s Slo¾ky relativní rychlosti v kontaktu

W � Oznaèení lokálního souøadného systému dvojkolí

w � Index velièin dvojkolí

wIf;max W=m2 Maximální tøecí výkon v kontaktu

w0 � Souèinitel saturace teèné síly

xrt m Pøíèná souøadnice tì¾i¹tì prùøezu nezatí¾ené kolejnice

xs m Pøíèná výchylka pra¾ce

xd m Axiální poloha bodu v cylindrickém souøadném systému
dvojkolí

x I ; yI m Poloha prvku (algoritmy FASTSIM a CONTACT)

xk ; yk ; zk m Souøadnice bodu na kole

xn ; yn ; zn m Souøadnice bodu na normále k povrchu kolejnice

xr m Pøíèná poloha na povrchu kolejnice

x; y; z m Souøadnice

yr m Podélná poloha na povrchu kolejnice

zL
b;i m Výchylka levé náhradní hmoty podlo¾í trati pod i-tým

pra¾cem

zP
b;i m Výchylka pravé náhradní hmoty podlo¾í trati pod i-tým

pra¾cem

zrt m Svislá souøadnice tì¾i¹tì prùøezu nezatí¾ené kolejnice

zs m Svislá výchylka pra¾ce

� rad Koe�cient vnìj¹ího konstrukèního proporcionálního
tlumení

� dr rad Smìr pùdorysu trati, Eulerùv úhel rotace kolem osy Z
v transformaci Z-X-Y

� d rad Souøadnice úhlu v cylindrickém souøadném systému
dvojkolí

� rad Koe�cient vnitøního materiálového proporcionálního
tlumení

� dr rad Sklon trati, Eulerùv úhel rotace kolem osy X v trans-
formaci Z-X-Y

� dr � Trajektorie trati


 dr rad Klopení trati, Eulerùv úhel rotace kolem osy Y v trans-
formaci Z-X-Y

� m Vzdálenost podél trajektorie trati

� j m Poloha dvojkolí podél trajektorie trati

� � Kombinovaný Poissonùv pomìr

� (1) ; � (2) � Poissonùv pomìr èástí v kontaktu
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! rad Úhel natoèení z hlavního souøadného systému kolejnice
do hlavního souøadného systému kola

! 3 � Relativní úhlová rychlost v kontaktu kolem osy kolmé
na kontaktní plochu

! w rad Úhel natoèení z hlavního souøadného systému povrchu
kola do spoleèného hlavního souøadného systému
kontaktní dvojice

! r rad Úhel natoèení z hlavního souøadného systému povrchu
kolejnice do spoleèného hlavního souøadného systému
kontaktní dvojice

 rad Boèení, Eulerùv úhel kolem osy Z pro postupné
rotace Z-Y-X

� kg=m3 Hustota materiálu kolejnice

� d m Radiální souøadnice v cylindrickém souøadném systému
dvojkolí

� rad Klopení, Eulerùv úhel kolem osy Y pro postupné
rotace Z-Y-X

� ul rad Úhel ulo¾ení kolejnice (obvykle ulo¾ení 1:20 nebo 1:40)

� y;c � Relativní pøíèný skluz s vlivem spinu

� c � Celkový relativní skluz

� x � Relativní podélný skluz

� y � Relativní pøíèný skluz

" val rad Úhel smìru valení

"p � Gradient rùstu teèného zatí¾ení v oblasti adheze

" s � Gradient teèného zatí¾ení v dùsledku spinu

' rad Klonìní, Eulerùv úhel kolem osy X pro postupné
rotace Z-Y-X

' s;y rad Rotace pra¾ce

' x ; ' y ; ' z rad Rotace uzlu koneènoprvkového modelu kolejnice

' L
y rad Úhel zkroucení levé kolejnice

' P
y rad Úhel zkroucení pravé kolejnice

' z 1=m Relativní spinový skluz

A p;b � Vektor pøíslu¹nosti prvkù primárního odpru¾ení
k podvozkùm

A p;w � Vektor pøíslu¹nosti prvkù primárního odpru¾ení
ke dvojkolí

A s;b � Vektor pøíslu¹nosti prvkù sekundárního odpru¾ení
k podvozkùm

A s;v � Vektor pøíslu¹nosti prvkù sekundárního odpru¾ení
k vozidlùm

B dyn N=m; Nm=rad Dynamická matice tlumení metody koneèných prvkù,
implicitní integraèní metody

B p kg=s Matice tlumení tlumièù primárního odpru¾ení

B s kg=s Matice tlumení tlumièù sekundárního odpru¾ení
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B e kg=s; Nms=rad Matice tlumení prvku kolejnice

C � Diagonální matice hlavních køivostí plochy

CBG;i � Transformaèní matice z lokálního souøadného systému
podvozku do globálního souøadného systému

CLG � Matice transformace z lokálního souøadného systému
trati do globálního souøadného systému

CP G;k � Transformaèní matice z lokálního souøadného systému
primárního odpru¾ení do globálního souøadného
systému

Cs � Matice spoleèných hlavních køivostí

CSG;l � Transformaèní matice z lokálního souøadného systému
dvojkolí do globálního souøadného systému

CV G � Transformaèní matice z lokálního souøadného systému
vozidla do globálního souøadného systému

CW G;j � Transformaèní matice z lokálního souøadného systému
dvojkolí do globálního souøadného systému

CW L;j � Matice transformace ze souøadného systému dvojkolí do
lokálního souøadného systému trati

Ck � Matice hlavních køivostí povrchu kola

C r � Matice hlavních køivostí povrchu kolejnice

C; D ; E; K � Úplné eliptické integrály

Ess;� � Teèné vektory k povrchu kolejnice

Ess;I � Matice transformace ze souøadného systému daného
prvku algoritmu CONTACT do lokálního souøadného
systému trati

Ess � Matice transformace ze souøadného systému jednoho
prvku algoritmu CONTACT do lokálního souøadného
systému trati

F0;p N Vektor síly pøedepnutí pru¾in primárního odpru¾ení

F0;s N Vektor síly pøedepnutí pru¾in sekundárního odpru¾ení

FG
Bp;k N Vektor sil tlumièe primárního odpru¾ení v globálním

souøadném systému

FP
Bp;k N Vektor sil tlumièe primárního odpru¾ení v souøadném

systému primárního odpru¾ení

FG
Bs;l N Vektor sil tlumièe sekundárního odpru¾ení v globálním

souøadném systému

FS
Bs;l N Vektor sil tlumièe sekundárního odpru¾ení v souøadném

systému sekundárního odpru¾ení

FG
cnt;j N Vektor kontaktních sil na dvojkolí v globálním

souøadném systému

FW
cnt;j N Vektor kontaktních sil v souøadném systému dvojkolí

FG
gb;i N Vektor tíhové síly podvozku v globálním souøadném

systému

FG
gv N Vektor tíhové síly vozidla v globálním souøadném

systému
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FG
gw;j N Vektor tíhové síly dvojkolí v globálním souøadném

systému

FW
kon;C N Souèet sil v kontaktu, stanoveny metodou CONTACT

F kon N Síla v kontaktu

FW
kon ; FW

kon;L ; FW
kon;P N Síly v kontaktu transformované do souøadného systému

dvojkolí

FG
Kp;k N Vektor sil pru¾iny primárního odpru¾ení v globálním

souøadném systému

FP
Kp;k N Vektor sil pru¾iny primárního odpru¾ení v souøadném

systému primárního odpru¾ení

FG
Ks;l N Vektor sil pru¾iny sekundárního odpru¾ení v globálním

souøadném systému

FS
Ks;l N Vektor sil pru¾iny sekundárního odpru¾ení v souøadném

systému sekundárního odpru¾ení

FG
ov N Vektor síly odporu vzduchu v globálním souøadném

systému

F r;C N Kontaktní síla na kolejnici stanovená metodou
CONTACT

F r N Kontaktní síla na kolejnici

Fn N; Nm Vektor sil a momentù na uzel koneènoprvkového modelu
kolejnice

g m=s2 Vektor tíhového zrychlení

G � První základní forma plochy

G k � První základní forma povrchu kola

G r � První základní forma povrchu kolejnice

H � Druhá základní forma plochy

H ss;k � Matice hlavního souøadného systému povrchu kola

H ss;r � Matice hlavního souøadného systému povrchu kolejnice

H ss � Matice spoleèného hlavního souøadného systému
kontaktní dvojice

H k � Druhá základní forma povrchu kola

H r � Druhá základní forma povrchu kolejnice

Jb;i kgm2 Matice momentù setrvaènosti podvozku

Jw;j kgm2 Matice momentù setrvaènosti dvojkolí

Jv kgm2 Matice momentù setrvaènosti vozidla

K dyn N=m; Nm=rad Dynamická matice tuhosti metody koneèných prvkù,
implicitní integraèní metody

K p N=m Matice tuhosti pru¾in primárního odpru¾ení

K s N=m Matice tuhosti pru¾in sekundárního odpru¾ení

K e N=m; Nm=rad Matice tuhosti prvku kolejnice

M G
cnt;j Nm Moment kontaktních sil na dvojkolí v globálním

souøadném systému
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M W
cnt;j Nm Souèet momentù v kontaktu a momentù sil v kontaktu

vzhledem k tì¾i¹ti dvojkolí v souøadném systému
dvojkolí

M dyn N=m; Nm=rad Dynamická matice hmotnosti metody koneèných prvkù,
implicitní integraèní metody

M G
h;j Nm Vektor hnacího momentu na dvojkolí

M W
kon;C Nm Souèet momentù v kontaktu stanovená metodou

CONTACT

M kon Nm Moment v kontaktu

M W
kon ; M W

kon;L ; M W
kon;P Nm Momenty v kontaktu transformované do souøadného

systému dvojkolí

M r;C Nm Kontaktní moment na kolejnici stanovený metodou
CONTACT

M r Nm Kontaktní moment na kolejnici

M e kg; kgm2 Matice hmotnosti prvku kolejnice

nk � Normálový vektor k povrchu kola

n r � Normálový vektor k povrchu kolejnice

p I Pa Vektor tlakù v kontaktu v daném prvku (normálové
i teèné slo¾ky)

Q N; Nm Vektor sil metody koneèných prvkù

Qdyn N; Nm Dynamický vektor sil metody koneèných prvkù,
implicitní integraèní metody

t d1; t d2 � Netransformované teèné vektory k povrchu kola

t dr m Teèný vektor trajektorie trati

t hk1; t hk2 � Hlavní teèné vektory povrchu kola

t hr 1; t hr 2 � Hlavní teèné vektory povrchu kolejnice

T k ; T k;2D ; T r; 2D � Transformaèní matice pro rotace z hlavních souøadných
systémù povrchu kola nebo kolejnice do spoleèného
hlavního souøadného systému kontaktní dvojice

t k1; t k2 � Teèné vektory k povrchu kola

t r 1; t r 2 � Teèné vektory k povrchu kolejnice

T val � Matice rotace ze spoleèného hlavního souøadného
systému kontaktní dvojice do smìru rychlosti valení

u � Vlastní vektory plochy (urèují hlavní teèné vektory
plochy)

uk ; uk1; uk2 � Vlastní vektory povrchu kola

un m; rad Vektor posuvù a rotací uzlu koneènoprvkového modelu
kolejnice

u r ; u r 1; u r 2 � Vlastní vektory povrchu kolejnice

vval m=s Vektor rychlosti valení = prùmìt rychlosti dvojkolí
do spoleèného hlavního souøadného systému kontaktní
dvojice

x0;p m Rovnová¾ná poloha primárního odpru¾ení

x0;s m Rovnová¾ná poloha sekundárního odpru¾ení
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xG
b;i m; rad Vektor polohy tì¾i¹tì podvozku v globálním souøadném

systému

xdr m Poloha bodu trajektorie trati

xk m Poloha bodu na kole

xn m Poloha bodu na normále k povrchu kolejnice

xB
pb;k m Poloha uchycení primárního odpru¾ení na podvozku

v souøadném systému podvozku

xG
pb;k m Poloha uchycení primárního odpru¾ení na podvozku

v globálním souøadném systému

xG
pw;k m Poloha uchycení primárního odpru¾ení na dvojkolí

v globálním souøadném systému

xW
pw;k m Poloha uchycení primárního odpru¾ení na dvojkolí

v souøadném systému dvojkolí

x r;I m Poloha bodu na kolejnici

x r m Poloha bodu na povrchu kolejnice v lokálním souøadném
systému trati

xB
sb;l m Poloha uchycení sekundárního odpru¾ení na podvozku

v souøadném systému podvozku

xG
sb;l m Poloha uchycení sekundárního odpru¾ení na podvozku

v globálním souøadném systému

xG
sv;l m Poloha uchycení sekundárního odpru¾ení na vozidle

v globálním souøadném systému

xV
sv;l m Poloha uchycení sekundárního odpru¾ení na vozidle

v souøadném systému vozidla

xG
v m; rad Vektor polohy tì¾i¹tì vozidla v globálním souøadném

systému

xG
w;j m; rad Vektor polohy tì¾i¹tì dvojkolí v globálním souøadném

systému

xL
w;j m Poloha tì¾i¹tì dvojkolí v lokálním souøadném systému

kolejnice

xd m Poloha bodu na povrchu dvojkolí v Kartézském
souøadném systému dvojkolí

yn rùzné Stavový vektor

��� G
b rad=s2 Vektor úhlového zrychlení podvozku v globálním

souøadném systému

��� G
v rad=s2 Vektor úhlového zrychlení vozidla v globálním

souøadném systému

��� G
w rad=s2 Vektor úhlového zrychlení dvojkolí v globálním

souøadném systému


 W L;j ; !!! W L;j rad=s Matice/vektor rotace dvojkolí v lokálním souøadném
systému trati

!!! kon rad=s Vektor rotace dvojkolí ve spoleèném hlavním souøadném
systému kontaktní dvojice
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Pøílohy





A. FUNKCE ATAN2

A. Funkce atan2
Funkce atan2 poèítá úhel pøi pøevodu z Kartézských souøadnic na polární. Prùvodiè bodu daného
dvìma Kartézskými souøadnicemix a y zde svírá s osou X úhel' , který se stanoví funkcí:

' =

8
>>>>>><

>>>>>>:

0 pro x = 0 ^ y = 0
�
2 pro x = 0 ^ y > 0

3�
2 pro x = 0 ^ y < 0

arctan
� y

x

�
pro x > 0 ^ y � 0

� + arctan
� y

x

�
pro x < 0

2� + arctan
� y

x

�
pro x > 0 ^ y < 0

(A.1)

Takto se pøevedou souøadnicex a y na úhel v intervalu h0; 2� i .
Nìkdy je výhodnìj¹í získat úhel v intervalu



� �

2 ; 3�
2

�
. Pak se tato funkce zmìní pro pøípad

x > 0 ^ y < 0:

' =

8
>>>>>><

>>>>>>:

0 pro x = 0 ^ y = 0
�
2 pro x = 0 ^ y > 0

3�
2 pro x = 0 ^ y < 0

arctan
� y

x

�
pro x > 0 ^ y � 0

� + arctan
� y

x

�
pro x < 0

arctan
� y

x

�
pro x > 0 ^ y < 0

(A.2)
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B. TRANSFORMACE SOUØADNIC

B. Transformace souøadnic
Postupné rotace Z-Y-X

Transformace souøadnic
Transformaèní matice pro pøevod z lokálního souøadného systému L, spojenému
s pohybujícím se tìlesem do nepohyblivého globálního souøadného systému G se stanoví s pomocí
tøí úhlù:  - rotace kolem osy Z, � - rotace kolem osy Y a ' - rotace kolem
osy X.
Transformaèní matice:

CLG; 1 =

2

4
cos � sin  0
sin  cos 0

0 0 1

3

5 (B.1)

CLG; 2 =

2

4
cos� 0 � sin �

0 1 0
sin � 0 cos�

3

5 (B.2)

CLG; 3 =

2

4
1 0 0
0 cos' � sin '
0 sin' cos'

3

5 (B.3)

Matice celkové transformace vznikne násobením

CLG = CLG; 1CLG; 2CLG; 3 (B.4)

CLG =

2

4
cos cos� � sin  cos� � cos sin � sin ' sin  sin � � cos sin � cos'
sin  cos� cos cos� � sin  sin � sin ' � cos sin � � sin  sin � cos'

sin � cos� sin ' cos� cos'

3

5

(B.5)

Po transpozici této matice je zpìtná transformace

CGL = CT
LG = CT

LG; 3CT
LG; 2CT

LG; 1 (B.6)

První derivace
Derivace jednoduché transformace podle èasu je

_C = 
C (B.7)

kde 
 je antisymetrická matice úhlové rychlosti.
První derivace matice CLG se pak stanoví


 1 =

2

4
0 � _ 0
_ 0 0
0 0 0

3

5 (B.8)


 2 =

2

4
0 0 � _�
0 0 0
_� 0 0

3

5 (B.9)


 3 =

2

4
0 0 0
0 0 � _'
0 _' 0

3

5 (B.10)
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_CLG = _CLG; 1CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1 _CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1CLG; 2 _CLG; 3 (B.11)
_CLG = 
 1CLG; 1CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1
 2CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1CLG; 2
 3CLG; 3

(B.12)

Matice úhlové rychlosti v nepohyblivém souøadném systému je


 G = _CLG CT
LG (B.13)

a v souøadném systému pohybujícího se tìlesa


 L = CT
LG

_CLG (B.14)

Asymetrickou matici úhlové rychlosti lze zapsat i pomocí vektoru úhlové rychlosti


 =

2

4
0 � ! z ! y

! z 0 � ! x

� ! y ! x 0

3

5 (B.15)

~! =

2

4
! x

! y

! z

3

5 (B.16)

Po vynásobení a úpravì jsou vektory úhlové rychlosti

! G =

2

4
_� sin  + _' cos cos�

� _� cos + _' sin  cos�
_ + _' sin �

3

5 (B.17)

! L =

2

4
_ sin � + _'

_ cos� sin ' � _� cos'
_ cos� cos' + _� sin '

3

5 (B.18)

Transformace mezi souøadnými systémy jsou

~! G = CLG ~! L (B.19)

~! L = CT
LG ~! G (B.20)


 G = CLG 
 L CT
LG (B.21)


 L = CT
LG 
 GCLG (B.22)

Druhá derivace
Druhá derivace jednoduché transformace vznikne dal¹ím derivováním rovnice B.7

•C = AC + 
 2C (B.23)

Pro slo¾enou transformaci to je

A 1 =

2

4
0 � • 0
• 0 0
0 0 0

3

5 (B.24)

A 2 =

2

4
0 0 � •�
0 0 0
•� 0 0

3

5 (B.25)

A 3 =

2

4
0 0 0
0 0 � •'
0 •' 0

3

5 (B.26)
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B. TRANSFORMACE SOUØADNIC

•CLG = •CLG; 1CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1 •CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1CLG; 2 •CLG; 3

+ 2 _CLG; 1 _CLG; 2CLG; 3 + 2 _CLG; 1CLG; 2 _CLG; 3 + 2 CLG; 1 _CLG; 2 _CLG; 3 (B.27)
•CLG = A 1CLG; 1CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1A 2CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1CLG; 2A 3CLG; 3

+ 
 2
1CLG; 1CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1
 2

2CLG; 2CLG; 3 + CLG; 1CLG; 2
 2
3CLG; 3

+ 2 
 1CLG; 1
 2CLG; 2CLG; 3 + 2 
 1CLG; 1
 2CLG; 2
 3CLG; 3

+ 2 CLG; 1CLG; 2
 3CLG; 3 (B.28)

Úhlové zrychlení v nepohyblivém souøadném systému je

A G = •CLG CT
LG � 
 2

G (B.29)

a v souøadném systému pohybujícího se tìlesa

A L = CT
LG

•CLG � 
 2
L (B.30)

Antisymetrická matice a vektor úhlového zrychlení jsou podobnì jako u úhlového zrychlení

A =

2

4
0 � � z � y

� z 0 � � x

� � y � x 0

3

5 (B.31)

~� =

2

4
� x

� y

� z

3

5 (B.32)

Po vynásobení a úpravì jsou vektory úhlová zrychlení

� G =

2

4
•� sin  + •' cos cos� + _ _� cos � _ _' sin  cos� � _� _' cos sin �

� •� cos + •' sin  cos� + _ _� sin  + _ _' cos cos� � _� _' sin  sin �
• + •' sin � + _� _' cos�

3

5

(B.33)

� L =

2

4
• sin � + •' + _ _� cos�

• cos� sin ' � •� cos' � _ _� sin � sin ' + _ _' cos� cos' + _� _' sin '
• cos� cos' + •� sin ' � _ _� sin � cos' � _ _' cos� sin ' + _� _' cos'

3

5 (B.34)

Transformace mezi souøadnými systémy jsou

~� G = CLG ~� L (B.35)

~� L = CT
LG ~� G (B.36)

A G = CLG A L CT
LG (B.37)

A L = CT
LG A GCLG (B.38)

Zpìtné transformace
Velikosti úhlù  , � a ' se ze matice transformaceCLG urèí ze vzorcù

� = arcsin ( CLG [3; 1]) (B.39)

 = atan2
�

CLG [1; 1]
cos�

;
CLG [2; 1]

cos�

�
(B.40)

' = atan2
�

CLG [3; 3]
cos�

;
CLG [3; 2]

cos�

�
(B.41)
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První derivace z úhlových rychlostí nepohyblivého souøadného systému jsou

_ = � ! G;x cos tan � � ! G;y sin  tan � + ! G;z (B.42)
_� = ! G;x sin  � ! G;y cos (B.43)

_' = ! G;x
cos 
cos�

+ ! G;y
sin  
cos�

(B.44)

Toté¾ z úhlových rychlostí souøadného systému pohybujího se tìlesa

_ = ! L;y
sin '
cos�

+ ! L;z
cos'
cos�

(B.45)

_� = � ! L;y cos' + ! L;z sin ' (B.46)

_' = ! L;x � ! L;y tan � sin ' � ! L;z tan � cos' (B.47)

Druhé derivace z úhlových zrychlení v nepohyblivém souøadném systému jsou

• = � � G;x cos tan � � � G;y sin  tan � + � G;z + _ _� tan � �
_� _'

cos�
(B.48)

•� = � G;x sin  � � G;y cos + _ _' cos� (B.49)

•' = � G;x
cos 
cos�

+ � G;y
sin  
cos�

�
_ _�

cos�
+ _� _' tan � (B.50)

A nakonec druhé derivace z úhlových zrychlení v souøadném systému tìlesa v pohybu

• = � L;y
sin '
cos�

+ � L;z
cos'
cos�

+ _ _� tan � �
_� _'

cos�
(B.51)

•� = � � L;y cos' + � L;z sin ' + _ _' cos� (B.52)

•' = � L;x � � L;y tan � sin ' � � L;z tan � cos' �
_ _�

cos�
+ _� _' tan � (B.53)
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