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ABSTRAKT

Cilem této prace je vytvoreni chybéjiciho teoretického zakladu
pro praktické aplikace méreni fraktalni dimenze realnych objektu,
zejména vytvoreni korekiniho prfechodu od teoretickych fraktalnich
mnozin k jejich kone¢nym aproximacim. Dale se prace zabyva
analyzou vlivlh na odhad fraktélni dimenze, které se v praktickych
aplikacich ¢asto vyskytuji, a navrhem metod, jak tyto vlivy odstranit.
V praktické ¢asti jsou na tfech raznych problémech demonstrovany
vysledky dosazené v teoretické Casti.
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ABSTRACT

The main goal of this work is definition of the serious
theoretical bases for practical application of a fractal dimension
measurement of the real objects, mainly definition of a finite
approximation of the real fractal objects. The theoretical part of the
work also analyze various factors which impact fractal dimension
estimation and methods how to minimize these factors are
proposed in this work. The results of the theoretical part are used in
the practical part of the work, where theoretical results are used for
solution of three different practical problems.
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Uvod

Tato prace se zabyva praktickymi aplikacemi fraktalni dimenze tak, aby byly ko-
rektni z matematického hlediska a vysledky byly postaveny na formalnich a nikoli
intuitivnich zakladech. Hlavnim motivem pro tento vyzkum bylo to, ze v inzenyrské
praxi je Casto vyuzivana fraktalni dimenze, ovSem obvykle velmi intuitivné. Od-
borna literatura na toto téma je vétsinou zameérena na ¢istou matematickou teorii
nebo naopak na praktické aplikace, ovSem prechod od teorie k praktickym aplikacim
v podstaté chybi nebo zanedbava to, ze fraktal je pti praktickych aplikacich obvykle
reprezentovan kone¢nou mnozinou bodd namisto pivodni fraktalni mnoziny. V prvni
casti je zadefinovan teoreticky aparat, ktery je tfeba ke korektnim inzenyrskym apli-
kacim, v druhé c¢asti jsou pak tii praktické aplikace fraktalni dimenze.

Uvodni kapitola teoretické ¢asti obsahuje prehled zakladnich pojmt nezbytnjch
k porozuméni zakladim teorie miry a definuje Hausdorffovu miru a Hausdorffovu
dimenzi mnozin — tato dimenze je v kapitole vénované fraktalnim mnozindm vyuzita
pro definici fraktalni mnoziny.

V kapitole vénované fraktalnim mnozindm je vétsina prostoru vénovana zlomko-
vym stopam Brownova pohybu a zlomkovym Brownovym stopam. Vyznam téchto
utvart pro tuto praci je v tom, Ze je znama jejich teoretickd fraktalni dimenze a
1ze je pomérné snadno sestrojit (respektive sestrojit jejich aproximaci). Z téchto da-
vodt jde o idedlni objekty pro testy metod odhadu fraktalni dimenze a pro analyzy
riznych vlivii na odhad fraktalni dimenze.

Hlavnim vysledkem teoretické ¢asti je formalni definice aproximace fraktalni
kiivky a fraktalni plochy, které umoznuji prechod od teoretickych utvart k real-
nym vstupnim dat@im reprezentovanym konecnymi mnozinami. Pro tyto aproximace
byly poté popsany metody odhadu fraktalni dimenze, které se obvykle vyskytuji v
praktickych aplikacich. Tim se vytvoril potfebny prechod od teoretickych ttvarta k
praktickému odhadu fraktalni dimenze na zakladé konec¢né mnoziny, ktera reprezen-
tuje fraktal v pocitaci.

Dalsim dtlezitym vysledkem teoretické ¢asti je analyza faktort vyskytujicich se
v praxi, které mohou vyrazné ovlivnit odhady dimenze realnych objektid. V ramci
prace byly tyto faktory popsany a byly navrzeny metody, jak dopad téchto faktori
na odhad fraktalni dimenze vyloucit nebo alespon minimalizovat.

Prakticka cast obsahuje piiklady tii aplikaci fraktalni dimenze pro rizna vstupni
data. Na téchto aplikacich byly demonstrovany zavéry teoretické Casti, zejména po-
tlaceni faktort, které mohou zménit odhad dimenze. Prvni dvé praktické aplikace
byly feseny ve spolupréaci s Ruskou akademii véd, Ustavem mechaniky a nauky o
materidlu (Institute of Strength Physics and Materials Science, Siberian Division,
Russian Academy of Sciences). Jde konkrétné o hledani zavislosti mezi koeficientem
odolnosti tfeni riznych materialt a fraktalni dimenzi povrchii téchto materialti opo-
tfebenych tfenim, dale pak o hledani zavislosti mezi fraktalni dimenzi hranic porta



v keramice a objemem téchto pori v keramice. Posledni aplikaci, ktera je zde uve-
dena, je analyza slune¢ni aktivity a predpovéd slunecéni aktivity na zakladé fraktalni
dimenze spoctené z ¢asové fady, kterd udava pocet slunecnich skvrn pozorovanych
kazdy den jiz od roku 1820. Vysledky prvnich dvou aplikaci byly jiz publikovany,
vysledek analyzy slunecni aktivity je momentalné posuzovan odborniky z oboru as-
trofyziky a je pripraven k publikovani.



Introduction

This work focuses on the phenomenon of the practical application of fractal dimensi-
ons in engineering practice with the aim of reaching correct data based on proper
mathematical methods and not on pure intuition. The main incentive for working
up this thesis was the fact that fractal dimension is often used without heeding
the correct theoretical basis. The primary literature related to these issues focuses
mostly on the fractal theory, or on its practical application: nevertheless, it is only
scarcely devoted to the overlapping of the two. Moreover, the problem of how to
reach a finite approximation of the measured fractal set is often left unresolved.
Therefore, the first part of the thesis comprises the essential theory necessary for
practical application, while the second part presents three examples of how should
the aforementioned problems be conducted.

The first chapter then elucidates the terms necessary for clarifying the measure
theory, and it also comments on the definition of Hausdorff measure and Hausdorff
dimension. This dimension is then in the chapter dedicated to fractal theory used
for defining of fractal set and of fractal dimension.

The chapter dealing with fractal theory focuses mainly on one dimensional and
two dimensional fractional Brownian traces. These sets are very important for the
next part of the work: the reason for this being that the theoretical dimension of these
sets is known, and therefore it is relatively simple to construct fractional Brownian
traces. That is why these constructed sets are ideal for the analysis of factors which
can influence the estimation of fractal dimension.

The main conclusion of the theoretical part is the definition of finite approxi-
mation of a fractal curve and a fractal surface. These definitions are very important
for engineering applications because these approximations allow to define correct
measurement methods based on finite approximation of real fractal objects. The
analysis of factors which can change the estimation of a fractal dimension is also
of particular scientific interest. During the course of the thesis, these factors are
analyzed and several methods how to eliminate their outcomes were suggested.

The practical part comprises three instances of the application of the fractal
dimension, with different data being entered for each of these. The applications are
then used for the elucidation of the conclusion of the theoretical part of the thesis:
mainly, on clarification of how can the factors capable of changing the estimated
dimension be eliminated. The first two applications were solved in cooperation with
the Russian Academy of Sciences, the Institute of Strength and Physics and Material
Science. The aim of the first practical application was to find a relationship between
wear resistance coefficient of different metal surfaces and fractal dimension of the
surfaces which were worn out by friction.

The second application deals with the porosity of ceramic materials used for
filters and implants, and with the fractal dimension of cavity boundaries. As a



result, a minimal volume of cavities in ceramic material with required boundary
segmentation was found.

The last application analyzes the number of sun spots per day. This application
covers the time period beginning in the 1820’ and ending in the present day. The
data were then subsequently used for the prediction of the sun activity for the near
future. Results of the first two applications have already been published, while the
last application is currently reviewed by solar physicists and will be soon ready to
be printed.



Cast I

Teoretické zaklady



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V této kapitole jsou zadefinovany a popsany zakladni pojmy, které se pouzivaji
v dalsich c¢astech této prace a jsou nezbytné pro spravné porozuméni hlavniho textu.

1.1 Metrické prostory

Definice 1.1.1: Necht X je libovolnd mnozina a g je zobrazeni ¢ : X — (0, 00)
s nasledujicimi vlastnostmi:

) = 0esx=y
) = oly,r)Vo,ye X
o(x,z) < olx,y)+oly,2) Vo,y,z € X

potom dvojici (X, 0) nazyvame metricky prostor a zobrazeni p nazyvame metrika.

Definice 1.1.2: Necht M je metricky prostor s metrikou g a t je zobrazenit : M — M.
Jestlize pro body x,y € M a jejich obrazy t(z),t(y) € M plati:

o(t(z), t(y)) < k- o(z,y)

kde 0 < k < 1, potom zobrazeni t nazveme kontraktivni zobrazeni.

Definice 1.1.3: Necht M je metricky prostor s metrikou o a £ C M. Primérem
mnoziny E rozumime ¢islo diamFE,

diamF = sup o(z,y)
Va,yeE

Definice 1.1.4: Necht M je metricky prostor s metrikou o a E, F' C M. Vzddle-
nosti mnozin E a F rozumime ¢islo dist(E, F),

dist(£,F) = inf  o(z.y)



Definice 1.1.5: Necht M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a £ C M.
Bod uzavéru mnoziny E rozumime takovy bod x € M, jehoZ libovolné j—okoli (6 —
0%) obsahuje alesponi jeden bod lezici v mnoziné F, tj. prinik d—okoli s mnozinou
E' je neprazdna mnozina:

En{vye M: o(z,y) <o} #0

Definice 1.1.6: Necht M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a £ C M.
Uzaver mnoziny E (zna¢ime F) je sjednoceni vech bodi uzévéru mnoziny E.

Definice 1.1.7: Necht M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a £ C M.
Hrani¢nim bodem mnoZiny E rozumime takovy bod x € M, jehoz libovolné d—okoli
(0 — 07) obsahuje alespori jeden bod lezici v mnoziné E, a alespoti jeden bod lezici
mimo mnozinu F.

Definice 1.1.8: Necht M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a £ C M.
Hranici mnoZiny E (zna¢ime OF) je sjednoceni vSech hrani¢nich bodt mnoziny FE.

Definice 1.1.9: Necht M je metricky prostor s Euklidovskou metrikou a £ C M.
Mnozinu E nazveme souvislou, pokud neexistuje rozklad mnoziny E na dvé ¢asti £y
a Fy pro néz by platilo:

(El QE2) U (EQ ﬂEl) - (Z)

1.2 Teorie miry

Definice 1.2.1: Rostouct posloupnosti mnozin {E;};°  nazveme takovou posloup-
nost, pro kterou plati:
EiCE,CE5C...

Klesajici posloupnosti mnozin {E;};°  nazveme takovou posloupnost, pro kterou
plati:
ElDEQDEgD...

Definice 1.2.2: Dolni limitou posloupnosti mnozin {£;};~, (oznacme ji lim F;)

rozumime nasledujici mnozinu bod:

[ oluNe o]
el k=1i=k
Horni limitou posloupnosti mnozin { £;};° | (ozna¢me ji lim E;) rozumime nésledujici
1—00

k=11i=k

mnozinu bodi:
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Jestlize lim F; = hmE (tj. obé mnoZiny jsou totozné), potom tuto mnoZinu na-

1—00

zveme limitou posloupnostl mnozin {E;};° a oznacime ji lim E;

1—00

lim F; = lim F; = hmE

1—00 1—00 1—00

Véta 1.2.1:  Jestlize posloupnost mnozin { E; };-, je rostouci, nebo klesajici, potom
vzdy existuje limita této posloupnosti, tj. plati:

lim F; = lim F; = hmE

1—00 1—00 1—00

Dale, pro rostouci posloupnost plati:

lim E; = U E;
a pro klesajici posloupnost plati:
lim E; = ﬂ E;

Dukaz 1.2.1: Nejprve ukdZeme platnost véty pro rostouci posloupnost {E;}.°,
tj. pro posloupnost, ktera spliuje: £y C Ey C E3 C .... Nejprve ur¢ime dolni limitu
této posloupnosti

lim E; = UﬂE U (ExNEgaN..)

=0 k=1i=k k=1

protoze Ey C Fyy1 C ... je ziejmé, ze By N Ey 1 N ... = Eg

lim F; = UﬂE U EkﬂEkHﬂ...):GEk:EluEQU...:E

=00 k=1i=k = k=1

Nyni uréime horni limitu této posloupnosti:

ImE = (JE=()EUEnU..)=(E=
e k=1i=k k=1 k=1
Tedy: L

1—00 —00 1—00

kde £ = |J E;. Tim je véta dokdzana pro rostouci posloupnost. Nyni ukdzeme, ze

=1
plati i pro klesajici posloupnost, tj. pro posloupnost, pro kterou plati: £; D Ey D
Urc¢ime nejprve dolni limitu této posloupnosti:

MEi:GﬁEi:G(EkﬂEk+lﬂ...)

tee k=1i=k k=1
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Protoze Ej, D Exi1 D ..., je ziejmé, ze (Ex N Epy1N...)=FE

hInEz:GﬁEz:G(EkmEk-i—lm):

tee k=1i=k k=1

E=F

rCe

Nyni ur¢ime horni limitu:

lim E; = ﬁGE: ﬁ(EkUEkHU...): ﬁEk:E
e k=1i=k k=1 k=1

Tedy: L

o
kde £ = () E;. Tim je véta dokdzéna i pro klesajici posloupnost. [J
=1

1=

Definice 1.2.3: Necht X je libovolnd mnozina. Neprazdny systém S jejich pod-
mnozin se nazyva o-algebra, jestlize je uzavieny vzhledem k operaci dopliku! a
spocetného sjednoceni. Tj. plati:

EeS = X/EFeS

(B}, eS = (JE €S
=1

Véta 1.2.2: Necht X je libovolnd mnozina a S je o—algebra na této mnoziné.
Potom plati, Ze: X € Sa € S.

Dtkaz 1.2.2: o-algebra S je neprazdny systém podmnozin, tudiz musi existovat
alesponl jedna mnozina F, E C X takova, ze £ € S. Protoze S je uzavieny k operaci
dopliiku, musi do S patfit i jeji doplnék X/E € S. Protoze S je uzavieny vzhledem
k operaci sjednoceni, musi do S patfit i F U X/FE = X a tedy i doplnék tohoto sjed-
noceni, coz je prazdna mnozina. [

Definice 1.2.4: Nechf S je o—algebra a p je zobrazeni i : S — (0,00), které ma
nasledujici vlastnosti:

p@ = 0

M(Uﬂ) = ZN(Ei)

kde {F;}3°, € S je posloupnost disjunktnich mnozin. Zobrazeni u s témito vlast-
nostmi nazveme mirou na oc—algebre S.

1Pro doplnék mnoziny E na mnoziné X je v této praci pouzivan symbol X/E.



Definice 1.2.5: Necht X je libovolnd mnozina, P(X) systém vSech podmnozin X
a v je zobrazeni v : P(X) — (0,00), které ma nasledujici vlastnosti:

) = 0

v(A) < v(A), AcA

(04) < %

pro libovolnou posloupnost {4;};~, podmnozin X. Potom zobrazeni v nazyvame
unéjsi mirou na mnoziné X.

IA

WE
<
=

Definice 1.2.6: v-méritelnd mnozina E C X je takova mnozina, zZe pro libovolnou
mnozinu A C X plati nasledujici vztah:

v(A) = V(AN E) + v(A/E)

Véta 1.2.3:  Necht v je vnéjsi mira. Systém M v—méfitelnych mnozin je o—algebra
a zizeni v na M je mira.

Dukaz 1.2.3: Ziejmé ) € M, tedy M je neprazdnd mnozina. Z definice 1.2.6
plyne, ze A € M préavé tehdy, kdyz X/A € M — tedy systém M je uzavieny vzhle-
dem operaci dopliiku. Déle je tieba dokazat, ze M je systém uzavieny i k operaci
spocetného sjednoceni. Myslenka diikazu je nasledujici: zvolime mnoziny £y, Es, . ..
a na tyto mnoziny a mnozinu A (o které predpokladame, ze je v—méfitelna) apliku-
jeme vztah z definice 1.2.6. Podrobny diikaz lze nalézt napt. v [3, strana 3-4]. O

Definice 1.2.7: Necht M je metricky prostor a v vnéjsi mira na M. Pokud pro
E,F C M, dist(E, F') > 0 plati:

V(EUF)=v(E)+v(F)

potom miru v nazyvame vnéejsi metrickda mira.

1.3 Hausdorffova mira

Definice 1.3.1: Necht X je metricky prostor a £ C X. Koneény nebo spocetny
systém podmnozin {U;} € X, diam(U;) < 4, 0 < § < 1, pro Vi, se nazyva d—pokryti
mnoziny E, pokud plati: £ C |JU,.

Véta 1.3.1: Necht X je metricky prostor, £ C X, s >0 a {U;} € X je é—pokryti
mnoziny E. Potom zobrazeni H§(F) : P(X) — (0,00)

H3(E) = inf 3 (diam(U))"
=1

je vnéjsi mira na mnoziné X (infimum ze vSech moZnych o—pokryti {U;} mnoZiny
E, tj. v sumé se s¢itaji priméry infimalniho pokryti).
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Dukaz 1.3.1: Je tfeba ukazat, Ze zobrazeni Hj(F) spliuje definici vnéjsi miry
1.2.5. Dtikaz prvnich dvou vlastnosti vnéjsi miry je ziejmy. Zbyva dokazat, Ze je
splnéna i tieti vlastnost z definice 1.2.5. Uvazujme libovolnou posloupnost {A4;}%2,
podmnozin z X. Pokud je Hj(E) vnéjsi mira, potom musi platit:

H: <[j Aj> < iH A
j=1 '

Necht U;; je 0—pokryti mnoziny A;. Potom plati

Tedy i tieti vlastnost z definice vnéjsi miry je splnéna a zobrazeni Hj(FE) je skute¢né
vnéjsi mira na mnoziné X. [

Definice 1.3.2: Necht X je metricky prostor a £ C X. Dale, zadefinujme nasle-
dujici zobrazeni: H*(E) : P(X) — (0, 00)

oo

H*(E) = lim Hi(E) = Jim,inf (diam(U;))°
=1

Kde {U;}2, je d—pokryti mnoziny F. Mnozina E se nazyva H®-méritelnd, pokud
plati: 0 < H*(F) = K < oo a zobrazeni H*(FE) se nazyva Hausdorffova s — dimen-
ziondlni mira.

Véta 1.3.2: Nechf X je metricky prostor a £ C X. Déle, necht s > 0 je libovolné
realné ¢islo a {U;} € X je d—pokryti mnoziny F. Zobrazeni H*(F) : P(X) — (0, 00),

H*(E) = 5hm+ Hj(FE) 61111& {1(1]1f} (diam(U,
—0 —0

je vnéjsi metricka mira na mnoziné X . Jeji ziiZzeni na o—algebru vSech H® méfitelnych
mnozin je mira (Hausdorffova s—dimenziondlni mira).

Duikaz 1.3.2: Z véty 1.3.1 a jejiho dikazu plyne, ze H*(F) je vnéjsi mira na
mnoziné X. Déle je tfeba dokézat, Ze zobrazeni H®(E) vyhovuje definici vnéjsi
metrické miry 1.2.7. Uvazujme dvé libovolné mnoziny E, F C X takové, ze plati
dist(E, F') > 0. Potom pro libovolné ¢ < dist(£, F') nebude mit J—pokryti mnoziny
E prunik s F' a obracené - to znamena, ze Hj(E U F') = H(E) + Hj(F). Tato vlast-
nost zlistane zachovéana i pro 6 — 0. Dtkaz druhé ¢asti véty plyne z véty 1.2.3 o
zuzeni vnéjsi miry na systém méftitelnych mnozin. [
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Lemma 1.3.1: Pro kazda dvé nezaporna, realna cisla s, ¢ plati:
Pro s < t:
H;(E) > 6" "Hy(E)

a pro s > t:
Hi(E) < 6 "Hy(E)

Dikaz 1.3.3: Nejprve dokazeme platnost prvni ¢asti lemmatu (tj. s < ). Funkce
F(diam(U;)) = diam(U;)*~* musi byt klesajici pro libovolnou kombinaci s a t, ktera
splnuji podminku s < ¢, protoze s — ¢t < 0. Tato funkce nabyva své minimum pro
maximalni hodnotu diam(U;) — tj. pro diam(U;) = 0. Z této vlastnosti a z definice
H;(E) plyne:

Z (diam(U;))* Z (diam(U;))* (diam(U;))*~* >
viy i=1 i=1

> inf diam(U;))'6° " = 8 "HL(E

> juf Dt i)

Tim je prvni ¢ast lemmatu dokadzana. Druhou cast dokdZeme obdobné. Funkce
F(diam(U;)) = diam(U;)*~* musi byt rostouci pro libovolnou kombinaci s a t, ktera
splnuji podminku s > t, protoze s —t > 0. Tato funkce nabyva své maximum pro
maximalni hodnotu diam(U;) — tj. pro diam(U;) = . Z této vlastnosti a z definice
H;(FE) plyne:

Z (diam(U, Z (diam(U;))! (diam(U;))* " <
vil =1 =1
< {1[1]1f} (diam(U;))'6* " = §* T HY(E)
=1

Tim je dokézana i druha c¢ast tohoto lemmatu. [J

Véta 1.3.3: Necht mnozina F C M je H*-méfitelna a necht M je metricky pro-
stor. Existuje prave jedno realné ¢islo ¢t > 0, takové ze, Haussdorfova mira je nenulova
a konetnd 0 < H'(E) = K < co. Déle, Hausdorffova mira H*(FE) = 0 pro libovolné
redlné ¢islo s, s > t a H"(E) = oo pro libovolné realné ¢islo r, r < t. Jinymi
slovy: Existuje jediné cislo ¢, pro které je Hausdorffova mira mnoziny E konec¢na a
nenulova.

Dikaz 1.3.4: Mnozina E je H®*-méfitelna - podle definice pro néjaké konkrétni
¢islo t musi byt 0 < H(F) = K < oo. Nyni uvazujme libovoln4 ¢isla s a r, takova,
ze plati: s >t ar <t.
Z lemmatu 1.3.1 plyne:

Hi(E) <6 'HYE), s>t

a po provedeni limitniho pfechodu:

lim H(E) < lim 0° "H{(E)

5—0+ 6—0t
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Podle definice d—pokryti plati 0 < § < 1. Z toho, a z toho, ze s —t > 0 plyne, ze
5"t — 0 pro 0 — 0. Déle H'(F) = 6lim+ HY(FE) = K a tedy i limita
—0

lim 6 'HL(E) =0

6—0t

Z toho plyne, ze i leva ¢ast nerovnosti musi byt nulova: H*(E) = 6lim+ H;}(E)=0
—0

protoze vnéjsi mira Hj(E) nemuze byt zaporna. Tim je dokazano, ze pro libovolné
kladné ¢islo s > t je Hausdorffova mira mnoziny E nulova.
Pro druhou ¢ast dikazu vyuzijeme druhou c¢ast lemmatu 1.3.1. Podle tohoto

lemmatu plati:
H;(E) > 6" 'HU(E), 7 <1

a po provedeni limitniho pfechodu:

lim H}(FE)> lim 6" "HY(E
Jim H3(E) 2 Jim, 07 H;(E)
Podle definice d—pokryti je 0 < § < 1. Z toho, a z toho Ze r —t < 0, plyne 6"t — oo
pro 6 — 0*. HY(E) = élim+ HL{(E) = K a tedy i limita
-0

lim 0" ' HL(E) = oo

§—0t

Z toho jiz plyne, Ze i leva strana musi byt rovna nekoneénu H" (E) = 6lim+ Hi(F) = 0.
—0

To, ze ¢islo t je jediné, plyne z predchozi konstrukce. [J

1.4 Zavérecéné shrnuti

V této kapitole byly zadefinovany zakladni pojmy z teorie miry. VétSina vét a dikazi
v této sekci je dobfe znama a dostupné v odborné literatuie. Za zminku stoji véta
1.3.3, ktera tika, Ze existuje jediné ¢islo s, takové, ze Hausdorffova mira H*(E)
mnoziny F je nenulova a zarovén konecna. Tato véta je hojné citovana v literature,
ale jeji ditkkaz se nepodafilo v dostupné literatuie nalézt a byla dokazana v ramci této
prace na zakladé navodu z [3], kde byla poskytnuta bez dikazu polovina lemmatu
1.3.1. Prehled zakladnich pojmt je zde uveden pro vyjasnéni, co se rozumi pojmy
dimenze, mira, atp. v této praci a pro objasnéni zakladnich vlastnosti Hausdorffovy
miry a dimenze.
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Kapitola 2

Fraktaly

Tato kapitola podava definici pojmu fraktal a fraktalni dimenze a popisuje nékteré
vlastnosti fraktalni dimenze. Déle se kapitola vénuje Richardsonovu vzorci — z to-
hoto vzorce je odvozeny algoritmus odhadu fraktalni dimenze kiivky (Yard Stick
Method), ktery je Casto pouzivany v inzenyrskych aplikacich.

Hlavni c¢ast této kapitoly pojednava o zlomkové stopé Brownova pohybu a zlom-
kové Brownoveé ploSe. Tyto utvary jsou dilezité pro praktickou ¢ast této prace, nebot
je lze vygenerovat, a protoze jejich pfesna fraktalni dimenze je znama, mohou byt
vyuzity k testim algoritmti, které meéti fraktalni dimenzi redlnjch objektd. Dale
jsou tyto objekty vyuzity k analyze vlivu numerickych metod zpracovani obrazu na
vyslednou fraktalni dimenzi spoc¢tenou ze zpracovanych obrazii.

2.1 Definice a nékteré vlastnosti fraktalu

Definice 2.1.1: Necht £ C M, kde M je metricky prostor, je H°*-méfitelna.
Potom ¢islo s nazyvame Haussdorffovou dimenzi nebo téz fraktdalni dimenzi mnoziny
E. (Tato dimenze, narozdil od dimenze topologické, nemusi byt celo¢iselna.)

Definice 2.1.2: Fraktdlem nazveme takovou mnozinu, ktera je H°-méritelnd a
jejiz Haussdorffova dimenze je neceloc¢iselna.

Véta 2.1.1: Necht F C R™ je H*—métitelnd. Potom 0 < s < n. (Tj. Haussdorffova
dimenze mnoziny £ muze byt nejvyse rovna dimenzi prostoru R".)

Dtikaz 2.1.1: Uvazujme jednotkovou krychli C', C' € R". Rozdélime — 1i kazdou
hranu krychle C' na k stejné dlouhych dilti, obdrzime £™ krychli, pro jejichz primér
0 plati: 0 < ‘/Tﬁ Podle definice Hausdorffovy miry plati:

H(C) = infz_:(S,’j <Y (%) = lim &" (%) — "
Tedy H{(C) < oo. Z toho a z véty 1.3.3 plyne, ze pro libovolné s > n je Hj(C) =
0. Protoze prostor R" lze vyjadfit sjednocenim jednotkovych krychli, bude také
H;(R™) = 0 a také pro libovolnou podmnozinu tohoto prostoru £ € R™ je H{(E) = 0.
Z toho plyne, ze 0 < dim £ < n pro libovolnou mnozinu F, E € R". [J
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2.2 Richardsonuv vzorec

Richardostv vzorec empiricky odvodil Lewis Fry Richardson v roce 1961, kdyz resil
problém délky riznych pobtezi (Richardsonova experimentalni data lze vidét napf.
v [7, strana 33]).

Tento problém neni tak trivialni jak se zda. Pfirodni pobfezi je ¢lenité se spoustou
zalivii a vybézkt. Zvolme pro méteni napiiklad mapu pobrezi v métitku 1:500 000.
Zvolime délku métidla napiiklad jeden centimetr na mapé (tj. 5 kilometra v terénu).
S timto méfidlem obdrzime jeden vysledek. Dejme tomu, Ze budeme méfeni chtit
zpresnit a poridime si mapu stejného pobrezi, ovsem v méritku 1:50 000. Na této
mapeé se objevi malé zatoky a vybézky, které na predchozi mapé nebyly. S métidlem
délky jeden centimetr (tj. 500 metrti v terénu) naméfime podstatné vétsi délku po-
brezi nez s predchozi mapou. Na mapé s méritkem 1:5 000 se objevi dalsi drobné
zalivy a mysy pobfezi. S méfidlem délky jeden centimetr (tj. 50 metril) naméfime
opét vétsi vzdalenost nez v predchozim. Mtizeme Fici, Ze pro piirodni, ¢lovekem neu-
pravené pobrezi jeho délka poroste se skracujicim se métidlem k nekonec¢nu. Jinymi
slovy, mohu si namérit tak dlouhé pobtezi, jak potiebuji, staci vybrat vhodnou délku
méfidla, nebo z jiného tthlu pohledu — vSechna pobiezi na svété jsou stejné dlouha
a to nekonecné dlouha.

Je zfejmé, ze délku pobrezi nemiiZzeme pouzit pro porovnavani dvou rtiznych
pobrezi. Lewis Fry Richardson pii své praci z naméfenych dat odvodil nésledujici
VZorec:

L(g) = Ke'™P

kde L(e) je délka pobfezi uréend méridlem délky e, D a K jsou nenulové, konecéné
konstanty, nezavislé na délce pouzitého méridla. Tedy, tyto dvé konstanty by mohly
slouzit za parametry, které odlisi riizna pobiezi.

Poznamka 2.2.1: Je tfeba poznamenat, ze pro realna data neplati rovnost, ale lze
jimi prolozit vyse uvedenou funkci, kde K a D obdrzime metodami linearni regrese.

Hlavni vyznam Richardsonova vzorce a vySe popsané tvahy je jeji obecna plat-
nost. Nemusime se omezovat jen na pobfezi, ale mizeme takto postupovat u vsech
pfirodnich kiivek, které vykazuji vysokou miru élenitosti (napiiklad profily lomi
riznych materiali, kde fraktalni dimenze slouzi k rozliseni lomovych mechanizmii,
které probéhly v materialu).

Lze dokazat, Ze konstanta K v Richardsonové vzorci je Hausdorffova dimenze
mérené kiivky a konstanta D z tohoto vzorce je jeji fraktalni dimenze. Richardsontiv
vzorec nam tedy pfimo dava navod jak spocitat fraktalni dimenzi ¢lenité kiivky
— na jeho zédkladé je mozné odvodit jednu metodu méfeni fraktélni dimenze (viz
podkapitola 4.1.2).

Véta 2.2.1:  Jestlize pro kiivku plati Richardsontiv vzorec, tj. naméfena délka L(e)
krivky roste se zmensujici se délkou méridla € podle vzorce:

L(g) = Ke' P

potom D je fraktalni dimenze této krivky a K jeji Hausdorffova dimenze.
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Dukaz 2.2.1: Ozna¢me P(g) polet ,poloZeni“ métidla e na méfenou kiivku. Po-
tom zprejmeé plati:

L(e) = P(e)e
Levou stranu rovnice nahradime Richardsonovym vzorcem a obdrzime:
Ket™P = P(e)e
vyjadiime P(e):
P(e) = KiD _ KD

Predpokladejme nyni, ze D je Hausdorffova dimenze mérené kiivky. Jestlize je tomu
tak, Hausdorffova mira této kiivky musi vyjit nenulova a konec¢na.

HP(E) 5hm+ {1lr]1f} (diam(U;))” , diam(U;) < ¢
—0

Zvolme pokryti ¢tverci o priméru § = €.

HP(E) = lim inf » &”
e—0t {U;} =
Jestlize ze vSech moznych pokryti vybereme infimalni pokryti, pocet ¢tverct tohoto
pokryti bude roven P(¢). Dostavame tedy:
HP(E) = lim P(e)-&”

e—0t

Nyni dosadime za P(e).
HP(E) = lim Ke PP = lim K = K

e—07t e—0+
Vidime. ze Hausdorffova mira je rovna K. Protoze K je nenulova kladna konstanta
(pfedpoklad odvozeni Richardsonova vzorce) je D Hausdorffova dimenze métrené
krivky a K je skutecné jeji Hausdorffova mira. [

2.3 Browniv pohyb a stopa Brownova pohybu

Regularni Browniiv pohyb je pojmenovan po skotském botanikovi Robertu Brownu.
Robert Brown pozoroval mikroskopem pilova zrnka ve vodé. Vsiml si, Ze se chaoticky
pohybuji. Stejny chaoticky pohyb pozoroval i u dalsich malych castecek rtizného
puvodu a spravné usoudil, ze tento pohyb je fyzikalniho ptvodu.

Diskrétni aproximaci Brownova pohybu lze sestrojit, pokud je zaznamenavana
poloha ¢astice v riznych ¢asech - tj. pro ¢as t; je zaznamenana poloha ¢astice [z;, ;]
a vSechny zaznamenané polohy jsou poté propojeny carou.

Pokud ¢asovy krok zaznamu pozice ¢éstice je konstantni (6t = t;1 — t; = konst,
i = 1...n), potom rozdil poloh soufadnic jednotlivych poloh je ndhodné veli¢ina
s Gaussovym rozdélenim pravdépodobnosti: Az’ = z; — x;.1 ~ N(0,0?), Ay® =
Yi — Yir1 ~ N(0,02). Déle, také vzdalenost mezi dvéma po sobé jdoucimi body méa
také Gaussovo rozdéleni: r; = \/(Az?)2 + (Ay)2 ~ N(0,0?) (viz. [10, str. 54 - 55]).

Lze dokazat, ze tato trajektorie ma fraktalni dimenzi 2 s pravdépodobnosti 1
v libovolném prostoru R™, n > 2 (viz. [3, str. 147 - 148]).
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2.4 Jednodimenzionalni stopa Brownova pohybu

vvvvvv

pohybu ve sméru jedné soutadnice (time trace of regular Brownian motion) B(t) a
stopa zlomkového Brownova pohybu (time trace of fractional Brownian motion)
By (t), protoZe tyto konstrukce budou vyuzity v praktické ¢asti ke studiu vlastnosti
metod méfeni fraktalni dimenze ploch.

Stopa regularniho Brownova pohybu B(t) je zaznam jedné soufadnice Regu-
larniho Brownova pohybu v c¢ase. Diskrétni aproximaci stopy Brownova pohybu v
Casech t; = 1At lze sestrojit jako soucet diskrétnich zmén R(t;) polohy ve sméru
vybrané soutfadnice. Tyto prirustky R(t;) maji Gaussovo rozdéleni N(0,0?). Pozna-
menejme, Ze o je konstantni, pokud At je konstantni. Diskrétni aproximace stopy

Brownova pohybu v ¢ase t; = iAt jsou hodnoty B(t;), B(t;) = > R(t;), R(to) =0
=1
(viz obr. 2.1).

B(t,)

B(t,)

R(ts)

B(0) R(t) ¢;{(t3) v

Rt | gy
B(t,) B(te)

Obrazek 2.1: Diskrétni aproximace stopy Brownova pohybu.

Diskrétni aproximace se jevi pfi vhodném rozliseni jako fraktalni mnozina, po-
kud se vsSak rozliSeni ptiblizi k velikosti At, kifivka se prestane jevit jako fraktalni,
ale bude vypadat jako lomena ¢ara. Spojitou stopu Brownova pohybu lze popsat
nasledujici definici.

Definice 2.4.1: Necht spojitd, ohrani¢ena funkce B(t) definovand na intervalu
(0, 00) splituje nasledujici podminky:

e B(0)=0
e pro libovolné dvé hodnoty t1,ts € (0,00), At =ty — ty:

B(ty) — B(ty) ~ N(0,0%)

e adale o o< (At)'/? (kde symbol o znamend, 7e o je pfimo timérna (At)/?).

Potom funkci B(t) nazveme reguldrni stopa Brownova pohybu.
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Reguléarni stopa Brownova pohybu je ,zédznam“ vsech pozic Brownova regulér-
niho pohybu ve sméru jedné soufadné osy. Hodnota B(t) je nezavisla na predchozi
hodnoté€, je zavisla pouze na aktualnim case .

Predchozi definici regularni stopy Brownova pohybu lze zobecnit pro pripady,
kdy rozpyl neodpovida (At)!/2, ale obecné koresponduje s (At)?, kde H je libovolné
¢islo od nuly do jedné.

Definice 2.4.2: Funkce By(t) na defini¢nim intervalu (0, 7") s nésledujicimi vlast-
nosti pro libovolnou dvojici t1,t € (0,T), At =ty — t3:

e By(t) je spojita v celém definiénim oboru

e Pro libovolné 2 body z defini¢niho oboru plati, ze By (t1) — By /(t2) méa normalni
rozdéleni N(0,0?)

e pro libovolné 2 body z defini¢niho oboru, které jsou od sebe vzdaleny o At =
[t — ta], je o o< (At)" kde H je redlné ¢islo H € (0,1)

nazveme stopa zlomkového Brownova pohybu a ¢islo H nazveme Hurstuv koeficient.

Jinymi slovy, stopa zlomkového Brownova pohybu je zaznam polohy ve sméru
jedné soutradnice, pro takovy pohyb, kde rozptyl rozdilu poloh v case je timérny
(At)H. Regularni Browntiv pohyb je specidlnim pifpadem zlomkového Brownova
pohybu — pokud H = 1/2, ziskdme regularni (viz [7, str. 252 - 255] nebo [10, str. 54
- 65]).

Véta 2.4.1: Stopa zlomkového Brownova pohybu je fraktalni mnozina a jeji frak-
talni dimenze D je zéavisla na Hurstovu koeficientu podle néasledujiciho vztahu:

D=2-H

Dukaz 2.4.1: UvaZujme stopu zlomkového Brownova pohybu Bpg(t) definova-
nou na intervalu (0,7"). Na tomto intervalu sestrojime ¢tvercové d-pokryti. Zvolime
0= %, (n zvolime dostateéné velké, aby byla splnéna definice d-pokryti 1.3.1, tj.
% < 1, jinymi slovy — defini¢ni obor rozdélime na n dild. Na libovolném intervalu
(ti,t1 + L) c (0,T) plati, ze By(t1 + L) — By(t1) ~ N(0,07), kde o < (£)#,
0 < H <1 a zfejmé tedy obdélnik o stranach % a (%)H pokryje ¢ast stopy zlom-
kového Brownova pohybu. Pokud tento novy obdélnik pokryjeme ¢tverci d-pokryti
0= %, jejich minimalni pocet potiebny k pokryti stopy zlomkového Brownova po-
hybu na daném subintervalu bude roven:

Celkovy pocet ¢tvercti potfebnych k infimalnimu pokryti stopy zlomkového Brow-
nova pohybu pii daném 6 = % je:

TH -1 TH -1

nH-1 — pH2

n
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Z definice Hausdorffovy miry plyne:

H*(By(t)) = lim H;(Bp(t) = lim {l,r}f} 2 (diam(U;))" = lim inf £ <E>
TH (TN T s 1
nlggo nt—2 (ﬁ) nhj{.lo nH—2+s =7 ”1220 nH-2+s

Aby limita byla nenulova a zaroven konecna, je ziejmé, ze musi byt H —2+s =0 a
s = 2 — H. Podle definice 2.1.1 ¢islo s je Hausdorffova nebo také fraktalni dimenze
By (t). O

Amplitudové spektrum Fourierovy transformace stopy zlomkového Brownova po-
hybu F(Bpy(t)), méa nésledujici vlastnost:

1
1o
kde Amp(F (Bg(t))) oznacuje amplitudové spektrum, f je frekvence a ¢ =1+ 2H.

Této vlastnosti 1ze vyuzit k vygenerovani stopy s danym H - staci vygenerovat
takové spektrum, Ze pro néj plati vyse popsana zavislost mezi frekvenci a amplitu-
dovym spektrem a provést inverzni Fourierovu transformaci. Vysledna funkce bude
stopa zlomkového Brownova pohybu s parametrem H, H = % Pii generovani
spektra volime konstantu ¢ libovolné z intervalu (1,3) aby koeficient H lezel v in-
tervalu (0, 1) a spliioval podminku definice 2.4.2.

Nésledujici obrazky 2.2, 2.3 a 2.4 ukazuji stopy zlomkového Brownova pohybu
sestrojené zpétnou Fourierovou transformaci vygenerovaného spektra, kde parametr
¢ byl postupné roven 1.4, 2 a 2.6 - tj. odpovidajici koeficienty H nabyvaly postupné
hodnot 0.2, 0.5 a 0.8. Odpovidajici fraktalni dimenze byly potom 1.8, 1.5 a 1.2,
¢emuz skutecné odpovida ,clenitost® zobrazenych stop - stopa na prvnim obrazku
je nejclenitéjsi, stopa na poslednim obrazku je ,nejméné clenita“. Zlomkové stopy
Brownova pohybu s Hurstovym expontentem okolo 0.8 jsou casto vyuzivany k si-
mulacim realnych piirodnich povrchi, jako napiiklad zemsky povrch, povrchy lomu
kovi, atd. (viz [4]). Vice detaild o Brownové pohybu a jeho generovani lze najit
napiiklad v [11, str. 446 - 466] nebo v [12, strana 49 a déle.

Amp(F (Bp(t))) o
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Obréazek 2.2: By (t) spo¢tena zpétnou Fourierovou transformaci z generovaného spek-
tra, H = 0.2.

Obréazek 2.3: By (t) spo¢tena zpétnou Fourierovou transformaci z generovaného spek-
tra, H = 0.5.
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Obrézek 2.4: By (t) spoctena zpétnou Fourierovou transformaci z generovaného spek-
tra, H = 0.8.

2.5 Zlomkové Brownovy Plochy v FEj

Predchozi konstrukce mohou byt zobecnény a stopa Brownova pohybu mtze byt
definovana pro n-dimenzionalni Euklidovsky prostor. Pro tcely této prace je zejména
dilezité zobecnéni do F3, protoZe stopa Brownowa pohybu v Ej je plocha (zlomkova
Brownova plocha - viz definice 2.5.1). To umoziiuje generovat fraktalni plochy o
predem znamé dimenzi a vyuzit tyto generované plochy pro testovani metod odhadu
dimenze a vlivu riznych faktori na vyslednou dimenzi.

Definice 2.5.1: Funkci By(t1,t2), kde ¢, t5 jsou nezavislé proménné (nikoli ¢as),
nazveme zlomkovou Brownovou plochou (Fractional Brownian Surface) v E3 pokud
mé nasledujici vlastnosti:

e By (t1,ts) je spojitda v celém definiénim oboru

e Pro libovolné 2 body z definiéniho oboru plati, Zze By (t1,t2) — By(t),t,) méa
normalni rozdéleni N(0, 0?)

e pro libovolné 2 body z defini¢niho oboru, které jsou od sebe vzdaleny o T =
o(t,t), je 0 o< TH, kde H je Hurstiiv koeficient H € (0,1) a o je metrika
definovana v FEy

Véta 2.5.1: Necht By(t1,1t2) je zlomkova Brownova plocha. Potom pro jeji frak-
talni dimenzi D plati:
D=3—-H
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Dtikaz 2.5.1: Diikaz se provede obdobné jako diikaz véty 2.5.1. Pro jednoduseni
omezime defini¢ni obor na jednotkovy ¢tverec (0,1) x (0,1) a uvazujme metriku
o(t, ') = max(|t; — t;], [tz — t4]). Sestrojime d-pokryti z krychli o délce hrany § = 2,
n € N. Na libovolné podoblasti definiéniho oboru (t;,%; + %) X (tg, to + %) plati,

ze Bp(ti,t2) — By(ty + .t + 1) mé normaln{ rozdéleni N(0,0%) a o (%)H

Z toho plyne, ze nad danou podoblasti lze sestrojit kvadr o délkach hran % X % X

(%)H Minimalni pocet krychli §-pokryti, ktery je tieba na pokryti plochy nad danou
1\H

podoblasti je potom % = n'~H, Celkovy pocet krychli potiebnych k infimalnimu

pokryti plochy pii daném ¢ = % je:

n-n-n =N

Z definice Hausdorffovy miry plyne:

HS(BH(tl,t2)) = 6].iI(I)1+ Hg(BH(tl,tQ)) = lim lIlf (dlam(Uz))S =

6—0t+ {U;} £ 1
1=

n 1 s 1 s
= lim inf (—> = lim n> ¥ <—> = lim n®H—
n—oo {U;} P n n—oo n n—oo

Aby limita byla nenulova a zaroven konecna, je ziejmé, ze musi byt 3— H —s =0
a s = H — 3. Podle definice 2.1.1 je ¢islo s Hausdorffova nebo také fraktalni dimenze
By(ti,t). O

Pro zlomkovou Brownovu plochu plati, stejné jako pro zlomkovou stopu Brow-
nova pohybu, ze amplitudové spektrum Fourierovy transformace F(By(t1,t2)) zavisi
na frekvenci podle nasledujicitho vztahu:

Amp(F(By (t1,£5)) ox %
kde Amp(F (Bg(t1,t2))) oznac¢uje amplitudové spektrum, f je definovano jako f =
V [+ f2,kde f1 a fo jsou prostorové frekvence, a ¢ = 1+2H (viz [4]). Zfejmé je tedy
mozné vygenerovat spektrum s pozadovanymi vlastnostmi a zpétnou Fourierovou
transformaci ziskat plochu s pozadovanym Hurstovym koeficientem H = %, kde ¢
lezi v intervalu (1, 3) (aby Hurstiv koeficient byl z intervalu (0, 1)). Pro vice detailt
o generovani ploch viz napiiklad [9, strana 10|. P¥iklady vygenerovanych ploch jsou
na obrazcich 2.7 az 2.5. Na obréazcich je dobfe vidét jak s rostoucim koeficientem H
klesa ,clenitost” ploch, to odpovida i snizovani fraktalni dimenze.
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Obrazek 2.5: Cast plochy Bp(ti,ts) sestrojené zpétnou Fourierovou transformaci
generovaného spektra s Hurstovym koeficientem H = 0.2, D = 2.8.

-2

-4
150

140

Obrazek 2.6: Cast plochy By(t1,ts) sestrojené zpétnou Fourierovou transformaci
generovaného spektra s Hurstovym koeficientem H = 0.5, D = 2.5.
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Obrazek 2.7: Cast plochy Bp(ti,ts) sestrojené zpétnou Fourierovou transformaci
generovaného spektra s Hurstovym koeficientem H = 0.8, D = 2.2.

Véta 2.5.2: Prinik roviny kolmé k souradné roviné (t,ts), kterd je rovnobézna
s osou t; nebo ty se zlomkovou Brownovou plochou By (t1,t2) ma fraktélni dimenzi

D=2-H

Dukaz 2.5.2: Staci dokazat, ze tento prunik je zlomkova stopa Brownova po-
hybu By (t) — podle véty 2.4.1 pak musi platit D = 2 — H. Uvazujme prunik ro-
vinou, ktera je rovnobézna s osou t; a protina osu t; v hodnoté t; = C. Ziejmé
funkce By(t;,C) je spojitd, protoze i By(t1,t2) je spojitd — tim je splnén prvni
bod definice zlomkové trajektorie Brownova pohybu. Déle, By(t,,C) — Bg(t},C)
bude mit normalni rozdéleni N(0,c?), protoze i By (t1,t2) — By (t), ty) mé normélni
rozdéleni N(0,0?) — tim je splnén druhy bod definice zlomkové trajektorie Brow-
nova pohybu. Zbyva dokazat, ze o o (At)) kde At je definovana jako [t; — t]].
Z definice zlomkové plochy plyne, Ze pro At = o([t1, C], [t}, C]) je o o (At)H. Pro
ucely této prace staci dokazat vétu pro dvé metriky, které jsou dale pouzivany. Jde
o Euklidovskou metriku o(z,y) = /(21 — y1)® + (v2 — y2)? a maximéln{ metriku
o(z,y) = max{|z; — y1|, |r2 — y2|}. Dosadime nejprve do Euklidovské metriky:

o([t1, CL, [t1,C]) = /(i — )2 + (C — C)2 = [t; — t}|

tedy pro tuto metriku je splnéna i tfeti podminka definice zlomkové trajektorie
Brownova pohybu. Pro maximalni metriku dostaneme:

o([tr, €1, [t1, C]) = max{[ty — 1, [C' = C[} = [t — 1]
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tedy tieti podminka definice zlomkové trajektori Brownova pohybu je splnéna i pro
maximalni metriku. Analogicky by se dokazalo, ze funkce By (C,t5) spliiuje definici
zlomkové trajektorie Brownova pohybu. []

2.6 Zavérecéné shrnuti

V této kapitole byla podana definice fraktalu a fraktalni dimenze. Déle zde byl ana-
lyzovan Richardsontiv vzorec, zejména byly objasnény podminky za kterych plati, ze
koeficient D v Richardsonové vzorci je fraktalni dimenzi méfeného objektu (viz véta
2.2.1). Tato c¢ast je dilezitd, protoze Richardsontv vzorec je ¢asto vyuzivan k od-
hadu fraktalni dimenze rtiznych kiivek, aniz by se bralo v potaz, Ze jde o empiricky
odvozeny vzorec, ktery nemusi byt pouzitelny pro kazdou ktivku. V zasadé plati,
ze Richardsoniiv vzorec lze pouzit pro odhad fraktalni dimenze kiivky, pouze kdyz
naméfend data vypadaji podobné jako piivodni Richardsonova data. Véta 2.2.1 byla
v ramci prace dokazana.

Stézejni Cast kapitoly se zabyvala stopami Brownova pohybu a zlomkovymi
Brownovymi plochami. Dikaz véty 2.4.1 uvedeny v [10] byl v rdmci prace modi-
fikovan, aby byl konzistentni s jiz zavedenou terminologii a poté byl zobecnén pro
vétu 2.5.1. Z literatury prevzatd véta 2.5.2 o dimenzi fezu zlomkové Brownovy plo-
chy byla v rdmci této prace dokazana. V kapitole 5 je tato véta vyuzita pfi analyze
vlivu méritka na odhad fraktalni dimenze.

Pro praktické aplikace — zejména testovani metod méreni fraktalni dimenze a
vlivu numerickych tprav obrazu na namérenou dimenzi — bylo tifeba vygenerovat
krivky a plochy s predem znamou fraktalni dimenzi. Konstrukce zlomkovych stop
Brownova pohybu a zlomkovych ploch byly provedeny zpétnou Fourierovou trans-
formaci vygenerovaného spektra, které mélo vlastnost Amp(Bg(t)) f_1¢‘ U takto

vygenerovanych ploch je znama fraktalni dimenze, protoze plati H = % Tato cast
teorie spojené se spektralnimi vlastnostmi kfivek a ploch nebyla v ramci prace for-
malizovana, byla pouze zminéna bez diikazu jako fakt. V dostupné literatutfe byla
tato metoda Casto pouzivana, nicméné formalizovana nebyla. Detailni matematicka
analyza a formalizace této teorie je nad ramec této prace a muize byt predmétem
dalsiho vyzkumu.
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Kapitola 3

Aproximace fraktalnich krivek a
ploch

Tato kapitola se zabyva aproximaci fraktalni kiivky a fraktdlni plochy (definice
pojmu viz niZe) néjakou jinou mnozinou, kterd se skladé z kone¢ného poétu zaklad-
nich geometrickych obrazcti — konkrétné konecny pocet tsecek je pouzit k aproxi-
maci fraktalni krivky, konecny pocet trojuhelnikt je pouzit k aproximaci fraktalni
plochy. Tyto kone¢né aproximace jsou pro praxi velmi dulezité, protoze pocitacové
algoritmy, které odhaduji fraktalni dimenzi objektii z digitalnich obrazl, pracuji
s diskrétni mnozinou obrazovych bodu a ne s opravdovou fraktalni mnozinou. Tento
prechod — od fraktalni mnoziny ke kone¢né mnoziné zakladnich geometrickych prvka
— je ve vétsiné inzenyrskych aplikaci opomijen, stejné jako vliv této ,diskretizace” na
odhad dimenze. Pfitom ve vétsiné aplikaci se fraktalni dimenze pocita z digitalnich
obrazii redlnych objektt, tedy z konec¢né mnoziny bodi reprezentovanych obrazovou
matici.

3.1 Aproximace fraktalnich krivek

Definice 3.1.1: Souvislou mnozinu bodt E C R2, takovou, Ze plati £ = OF,
ktera se odebranim libovolného bodu této mnoziny rozpadne nejvyse na dvé souvislé
mnoziny, nazveme primitioni F-krivka.

Definice 3.1.2:  Koncovymi body primitivni F-kiivky nazveme takové body, jejichz
odebranim se primitivni F-kfivka nerozpadne na dvé souvislé mnoziny, ale ztistane
jedinou souvislou mnozinou.

Definice 3.1.3: Souvislou mnoZinu bodtt E C R2, takovou, Ze plati £ = OF, ktera
se odebranim dvou libovolnych, navzajem riznych, bodd této mnoziny rozpadne na

dvé souvislé mnoziny, nazveme uzavrena F-krivka.

Definice 3.1.4: Mmnozinu, kterd vyhovuje definici primitivni nebo uzaviené F-
kiivky, budeme oznacovat strucné F-krivka.

Definice 3.1.5:  Fraktdlni krivka je takova F-kiivka, jejiz Hausdorffova dimenze je
ostie vétsi nez jedna.
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Definice 3.1.6: Necht F € R? je fraktalni kiivka, pro kterou plati: H*(E) = K <
oo. Déle pro jeji prumér plati: diam(FE) < co. Vybereme z této kiivky podmnozZinu
bodi tak, aby tato podmnozina spliovala nasledujici podminky.

Ve vybrané podmnoziné bodt musi byt koncové body primitivni F-kiivky. Oznac-
me 7, jeden z koncovych bodl a x,, druhy z koncovych bod@ primitivni F-kiivky.
Pro uzavienou F-ktivku zvolime bod z( libovolné a polozime xg = x,,. Dale, vybi-
rame body na F-kfivce tak, aby platilo, 0 < o(x;, z;41) < €, kde bod z; je posledni
vybrany bod a bod z;,; je pravé vybirany bod. Dale, bod x;; vybirame tak, aby
H*(Ciy1) < H*(C;), kde C; je tisek F-kiivky mezi bodem z; a bodem z,,. (Tato pod-
minka ndm zarucuje, Ze se vybérem bodi priblizujeme konci F-kfivky.) Startovnim
bodem zy vybéru je jeden z koncovych bodt F-kiivky pro primitivni F-kiivku, pro
uzavienou F-kfivku je to libovolny bod F-ktivky. Body vybirame tak dlouho, do-
kud neni splnéna podminka, ze o(z;, x,) < ¢, Kazdou dvojici bodt z;, ;11 spojime

n—1
tseckou ;. Mnozinu A, A = |J [; nazveme ¢ — aprozimaci, nebo struéné aprozimact
fraktalni kiivky E. =

7 definice je zrejmé, Ze délka jednotlivych tsecek neprekroci predem zvolenou
hodnotu €, ovSem definice nic nefiké o poc¢tu téchto usecek. Aby aproximace fraktalni
kiivky byla pouzitelnad pro zobrazeni fraktalni kiivky, pocet téchto tise¢ek musi byt
kone¢ny. Definice ndm také nerika nic o existenci aproximace fraktalni kiivky. Tyto
dvé dulezité informace jsou obsazeny v nasledujici vété.

Véta 3.1.1:  Pro kazdou fraktélni kiivku E, pro kterou plati: H*(F) = K < o0 a
diam(F) < oo, existuje nekoneéné mnoho aproximaci pro libovolné £ > 0. Kazda z
téchto aproximaci muze byt zkonstruovana konecnym poctem tsecek.

Dtikaz 3.1.1: Uvazujme libovolnou fraktalni kiivku F. Tuto fraktalni k¥ivku po-
kryjeme ¢tvercovou siti, kde kazdy ¢tverec ma primeér roven e < diam(FE). Urcité
existuji ¢tverce, jejichz hrany maji pruseciky s fraktalni kiivkou F. (Takové ¢tverce
musi existovat, protoze ¢ < diam(F).) Jestlize hrany nékterého ¢tverce maji ne-
kone¢né mnoho priseciki s fraktalni kiivkou, vybereme kone¢ny pocet prisecikii.
Vs8echny vybrané priseciky mohou byt body aproximace fraktalni kiivky. Protoze
¢tverct je konecny pocet a na hranach kazdého ¢tverce je konecny pocet pruseciki,
celkovy pocet bodu aproximace je také konecny. (Pocet ¢tvercti musi byt konecény,
protoze E méa konecny primér a lze ji tedy opsat ¢tverec se stranou konecéné délky,
ktery je mozné rozdélit na konecny pocet ¢tvercl s primeérem &.)

Takto vybrané body je nyni potfeba oindexovat a pospojovat tseckami. Bod xq
zvolime jako jeden z koncovych bodt primitivni F-kiivky. Pokud neni v mnoziné vy-
branych bodi, miize byt do mnoziny vybranych bodu piidan. Taktéz pridame druhy
koncovy bod primitivni F-kfivky x,,. Pro uzavienou F-kiivku vybereme libovolné je-
den z priseciki jako bod zp. Mame tedy nyni koneénou mnozinu Y = {yo, ¥1, ... Yn},
body jsou zatim az na bod yy = xo (poc¢ateéni bod F-kiivky) oindexovany libovolné.

Bod xy musi lezet na hrané nebo uvnitf nékterého ¢tverce. Fraktalni kiivku F
muzeme rozdélit na ¢asti C1, Cs ... C,,, kde C; je ¢ast fraktalni kiivky mezi body yo
a ;. Jako nasledujici bod po zg = yo vybereme takovy bod y;, pro ktery plati, ze
Hausdorffova mira tseku C; je minimalni, tj. H*(C;) je minimalni. Déle, je zfejmé, ze
kiivka musela nékde protnout hranici ¢tverce, ve kterém lezi bod x(, proto uvazujeme
jen ty pruseciky y;, které lezi na hrané tohoto ¢tverce. Pokud bod x( lezel na hrané
¢tverce, vybirame pouze z bodt, které lezi na hranach ¢tverctt s ptivodni hranou
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sousedicich. Takto nalezeny bod oznacime jako bod z; a odebereme ho z mnoziny
Y.

Dostavame novou mnozinu Y; = Y — {y;}. Pokracujeme stejnym zptisobem pro
bod z;. Budeme hledat bod y;, ktery lezi na hrané sousedicich ¢tvercti a spliluje
podminku H°(C;) je minimélni, kde C; je ¢ast kiivky mezi bodem z; a y;. Nalezeny
bod opét odebereme z mnoziny Y; a obdrzime novou mnozinu Y, = Y; — {y;}. Po-
krac¢ujeme tak dlouho, dokud spravné neoindexujeme vsechny body. Body =z, ...z,
poté spojime tseckami.

Aby sjednoceni tsecek [; (tise¢ka mezi body x; a x;,1) bylo skuteéné aproximaci
fraktalni kiivky £, musi platit diam(l;) < e. Z algoritmu oindexovani bodt je zfejmé,
ze tato podminka je splnéna, protoze nasledujici bod po x; byl vybiran pouze z bodi,
které lezely na hranach okolnich ¢tverci, jejichz primeér byl roven . Také platnost
podminky H*(C;41) < H*(C;) je touto konstrukei zajisténa, mnozina A tedy spliuje
definici 3.1.6 aproximace fraktalni kiivky .

Timto zpiisobem lze vzdy najit mnozinu, kterda aproximuje fraktalni kiivku ko-
ne¢nym poctem tusecek. Aproximace zavisi na volbé pozice sité ¢tverci vici fraktalni
kiivce. Protoze téchto pozic je nekonec¢né mnoho, 1ze také obdrzet nekonecné mnoho
aproximaci jediné fraktalni kiivky. [

Tato véta nam sice zarucuje, ze je mozné sestrojit aproximaci libovolné fraktalni
kiivky kone¢nym poctem usecek — jinymi slovy, 1ze nakreslit aproximaci fraktalni
kiivky, ale o ,kvalité“ této aproximace nemame zadné informace. Kvalita aproximace
ziejmé zavisi na vybéru bodt z ptivodni mnoziny. Priklad dvou rtiznych aproximaci
Kochovy kiivky! je na obrazku 3.1.

Obréazek 3.1: Dvé mozné aproximace Kochovy krivky.

I Tato kiivka bjva obéas oznadovana jako kiivka Kochové a autorstvi je piipisovdno matematicce
Helge von Koch. Nicméné pravym autorem byl $védsky matematik Niels Fabian Helge von Koch.
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Definice 3.1.7: Oznacme F; konecny pocet fraktalnich kiivek a }~7 libovolné apro-

ximace téchto krivek, i =1...n. Dale necht priunik fraktalnich kiivek F je prazdna

mnozina: ﬂ F; = () a taktéz necht ﬂ F, = . Potom mnozinu F, F = U F; nazveme
=1 =1 =1

n
sjednocenim fraktalnich krivek a mnozinu F' U nazveme sjednoceni aprorimaci

fraktdlnich krivek.

3.2 Aproximace fraktalnich ploch

Definice 3.2.1: Necht £ C R3 a P je zobrazeni P : R® — R? definované pro
X € R? takto:
X = [w1, 79, 73]

P(X) = [z, 2]

Primétem mnoziny E do roviny (x,y) budeme rozumét nasledujici podmnozinu E’

roviny (z,y):
E=|J{rx

XeFE

Pramét mnoziny E bude déle taktéz oznacovat P(E).

Definice 3.2.2: Necht E C R3. Necht je v R? zaveden kartézky systém soufadnic.
Déle necht fez libovolnou rovinou kolmou na rovinu (z,y) takovy, ze je rizny od
libovolné hranice mnoziny FE, rozdéli mnozinu E na praveé dvé souvislé mnoziny a
fraktalni dimenze mnoziny F je vét$i nebo rovna dvéma. Necht libovolna pfimka
kolmé na rovinu (z,y), pro jejiz prisec¢ik N s rovinou (z,y) plati N € E’', mé s
mnozinou F pravé jeden spoleény bod. Mnozinu E nazyvame plochou vici roviné
(x,y), jestlize spliiuje vSechny vySe popsané podminky.

Plocha vi¢i roviné (z,y) je mnozina, kde se z libovolného bodu této mnoziny
lze dostat, aniz by bylo tfeba mnozinu opustit a nema zadné previsy ve sméru osy
z. Podminka na pravé jeden prisecik s piimkou zakazuje nejen previsy, ale i diry v
plose. Definice by sla upravit i pro ,déravé“ plochy, ale tato Gprava neni potfebna
pro ucely této prace.

Definice 3.2.3: Plocha je takova mnoZina £ C R3, Ze jestlize vSechny jeji body
podrobime stejné, konecné posloupnosti operaci rotace a translace, vysledna mno-
zina E’ bude plochou viéi roviné (z,y). (Tj. jestlize tuto mnozinu vhodné nato¢ime,
bude spliiovat vSechny podmiky pfedchozi definice).

Definice 3.2.4: Fraktdlni plocha je takova plocha, jejiz Hausdorffova dimenze je
ostTe vétsi nez 2.

Definice 3.2.5: Necht mnozina F je fraktdlni plocha® véi roviné (x,y). Déle,
pokryjeme rovinu (z,y) ¢tvercovou siti, ozna¢me délku strany jednoho ¢tverce g,

2Kazdou fraktalni plochu lze podrobit koneénému poétu rotaci a translaci, po kterjch bude
plochou viiéi roviné (z,y). Tudiz lze uc¢init pozadavek, aby E byla plocha viéi roviné (z,y), bez
Gjmy na obecnosti.
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0 < & < diam(FE). Ze ¢tvercové sité vytvorime trojuhelnikovou sif tak, ze do kaz-
dého c¢tverce pridame jednu uhlopiicku. Strany c¢tverce a tuhlopricka vytvari dva
trojuihelniky, které jsou soucasti trojuhelnikové sité. Mnozinu vsech vrcholt troja-
helnikd, které tvoii sit oznac¢me Ty a Ty (| P(E) = T. Aprozimace fraktdlni plochy je
sjednoceni vSech trojuhelnikii, jejichz vrcholy tvori body na ptvodni plose E, jejichz
pruméty lezi v T. (Viz ilustrativni obrazek 3.2).

Véta 3.2.1: Pro kazdou plochu E viéi roviné (z,y) existuje aproximace, kterd se
sklada z kone¢ného poctu trojihelniki.

Dikaz 3.2.1: Dtkaz plyne pfimo z definice. [J

/|

Obréazek 3.2: Prumét plochy do roviny (z,y), pokryti plochy trojuhelnikovou siti
(trojuhelniky vybarvené Sedé) a hranice aproximace plochy (silné, lomena ¢ara ohra-
nicujici Sedé trojuhelniky).

Poznamka 3.2.1: Trojuhelnikova sit, ktera definuje aproximaci fraktalni plochy
by mohla byt vytvofrena i jinak. Zvolena definice nejlépe vyhovuje potfebam prak-
tické Casti, kde se zpracovavaji snimky ploch porizené elektronovym mikroskopem.
Obrazova matice pak reprezentuje piimo aproximaci fraktalni plochy dle vyse uve-
dené definice.

Véta 3.2.2: Prinik fraktalni plochy viéi roviné (x, y), jejiz pramét do roviny (x, y)
je konvexni mnozina, s rovinou kolmou na rovinu (z, y) je primitivni F-k¥ivka. Tento
prunik bude dale také nazyvan ez fraktalni plochy.

Dikaz 3.2.2: Protoze primét plochy do roviny (z,y) je konvexni mnozina (pfed-
poklad véty), je pramét priniku plochy s rovinou kolmou na (z,y) tsecka (diky
zminénému predpokladu véty se priinik plochy s rovinou nemuze rozpadnout na
vice ¢asti). Definice fraktalni plochy ¥ik, Ze kolmice veden4 z libovolného bodu této
usecky protind plochu pravé v jednom bodé a také, ze plocha je souvisla mnozina.
Z kombinace téchto dvou vlastnosti plyne, Ze i prinik roviny s plochou je souvisla
mnozina. Dale kazda kolmice v roviné, ktera protind plochu, ma s plochou praveé
jeden spoleény bod. Z toho plyne, ze odebranim libovolného bodu priniku (mimo
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body priniku, které lezi na hranici plochy) se prinik rozpadne na dvé souvislé mno-
ziny a tedy prunik roviny kolmé na (z,y) s fraktalni plochou viéi (z,y) spliuje
definici 3.1.1 primitivni F-kiivky. [J

3.3 Zavérecné shrnuti

Tato kapitola je vyznamnou casti této prace, protoze v odborné literatufe chybi
prechod od teoretické definice fraktalnich mnozin a fraktalni dimenze k praktické
realizaci vypoctu fraktalni dimenze z digitalni reprezentace fraktalu v pocitaci. Toto
,Sedé” misto vede obcas k nespravnym postuptim pii vypoctech, nebo v lepSim
pripadé k nedostatecnému nebo nekorektnimu vysvétleni pouzitych metod odhadu
fraktalni dimenze.

V této kapitole byly nadefinovany pojmy aproximace fraktalni kiivky, sjedno-
ceni aproximaci fraktalnich krivek a aproximace fraktalni plochy a dokazany véty
o existenci téchto aproximaci. Jsou to dilezité pojmy pro praktickou cast prace,
nebot umoziiuji prechod od fraktélnich kiivek (pfipadné jejich sjednoceni, ktera se
v inzenyrskych aplikacich ¢asto vyskytuji) a ploch ke koneénym mnozinam tsecek a
trojihelnikt, které mohou byt zobrazeny v pocitaci a pro které mohou byt korektné
zadefinovany metody odhadu fraktalni dimenze aproximovaného tutvaru.

Dalsim ditlezitym vysledkem této kapitoly je véta 3.2.2. Tato véta umozni ko-
rektné definovat metodu fez (viz podkapitola 4.2.3) pro charakterizaci fraktélni
dimenze plochy. Vysledek véty, ze Tez fraktalni plochy je F-kfivka by zfejmé Sel
jesté zpresnit — da se predpokladat, ze prunik fraktalni plochy vaci roviné (x,y),
jejiz prumét je konvexni mnozina, s rovinou kolmou na (z,y) je fraktalni kiivka s
vyjimkou nékterych kfivek, oviem mnozina téchto kiivek bude nejvyse spocetnd).
Nicméné dokazat nebo vyvratit tuto hypotézu by prekrocilo rozsah této prace a
podany vysledek je pro praktické aplikace popsané dale dostacujici.
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Kapitola 4

Metody méreni fraktalni dimenze
fraktalnich krivek a fraktalnich
ploch

V této kapitole jsou popsany dvé zakladni metody méteni fraktalni dimenze fraktal-
nich kiivek — metoda ,Yard Stick“ a metoda ,Box Counting“, které jsou vyuzity v
této praci k odhadtim dimenzi fraktalnich kiivek pro praktické aplikace. Je tfeba si
uvédomit, ze fraktalni kiivky byly reprezentovany svymi aproximacemi — tj. konec-
nymi mnozinami usecek, které byly zobrazeny pomoci pocitace obrazovou matici o
koneéném poctu prvki [m x n]. Zmény odhadnuté dimenze od teoretické dimenze,
zpusobené tim, ze se dimenze odhaduje z digitalniho zobrazeni aproximace fraktalni
kiivky, jsou detailné popsany v podkapitole 5.1

Dale jsou zde popsany dva mozné pristupy k odhadu fraktalni dimenze frak-
talnich ploch. Prvni metoda vyuziva zobecnény ,,Box Counting“ algoritmus, druhy
pristup vychézi z toho, ze fezem fraktalni plochou je fraktalni kiivka — diky tomu
je mozné usuzovat na ,cClenitost® fraktalni plochy z vlastnosti fezi, které lze mérit
metodami pro krivky.

4.1 Metody méreni dimenze fraktalnich krivek

4.1.1 Pocitac¢ova reprezentace aproximace fraktalni krivky

Metody odhadu fraktalni dimenze jsou obvykle provadény z obrazovych dat, ktera
reprezentuji fraktalni kiivku, respektive jeji aproximaci.

V kapitole 3.1 je popsana aproximace fraktalni kiivky v prostoru R? jako sjedno-
ceni kone¢né mnoha tsecek, tj. jako spojita kiivka s mohutnosti kontinua. Digitalni
obraz se skladé z konecného poctu bodi, je tedy tfeba transformovat tuto kiivku
do konec¢ného poc¢tu bodi, které budou potom zobrazeny na monitoru pocitace.

Obraz je v pocitaci reprezentovan matici pfirozenych cisel, kterd reprezentuji
barvu jednotlivych pixeli (nejmensi jednotka grafického vystupu poécitace). Aby bylo
mozné pracovat s aproximaci fraktalni k¥ivky v pocitaci, je tfeba ji prevést na matici,
kterou je mozno zobrazit. Kazdému prvku matice lze pritadit soutadnice i, j, které
odpovidaji fadku a sloupci, ve kterém se prvek nachazi. Body Xy, ..., X,, aproximace
fraktalni kiivky o soufadnicich X; = [z;,y;] 1ze transformovat do soufadnic matice
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pomoci nasledujicich transformacnich vztahi:

. Ti — Tmin
7 = Round (—m
Tmaz — Tmin

j = n—Round (Mn>

Ymaz — Ymin

kde prvku o soutadnici [z, j] je pfifazena hodnota barvy rizna od barvy ostatnich
prvki matice (ty reprezentuji pozadi). Round(x) v pfedchozich vzorcich oznacuje
operaci zaokrouhleni ¢isla x, proménné s indexem max oznacuji maximalni hodnotu
dané proménné, proménné s indexem min minimalni hodnotu. Cislo m je podet
sloupcii matice, ¢islo n pocet radki.

Ztransformované body se spoji ,,useckami®, tj. aproximacemi téchto tisecek sesta-
venych z prvkid matice. Metody jak sestrojit digitalni tisecku a podrobné informace
o reprezentaci obrazli v pocitaci, lze najit napf. v [8].

Poznamka 4.1.1: Zobrazeni kiivky zavisi na konstantach m, n. (Parametry m,
n odpovidaji velikosti vysledného obrazu.) Aby deformace kiivky byla minimalni,

musi platit:
Round(Zmae — Tmin) ™M

Round(yma:t - ymm) n

pokud tato podminka neni splnéna, kiivka bude zdeformovana a to miize pozmeénit
hodnoty odhadu fraktalni dimenze, proto pfi praci s digitalizovanym snimkem frak-
talni krivky, neni vhodné ménit velikost vstupniho obrazu, aby nedoslo ke zménam
zobrazeni kiivky, které by vedly ke zméné fraktalni dimenze. Vice o vlivu méritka
pojednava podkapitola 5.2

4.1.2 Metoda ,,Yardstick*

Tato metoda vychazi z Richardsonova vzorce viz kapitola 2.2 a je urcena pro od-
hady fraktalni dimenze fraktalnich ktivek na zakladé zobrazené aproximace fraktalni
kiivky. Richardsoniiv vzorec upravime nasledovné:

Le) = Ke'™P
InL(Ee) = InKeP
In L(e) InK+(1—D)lne

Hlavni myslenka odhadu fraktalni dimenze touto metodou je nasledujici. Zmé-
fime délku kiivky L(e;) riznymi méfidly délky e;. Obdrzime dvojice bodi [lne;,
In L(g;)]. Tyto body by mély lezet na piimce (v logaritmickych soufadnicich), jejiz
smérnice je rovna 1 — D (viz pfedchozi uprava Richardsonova vzorce). Pro urceni
smeérnice této primky prolozime vypoctenymi hodnotami pfimku metodou nejmen-
sich ¢tvercti:

S (ne)? anllna (Cl ) B i:illnL(si)-lngi

i=1 -
Ing; n In L(g;
=1 i=1
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Smérnice této primky ¢; je pfiblizné rovna 1 — D. A tedy:
D~1-¢

Konstanta ¢, je odhadem Hausdorffovy miry K, n je pocet namérenych hodnot.

P1i praktické realizaci je kiivka reprezentovand konecnou matici ¢isel. To omezuje
rozsah hodnot ¢;. Nelze pouzit velmi mala ;. Délka krivky by sice teoreticky méla
pro velmi mala &; exponencialné nartistat, ale protoze je reprezentovana konecnym
poctem bodi, které aproximuji redlnou kiivku, délka pro mala e; bude ptiblizné
konstantni, coz pokazi linearnost trendu a snizi kvalitu odhadu. Také volba extrémné
velkych hodnot ¢; zpiisobi ,pokazeni“ linedrnosti trendu a snizi pfesnost odhadu
fraktalni dimenze.

Volba hodnot ¢; hraje vyznamnou roli pifi odhadu fraktalni dimenze fraktalni
ktivky. Jestlize chceme porovnavat fraktalni dimenze riznych kiivek, je nezbytné,
aby jejich fraktalni dimenze byly méfeny stejnym poctem ¢; o stejnych délkach. Je-
diné pak ma takové porovnavani smysl, zejména u kiivek, kde rozdil mezi fraktalnimi
dimenzemi je maly.

U praktickych aplikaci obvykle zname meértitko, tj. lze spocitat, kolik pixelt je
napiiklad jeden mikrometr (nebo jakéakoli jind délkova jednotka). V takovém piipadé
lze zadavat délku méfidel e; v danych délkovych jednotkach a délku L(e) méfit také
v danych délkovych jednotkach. Touto transformaci se obraz prevede na mnozinu
bodl v F,, ve kterém byla definovana aproximace fraktalni kiivky. Pti volbé délky
meéridel je tfeba znat meéritko, zfejmé nema smysl volit €; tak malé, ze v obrazové
matici bude jeho délka jen par pixelti, nebo dokonce zdegraduje na jeden pixel.

Ptipomenme, Ze pouziti této metody je mozné jen pro kiivky, kde se data ,cho-
vaji“ stejné jako Richardsonova data — tj. linearni zavislost mezi In L;(¢;) a Ing;
musi byt dostatecna — viz véta 2.2.1.

Obrazek 4.1: Pokryti aproximace fraktalni kiivky méridly délky € pii méreni meto-
dou ,,Yard Stick“.

4.1.3 Metoda ,,Box counting*

Tuto metodu Ize odvodit primo z definice Hausdorffovy miry a na rozdil od ,Yard
Stick”“ metody ji lze pouzit i pro odhady fraktalni dimenze sjednoceni fraktalnich
krivek ze zobrazeného sjednoceni aproximaci fraktalnich kiivek. Hausdorffova mira
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je definovana nasledovné:

HP(E) = lim_inf (diamU;)”
6—0 st
kde U; jsou mnoziny ¢ — pokryti. Polozme § = % a zvolme maximalni metriku,

tj. o(z,y) = max |z; — y;|. Fraktalni kiivku pokryjeme ¢tvercovou siti, kde primeér

¢tverct je roven v dané metrice % Pocet c¢tvercti, které obsahuji ¢ast fraktalni krivky
ozna¢me P(k). Potom ziejmé plati:

1\P
HP(E) = lim P(k) (—)
k—o00 k

P1i praktické realizaci vypoctu fraktalni dimenze se pracuje s kone¢nou matici
¢isel typu [m x n], kterd reprezentuje danou fraktalni k¥ivku (pfipadné sjednoceni
fraktalnich kiivek). Nejprve je tfeba objasnit, jak chédpat v tomto prostoru étverco-
vou sit o priméru ¢tverct %

Matici typu [m x n| lze doplnit na ¢étvercovou matici typu h x h tak, Ze se prida
potfebny pocet fadkt nebo sloupcti s hodnotami barvy pozadi. Hodnota A je urcena

nésledovneé:
B — { m, m2>mn

n, m<n

Hodnotu A rozdélime na k € N dild. Jestlize h je s k£ nesoudélné, tj. délka dila
neni celociselnd, volime délku dili Round (%) Tak je mozné vytvorit ¢tvercovou sit,
kde kazdy ctverec obsahuje Round (%) x Round (%) prvki obrazové matice (diky
zaokrouhlovani pii krajich matice vzniknou obdélniky a ne ¢tverce, ovsem na né lze
nahliZet jako na ¢tverce pokryti, jejichz ¢ast uz neni zobrazena). Tyto ¢tverce nam
reprezentuji pozadované ¢ — pokryti v pfedchozim vzorci. Jinymi slovy, pfedpoklada
se, Ze obrazova matice odpovida étverci v prostoru R? o délce strany jedna.

Déle, je zrejmé, ze maximalni pocet déleni strany ctverce je h dila, tj. kazdy
¢tverec je pak reprezentovan jednim pixelem. Limita k& — oo je v obrazové matici
nemozna a pozbyva smyslu. Musime se spokojit s nasledujici aproximaci:

Z této aproximace vyjadiime D.

H"(E)

mHP(E) ~ In (P(k:) (%)D>

mHP(E) ~ InP(k)+In (_>D

Q
=
N

N
x| =
N——

o

—InP(k) ~ In <%)D—lnHD(E)

1
In P(k) =~ —DlnE—l—lnHD(E)
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P1i praktické realizaci zvolime rtizné hodnoty k;, pokryjeme méfenou mnozinu
danym ¢tvercovym pokrytim a spo¢teme pro dané k; pocet ¢tvercu P(k;), které
obsahuji ¢asti mérené mnoziny. Témito namérenymi hodnotami prolozime metodou
nejmensich ¢verct piimku (v logaritmickych soutradnicich):

S(InP(k))? S lnt . > In P(k;) - In
i=1 i=1 ¢ ) 1 ) —| =, ¢
SInt n < €2 > In P(k;)

i=1 i=1

Hodnota smérnice pifmky ¢; = —D a konstanta ¢, = HP(FE). Tedy, odhad fraktalni
dimenze D:
D = —C

Vypocet mizeme zpresnit posouvanim pokryti pro dané k;, tj. ménime polohu
déleni stran vychozi &tvercové matice. Pro dané k mame pravé k% moznych pozic
pokryti obrazové matice, tj. za vychozi bod volime bod z oblasti {0,1,...,k} X
{0,1,...,k} obrazové matice. Tak obdrzime vSechna mozné pokryti pro dané k.

Pro prakticky vypocet je vhodné stanovit predem pevny pocet pokryti pro
v8echna k; stejny a pocatecni bod pokryti volit ndhodné z oblasti {0,1,... k} X
{0,1,...,k} obrazové matice.

Dalsim moznym spiesnénim je pouziti vah pro ¢tverce pokryti, tj. ¢tverec pokryti
ma prifazenou vahu dle poctu pixeld, které reprezentuji méfenou fraktalni kiivku
nebo sjednoceni fraktalnich k¥ivek. Toto zpresnéni nebylo v ramci této prace pouzito,
vyse popsany algoritmus daval dostatecné dobré vysledky pii praktické realizaci.
Vice detailt o zptfesnéni metody viz [8].

M mEN
T ANRRY

Obrazek 4.2: Pokryti aproximace fraktalni kiivky ¢tvercovou siti pfi méreni metodou
,Box Counting®.

4.2 Metody méreni dimenze fraktalnich ploch

4.2.1 Pocitacova reprezentace aproximace fraktalni plochy

Pri praktickych realizacich popsanych v praktické ¢asti byly odhadovany dimenze
ploch snimanych elektronovym mikroskopem. V tomto pripadé jsou tedy data repre-
zentovand obrazovou matici, kde hodnota barvy urc¢uje vysku (plochy byly reprezen-
tovany odstiny Sedé) Kazdy bod obrazové matice miiZe byt interpretovan jako bod
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na snimané plose, kde barva urcuje soufadnici z a pozice v matici urcuje souradnice
x,1y. Tyto body interpretuji konecnou podmnozinu bodi z ptivodni snimané frak-
talni plochy a lze je vyuzit ke konstrukci trojuhelnikové sité, ktera splinuje definici
aproximace plochy. Obrazek 4.3 ukazuje jak je plocha rekonstruovana, obrazek 4.4
ukazuje obrazovou matici a jeji trojrozmérnou interpretaci.

Aproximace plochy

Obrazovi Matice

Pozice bodu na plose

Priimt bodu plochy

Hodnota barvy pixelu

Obrazek 4.3: Rekonstrukce aproximace plochy z obrazové matice.

Obrazek 4.4: Ptiklad obrazové matice a jeji trojrozmérna interpretace.

4.2.2 Metoda ,,Box Counting* zobecnéna pro plochy

Metodu ,,Box Counting“ lze odvodit pro plochy stejné jako pro kiivky piimo z
definice Hausdorffovy miry:

o0

HP(E) = Jim, inf (diamU;)”
j=1

kde U; jsou mnoziny § — pokryti. PoloZzme § = ¢ a zvolme maximalni metriku, tj.
o(z,y) = max |x; —y;|. Fraktalni plochu pokryjeme siti krychli, kde pramér krychli je
roven v dané metrice €. Pocet krychli, které obsahuji ¢ast fraktalni plochy oznac¢me
P(e). Potom zfejmé plati:

HP(E) = lim P(e) (e)”

e—0t
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Pti praktické realizaci vypoctu fraktalni dimenze pracujeme s konecnou matici
¢isel typu [m x n] (m pocet fadkd, n pocet sloupci), ktera reprezentuje aproximaci
fraktalni plochy. Barva kazdého pixelu matice urcuje vyskovou souradnici, pozice v
matici urcuje souradnici x a y. PTi praktické realizaci mame obvykle ke snimktm
ploch k dispozici méritko, takze lze spocitat kolik pixeld reprezentuje napi. jeden
mikrometr, a jaky je prevod skaly barev na vyskovou soutadnici — a tedy lze prevést
soufadnice bodi zpét do Fs5, ve kterém byla definovana aproximace fraktalni plochy.
Plochu uzavieme do krychle, jejiz hrana mé délku rovnu maximu ze vSech t¥i rozmért
plochy a kazdou jeji hranu rozdélime zvolenou délkou € a vytvorime pro dané e sit
krychli. Odpovidajici P(e) je pocet krychli, které obsahuji néjakou ¢ast aproximace
fraktalni plochy.

Z hlediska programovani algoritmu je vyhodné neptevadét body obrazové matice
do Ej3 a pracovat v E3. Naopak je vyhodné upravit vysku z tak, aby zistal zachovan
realny pomér mezi rozmérem v ose r a y a vyskou plochy z — tj. pouze zménit inter-
pretaci barev ze skutec¢ného rozsahu hodnot na novy rozsah hodnot, ktery zachova
poméry stran. Transformace je néasledujici:

R= n

Lmaz — Lmin

Bi,j - Bmzn
Bmax - Bmzn

Kde n je pocet sloupct obrazové matice (tj. maximalni pocet prvkiu ve sméu osy
T), Tmaz & Tmin je Minimalni a maximélni hodnota redlnych soufadnic ve sméru
osy  a R je pomér mezi realnymi soufadnicemi a velikosti maticel. zpnin & Zmas j€
minimélni a maximalni vyskova soufadnice na plose, B; ; je barva bodu v matici na
pozici 7, j, Bmin & Bmas je minimalni a maximalni hodnota barvy v obrazové matici?
a 2, je nova vyska prifazend bodu obrazové matice na pozici 4, j. Trojthelniky ur-
¢ené nasledujicimi body jsou pak reprezentaci ptivodni aproximace fraktalni plochy
ztransformované do systému soufadnic obrazové matice pri zachovani poméru vysky
ku délkovym rozmérim plochy:

Zpi; = R- (me + (Zmam - me)

Tivrg 06,7, 2, (141, 0, 2piyn,)s i1, 541, 2 0]}, 1= 00..n=2, 5 =0...m—2

T i1 {[4, 7, zpi,].], [i,j+1, zpi7j+1], [i+1, 741, Zpi+1,j+l]}7 i=0...n—2,j=0...m—2

Tyto transformované trojuhelniky aproximace fraktalni plochy lze vyuzit k od-
hadu fraktalni dimenze, aniz by bylo tieba prevadét body obrazové matice do Fs.
Kdyz polozime ¢, = %, tj.

k—o00

HP(E) = lim P(k) (%)D

L Aby viechny vztahy byly platné, predpoklada se, Ze meiitko ve sméru osy  a ¥ je stejné. Tato
podminka je splnéna pri snimkovani povrhii vétsinou obvyklych metod.

2Tento vztah plati za predpokladu, Ze minimélni hodnota barvy odpovida minimalni vysce
na plose. V opacném piipadé lze napiiklad tranformovat barvy na plose vztahem B;; =

B i—Bmi . . s
(1 — gl ) - (Bmaz — Bmin) + Bmin. Tato transformace pfevede obrazovou matici na novou

obrazovou matici, kde jiz barvy Ew 1ze dosadit do transformacniho vztahu.
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lze odvodit stejny vysledek jako pro krivku:

S (In P(k;))? Zln% . > In P(k;) -ln%
i=1 i=1 ‘ . 1 ) _ | = ¢
> In kl n (
i=1 ’
Tedy, odhad fraktalni dimenze D:
D= —C1

Sit krychli bude sestrojena tak, Ze delsi stranu obrazové matice rozdélime na k
dilt. V zavislosti na délce strany obdrzime délku hrany krychle. Druhou stranu
obrazové matice rozdélime na dily o stejné délce (poctu pixelil) jako delsi stranu®.
Nad vzniklou ¢tvercovou siti se setroji sit krychli. Hodnota P(k) je pocet krychli,
které obsahuji alespon ¢ast kteréhokoli trojuhelnika 75, ; nebo T ;4.

4.2.3 Metoda rezu

Rez fraktalni plochou vi¢i roviné (z,y) rovinou kolmou na (z,y) je primitivni F-
kiivka — viz véta 3.2.2. Teoreticky se miize stat, ze jeji fraktalni dimenze bude rovna
jedné, ale obecné lze predpokladat, Ze jeji dimenze bude vétsi nez jedna. Na fadek
(sloupec) obrazové matice lze nahlizet jako na reprezentaci fezu plochy rovinou
kolmou na (z,y) a rovnob&#mou s osou = (y). Radek (sloupec) obrazové matice
je mnozina konecného poc¢tu bodti, které lezi v roviné fezu a pokud je propojime
useckami, ziskame aproximaci fraktalni k¥ivky. Hodnota barvy udava vysku, ve které
dany bod lezi, viz ilustrativni obrazek 4.5.

Rovina kolma na (x,y)

\/

Aproximace fraktalni kiivky Profil fraktalni plochy

Realné pozice bodu
na plose

Primét bodi do ot

Hodnota pixe

Rédek v obrazové matici

Obrazek 4.5: Rekonstrukce aproximace fraktalni krivky z obrazové matice reprezen-
tujici fraktalni plochu.

3Pokud je délka kratsi strany nesoudélné s délkou hrany krychle, posledni krychle v fadé bude
,precnivat z obrazové matice. To neni problém, a tyto krychle mohou byt pouzité k pokryti,
protoze stale obsahuji ¢ast plochy.
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Pro korektni odhad dimenze takto zkonstruované aproximace kiivky je tfeba
aproximaci kiivky korektné zobrazit — to znamend, Ze musi byt zachovan pomér
mezi vyskou a délkou kiivky. Aby bylo mozné zachovat pomér mezi délkou a vyskou
musi byt zndmé méritko, tj. kolik pixeld reprezentuje jednu délkovou jednotku a
transformace barev na vysku. Vychozi souradnice bodu je tedy déna indexem ¢,
ktery urcuje pozici bodu v fadku (sloupci) obrazové matice a barvou B;, kterd
urcuje soutfadnici z. Soufadnice bodu v F5 se spo¢tou nasledovne:

l

l'i:xmin—i_—'(xmax_xmin)a 1=0...n—1
n—1
Bi_Bmin .
Zi:Zmin"i_(Zmaz_Zmin)ﬁa 1=0...n—-1
max — Pmin

kde xnin & Tmee je minimalni a maximalni hodnota souradnice © v Es, Zmin @ Zmax
je minimalni a maximalni vyska na kiivce v Fs, B,in & B je minimalni hodnota
barvy, kterd reprezentuje vysku a n je pocet prvka na fadku (ve sloupci) obrazové
matice.

Usecky uréené body [z;, 2], [Tit1, 2ig1], i = 0...n — 2 jsou aproximace fraktalni
krivky, ktera vznikla jako prunik fraktalni plochy s rovinou fezu. Tyto tsecky lze
zobrazit v obrazové matici - soutadnice bodl [i, j] v obrazové matici se spoc¢tou

nésledovneé:
i — Round (ﬂ . K)

Lmaz — Lmin

Zi — Zmin
j = Round (— . L)
ZmaT — Zmin
Vysledné obrazova matice bude mit rozméry K x L, (K, L € N). Aby nedoché-
zelo k ,deformaci® kiivky, musi platit nasledujici vztah:

Tmaz — Tmin _~ K

Zmax — Fmin L

tj. pomér vysky kiivky ku délce krivky musi byt velmi podobny jako délka obrazové
matice ku Sifce obrazové matice. Pokud tento pomér neni zachovan, dojde k defor-
maci kiivky a to mtize vést k chybnému odhadu dimenze. Z obrazku 4.6 je ziejmé,
Ze pri hrubém poruseni pravidla o zachovani poméru mezi vyskou a délkou mize
dojit ke ztraté detailti a odhadovana dimenze bude vyrazné mensi.

Jestlize obrazova matice reprezentujici plochu méla rozméry m x n, lze sestrojit
m aproximaci fraktalnich krivek ve sméru osy x a n aproximaci fraktalnich krivek
ve sméru osy y, jejichz dimenzi lze zméfit metodami popsanymi v podkapitole 4.1.

Definice 4.2.1: Necht fraktalni plochou F viéi roviné (z,y), jejiz primét do ro-
viny (z,y) je konvexni mnozina, prochzi n riznych rovin kolmych na (z,y). Pri-
nik téchto rovin s fraktalni plochou E tvoii podle véty 3.2.2 n fraktalnich kiivek,
oznacme je f;, i = 1...n. Potom cislo definované nasledujicim vztahem nazyvame
plosnd dimenze fraktdlni plochy E nebo zkracené plosnd dimenze a zna¢ime Dp(FE).

z HP(f,) - D(f,)

Dp(E) = o
i:ZlHD(fi)

40



A e VNN

Obrazek 4.6: Stejnd aproximace fraktalni kiivky obdrzena jako prinik fraktalni plo-
chy a roviny kolmé na (z,y) zobrazena s riznym pomérem £. Kiivka nahofe spl-
novala zachovani poméru vysky a délky, druha kiivka byla zobrazena bez zachovani
tohoto poméru.

kde HP(f;) je Hausdorffova mira fraktalni kiivky f; a D(f;) je fraktalni dimenze
kiivky f;.

Cislo Dp je vlastné vazeny primér dimenzi fraktalnich kiivek lezicich v rovinach
fezu. Vahami jsou v tomto piipadé Hausdorffovy miry kiivek, protoze délka fraktal-
nich krivek je nekonec¢na. Z definice je zfejmé, ze ¢islo Dp neni urceno jednoznacéné
a v zavislosti na volbé rovin fezu bude obvykle vychazet rizné, nicméné pokud je
charakter plochy podobny v celé oblasti, pak se ¢islo Dp nebude prilis lisit pro rtizné
roviny fezu. Vyjimkou mtzou byt pripady, kdy mé plocha vyrazné jinou strukturu
v jednom sméru — potom roviny fezu kolmé na tuto strukturu mohou davat vyrazné
odlisné vysledky nez roviny rovnobézné s touto strukturou. I v takovém piipadé
mtze byt ¢islo Dp pouzito pri praktickych métenich, je ovSem tieba tuto vlastnost
Dp zohlednit pfi navrhu meéfeni a experimentu.

V praxi ¢islo Dp obvykle odhadneme tak, Ze sestrojime z obrazové matice plochy
vSechny aproximace kiivek ve sméru jedné osy a spo¢teme odhady fraktalni dimenze
D;,v=0,...m—1 odpovidajicich fraktalnich kifivek. Obé metody, ,,Box Counting*
i ,Yard Stick“, lze pouzit nejen k odhadu dimenze, ale i Hausdorffovy miry, tudiz
odhad ¢isla Dp lze spocitat pfimo z definice. Pokud maji fraktalni kiivky stejnou
nebo hodné podobnou Hausdorfovu miru, lze odhad Dp zjednodusit nasledujicim
zpusobem:

4.3 Zavérecéné shrnuti

V této kapitole byl podan ptrehled nejc¢astéji pouzivanych metod pro meéteni fraktal-
nich dimenzi ktivek a ploch. Zejména metody pro odhady fraktalni dimenze kiivek
jsou v odborné literatuie dobfe popsany. Hlavnim prinosem této prace je definovani
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téchto metod pro aproximaci fraktalni kiivky. Mnoho odbornych texti naprosto po-
miji fakt, Ze v pocitac¢i nepracujeme s opravdovym fraktalem, ale s jeho digitalni
aproximaci. Svétlou vyjimkou je v tomto sméru [8], odkud bylo ¢erpano zejména pii
popisu metody ,,Box Counting.

Déle byla v ramci prace detailné popsana zobecnéna metoda ,,Box Counting*
pro odhad fraktalni dimenze fraktalni plochy, jeji popis se nepodarilo nalézt v do-
stupné odborné literatufe a proto byl formulovan teoreticky popis metody v ramci
této prace. Dale byl zadefinovan pojem plosna dimenze a popsan odhad plosné di-
menze na zakladé obrazové matice. V inzenyrskych aplikacich je casto pouzivana
prumeérna dimenze kiivek, které jsou obdrzeny jako fez plochou. Nicméné pouzivani
tohoto primeéru je obvykle spise intuitivni. Pouziti této metody bylo v ramci prace
zpresnéno a zformalizovano.

Vsechny metody odhadu fraktélni dimenze (at uz fraktalni k¥ivky nebo fraktalni
plochy) byly implementovany v prostfedi Borland Delphi a pouzity v praktickych
aplikacich.
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Kapitola 5

Faktory ovliviujici odhad dimenze

Tato kapitola se zabyva vlivem riznych faktori na odhad fraktalni dimenze meto-
dami popsanymi v kapitole 4. Tyto faktory je vzdy tifeba uvazit pred samotnym
vypoctem, protoze v nékterych piipadech mohou mit zasadni vliv na vyslednou
dimenzi a mohou zkreslit vysledek natolik, ze vysledky jiz nelze pouzit. V této ka-
pitole jsou rozebrany tii hlavni faktory: Aproximace kiivky/plochy, pouZité méritko
a aditivni Sum v obrazové matici.

5.1 Vliv aproximace fraktalu na odhad dimenze

V kapitole 3 byly definovany pojmy aproximace fraktalni k¥ivky aproximace fraktalni
plochy jako kone¢né mnozina tsecek a kone¢na mnozina trojihelnikti. Uvazujme nej-
prve vliv e-aproximace fraktalni kiivky na vysledky méfeni metodou ,,Yard Stick“.
Metoda ,Yard Stick“ je zaloZena na méfeni aproximace kfivky riznymi méridly
délky ¢;, pro kazdé méfidlo obrzime naméfenou délku L(e;). Teoreticky by namé-
fena délka L(e;) méla exponenciadlné nartstat se zkracujicim se méridlem. V praxi
mame k dispozici pouze e-aproximaci fraktalni kiivky, tj. kone¢nou mnozinu n tse-
cek délky e. Je tedy ziejmé, ze pokud délka pouzitého méfidla e; je mensi nebo
rovna ¢, exponencialni trend ristu vzdalenosti se zastavi a hodnota namérené délky
pro ¢; = € bude L(g;) = n X ¢, protoze ,pokladané“ métidlo bude identické s tsec-
kami aproximace, a pro ¢; < ¢ bude L(g;) < n X ¢, protoze krat$i métidlo muize
,vynechat® nékteré Spice na aproximaci krivky, tj. métidlo spoji dva body na sou-
sednich tseckach aproximace pfimo a nikoli pfes vrchol (pfima cesta je vzdy kratsi)
— viz ilustrativni obrazek 5.1, kde silna ¢ara znazornuje aproximaci fraktalni k¥ivky
a slaba c¢ara je pouzité meéridlo.

VAL AN

Obrazek 5.1: Leva cast znazornuje méreni méfidlem stejné délky jako jsou dlouhé
usecky aproximace kiivky. Prava ¢ast obrazku znazornuje méreni méridly, ktera jsou
kratsi nez délka tisecek aproximace.
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Ve vysSe popsané ivaze se predpokladalo, ze vSechny tsecky c-aproximace frak-
talni kiivky jsou stejné dlouhé. Obecné to nemusi byt pravda, z definice pouze vime,
ze jich je koneény pocet a pro jejich délky plati |l;| < e. Nasledujici véta zobeciiuje a
formalizuje pfedchozi tvahy o vlivu aproximace fraktalni kiivky na méfeni metodou

,Yard Stick®.

n—1

Véta 5.1.1: Necht mnozina A = |J [; je e-aproximace fraktalni kiivky. Dale,
i=0

oznafme €,,;,;, = min {/;} minimélni délku tsecky z mnoziny A. Potom pro namé-

i=0...n—1
fenou délku aproximace fraktalni kiivky L(J) zméfenou méfidlem o délce § < &,

metodou ,,Yard Stick® plati:
n—1
L(9) < Z |Li]
i=0

kde |l;| je délka tsecky ;.

Dikaz 5.1.1: Prii pokladani méridla délky 6 < &,,;, mohou nastat 2 pripady:

e Pro nékteré délky tsecek mize platit |[;| = k; - 6, kde k; je pfirozené ¢islo.
V tomto piipadé se cela délka usecky [; zapoc¢te do méfené vzdéalenosti L(J).
Pokud vsechny tsecky maji tuto vlastnost, tj. jejich délky jsou celociselné
nasobky §, potom zfejmé nastava rovnost:

e Pro tsecky z mnoziny A, pro které nelze nalézt zadné k prirozené, aby platilo
|l;| = ki - 6, dojde k tomu, Ze p¥i pokladani métidla ¢ skonéi koncovy bod
mértidla na tsecce [;, oznac¢me tento bod y;, ve vzdalenosti od konce mensi nez
0, tj. nedosahne koncového bodu x;, 1 tsecky ;. Pfi hledani pokracovani métreni
délky metodou ,,Yard Stick“ bude koncovy bod dalsiho ,,polozeného® méridla
na usecce l;,1, protoze podle predpokladu véty plati 6 < €,,;,, 0znac¢me tento
bod y;+1. Z trojihelnikové nerovnosti plyne:

0(Yi, Yit1) < 0(Yis Tiv1) + 0(Tiv1, Yir1)

tedy v namétené délce krivky nam chybi vzdalenost z bodu y; do koncového
bodu tsecky x;11 a z koncového bodu tsecky x;,1 do dalsiho bodu méteni y; 1.

Zkombinujeme-li oba pfipady dohromady, je zfejmé, ze namérend délka L(9) muze
byt nejvyse rovna souctu vsech délek tisecek, ale nikdy nemtize tento soucet prekro-
¢it. O

Ziejmé tedy pii méreni délky aproximace fraktalni kiivky existuje kriticka délka
meéridla takova, ze pro méridla, kterd jsou delsi nez kriticka délka bude namérena
délka nartstat se zkracovanim métidla, zatimco pro métidla, kterd jsou kratsi nez
kriticka délka méridla, se délka nebude prilis lisit od souctu délek tisecek aproximace
fraktalni krivky. To muze silné€ ovlivnit odhad fraktalni dimenze metodou Yard stick,
protoze ta predpoklada, ze naméfend délka exponenciadlné roste pro zkracujici se
meétidlo.
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Pro ilustraci uvazujme fraktalni kiivku, ktera spliiuje predpoklady Richardso-
nova vzorce, tj. 1ze pro odhad jeji dimenze pouzit metodu ,Yard Stick“ a méa pa-
rametry K = 1, D = 1.2, tj. jejil Hausdorffova mira je 1 a jeji fraktalni dimenze je
1.2. Déle, predpokladejme, ze mame k dispozici e-aproximaci takovou, ze minimalni
délka £,,;, je rovna 0.5. Pfedpoklddejme, Ze pro méfeni délek L(e;) byly pouZity na-
sledujici hodnoty: €1 =4, €5 = 2, €4 = 1.0, €5 = 0.5. Potom, (v idedlnim pfipadé) je
pro hodnoty L(g;) ptesné platny Richardsontiv vzorec L(g) = Ke'=P a délky L(s;)
postupné nabyvaji nasledujicich hodnot: L(4) = 0.7579, L(2) = 0.8706, L(1) = 1,
L(0.5) = 1.1487 (idealni hodnoty dle Richardsonova vzorce). Pokud odhadneme
fraktalni dimenzi metodou nejmensich ¢tverci (viz podkapitola 4.1.2); obdrZzime
c; = —0.2 a odhadnuta dimenze je potom rovna 1.2. Pokud soubor méfidel ¢; rozsi-
fime jesté o hodnoty mensi nez minimalni hodnota ¢,,;, = 0.5, napt. o e5 = 0.25 a
g5 = 0.1. S ohledem na predchézejici vétu budou hodnoty L(0.25) = L(0.1) < 1.1487
(pro vypocet uvazujme 1.1487). Metodou nejmensich ¢tvercti popsanou v podkapi-
tole 4.1.2 obdrzime ¢; = —0.1179 a odhad dimenze bude potom 1.1179. Cim vice
hodnot ¢; bude mensich nez ¢,,;,, tim bude odhad dimenze nepresné;jsi.

Dalsi metodou méfeni dimenze, ktera se vyuziva v ramci této prace, je metoda
,Box Counting“. Metoda je odvozena piimo z definice Hausdorffovy dimenze a je za-
lozena na pokryti fraktalni kiivky ¢tvercovou siti, a spocitani ¢tvercit, které obsahuji
néjakou ¢ast kiivky. Vypodet dimenze je odvozen ze vztahu HP(E) ~ P(k) (%)D,
tj. zavislost poctu ¢tverct pokryti, které obsahuji ¢ast fraktalni kiivky, na k je na-
sledujici:

P(k) ~ HP(E) - kP

Cim bude pokryti jemné&jsi, tim vice bude pokryti odpovidat pokryti lomené ¢ary, tj.
vysledek pokryti bude spise korespondovat s pokrytim kone¢ného sjednoceni tsecek,
nez s idedlnim pokrytim ptvoni mnoziny, tj. redlnd hodnota P(k) bude spise rovna
nasledujici hodnoté:

P(k)~ HP(E) -k

Nalezeni kritické hodnoty k neni tak snadné jako pro metodu , Yard Stick“, protoze
kritickd hodnota %k nezavisi jen na minimalni délce tsecky z e-aproximace kiivky,
ale i na tvaru kiivky. Zfejmé pro kiivky, kde koncové body tsecek jsou k sobé blize
nez je minimalni délka tusecky, bude kriticka hodnota k vyssi, nez pro krivky, které
jsou vice ,roztazené“ — viz obrazek 5.2, na kterém jsou aproximace dvou kiivek se
stejnou délkou tsecek a pokryté stejnou siti.

\ Bire
A
lf
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\

T

Obrazek 5.2: Priklad dvou aproximaci kiivek se sejnou délkou tusecek a pokryté
stejnou ¢tvercovou siti. Zatimco pokryti krivky vlevo se blizi pokryti mnoziny tisecek,
krivka vpravo stale vykazuje pokryti, které muze byt pouzito k odhadu fraktalni
dimenze.
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Kritickou hodnotu k 1ze odhadnout. Metodu objasnime na nasledujicim ptikladu.
Uvazujme kiivku o mite HP(F) = 1 a D = 1.2. A feknéme, Ze kritickd hodnota,
kdy pokryti se méni z pokryti fraktalni kiivky na pokryti mnoziny tsecek, je pro
k = 100. Potom zavislost P(k) na k bude mit pfiblizné pribéh jaky je uveden na
obrazku 5.3.
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Obréazek 5.3: Prubéh zavislosti P(k) v zavislosti na k a zména trendu rastu P(k) ve
chvili, kdy se zac¢ina pokrytim spise mérit dimenze tsecek tvoricich aproximaci nez
dimenze aproximované fraktalni mnoziny.

Z tohoto (idealizovaného) trendu je zfejmé, ze ve chvili, kdy vysledky pokryti
prestavaji korespondovat s ptivodni fraktalni mnozinou, ale zac¢inaji spiSe popisovat
aproximaci kiivky, pfirtstek hodnot P(k) se zmiriiuje. P¥i redlné aplikaci nebude
zména tak prudka, nicméné rust P(k) se postupné zastavi Gplné — ve chvili, kdy
velikost pokryvajicich ¢tvercii bude blizka velikosti jednoho pixelu. Nalezenim hod-
noty k, pro kterou trend rustu P(k) poklesne, lze odhadnout kritickou hodnotu &
pro danou aproximaci kiivky.

Vysledek pro metodu ,,Box Counting® l1ze zobecnit i pro méfeni dimenze ploch
zobecnénou metodou ,,Box Counting®“. Veskeré tivahy ztstavaji platné i pro apro-
ximaci plochy trojihelniky — i zde se pro dostatecné malé krychle pokryti zacina
prosazovat trend kousku rovin, tj. opét dochézi k poklesu trendu rtstu hodnot P(k).

Metoda tezii je zalozena na vypoc¢tu dimenzi aproximaci kiivek, které jsou zis-
kény jako priniky rovin kolmych na rovinu (z,y) s fraktalni plochou. Pro vypodet
dimenze ziskanych aproximaci fraktalnich kiivek 1ze pouzit jak metodu ,Yard Sick®
tak ,,Box Counting“. Vliv aproximace kfivky popsany vyse zistava platny i pro
aproximace fraktalnich krivek, které jsou obdrzeny jako fez aproximace fraktalni
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plochy.

5.2 VIiv méritka na odhad dimenze

Vliv métitka na odhad dimenze je vyznamny zejména pro fraktalni plochy sestrojené
z obrazovych matic, at uz se odhad dimenze provadi pfimo zobecnénou metodou
,Box Counting“ nebo metodou fezii. Duvod je ten, ze kdyz se zpracovavaji piimo
snimky kftivek, jsou obvykle zobrazeny v realném poméru vysky a sitky a tudiz
neni tfeba tyto poméry upravovat. V pfipadé, ze aproximace fraktalni plochy je
reprezentovana obrazovou matici, kde indexy v matici urcuji soutadnice bodu z,y
a barva urcuje vyskovou soufadnici z, je tfeba pred vypoctem dimenze kteroukoli
metodou spravné interpretovat vysku a indexy v matici.

Pro transformaci indext matice do realnych soufadnic je obvykle k dispozici
meéritko, ve kterém byl obraz sniman, a proto je snadné spravné prepocist indexy
bodl v obrazové matici na realné soutradnice bodt. Pro nékteré metody snimani
ploch muze byt problém zjistit absolutni hodnoty vysky, naptiklad pro snimky ploch
elektronovym mikroskopem je zndmo pouze relativni rozlozeni vysek, tj. lze rozlisit,
které body lezi nize a vyse, ale chybi konkrétni idaj o vysce bodu. Proto se v této
podkapitole zamérime na analyzu situace, kdy délkové rozméry se nemeéni, a méni
se vysSkové rozmery.

Pro ucely analyzy métitka byla sestrojena zlomkova Brownova plocha o teoretické
dimenzi 2.2. Podle véty 2.5.2 budou mit fezy ve sméru osy = a y teoretickou fraktalni
dimenzi 1.2. Metoda fezti k odhadu tzv. plosné dimenze je zalozena na vypoctu
prumeérné dimenze fezi — tj. tato metoda nadm poskytuje statisticky soubor dimenzi
fezi, ktery lze vyuzit k analyze vlivu méfitka nejen na odhad plosné dimenze, ale i
vliv méritka na presnost metod , Yard Stick® a ,Box Counting“. Pro test vlivu zmény
méiitka byl vyuzit stejny software, jako pro zpracovavani realnych ploch v praktické
¢asti této prace. Tento software vyzaduje zadani délkového méritka a umoznuje ménit
pomér mezi vyskou a délkou hrany obrazu (vstupni obrazové matice byly ¢tvercové
o rozméru 512 x 512). V ramci analyzy vlivu méfitka byly postupné méfeny plosné
dimenze metodou ez (s vyuZitim metody ,Yard Stick* a ,Box Counting“ pro
odhad dimenzi jednotlivych kfivek) a zobecnéné metody ,,Box Counting“ pro odhad
dimenze plochy. Délkové méritko bylo nastaveno nasledovné: 3 pixely = 1 mikrometr.
Pomér vysky z ku délce hrany [ se ménil v rozsahu 0.1 az 1.0 s prirtstkem 0.1.
Nésledujici tabulka 5.1 ukazuje zavislost odhadnuté dimenze fezl a plochy na volbé
poméru vysky ku délce 7, zavislost je vykreslena na obrazku 5.4.

z/l 01 (02 (03 |04 (05 |06 |07 |08 [09 |10

Box Counting 1.16 | 1.16 | 1.17 | 1.19 | 1.20 | 1.21 | 1.23 | 1.23 | 1.24 | 1.25
Yard Stick 1.02 107|112 | 1.17 | 1.20 | 1.23 | 1.25 | 1.26 | 1.28 | 1.28
Zobec. Box Counting | 2.26 | 2.26 | 2.25 | 2.23 | 2.22 | 2.19 | 2.20 | 2.20 | 2.16 | 2.19

zZ

Tabulka 5.1: Vliv zmény poméru # na odhad dimenze tfemi riiznymi metodami pro
zlomkovou Brownovu plochu o teoretické dimenzi 2.2.

Z tabulky a obrazki plyne, Ze zména méfitka ovliviiuje odhady dimenzi pro-
vedené libovolnou metodou. Dale je zfejmé, ze metoda ,Yard Stick“ je na zménu
méritka nejvice citliva — rozsah odhadnuté dimenze se meénil od 1.02 po 1.28 — tj.
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Obrazek 5.4: Zména dimenze odhadnutd metodou fezli (vlevo) a zména dimenze
odhadnuté zobecnénou metodou ,Box Counting“ (vpravo).

v Tadu desetin, zatimco rozsah odhadnuté dimenze metodou ,,Box Counting“ i zo-
becnénou metodou ,,Box Counting“ se ménil jen v fadu setin (od 1.16 do 1.25 a
od 2.26 do 2.16). Ze ziskanych vysledki je ziejmé, ze nejlepsi odhad dostavame pro
pomeér 0.5 — pfi tomto poméru obé metody — ,Yard Stick“ i ,,Box Counting“ na-
méfily stejnou dimenzi 1.2 a zobecnéna metoda ,,Box Counting“ namétila dimenzi
2.22. Pokud je pomér vysky a délky pro redlnou plochu neznamy, tato vlastnost
muze byt vyuzita k pribliznému odhadu poméru vysky ku délce — vyzkousi se néko-
lik pomérii a ten, pro ktery je rozdil dimenze odhadnuté metodou ,,Box Counting*
a ,Yard Stick® minimalni, pouzijeme pro danou plochu. Tato metoda byla otesto-
vana na snimku reélné plochy povrchu kovu (méd) opotfebeného tienim. Tabulka
5.2 ukazuje naméfené hodnoty pro rizné poméry z/[. Navic je v tabulce hodnota
0.267, ktera byla odhadnuta jinou metodou (viz kapitola 6). Z hodnot v tabulce
bychom na zakladé vyse popsané metody ziejmé vybrali hodnotu 0.2 nebo 0.25 pro
které byl minimalni rozdil mezi odhadnutymi dimenzemi. To dobie koresponduje
s hodnotou 0.267, ktera byla odhadnuta jinou metodou, kterd je pfimo spojena s
procesem vzniku fraktalniho povrchu v tomto konkrétnim ptipadeé.

z/l 0.1 1015|102 |0.25]0.267|0.3 |035]|04

Box Counting | 1.37 | 1.37 | 1.36 | 1.39 | 1.39 | 1.38 | 1.39 | 1.39
Yard Stick 1.19 1131 | 1.37 | 1.40 | 1.40 | 1.40 | 1.41 | 1.42
Rozdil 0.18 { 0.06 | 0.01 | 0.01 | 0.01 | 0.02 | 0.02 | 0.03

Tabulka 5.2: Zavislost odhadu fraktalni dimenze povrchu médi opotiebeného tfenim
méfend pro rizné pomeéry 7. Hodnota 0.267 byla odhadnuta z fyzikalnich vlastnosti
povrchu metodou popsanou v kapitole 6.

5.3 VIiv Sumu v obraze a jeho filtrace na odhad
dimenze

Vliv Sumu na odhady fraktalni dimenze byl analyzovan pro fraktalni plochy, af
uz jsou meéreny metodou fezi, nebo zobecnénou metodou ,,Box Counting®“. Frak-
talni plochy byvaji v praktickych aplikacich ¢asto reprezentovany obrazovou matici.
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P1i sniméani ploch béZznymi metodami je takika nemozné poridit snimky ploch ta-
kové, aby neobsahovaly sum. V praktické ¢asti této prace byly zpracovavany snimky
ploch z elektronového mikroskopu. Tyto snimky obsahovaly vysokou miru aditivniho
sumu, ktery miize byt modelovan nasledovne:

G=A+S

kde G je vysledna obrazova matice, A je idealni matice, ktera obsahuje presnou
informaci o vysce bodi plochy, které jsou poté vyuzity k sestrojeni aproximace
plochy a matice S reprezentuje aditivni Sum — pro kazdy prvek s; ; matice S plati,
ze ma normalni rozdéleni s; ; ~ N(0,0?).

Pro analyzu vlivu Sumu na odhad fraktalni dimenze byly generovany Brownovy
zlomkové plochy (viz podkapitola 2.5) a k nim byla pfi¢tena matice ndhodné gene-
rovanych hodnot S. Na obrazku 5.5 je vidét jak se zméni aproximace plochy, pokud
je sestrojena z matice G namisto matice A, obrazek 5.6 ukazuje fez sestrojeny z
idealni matice A a obréazek 5.7 fez sestrojeny z matice G.

an

Obrazek 5.5: Piiklad idealni Brownovy zlomkové plochy (vlevo) a stejné plochy
sestrojené z obrazové matice s vysokou mirou aditivniho Sumu (vpravo).

Obrazek 5.6: Ptiklad fezu piedchozi plochou, fez byl sestrojen z ptivodni plochy.

Z téchto obrazki je patrné, zZe Sum v obrazové matici pozméni charakter jak plo-
chy, tak i fezti — obecné se stavaji ¢lenitéjsi, coz zfejmé povede k nartustu fraktalni
dimenze odhadované z ploch nebo fezii sestrojenych z obrazovych matic se Sumem,
kde Sum nebyl potlacen. Je ziejmé, ze pfi vyssi mife Sumu nebudou odhadnuté di-
menze priliz korespondovat s ptivodni dimenzi plochy, ale spise budou korespondovat
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Obrazek 5.7: Priklad fezu predchozi plochou, zkonstruovany z obrazové matice se
sSumem.

s Clenitosti, kterou do vstupnich dat vnasi aditivni Sum, proto je tfeba miru Sumu
ve vstupni obrazové matici potlacit.

Aditivni Sum lze obecné potlacit konvolu¢nimi filtry typu dolni propust, které
potlacuji v obraze vysoké frekvence. Pti potlacovani Sumu ve vstupni obrazové matici
je tfeba dat pozor na prilisSnou filtraci, ta by zfejmé vedla nejen k odstranéni Sumu
v obraze, ale i k degradaci detailit na plose, coz by vedlo ke snizeni odhadované
dimenze. V ramci této prace byl analyzovan vliv nasledujicich filtri pro odstranéni
sumu na vyslednou dimenzi:

1 11 0.3679 0.6065 0.3679
= % 1 11 s = m 0.6065 1.0000 0.6065
1 11 0.3679 0.6065 0.3679
11111 0.0183 0.0821 0.1353 0.0821 0.0183
11111 0.0821 0.3679 0.6065 0.3679 0.0821
Fy = % 11111 Fy = 61—289 0.1353 0.6065 1.0000 0.6065 0.1353
11111 0.0821 0.3679 0.6065 0.3679 0.0821
11111 0.0183 0.0821 0.1353 0.0821 0.0183

Ztejme filtry Fy a F; reprezentuji nejjednodusi filtr typu dolni propust. Hodnoty ve
filtrech F3 a F, byly zpocteny nasledujicim vztahem:
22402
fij=e 2o
kde v =i—(k+1),y=j—(k+1)proi, j=1...2-k+1 (k=1 pro Fj,
k =2 pro Fy) a 0 = 1. Teoretickd hodnota 5=, kterou je tfeba ndsobit hodnoty f; ;

2wo2)
aby $lo o dvojrozmérné Gaussovo rozdéleni, byla nahrazena hodnotou sz

> fig
i=1 j=1
Ziejme tedy filtry F3 a Fj reprezentuji filtry s Gaussovym jadrem. Vliv éumil a fil-
trace Sumu byl analyzovan experimentalné. Byly vygenerovany plochy o teoretické
dimenzi 1.2, 1.4 a 1.6 (pfi praktickych aplikacich popsanych v této praci, se dimenze
ploch pohybovala obvykle do 1.4). Pro kazdou hodnotu dimenze bylo vygenerovano
10 rtznych ploch, zmétfena jejich dimenze bez Sumu, poté se Sumem a s rtiznou fil-

traci zobecnénou metodou ,,Box Counting® a metodou ez, kde dimenze fezii byla

20



odhadovana metodou ,Yard Stick“ a metodou ,Box Counting“. Rozptyl pficteného
sumu byl 0.03 x z, kde z je rozdil mezi minimélni a maximalni vyskou na vyge-
nerované plose!. Vygenerované obrazové matice reprezentujici plochu mély tozmér
512 x 512 pixeli. Pro odhady fraktalni dimenze byl pouzit stejny software, jako
byl pouzit k odhadim dimenze v praktickych aplikacich. Tento software vyzaduje
nastaveni méritka, pro vypocet bylo zvoleno nasledujici métitko:

e 1 mikrometr = 3 pixely

e Rozsah barev byl interpretovan jako 0 = 0 mikrometri, 255 = 85.3 mikrometri
(tj. pomér mezi délkovym a vyskovym rozmérem byl nastaven na 0.5).

Poznamenejme, Ze toto nastaveni neodpovida presné vyskovym hodnotam piivodni
plochy, nicméné je dobfe nastavené zejména pro plochy s nizsi fraktalni dimenzi,
které se v praktickych aplikacich vyskytuji castéji. Nastavit parametry tplné piesné
by bylo slozité, protoze plochy byly ziskdny z generovaného Fourierova spektra.
Hodnota 0.5 je odhadnuta pro Brownovu zlomkovou plochu o dimenzi 1.2 metodou
popsanou v podkapitole 5.2. Nasledujici tabulky obsahuji vypoctené hodnoty pro
obrazovou matici reprezentujici vygenerovanou plochu, matici se Sumem a hodnoty
ziskané z matice se Sumem, ktera byla filtrovana konvoluci obrazové matice a filtri
Fy az Fy. Symbol Tp oznacuje v tabulkach primérnou namérenou dimenzi pro danou
metodu vypoctu dimenze a vstupni data, sp oznacuje smérodatnou odchylku. Index
D oznacuje teoretickou plosnou dimenzi plochy?.

Teoreticka plosna dimenze 1.2
Yard Stick Box Counting | Zobec. Box Counting
Vstupni data T19 S19 T19 S19 T19 S19
Plocha 1.1873 | 0.0247 | 1.1935 | 0.0122 | 2.2191 | 0.0432
Plocha + Sum | 1.7045 | 0.0299 | 1.3753 | 0.0134 | 2.3305 | 0.0288
Filtr I 1.1991 | 0.0140 | 1.2018 | 0.0089 | 2.2238 | 0.0409
Filtr Fy 1.1534 | 0.0170 | 1.1601 | 0.0087 | 2.1995 | 0.0396
Filtr F3 1.2114 | 0.0163 | 1.2096 | 0.0074 | 2.2294 | 0.0392
Filtr F} 1.1834 | 0.0172 | 1.1872 | 0.0067 | 2.2186 | 0.0424

Tabulka 5.3: Hodnoty spoctené z odhadu dimenzi deseti ploch, které mély teoretic-
kou dimenzi 1.2. 7, 5 oznacuje primeér, s; o smérodatnou odchylku.

Pro kazdou metodu odhadu fraktalni dimenze byly testovany nasledujici hypo-
tézy na hladiné vyznamnosti 0.05:

1. Hodnota T15 =714 a T1.4 = T16 pro idealni vstupni data bez Sumu
2. Hodnota T19 = T14 a T14 = 71,6 pro obrazovou matici se Sumem

3. Hodnota Ty 9 = 14 a T1.4 = T16 pro obrazovou matici se Sumem, filtrovanou
filtrem Fj

!Plocha byla zobrazena v odstinech $edé od 0 do 255, tj. minimalni hodnota vysky byla zob-
razena jako 0, maximéalni hodnota vysky byla zobrazena jako 255. To znamend, ze pro libovolnou
plochu byla jasova troven Sumu 0.03 x 255 = 7.65. Jinymi slovy, rozptyl v jasové hodnoté byl
zhruba 8 pro libovolnou plochu.

2Dimenze odvozena metodou fezt je pro zlomkové Brownovy plochy By (t1,t) podle véty 2.5.2
rovna D = 2 — H. To znamen4, Ze pokud teoretickd dimenze plochy je napiiklad 2.2 (H = 0.8),
potom teoreticky vysledek obdrzeny metodou fezti bude 1.2.
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Teoreticka plosna dimenze 1.4
Yard Stick Box Counting | Zobec. Box Counting
Vstupni data T14 S1.4 T14 S1.4 T1.4 S1.4
Plocha 1.3423 | 0.0190 | 1.2781 | 0.0072 | 2.3143 | 0.0247
Plocha + Sum | 1.7142 | 0.0144 | 1.3893 | 0.0084 | 2.3800 | 0.0169
Filtr F} 1.2924 | 0.0122 | 1.2477 | 0.0078 | 2.2997 | 0.0203
Filtr F, 1.2274 | 0.0153 | 1.2007 | 0.0071 | 2.2710 | 0.0259
Filtr F3 1.3021 | 0.0126 | 1.2559 | 0.0078 | 2.2933 | 0.0336
Filtr F, 1.2700 | 0.0123 | 1.2293 | 0.0082 | 2.2913 | 0.0247

Tabulka 5.4: Hodnoty spoctené z odhadu dimenzi deseti ploch, které mély teoretic-
kou dimenzi 1.4. 7, 4 oznacuje priameér, s; 4, smérodatnou odchylku.

Teoretickéa plosna dimenze 1.6
Yard Stick Box Counting | Zobec. Box Counting
Vstupni data T16 51.6 T1.6 51.6 T16 51.6
Plocha 1.5239 | 0.0168 | 1.3643 | 0.0084 | 2.3893 | 0.0231
Plocha + sum | 1.7303 | 0.0093 | 1.4282 | 0.0086 | 2.4231 | 0.0206
Filtr F} 1.3780 | 0.0148 | 1.3021 | 0.0078 | 2.3493 | 0.0223
Filtr F3 1.2931 | 0.0123 | 1.2523 | 0.0093 | 2.3128 | 0.0256
Filtr F3 1.3975 | 0.0141 | 1.3150 | 0.0192 | 2.3543 | 0.0221
Filtr F} 1.3544 | 0.0117 | 1.2882 | 0.0089 | 2.3391 | 0.0251

Tabulka 5.5: Hodnoty spoctené z odhadu dimenzi deseti ploch, které mély teoretic-
kou dimenzi 1.6. ¥, ¢ oznacuje primeér, s; g smeérodatnou odchylku.

4. Hodnota 15 = T14 & T1.4 = T1.6 pro obrazovou matici se Sumem, filtrovanou
filtrem F

5. Hodnota T 9 = 714 @ T14 = T16 pro obrazovou matici se Sumem, filtrovanou
filtrem F3

6. Hodnota 15 = 714 a T14 = T1 pro obrazovou matici se Sumem, filtrovanou
filtrem Fy

Nezamitnuti nékteré z hypotéz na dané hladiné vyznamnosti pro nékterou z
pouzitych metod znamena, ze tato metoda neni schopna rozlisit pro dané vstupni
obrazové matice mezi dvémi plochami, jejichz teoretické dimenze se lisi o 0.2. Jinymi
slovy, testem téchto hypotéz lze nalézt takové metody odhadu dimenze a filtry pro
potlaceni Sumu, které dohromady maji dostatecné dobrou rozlisSovaci schopnost a
mohou byt pouzity k porovnavani ¢lenitosti rtiznych ploch. Z tohoto diivodu nebyly
testovany hypotézy 7,5 = T1.4 = T1.6, protoze k zamitnuti této hypotézy by stacilo,
aby neplatila alespon jedna rovnost, tj. metoda by rozliSovala mezi plochami jen
v omezeném rozsahu fraktalni dimenze. Jde tedy o dvouvybérové testy, kde jeden
vybér je méreni deseti obrazovych matic se stejnou teoretickou dimenzi a stejnymi
upravami méfrené stejnou metodou a druhy vybeér je méteni deseti obrazovych matic
s jinou teoretickou dimenzi nez prvni soubor, ale upravované a mérené stejnymi
metodami.

Nejprve bylo otestovano, zda mizeme na hladiné vyznamnosti o = 0.05 pfedpo-
kladat, ze porovnavané datové soubory maji stejny rozptyl, protoze dvouvybérové
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testy se lisi v zavislosti na tom, zda maji oba vybéry stejny rozptyl nebo zda maji
rizny rozptyl. Hypotézu, ze dva soubory nameérenych hodnot maji stejny rozptyl
nezamitame, pokud plati:

2
SD,

2
8D2

Fa/z(nl—l,ng—l) < <F1_a/2(n1—1,n2—1)
kde n; a ng jsou pocty prvki ve vibéru (v tomto ptipadé ny = ny = 10) a F,,(m, n) je
a-kvantil Fischerova-Snedecorova rozdéleni. P¥i konkrétni realizaci je: Fyg25(9,9) =

52
0.25 a Fyg75(9,9) = 4.03, hodnoty Z* jsou v tabulce 5.6. Hodnoty zvjraznéné v
D3

tabulce tucné, nelezi v pozadovaném intervalu a hypotézu o stejném rozptylu vybéria
zamitame, jinymi slovy, pro tyto pripady je tfeba pouzit dovuvybérovy test pro
statitické soubory s riznym rozptylem. Konkrétné se jedna o nasledujici statistické
soubory:

1. Plochy se sumem o teoretické dimenzi 1.2 a 1.4, méfené metodou ,,Yard Stick"

2. Plochy se Sumem o teoretické dimenzi 1.2 a 1.4, filtrované filtrem F}, méfené
zobecnénou metodou ,,Box Counting*

3. Plochy se sumem o teoretické dimenzi 1.4 a 1.6, filtrované filtrem Fj, méfené
metodou ,,Box Counting®

Testovaci kriterium ;%
Yard Stick Box Countizng Zobec. Box Counting
Vstupni data | sT,/s14 | 5T4/ST6 | S12/5Ta | S1a/5Ts | STo/S1a | Sta/Sle
Plocha 1.687 1.281 2.852 0.733 3.049 1.149
Plocha + sum | 4.319 | 2.385 2.555 0.957 2.890 0.672
Filtr Fy 0.827 0.685 1.287 1.000 4.063 | 0.827
Filtr Fy 1.239 1.544 1.509 0.575 2.335 1.026
Filtr Fj 0.884 0.800 0.884 0.166 1.358 2.319
Filtr F, 1.945 0.760 0.660 0.853 2.943 0.972

2
Tabulka 5.6: Hodnoty testovaciho kritéria zgﬂ pro rizné metody a rtizné plochy.
D3

Hypotézu H, ze jup, = pp,, pro vybéry kde nebyla zamitnuta hypotéza o stej-
ném rozptylu, zamitneme na hladiné vyznamnosti «, pokud je splnéna nasledujici
nerovnost:

\/n1n2(n1 + 1y — 2) Zp, — Tp,|
ny =+ N2 \/(nl —1)s3, + (ng — 1)s7,,

> ti—aj2(n1 +ng — 2)

Hypotézu H, Ze pup, = pp,, pro vybéry kde byla zamitnuta hypotéza o stejném
rozptylu, zamitneme na hladiné vyznamnosti «, pokud je splnéna nésledujici nerov-
nost:

|Tp, — Tp,| N ti—aja(n — 1)s3, /n1 + ti—aje(ne — 1)s3, /no

— 2 2
\/5%1 /m+ s, /n2 $Dy/M1 7+ $py /2
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V obou vztazich jsou hodnoty n; a ny pocty prvkia ve vybérech (v tomto pfipadé
ny = ng = 10) a t4(n) je a-kvantil Studentova rozdéleni o n stupnich volnosti.
Pro tuto konkrétni aplikaci dostavame:

t0,975<18) = 3197

Hodnoty pravé strany nerovnosti pro vybéry s riiznym rozptylem zavisi na odhadu
smérodatné odchylky a pro vysSe uvedené tii pripady vychazi hodnota pravé strany
nerovnosti 3.25. Hodnoty levé strany nerovnosti spoctené podle prislusného vztahu
v zavislosti na tom, jestli povazujeme rozptyl vybért jako stejny nebo jako rozdilny
jsou uvedeny v tabulce 5.7. Tu¢né zvyraznéné hodnoty jsou ty, pro které hypotézu
H, tj. up, = pp, nezamitame — neboli jde o pripady, kdy nejsme schopni rozlisit, ze
jde o dvé plochy s rtiznou teoretickou dimenzi.

Testovaci kritérium pro test hypotézy H

Yard Stick Box Counting Zobec. Box Counting
Vstupni data | 219 =214 | T14 = T16 | T12 = T14 | T14 = T16 | T1.2 = T14 | T14 = T16
Plocha 15.73 19.22 18.89 24.64 6.05 7.01
Plocha + Sum | 0.92 2.97 2.80 10.23 5.26 5.20
Filtr F} 15.89 14.11 12.27 15.60 5.26 5.20
Filtr F3 10.23 10.58 11.43 13.95 4.79 3.63
Filtr F3 13.92 15.95 13.62 9.02 3.91 4.80
Filtr Fy 12.95 15.72 12.57 15.39 4.69 4.29

Tabulka 5.7: Hodnoty testovaciho kritéria pro rizné metody a rtzné plochy.

7 dat uvedenych v tabulce je ziejmé, ze vyse popsané metody odhadu fraktalni
dimenze lze pouzit pro rozliseni ploch, které byly reprezentovany obrazovou matici
s aditivnim Sumem, pokud je Sum odstranén nékterym z filtra F; az F; a metody
nerozlisuji mezi plochami s rtiznou teoretickou dimenzi pouze v pripadé, ze Sum
neni nijak filtrovam. Vyjimkou je zobecnéna metoda ,,Box Counting“. Pfi blizs§im
pohledu na tabulky primeérnych hodnot 5.3 az 5.5 je ziejmé, ze kvalita odhadu vsemi
metodami (i pro idealni vstupni data bez Sumu) klesa s roztouci dimenzi vstupni
plochy. Z pohledu ,pfiblizeni se“ teoretické dimenzi se nejlépe jevi metoda ,Yard
Stick“ a filtrace filtrem F3 (pfipadné F}), protoze rozdil mezi odhadnutou dimenzi
a teoretickou dimenzi je nejmensi a rozsah odhadovanych dimenzi je nejvétsi, coz
poskytuje lepsi rozliseni pro praktické aplikace. Obréazek 5.8 ilustruje vliv Sumu a
jeho filtrace filtrem F3 na tvar profilu a tedy i odhad fraktalni dimenze.
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Obrazek 5.8: Ptiklad jednoho fezu zlomkovou Brownovou plochou, vrchni fez byl
sestrojen z ptivodni plochy, prostiedni fez ze stejné plochy zkonstruované z obrazové
matice se Sumem a spodni fez byl sestrojen ze stejné obrazové matice upravené
filtrem F3.
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5.4 Zavéreéné shrnuti

V ramci této prace byly analyzovany tii vlivy, které se casto vyskytuji v praktickych
aplikacich a jejichz dopad na odhady fraktalni dimenze nebyl v dostupné odborné
literature nalezen. Ukazuje se, ze vlivy popsané v ramci této kapitoly nemohou byt
pri praktickych aplikacich ignorovany, ale Ze je tieba pro kazdou aplikaci zvazit, jaky
dopad mohou mit na méfeni dimenze redlnych ttvart z dostupnych dat. Dale, pro
kazdy popsany faktor ovlivnujici odhad fraktalni dimenze byl v ramci prace navrzen
postup jak minimalizovat dopad tohoto faktoru na odhad fraktalni dimenze.

Tato kapitola je dilezita pro praktické aplikace, které jsou soucasti této prace,
zejména pro analyzu zavislosti koeficientu odolnosti proti opotiebeni tfenim a frak-
talni dimenzi rtiznych materialii opotiebenych tienim, kterd je popsand v kapitole
6. V této praktické aplikaci bylo totiz tfeba feSit vSechny vyse uvedené problémy.
Potfebna analyza vlivii a ndvrh minimalizace jejich dopadii na odhad dimenze byl
zpracovan zcela v ramci této prace.
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Kapitola 6

Analyza zavislosti fraktalni
dimenze povrchi a koeficientu
odolnosti proti treni

Koeficient odolnosti proti tfeni (wear resistance coefficient) kvantifikuje odolnost
povrchu proti opotfebeni tfenim. Nizkd hodnota koeficientu znamena, ze material
se tfenim opotiebuje pomérné rychle a je snadné ho ,,poskrabat®, vysoka hodnota
koeficientu znamena, ze material je odolny proti tfeni a vhodny na plochy vystavené
trvalému namahani tfenim. Tento koeficient je znam pro nékteré kovy, ale ur¢it ho
pro nové slitiny je pomérné slozité a drahé. V ramci této prace byla studovana za-
vislost mezi koeficientem odolnosti proti tfeni a fraktalni dimenzi povrchu materialu
opotiebeného trenim, kterda by na zakladé fraktalni dimenze umoznila jednoduchy
zpusob odhadu koeficientu odolnosti proti tfeni. Takova metoda odhadu by byla vy-
hodné pro rychlé a levné zjistovani koeficientu odolnosti proti tfeni u novych slitin.
Tento problém byl fesen ve spolupraci s Ruskou akademii véd, Ustavem mechaniky
a nauky o materialu (Institute of Strength Physics and Materials Science, Siberian
Division, Russian Academy of Sciences).

6.1 Popis vstupnich dat

Vstupni data pro méteni byly snimky ploch rtiznych kovi, pro které je znam jejich
koeficient odolnosti proti tfeni. Snimky byly pofizeny elektronovym mikroskopem
v rizném zvétseni. RozliSeni snimki z elektronového mikroskopu bylo 512 x 512
pixelil, snimky byly osmibitové v odstinech Sedi, kde ¢islo 0 reprezentovalo ¢ernou
barvu, ¢islo 255 barvu bilou. Snimané materialy byly: olovo (Pb), hlinik (Al), méd
(Cu), zirkon (Zr), kobalt (Co), titan (Ti) a Wolfram (W). Koeficienty odolnosti
proti tfeni a ptiklady ploch danych materidlti opotfebenych tfenim jsou v tabulce
6.1 (v tabulce je jen jedno zvétSeni).

Plochy byly snimany v rtizném zvétseni, rozliseni 512 x 512 bylo zachovano pro
vSechna zvétSeni. Délka hrany snimku byla postupné 14 um, 20 um, 41 pm, 68 pm,
102 pm, 137 pm, 205 pm, 410 pm, 682 um, 1024 pum. Piiklad, jak se lisi snimky
jednotlivych materialti v rizném rozliseni, je na obrazku 6.1. Z obrazku je zfejmé,
Ze zatimco pro nizké rozliseni prevlada pohled na mnozstvi skrabancti, pri vysokém
rozliseni je vidét detailni struktura jednotlivych skrabancii.

7 prikladu je také ziejmé, ze pro vysoké a nizké rozliseni je struktura plochy
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Material Pb Al
Koeficient 1.5 5.3

Snimek plochy .H S

Tabulka 6.1: Ukéazka snimki ploch, které byly pouzity pro analyzu zavislosti koefi-
cientu odolnosti proti tfeni a fraktalni dimenze povrchii opotiebenych tienim.
1024 pm 410 pm

68 pm 14 pm

Al

Zr

Obrazek 6.1: Priklad tii materiali s riznou odolnosti proti tfeni, snimanych v ruz-
ném rozliseni.

pro vSechny materialy podobna a rozdily v struktufe plochy jsou dobfe patrné jen
pro urcita zvétseni — z toho divodu je tfeba hledat zavislost mezi fraktalni dimenzi
plochy a koeficientem odolnosti proti tfeni pii stejném zvétSeni vSech vzorkt a lze
predpokladat, ze zavislost nebude platit pro libovolné zvétseni, ale pouze pro takové
zvétseni, kde je patrny rozdil ve struktuie ploch.

Plochy snimanych materialti byly nejprve vylestény a poté posouvany po pod-
loZce s brusnymi ¢asticemi. Kazdy vzorek byl pritlacovan k podlozce stejnou silou a
posouvan stejnou rychlosti po stejné dlouhé draze a poté byl sniméan elektronovym
mikroskopem. Pro vice detailti o experimentu viz [13].

6.2 Faktory ovliviiujici odhad fraktalni dimenze

Odhad dimenze snimanych ploch byl zasadné ovlivnén dvéma faktory. Prvnim fak-
torem byla vysokd mira aditivniho Sumu v obraze (vice o vlivu Sumu v podkapi-
tole 5.3), druhym faktorem, ktery komplikoval odhad dimenze, byl fakt, Ze pouzity
elektronovy mikroskop poskytuje pouze relativni informaci o vysce, tj. cerna barva
koresponduje s nejnizsim bodem na plose a bila barva s nejvyssim bodem na plose,
ale absolutni udaj o vysce plochy je neznamy (vice o vlivu poméru mezi délkou a
vyskou méfenych objektt v podkapitole 5.2).

Pro snizeni miry Sumu v obraze byla pouzita konvoluce obrazové matice s nasle-
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dujicim low pass filtrem G:

1 1 11
G==-1111
P\ 1 11

V podkapitole 5.3 byl analyzovan vliv filtrace na odhad dimenze. Gausstv filtr
daval o néco malo lepsi vysledky, nicméné rozdil v hodnotach namétrenych dat byl
v fadu nékolik setin, proto je i vySe uvedeny low pass filtr pouzitelny pro praktické
aplikace v pfipadé, Ze se neocekava velmi vysoké fraktalni dimenze plochy (coz v
tomto pfipadé neni pravdépodobné).

Po potlaceni aditivniho Sumu v obraze bylo tfeba odhadnout absolutni vysku
plochy, tj. prevést barvy na konkrétni hodnoty vysky v mikrometrech, tak, aby byl
zachovan pomér vysky a délky. Vzorky byly posouvany po podlozce s brusnymi
¢asticemi priblizné kulového tvaru. Lze tedy predpokladat, ze hlubka vrypi bude
zhruba stejnd jako jejich $ifka (viz ilustrativni obrazek 6.2).

Brusna castice Koule opsani Castici

Vysledny profil Vzorek

Obrazek 6.2: Vytvoreni vrypu kulovou brusnou ¢astici.

Na zakladé predchozi ivahy lze odhadnout priblizny pomér mezi vyskou a délkou
plochy. Pripomenme, 7Ze na fadky obrazové matice lze nahlizet jako na reprezentaci
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fezu fraktalni plochy ve sméru osy x, tj. jako na aproximaci F-kiivky, kterou lze
zkonstruovat, pokud zvolime rozsah vysky fezu (tj. zvolime pomér mezi vyskou a
sitkou). Na vykreslené kiivce lze detekovat vrypy vzniklé posunem brusnych ¢astic
a lze zméfit pomér vysky vrypu a Siiky vrypu pfi daném vykresleni (viz ilustrativni
obrazek 6.3). Pokud jsme pro vykresleni zvolili spravnou vysku, podil vysky a Sifky
vrypu bude pfiblizné 1. Oznac¢me z zvolenou vysku Fezu v mikrometrech, z’ pfesnou
(prozatim neznamou) vysku fezu, d $itku detekovaného vrypu v mikrometrech, h
vysku detekovaného vrypu v mikrometrech a h’' pfesnou (neznamou) vysku deteko-
vaného vrypu v mikrometrech. Nyni lze odvodit spravnou vysku fezu z’. Oznacme
r pomér sitky ku vysce vrypu:
r=—

h

Pii spravném zobrazeni by mél byt pomér mezi vyskou a sitkou 1, tj. ' = d a %' =1
Pokud za h’' dosadime h - r, opravdu dostavame ze h' = d:

d

W=h-r=h-—-=d

h
Z toho plyne, Ze spravnou vysku vrypu A/, lze spocist z naméfené vysky h a vypoc-
teného koeficientu r» pomoci vztahu A’ = h - r. Déle musi platit nasledujici rovnost:

2 W
z  h
Dosadime za b’ = h - r a dostavame nésledujici vztah:
Z h-r
—_— = — =T
z h
a tedy:
Z=z-r

P1i praktické realizaci lze dektekovat nékolik vrypt pro kazdy radek obrazové
matice. V idedlnim pripadé by mél byt pomeér r pro vSechny zdetekované vrypy
stejny. V praxi se poméry budou lisit. Pti feSeni popsaného problému byl pouzit
pramér vsech spoctenych koeficient ze zdetekovanych vrypi.

Vyse popsany postup nevysvétluje, jak byla provedena detekce vrypi. Pti prak-
tické realizaci byly pouzity fezy ve sméru osy x. Byl zvolen vyskovy rozsah z v
mikrometrech a spoc¢teny souradnice bodt aproximace v Fy nasledujicim zptisobem:

l

i=—1,i=0...511
YT et

_ B i —0...511
22—255 z, 1=0...

kde i je pozice bodu v obrazové matici (pro zpracovavana data méla matice rozmér
512 x 512), B; je hodnota barvy ze $kdly 0 az 255, z je zvoleny rozsah vysky v mi-
krometrech a [ je délka fadku obrazové matice v mikrometrech. Poté byl vypocten
prumér vyskovych hodnot z. Navrzeny algoritmus hledal lokalni maxima a minima
na aproximaci kfivky takova, ze minima lezela pod primérnou vyskou a maxima le-
Zela nad primérnou vyskou. Ke kazdému lokalnimu minimu z;, . se nalezlo nejblizsi
lokalni maximum lezici nalevo od lokalniho minima 2, ., a napravo od lokalniho
minima z;,, .  takovd, Ze lezela nad primérnou hodnotou 2. Aby ¢ast kiivky mezi
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témito lokalnimi maximy byla povazovana za vryp, ktery vytvofila kulova brusna
¢astice, musi platit, ze:

‘1 _ Destmar | <15

Zirightmaz
tj. rozdil ve vysce stén vrypu nesmi piekrocit 15% aby byla oblast zahrnuta do
vypoctu koeficientu r. Pro kazdou oblast j, nalezenou vyse popsanym algoritmem
byla stanovena hodnota d jako tozdil z-ovych soufadnic lokalnich maxim z;,_ ., a
. Hodnota h byla spoctena podle nasledujiciho vzorce:

erightmaz

Zjleftmaz + erightmaz - .
2 Z]min

h:

tj. jako rozdil z primérné vysky lokalnich maxim a lokdlniho minima mezi nimi —
viz obrazek 6.3.

.'IFH'.E

NERVAN )

Obrézek 6.3: Detekce vrypu a méteni délky a vysky vrypu pro vypocet koeficientu
r. Rez je zobrazen se zvolenym rozsahem vysky z.

6.3 Zmény fraktalni dimenze v zavislosti na zvét-
Seni

Z obrazku 6.1 je zfejmé, zZe struktura povrchu je pro rizna zvétseni jina. Pred hleda-
nim zavislosti mezi fraktalni dimenzi a koeficientem odolnosti proti tfeni bylo tfeba
overit, jestli zvétseni hraje skutecné vyznamnou roli, nebo 1ze porovnavat mezi sebou
snimky s riznym zvétSenim.

62



Pro kazdy material byla zméfena plosna dimenze (viz definice 4.2.1), tj. pramérna
dimenze Tezti plochy, pro kazdé zvétseni. Nasledujici grafy ukazuji chovani plosné
dimenze odhadnuté metodou ,,Yard Stick“ a ,,Box Counting® pro rizna zvétseni.

Zavislost ploSné dimenze na zvétSeni - Al

) ‘\——x
135 .\

E 13 \.\R —+— Bax Courting
5 ' —m— Yard Stick

125
12
115 T T T T T : : : :
1024 410 205 137 12 88 M1 2D 14
Délka hrany snimku [mikrometr]
Zavislost plogné dimenze na zvétSeni - Zr
145
136

E 105 —— Bax Courting
. \\ —— Yard Stick

[a}
118 \.

1024 410 206 137 102 68 41 20 14
Délka hrany snimku [mikrometr]

Zavislost plogéné dimenze na zvétSeni -W

Lo

-

E —s— Bax Counting
& ——Yard Stick
125 (__:

115

1024 62 410 205 137 12 66 M 20
Délka hrany snimku [milromet]

Z vyse uvedenych grafi je zfejmé, Ze plosna dimenze zkoumanych ploch klesa
s tim, jak roste zvétseni. To koresponduje s obrazkem 6.1, ze kterého je patrné, ze
s rostoucim detailem jsou struktury na povrchu méné ¢lenité. O plochach opotiebe-
nych tfenim mutzeme Tici, Ze maji multifraktalni charakter — tj. se zménou méritka
se méni dimenze. Pfiklad mutifraktalniho chovani uvadi Mandelbrot v [7]: pokud se
na klubko provazku divame z veliké dalky, jevi se jako bod (dimenze 0), pfiblizime-li
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se, jevi se jako koule (dimenze 3), piiblizime-li se jesté vice jevi se jako ,smotana®
kiivka v E5 (dimenze 1), pfi dalsim pfiblizeni jako zohybany valec (dimenze 3),
atd. Pozorované plochy vykazuji podobné chovani, je proto tfeba porovnavat plosné
dimenze téchto ploch pouze pro plochy snimané se stejnym zvétsenim.

6.4 Zavislost fraktalni dimenze a koeficientu odol-
nosti proti treni

Pro kazdy material bylo pripraveno celkem 40 snimkt — 4 pro kazdé zvétseni. Pro
kazdy snimek plochy byla zméfena plosné dimenze Dp metodou ,,Box Counting® a
metodou ,,Yard Stick“. Pro kazdé 4 snimky stejného materialu snimaného pfi stej-
ném zveétseni byla spoc¢tena primérna plosna dimenze, ktera byla pouzita pro hledani
trendu mezi fraktalni dimenzi a koeficientem odolnosti proti tfeni. Nasledujici grafy
ukazuji moznou zavislost fraktélni dimenze (plo$né dimenze, fezy méfeny metodou
»Yard Stick“) na koeficientu odolnosti proti t¥eni. Zpracovana data ukazala, ze lze
nalézt zavislost mezi plosnou dimenzi méfenou metodou ,,Yard Stick“ a koeficientem
odolnosti proti t¥eni v rozsahu zvétSeni od zhruba 400um do 100um (Pro ostatni
zvétSeni nebyl trend nalezen). Mozné trendy (linedrni a logaritmicky) jsou zobrazeny
na nasledujicich grafech. Trend byl hledan metodou nejmensich ¢tverct a to jako
linearni a logaritmicka funkce.

Trend pro délku hrany 410um

1375 T T T T T 138

137

1365 -

136

1385+

Dimension

1351

1345

134

13381

153 L I I L . L I I L .
0 1 20 a0 40 50 60 0 1 20 a0 40 50 60
Wear recistance Wear resistance

Cy = 1.3333, Cy = 0.0006 Cy =1.3126, Cy = 0.0119
Trend pro délku hrany 205um

138 T T T T T 136

134

1321

Dimengion
w

1281

126

124
o 20 a0 40 50 60 0 o 20 a0 40 50 &0

Wear recistance Wear resistance

1.2942, Cy = 0.0012 Cy = 1.2409, Cy = 0.0285

Q
Il

64



Dimension

Trend pro délku hrany 137um

1o 20 30 40 50 B0
WWear resistance

Cy =1.2697, Cy = 0.0016

Dimension

136

134

132

w

)
@

126

Dey of fractal
T T

on wear t

1o 20 30 40 50 B0
WWear resistance

Cy =1.2005, Cy = 0.0371

Dimengion

138

124
o

Trend pro délku hrany 102um

L . . L .
1o 20 30 40 50 B0
WWear resistance

Cy = 1.2501, C5 = 0.0019

Dimengion

1.4

115
o

L . . L .
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Nasledujici funkce popisuji zavislost mezi plosnou dimenzi a koeficientem odol-
nosti proti tfeni (prvni vztah je pro linearni trend, druhy pro logaritmicky):

Dp=Cy - W+ C}

Dp = 02 . IH(W) + 01

kde Dp je plosna dimenze, W je koeficient odolnosti proti tfeni, C; a Cs jsou ko-
efcienty spoc¢tené metodou nejmensich ¢tverct (uvedeny vzdy pod grafem pro dané
zvétSeni). Z téchto funkei 1ze vyjadiit W:

(Dp — C1)
W=-—
Cy
Dp—-Cq
W = e Co

Na zakladé analyzy dat bylo z méteni vylouceno olovo. Plosna dimenze olova vy-
kazovala vyrazné jiné chovani nez ostatni materialy a znemoznovala nalezeni trendu.
Pro danou aplikaci to bylo prijatelné, protoze metoda se vyvijela zejména pro hle-
dani slitin odolnych proti tfeni a olovo je kov s nejnizsim koeficientem odolnosti
proti treni ze vSech zkoumanych vzorkt. V pripadé, ze by bylo tfeba hledat mate-
rial s velmi nizkou odolnosti proti tfeni, bylo by nezbytné nalézt dalsi materialy s
podobnymi vlastnostmi jako olovo a zopakovat experiment s témito vzorky.
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6.5 Zavérecné shrnuti

V ramci prace byla vyvinuta metoda pro odhad koeficientu odolnosti proti tieni v za-
vislosti na fraktalni dimenzi. Na zakladé teoretické ¢asti, byla analyzovana vstupni
data a urceny kritické faktory, které vyznamné zkresluji odhady dimenze a byl vy-
pracovan postup, jak tyto faktory eliminovat. Dale byl v ramci prace vyvinut soft-
ware pro vypocet fraktalni dimenze ploch namahanyjch tfenim a poté snimanych
elektronovym mikroskopem.

Obrazova data poskytnuta Ruskou akademii véd byla zpracoviana a dimenze
odhadnuta jak metodou Tezt, tak pfimo zobecnénou metodou ,,Box Counting® pro
plochy. Vysledna data ukazala, ze nejvhodnéjsi metoda pro dany problém je metoda
fezi, pricemz dimenze fez se odhadovala pomoci metody ,, Yard Stick“. Pro plosné
dimenze odhadnuté metodou fezli, kde dimenze fezti byla mérena metodou ,,Yard
Stick“ byl odvozen linearni a logaritmicky trend pro rozsah délek snimané oblasti
od cca 400um do cca 100pum. Snimky lezici mimo tento rozsah nevykazovaly zadny
trend, nebo jen velmi slabé naznaky trendu.

Vysledky by se daly zlepsit, pokud by se podarilo nalézt vhodné materialy s ko-
eficientem odolnosti proti tfeni mezi 21 az 58. V této oblasti byl pouze vzorek titanu
(koeficient odolnosti proti tfeni 33). Doplnéni méfenych dat v této oblasti by napo-
mohlo urcit, zda je vhodnéjsi linearni nebo logaritmicky trend.

Tyto vysledky byly publikovany na konferenci , Fraktaly i prikladnaja sinergetika
2005“ v Moskve.
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Kapitola 7

Analyza zavislosti mezi objemem
poru v keramice a fraktalni
dimenzi hranic poru

Tato kapitola se zabyva zavislosti fraktalni dimenze hranic pért v poérovité kera-
mice a objemem téchto pori v keramice. Pérovita keramika ma velké uplatnéni
napiiklad v oblasti filtri nebo kloubnich nahrad. Pro tyto tcely je tieba, aby ke-
ramika obsahovala co nejvice pdri. Obvykle je pdérovita keramika velmi kiehka, ale
specidlnim postupem piipravy lze jeji pevnost zvysit (viz napf. [6]). Nicméné i u
takto pripravené keramiky jeji kiehkost roste s rostoucim objemem pori. Pro vyse
zminéné aplikace je tfeba, aby péry mély dostatecné clenité hranice. Je tfeba nalézt
minimalni objem pért, kdy material je jesté dostatecné pevny, ale mnozstvi pért v
materialu je jiz dostatecné, aby jejich hranice byly ¢lenité. V ramci této prace byla
analyzovana zavislost objemu péri v materialu a fraktalni dimenze hranic téchto
périt. Tento problém byl fesen ve spoluprici s Ruskou akademii véd, Ustavem me-
chaniky a nauky o materialu (Institute of Strength Physics and Materials Science,
Siberian Division, Russian Academy of Sciences).

7.1 Popis vstupnich dat

Vstupni data byly snimky pérovité keramiky z optického mikroskopu Neophot-21
se zvétsenim 500x. Sniména byla keramika o riizném objemovém procentu port
(objemové procento péri se dd pomérné presné kontrolovat pfi vyrobé, viz [6]).
K dispozici byly snimky s néasledujicim objemem péri (objem péri uvadén v obje-
movych procentech): 10%, 13%, 15%, 21%, 22%, 23%, 25%, 30%, 40%, 50%, 55%
a 60%. Pro kazdy vzorek byly pofizeny 4 rizné snimky. Snimky byly osmibitové v
odstinech Sedi, kde ¢islo 0 reprezentovalo ¢ernou barvu, ¢islo 255 barvu bilou. Roz-
lisSeni snimkt bylo 837 x 627 pixeld. Na obrazku 7.1 je priklad ¢tyt snimki s riznym
objemem périi (v obrazech je jiz zdetekovéana hranice péri a je zvyraznéna bilou
¢arou).

Ptfed samotnym méfenim dimenze hranic port bylo tieba hranice v obraze de-
tekovat. Pro nalezeni hranice byla vyuzita metoda prahovani, ktera je zaloZena na
tom, Ze oblasti pori jsou zobrazeny prevazné pixely s hodnotou barvy blizké nule,
zatimco oblast pevného materialu je zobrazena svétlejsi Sedivou barvou, tj. barvami
blizsimi hodnoté 255. Z toho plyne, ze histogram cetnosti jasovych hodnot v obraze
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Obrézek 7.1: Ctyfi vzorky pérovité keramiky o objemu pért 15%, 20%, 40% a 60%
s jiz. detekovanou hranici port.

mé dvé maxima — jedno blizko nuly a jedno v oblasti blizké bilé barvé. Pokud se
zvoli jasova hodnota [ mezi témito dvéma maximy a vSechny pixely, jejichz jasova
hodnota lezi nad prahovou hodnotou [, se obarvi na bilo, zatimco vSechny hodnoty
pod tdrovni prahové hodnoty se obarvi na ¢erno ziskdme cernobily obraz, ve kterém
Ize jiz snadno detekovat hranici mezi oblasti pori a oblasti pevného materidlu viz
obrazek 7.2.

Body hranice jsou takové pixely, které maji ve svém okoli jak body c¢erné barvy
tak body bilé barvy. Lze je napiiklad detekovat nasledujicim konvoluénim filtrem:

0 -1 0
G=1| -1 4 -1
0 -1 0

Body matice, ktera vznikne konvoluci ¢ernobilé obrazové matice s filtrem G, budou
mit nenulovou hodnotu jen pro ty body, které lezely na hranici mezi ¢ernou a bilou.
Tyto body zobrazime bile, ostatni c¢erné a ziskdme hranici pori v keramice.

Vyse popsanym zptsobem lze pfevést vstupni data na cernobilé obrazy, ve kte-
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1

Obrazek 7.2: Detekce oblasti port a pevného materialu metodou prahovani.

rych je bile zobrazena hranice périi a zbytek je ¢erné pozadi. Snimek zachycuje né-
kolik reprezentaci fraktalnich kiivek — pro kazdou hranici péru mame jednu fraktalni
kiivku (uzavienou, pokud cely por lezel na snimku, primitivni, pokud byl pér zachy-
cen na snimku jen ¢aste¢né), tj. celkovy obraz je sjednocenim aproximaci fraktélnich
krivek dle definice 3.1.7 a jeji dimenzi lze odhadnout metodou ,,Box Counting®.

Déle, je zrejmé, ze chybna detekce hranice povede ke zkresleni odhadnuté di-
menze. Proto je vhodné provést kontrolu detekce hranice pfed samotnym méfenim
dimenze, naptiklad tak, ze hranice budou vykresleny do pivodniho obrazu (viz obré-
zek 7.1) a bude provedena vizualni kontrola nakolik zdetekovana hranice odpovida
skutecnosti. Takova kontrola byla provedena pro kazdy snimek pfed mérenim di-
menze, které je popsané v nasledujici podkapitole.

7.2 Zavislost mezi fraktalni dimenzi hranic poru
a objemem poru v keramice

Sjednoceni aproximaci fraktalnich kiivek zdetekovanych vysSe popsanym zptisobem
bylo pouzito pro odhady fraktalnich dimenzi. Jak jiz bylo zminéno v podkapitole
4.1.3, k méreni dimenze sjednoceni fraktalnich kfivek je vhodné pouzit metodu , Box
Counting“. Metoda ,Yard Stick“ je ze své definice pomérné nevhodna — sice by ji
bylo mozné pouzit pro kazdou jednotlivou kfivku sjednoceni, ale pak by bylo po-
tfeba definovat korektné zpracovani téchto jednotlivych dimenzi, které se mohou
pro jednotlivé hranice pérta dost lisit. I z hlediska naprogramovani algoritmu by byl
vani vstupt, pro vyuziti metody ,,Yard Stick® by bylo tieba jesté jednoznacné urcit
kazdou ktivku ze sjednoceni, aby mohla byt jeji dimenze zméfena metodou ,,Yard
Stick“.

Po vyneseni hodnot fraktalni dimenze do grafu v zavislosti na objemovém pro-
centu péri bylo zjisténo, ze data lze rozdélit do t¥i oblasti: oblast mezi 0% az 25%,
25% az 50% a 50% a vice. V prvni oblasti fraktalni dimenze s rostoucim objemem
pérti pomérné prudce nartistad. V druhé oblasti se tento nartist zastavi a dimenze
se udrzuje priblizné konstantni. V posledni oblasti dochéazi s rostoucim mnozstvim
pori k poklesu fraktalni dimenze — viz obrazek 7.3.

V prvni oblasti fraktalni dimenze roste, protoze pédry, které byly pfi malych
procentech izolované a mély pomérné jednoduchy tvar, se zacinaji propojovat do-
hromady a jejich hranice se stava vice a vice ¢lenitou. Tento trend pokracuje az do
urc¢itého objemu, kdy ptridavani dalsich a dalSich pérti jiz nijak zasadné neovliviiuje
zmény ve tvaru hranice. Naopak s rostoucim objemem pért v materialu se hranice s
pevnym materidlem zacne vyhlazovat, coz vede k poklesu fraktalni dimenze ve t¥eti
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Obrazek 7.3: Zavislost fraktalni dimenze na objemu pdri.

casti grafu. Kazdou, vySe zminénou, oblasti byla proloZzena metodou nejmensich
¢tvercli primka. Vysledné rovnice pfimky pro kazdou oblast byly nasledujici:

e Oblast 0% az 25%: y=0.0339x+0.8963
e Oblast 25% az 50%: y=0.0020x+1.6740
e Oblast 50% a vice: y=-0.0288x+3.2311

7.3 Zavérecéné shrnuti

V ramci této prace byla zpracovana nasnimana data, upravena znamymi algoritmy
zpracovani obrazu a poté byla zméfena fraktalni dimenze hranic péri. Pro méreni
dimenze hranic pori byl v teoretické casti zadefinovan pojem sjednoceni fraktalnich
kiivek a pojem sjednoceni aproximaci fraktalnich kiivek (viz definice 3.1.7), ktery
umoznil korektné zmérit zavislost mezi frakalni dimenzi a objemem porii v materialu.

Na zakladé spoctenych dat byly identifikovany 3 oblasti objemu porii, pro které
se fraktalni dimenze chova ruzné. Pro praktické aplikace filtri, kostnich implantatu
a podobné je nejzajimavéjsi prvni oblast, protoze material jesté neni kiehky natolik,
aby se snadno lamal a lze zde dosahnout pomérné velké ¢lenitosti hranic péri. Dale
je ziejmé, ze dalsi zvySovani objemu pdrt nad 25% jiz prili§ neméni fraktalni dimenzi
hranic péri, tudiz neméa smysl zvysSovat dale hodnotu objemu pért. Tento vysledek
je obzvlasté dulezity pro praktické aplikace a byl publikovan v ¢asopise Technical
Physics Letters, 2006, Vol. 32, No. 1, pp. 73-75.

Jen pro zajimavost poznamenejme, ze nalezené hrani¢ni hodnoty objemu péri
(25% a 50%) koresponduji s vysledky ziskanymi na zdkladé ,percolation theory*“.
Pro vice detailti o ,,percolation theory“ viz [14].
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Kapitola 8

Studium slunecni aktivity

V této kapitole byla pomoci fraktalni dimenze analyzovana c¢asova fada poctu slu-
necnich skvrn. Zhruba od roku 1820 je pravidelné zaznamenévan pocet skvrn na
Slunci. Tato ¢asova fada je dobfe znama a byla jiz mnohokrat analyzovana pomoci
klasickych metod pro zpracovani ¢asovych fad. V této praci byl pouzit jiny pristup
k analyze téchto dat. Misto aby byl ,Sum® z dat odstranén, byla zméfena jeho frak-
talni dimenze v riznjych Casovych intervalech a z téchto dat byla sestavena nova
casova Tada. Ukazalo se, Ze vlastnosti ,Sumu“ se v ¢ase méni, tj. zmény v poctu
pozorovanych skvrn jsou rtzné v riznych ¢asovych intervalech.

8.1 Popis vstupnich dat a konstrukce ¢asové rady
z nameérenych dimenzi

Denni pozorovani poc¢tu slunec¢nich skvrn byla ziskana z vefejné dostupného zdroje
[17] a vykreslena jako funkce ¢asu. Méfend data lze pospojovat tseckami a tudiz
splnuji definici aproximace fraktalni kiivky, a i kdyz, pfisné vzato, data fraktalni
kiivka nejsou, lze z této aproximace odhadnout fraktalni dimenzi.

Jak bylo ukazano drive, pro vypocet dimenze je dulezité, v jakém meéritku jsou
data zobrazena. Pro zjisténi zmén fraktalni dimenze v Case je tfeba ménit délku
casového okna, ve kterém je dimenze pocitana. Pro vypocet byl vidy vykreslen jen
meéreny Usek. Dimenze v ramci casového okna byla méfena metodou ,,Yard Stick®.
V ramci zvoleného ¢asového tseku byla délka métena takto:

d=/(v—u)+ (hy = hu)?

kde u a v jsou dny, h, a h, jsou pocty skvrn. Metoda ,,Yard Stick® byla implemento-
vana tak, ze den u byl zafixovan a den v byl postupné posouvan tak dlouho, az byla
splnéna nasledujici podminka d > ¢;. Jakmile byla splnéna tato podminka, hodnota
L(g;) byla zvySena a za novy vychozi den byl zvolen den v, pfi¢emz vychozi den
byl prvni den spadajici do zvoleného casového okna. Postup se pro dané ¢; opakoval
tak dlouho, az byl dosazen posledni den ve vybraném casovém okné. Takto se pro
ruzna ; naméfily hodnoty L(e;) a byla odhadnuta dimenze pro tsek spadajici do
daného ¢asového okna. Z popsaného postupu je ziejmé, ze délkova (¢asova) jednotka
je jeden den, a na ose y je to pifimo pocet skvrn v daném dni, ktery neni nijak trans-
formovan. Pokud by bylo ¢asové okno vykreslovano do obrazové matice o stejnych
rozmérech pro rizna casova okna, dochazelo by ke zménam ve sméru ¢asové osy, coz
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by pravdépodobné vneslo do méfeni chyby. Z tohoto divodu se provadélo méreni
vyse popsanym zpusobem.

Zvolené ¢asové okno bylo posouvéano o konstantni ¢asovy krok (konkrétné stied
posunutého casového okna lezel vzdéalen o casovy krok od stiedu predchoziho ¢aso-
vého okna), kde ¢asovy krok byl udédvan ve dnech. Fraktalni dimenze naméfend v
daném casovém okné byla vztazena ke stfedu ¢asového okna. Tyto nové hodnoty, tj.
stfedy casovych oken a prislusna fraktalni dimenze vytvorila novou ¢asovou radu —
viz ilustrativni obrazek 8.1.

Casové okno

me{ WWMMMM W

195 1
|

1823 1828 1633 1833 1843 1848 1853 1858 1863 1868 1873 1878 1833 1888 1893 1838 1303 1908 1913 1918 1923-1924 1933 1938 §9343 1948 1953 1958 1963 1968 1973 1978 1983 1988 1393 1398 2003
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Obrézek 8.1: Méfeni fraktalni dimenze pomoci posunu éasového okna. Casovy krok
je 7 dni, sitka okna je 365 dni.
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Obrazek 8.2: Originalni Casova fada sestrojena z poctu slunec¢nich skvrn za den
(horni ¢asova fada) a jedna z moznych casovych fad fraktalnich dimenzi sestrojena
s oknem a krokem pouzitym na obrazku 8.1.

8.2 Analyza zavislosti fraktalni dimenze na cCase

Z ptvodni casové fady poctu slunecnich skvrn bylo sestrojeno nékolik novych ¢aso-
vych fad pro fraktalni dimenzi. Byla pouzita nasledujici ¢asova okna: 365 dni, 730
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dni a 1825 dni. Pro kazdé okno byly zvoleny nasledujici ¢asové kroky: 7 dni, 30 dni,
180 dni, 365 dni a 730 dni, tj. celkem bylo sestrojeno 3 x 5 = 15 riiznych casovych
fad.

Déle byla odhadnuta primérna fraktalni dimenze ptvodni casové fady tak, ze
vysSe popsanym zpusobem byla spoctena fraktalni dimenze jediného ¢asového okna
od 1. ledna 1818 do 31. srpna 2006 (tj. Sifka okna skoro 200 let). Fraktalni dimenze
celé casové fady byla 1.4050. Tato hodnota byla poté pouzita k porovnavani jestli
fraktalni dimenze ve vybraném obdobi je vyssi nez primérna nebo nizsi nez pri-
mérna. Jinou moznosti jak spocist primérnou fraktalni dimenzi je udélat primér
ze vSech fraktalnich dimenzi spoc¢tenych pro dané ¢asové okno a ¢asovy krok. Takto
spoctend primérna hodnota se odcitala od konkrétni casové fady fraktalnich di-
menzi pfi transformaci pro analyzu vyznamnych period. Tyto hodnoty jsou uvedeny
v tabulce 8.1.

Primeérna dimenze
Casovy krok | Okno = 365 dni | Okno = 730 dni | Okno = 1825 dni
7 1.4829 1.4695 1.4611
30 1.4832 1.4694 1.4613
180 1.4837 1.4689 1.4618
365 1.4839 1.4696 1.4620
730 1.4836 1.4725 1.4617

Tabulka 8.1: Primeérna fraktalni dimenze pro rizné hodnoty ¢asového okna a c¢aso-
vého kroku.

Z tabulky 8.1 plyne, ze primérna fraktalni dimenze se neméni na prvnich dvou
desetinnych mistech pro pouzité ¢asové kroky (lisi se az v fadu tisicin), pokud se
zachovava sitka casového okna. S rostouci velikosti ¢asového okna primérna frak-
talni dimenze klesa, ale pokles neni pfilis vyrazny — rozdil mezi primérnou fraktalni
dimenzi spoc¢tenou ¢asovym oknem o $ifce 365 dni se lisi pouze o 0.08 od primeérné
dimenze spoétené z celého rozsahu (tj. casové okno o rozpéti takika 200 let). Jestlize
rozsah casového okna bude zkracen z fadoveé stovek dni na nékolik dni, dojde k prud-
kému poklesu fraktalni dimenze. Divodem je, Ze pro nékolik mélo dni dostavame
jen nékolik tsecek a fraktalni dimenze tsecky je 1.0 — tj. fraktalni charakter dat se
pri takovémto rozliseni ztraci.

8.2.1 Hledani skrytych period

Ve spoctenych casovych fadach pro fraktalni dimenzi byly hledany vyznamné pe-
riody pomoci tzv. periodogramu. Oznac¢me F(t) ¢asovou fadu fraktélni dimenze.
Funkce, kterd by aproximovala tuto casovou radu byla hledana ve tvaru:

F(t) ~ Fy + z“: (‘a;sin(A;t) + b; cos(Nit))

i=1

Casové fada je slozena z N hodnot fraktalni dimenze F(t;) pro ¢asy to...tx_1.
Predpokadejme, ze N je liché ¢islo (N = 2m + 1), pokud neni, posledni ¢len ¢asové
fady miize byt vynechan a tim bude tato podminka splnéna. Casovéa fada F(t) miize

byt transformovana na novou ¢asovou fadu F'(t) takovou, ze F(t) = F(t) — Fp, kde
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Fy je primérna fraktalni dimenze spoctena pro dany casovy krok a casové okno:
N—1

= % > F(tg).
k=0

Déle se spoctou hodnoty I(\):

IA) = === |Y F(ty) - e HA
() = oo | S0 Fli) e
k=0
pro vSechna A\, = %, r = 1...m. Hodnoty I()\,) lze potom vyuzit k nalezeni

vyznamnych frekvenci );, pomoci kterjch lze sestavit aproximaéni funkei pro ¢a-
sovou Fadu. Pokud v Casové fadé neni Zadny periodicky trend, tj. neexistuji zadné
vyznamné frekvence, maji hodnoty F(t) normdlni rozdé&leni N(0,0?). Vyznamné
frekvence )\; lze nalézt s predem danou pravdépodobnosti nasledujicim postupem:

e Setiidime hodnoty I(\,) od maximélni po minimélni hodnotu:

Vi= max I(\),...,V,, = min I(\)

r=1,...,m r=1,...,m

e Pro hodnotu V; spocteme testovaci kritérium W = 72—
XV

j=1

e Kritérium W porovname s w(«) (« je hladina vyznamnosti). Pokud W > w(«)

potom zamitdme pro dané a hypotézu, ze hodnoty F'(t) maji normalni roz-
déleni a A, odpovidajici hodnoté V; je povazovana za vyznamnou frekvenci.
Hodnotu V; odstranime z mnoziny {V;}™, a postup opakujeme s novou mno-
zinou {V;}™, tak dlouho, az nenalezneme zadnou dalsi vyznamnou frekvenci

A

Blizsi detaily o periodogramu a testovacim kritériu lze nalézt napiiklad v [15] nebo
[16].

Ve vyse popsaném algoritmu byl ¢asovy krok roven jedné, ale pfi vypoctu casové
fady pro fraktalni dimenzi byl pouzit rtizné dlouhy ¢asovy krok v rozsahu od sedmi
dnt az po 365 dnti, proto vSechny nalezené vyznamné frekvence musi byt preve-
deny na nové frekvence \;, i = 1...u, které odpovidaji pouzitému asovému kroku
nasledovné:

T
kde T je pouzity ¢asovy krok. Vyznamné frekvence mohou byt potom prevedeny na
periody p;:

N

_ 2m
bi x

Nalezené periody pro rizné délky c¢asovych krokt a rizny rozsah ¢asovych oken jsou
uvedeny pro vSechny zkoumané casové fady postupné v tabulkéich 8.2, 8.3, 8.4, 8.5 a
8.6. Periody jsou uvedeny v letech. Pokud néktera buiilka tabulky obsahuje pismeno
N, potom to znamend, ze pro danou kombinaci délky kroku a sitky okna nebyla

nalezena odpovidajici perioda.
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Tabulka 8.2: Vyznamné periody pro ¢asovy krok 7 dni a t¥i ¢asova okna — 365, 730

a 1825 dni.

Casovy krok = 7 dni

Okno 365 dni

Okno 730 dni

Okno 1825 dni

1.7069 N N

2.5646 2.9042 N

3.5423 3.4985 N
4.5008 4.5008 4.7798
5.4866 5.5334 5.5521
7.5589 7.5589 7.7081
8.5923 8.5923 8.3939
9.6869 9.6869 9.6869
10.4870 10.4870 10.4870
11.4510 11.4510 11.4510
12.5850 12.5850 12.5850
13.4840 13.4840 13.4840
14.5210 N 14.5210
N N 15.7310
17.1610 17.1610 17.1610
N 18.8770 18.8770
20.9740 20.9740 20.9740
N 26.9670 26.9670
31.4620 31.4620 31.4620
37.7540 37.7540 37.7540
47.1920 47.1920 47.1920
62.9230 62.9230 62.9230
94.3850 94.3850 94.3850
188.7700 188.7700 188.7700
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Tabulka 8.3: Vyznamné periody pro ¢asovy krok 30 dni a tii ¢asova okna — 365, 730

a 1825 dni.

Tabulka 8.4: Vyznamné periody pro ¢asovy krok 180 dni a tii ¢asova okna — 365,

730 a 1825 dni.

Casovy krok = 30 dni

Okno 365 dni

Okno 730 dni

Okno 1825 dni

2.7764 N N
3.4785 N N
4.4121 N N
5.5184 5.5184 N
7.5598 7.5598 N
8.5934 8.5934 8.2085
9.6882 9.6882 N
10.4890 10.4890 10.4890
11.4530 11.4530 11.4530
12.5860 12.5860 12.5860
13.4850 13.4850 13.4850
17.1630 17.1630 17.1630
N 20.9770 20.9770
N N 26.9710
N N 31.4660
37.7590 37.7590 37.7590
47.1920 47.1990 47.1990
62.9320 62.9320 62.9320
N N 94.3970
188.7900 188.7900 188.7900

Casovy krok = 180 dni

Okno 365 dni

Okno 730 dni

Okno 1825 dni

8.2120 8.2120 N
10.4930 10.4930 10.4930
11.1180 11.1100 11.1100
12.5920 12.5920 12.5920
37.7750 37.7750 37.7750
N N 47.2190
62.9590 62.9590 62.9320
N N 94.3970

188.8800 188.7900 188.7900
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Tabulka 8.5: Vyznamné periody pro casovy krok 365 dni a tii c¢asova okna — 365,

730 a 1825 dni.

Casovy krok = 365 dni

Okno 365 dni | Okno 730 dni | Okno 1825 dni
10.5000 10.5000 10.5000

11.1180 11.1180 N
N 37.8000 37.8000
N N 47.2500
N N 63.0000
189.0000 189.0000 189.0000

Casovy krok = 730 dni

Okno 365 dni | Okno 730 dni | Okno 1825 dni
10.5560 10.5560 N

N N 38.0000

N N 63.3330

190.0000 190.0000 190.0000

Tabulka 8.6: Vyznamné periody pro ¢asovy krok 730 dni a tii ¢asova okna — 365,
730 a 1825 dni.

Pocet nalezenych period klesd s prodluzujicim se ¢asovym krokem — zejména
prudce klesa pocet kratkych period, pravdépodobné proto, ze pro krok vyssi nez cca
pul roku jsou kratké periody ,preskoceny® kvili prodluzujici se délce kroku. Vliv
zmény Sitky ¢asového okna nemaé az zas tak zasadni vliv na pocet nalezenych period
a pri stejném casovém kroku jsou nalezeny podobné periody pro riizna ¢asova okna.

8.3 Porovnani nalezenych period s periodami na-
lezenymi jinymi metodami

Vsechny nalezené periody pro rtizné nastavené hodnoty c¢asového kroku a casového
okna byly zkombinovany dohromady a porovnany s periodami, které byly nalezeny
jinymi metodami z riznych vstupnich dat, nejen z poétu slune¢nich skvrn. Radek
»A“ v tabulce 8.7 obsahuje vSechny periody nalezené analyzou ¢asovych rad fraktalni
dimenze, fadek , B¢ obsahuje periody nalezené jinymi metodami — u téchto period
je vzdy v tabulce uveden pramen, ve kterém byly nalezeny. Jednotkou pro periody
je jeden rok.

Ze vsech nalezenych period byla sestrojena aproximac¢ni funkce pro ¢asovou rfadu

—_—

F(t):

u

—_—

Ft) ~y = Z (‘a;sin(\t) + b; cos(\it))

kde koeficienty a; a b; byly nalezeny metodou nejmensich ¢tverct. Hodnoty F(t)
byly vypocteny z ¢asové fady s ¢asovym krokem 7 dni a ¢asovym oknem 365 dni.
Vysledek této aproximace je na obrazku 8.3, kde tenkou ¢arou je vykreslena ptivodni
¢asova fada a silnou ¢arou vypoctena aproximacni funkce.
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Periody
Al171 2.75 3.51 4.55 5.52 7.59 8.42 9.69
B |1.30ey | N 3.500s | 4.16118 | 5.40ps) | 7.891s | 8.99ug | N
A | 10.50 11.30 12.59 13.48 | 14.52 | 15.73 | 17.16 | 18.88
B | 10.46ps | 11.10120 | 12.06p23 | N N N N 18.33 19
A | 20.98 26.97 31.46 37.79 | 47.20 | 62.98 | 94.39 | 189.08
B | 20.9509 | N N 43.40 &= 7.1124y | 65 [20] 90 21 N

Tabulka 8.7: Porovnani nalezenych period analyzou ¢asovych fad fraktalni dimenze
(oznaceno pismenem A) s periodami nalezenymi jinymi metodami (oznaceno pisme-
nem B). Periody jsou uvedeny v letech.

Time (years}

| I
1818 2018

Obrézek 8.3: Casové fada fraktalni dimenze (tenka ¢ara) a jeji aproximace nalezenou
aproximad¢ni funkei (silné ¢ara).

8.4 Slunecni skvrny, slunec¢ni boure a fraktalni di-
menze

Aproximacni funkce popsand vyse a originalni ¢asova fada poctu slunecnich skvrn
byla také porovnana s vyskytem nejsilnéjsich slunec¢nich bouii zaznamenanych mezi
lety 1857 az 2003, které jsou uvedeny v [25]. Datumy téchto bouii byly porovnany
s maximy slunec¢nich skvrn a pribéhem aproximacni funkce pro fraktalni dimenzi —
viz obrazek 8.4. Poznamka — na obrazku nejsou pro pfehlednost vyznaceny vsechny
boute, ale hlavné ty, které presné nespadaji do zadného maxima poctu slunecnich
skvrn.
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Jun-1915 - Mar1913 10 storms between

Jan-1826 - Jul-1328 8 storms between
Mar-1359 - Mar-1962

Aug1838 gy 477 Feb-1852 Now-1803

1-Jan- 2008 1
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e AT TS AL TR T W M [ *\JWWW”

7 storms between  1-Jan-2010

4\ A} ﬂ /\\f’\m\/ ™ || e Jan%ww —
F VY [T J VAVt

™

L
Aug-1870 Sep-1303 May-133
9 Mov-1882  poy1g38 May-1321
4 storms befween

un-1936 - Jan-1938

=

Obréazek 8.4: Pocty slune¢nich skvrn (horni ¢ast obrazku) a pribéh aproximacni
funkce fraktalni dimenze. Svislé ¢ary oznacuji datumy slunec¢nich bouii, vodorovné
¢ary jsou prumeérné hodnoty poctu slunec¢nich skvrn a fraktalni dimenze.
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Vice nez 90 sluncenich boufi je zminéno v [25] mezi lety 1857 az 2003. 55 boufi
probéhlo mezi lety 1857 az 1945, 25 bouri mezi lety 1945 az 1970 a pouze 8 opravdu
silnych boufi je zminéno mezi lety 1970 az 2003. Pokud porovname rozlozeni slu-
necnich boufi s vyskytem maxim pocétu slunec¢nich skvrn, vétsina z nich se odehrala
pravé v dobé maxima, zajimavé ovsem je, ze vétsina bouii spada do let, kdy maxima
poctu skvrn byla obvykle nizsi nez mezi lety 1970 az 2003, kdy sice maxima poctu
skvrn byla vyssi, ale pocet opravdu silnych bouti byl nizsi. Déale mezi lety 1941 az
1944 probéhlo 7 silnych boufi, i kdyz zrovna bylo obdobi, kdy byl pocet slunec¢nich
skvrn na svém minimu.

Pokud vyskyt slune¢nich boufi porovname s prubéhem fraktalni dimenze, zjis-
time, Ze skoro vsSechny boufe spadaji do obdobi, kdy fraktalni dimenze byla nad-
primérna a tato maxima fraktalni dimenze byla spiSe z téch vyssich. Dale 7 vyse
zminénych boufi mezi lety 1941 az 1944, které pripadly na obdobi, kdy byl minimalni
pocet slunecnich skvrn, pfipada na obdobi maxima fraktalni dimenze. V letech 1970
az 2003, kde byl nizsi vyskyt slunec¢nich boufi i kdyz maxima pocétu slune¢nich skvrn
byla vysoka, byla hodnota fraktalni dimenze spise podprimérna. Obrazek 8.5 uka-
zuje detailné rozloZzeni slunecnich boufi mezi roky 1937 az 1944 (leva ¢ast obrazku),
prvni svisla ¢ara je boufe ze srpna 1937, posledni ¢ara je boufe z prosince 1944. a
rozlozeni slune¢nich bouii v obdobi mezi roky 1970 az 2003 (prava ¢ast obrazku),
prvni svisla ¢ara je boute z srpna 1972, posledni svisla ¢ara je boufe z fijna 2003. Na
levé casti obrazku je dobfe patrné rozlozeni bouti v obdobi minima poctu slunec-
nich skvrn, které spadéd do obdobi maxima fraktalni dimenze (s vyjimkou posledni
boute, kdy byla fraktalni dimenze jiz podprimérna). Prava ¢ast zachycuje 8 silnych
boufi, které probéhly mezi lety 1970 az 2003, v tomto obdobi je fraktalni dimenze
spise podprimeérna. Zde neni zavislost mezi maximem fraktalni dimenze a vyskytem
bouii tak patrna: 2 boute spadaji do lokdlntho maxima fraktélni dimenze (2001 a
2003), 1 je blizko lokalniho maxima (1981), 2 spadaji do lokdlntho minima frak-
talni dimeze a zaroven do lokélniho minima vyskytu poc¢tu slunecnich skvrn (1972
a 1974) a 3 spadaji do lokalniho minima fraktalni dimenze a do maxima vyskytu
poc¢tu sluneénich skvrn (1988, 1989 a 1991).

[ Aug972] ul-ta7aspr-1981 i
L May-198

_ /\JX 1 I |
Y ™ JMW | wmm

Mar{19g3 -

Jul-2001)  [Qct-2003

Hunt-1991

- Sul sl VAN

AT

Obrézek 8.5: Leva ¢ast obrazku ukazuje rozlozeni slune¢nich bouti mezi roky 1937 az
1944 a priibéh poctu skvrn a fraktalni dimenze v téchto letech. Prava cast obrazku
zachycuje obdobi 1970 az 2003, ve kterém probéhlo jen 8 silnych bouri.
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8.5 Zavérecné shrnuti

V réamci prace byla analyzovana znama data neobvyklym zptsobem. Pro ¢asovou
fadu poctu slunecnich skvrn byla vypoctena ¢asova fada fraktalni dimenze a porov-
nana s vyskytem silnych slunec¢nich bouri. Ukéazalo se, ze zvysena slunec¢ni aktivita
dobte odpovida nadprimérné fraktalni dimenzi, coz znamena, ze v nékterych piipa-
dech mtize byt zvysena slunec¢ni aktivita zaznamenana i v obdobi, kde je miniméalni
pocet slunecnich skvrn, jako napiiklad mezi lety 1941 az 1944. To, zZe je fraktalni
dimenze vysokda, znamena, ze se pocet slunec¢nich skvrn pomérné ¢asto méni v po-
mérné kratkém casovém intervalu, tj. pribéh vychozi casové fady je pomérné clenity.
Fraktalni dimeze mutze byt dobry dodatecny néastroj k predpovédim zvysené slunec¢ni
aktivity. S ohledem na vyvoj funkce, ktera byla pouzita pro odhad fraktalni dimenze,
lze oCekavat silnou magnetickou boufi (nebo nékolik bouii) v letech 2007 az 2010,
protoze fraktalni dimenze zacind prudce rist v roce 2005. Poznamenejme, Ze na
zacatku roku 2005 se objevila na Slunci velkd skvrna, ktera byla doprovazena sil-
nou magnetickou boufi (viz [26]), tedy v dobé, kdy predpovidany pribéh fraktalni
dimenze zacina prudce rust vzhiru. Tato boufe spada takika presné do lokalniho
minima poctu slunecnich skvrn a do obdobi, kdy se ocekaval spise klid. Polarni zare,
ktera doprovézela tuto boufi, byla viditelnd i z izemi Ceské republiky.
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