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RESTAURACE POŠKOZENÝCH AUDIOSIGNÁLŮ POMOCÍ

ŘÍDKÝCH REPREZENTACÍ

ONDŘEJ MOKRÝ

Abstrakt. V tomto článku se zabýváme problematikou doplněńı chyběj́ıćıho úseku

vzork̊u v audiosignálu. Problém formulujeme jako konvexńı minimalizačńı úlohu,

kterou řeš́ıme vhodným iterativńım algoritmem. U rekonstruovaného signálu přitom
požadujeme ř́ıdkost jeho reprezentace ve vybraném Gaborově systému. Následně

navrhujeme modifikaci metody za účelem kompenzace poklesu energie v rekonstru-

ovaném úseku signálu. Porovnáńı základńı a modifikované metody stručně ilustru-
jeme vybranými experimentálńımi výsledky1.

1. Úvod

Restaurace audiosignál̊u je aktuálńı problematikou a ačkoliv k řešeńı mnohých
poruch existuj́ı rozš́ı̌rené nástroje, objevuj́ı se nové př́ıstupy, které ćıĺı bud’ na
větš́ı přesnost rekonstrukce, nebo naopak na co nejvyšš́ı rychlost a zpracováńı
v reálném čase. Jedńım z běžných model̊u poruchy je chyběj́ıćı úsek vzork̊u. Při
přenosu signálu může doj́ıt ke chvilkové poruše, č́ımž vznikne výpadek vzork̊u,
nebo máme k dispozici signál s chyběj́ıćımi či znehodnocenými úseky – př́ıkladem
je záznam na gramofonové desce, která je fyzicky poškozená a digitalizovaný signál
tak obsahuje rušivé praskáńı.

Motivace pro použit́ı ř́ıdkých reprezentaćı vycháźı z fyzikálńı podstaty audio-
signálu, konkrétně z harmonické struktury hudebńıho tónu. Dı́ky tomu lze audio-
signál lokálně vyjádřit jako součet nemnoha harmonických funkćı (sinus, kosinus)
o r̊uzné periodě a amplitudě, tedy s vhodnou množinou vektor̊u (př́ıkladem je ńıže
popsaný Gabor̊uv systém) lze źıskat ř́ıdkou reprezentaci audiosignálu, čehož při
řešeńı problému restaurace audiosignálu využijeme.

Poznamenejme, že ačkoliv tento př́ıspěvek pojednává pouze o doplněńı chybě-
j́ıćıho úseku signálu, koncept ř́ıdkosti audiosignálu lze využ́ıt i pro odstraňováńı
šumu nebo tzv. audio declipping, při němž je ćılem doplnit vzorky, jejichž am-
plituda přesáhla dovolený dynamický rozsah a signál je v těchto mı́stech omezen
určitou hodnotou výchylky.
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2. Ř́ıdké reprezentace

Jak již bylo nast́ıněno v úvodu, prezentovaný algoritmus bude vyžadovat ř́ıdkou
reprezentaci signál̊u. Digitálńı signál budeme chápat jako vektor y ∈ Cp, kde p
je počet vzork̊u signálu2. Nyńı poṕı̌seme takovou množinu vektor̊u G = {gi, i =
1, . . . , q} ⊂ Cp, která bude generovat prostor Cp a daný audiosignál y ∈ Cp bude
možné vyjádřit jako lineárńı kombinaci malého počtu prvk̊u z G.

2.1. Gaborovy systémy

Gabor̊uv systém je množina konstruovaná na základě zvoleného vektoru g, který
nazveme oknem a jehož nosič je kompaktńı a délky w � p. Toto okno slouž́ı
k časové lokalizaci spektra signálu3. Systém G pak źıskáme translacemi a modu-
lacemi okna g a můžeme jej úplně popsat pomoćı okna g a parametr̊u a (posun
mezi sousedńımi okny, neboli parametr translace) a M (počet modulaćı okna).

Pro systém G definujeme (lineárńı) operátor syntézy G : Cq → Cp,

y = Gc =

q∑
i=1

cigi, (2.1)

a k němu adjungovaný operátor analýzy G∗ : Cp → Cq. Poznamenejme, že protože
předpokládáme q > p, může pro daný signál y existovat v́ıce vektor̊u koeficient̊u
c takových, že y =

∑q
i=1 cigi. Bližš́ı teoretický rozbor operátor̊u G a G∗ je nad

rámec tohoto textu, na tomto mı́stě proto pouze uvedeme, že pro vhodné okno
g a nastaveńı parametr̊u a a M je systém G tzv. Parsevalovým framem (bĺıže
viz [4, 3]), který je z výpočetńıch d̊uvod̊u výhodný. Dále budeme pracovat právě
s Parsevalovým framem a jeho prvky budeme nazývat atomy.

3. Formulace problému a algoritmus

Úlohu doplněńı chyběj́ıćıho úseku signálu budeme nyńı formulovat jako optima-
lizačńı problém, ve kterém budeme hledat neǰridš́ı vektor koeficient̊u x ∈ Cq re-
konstruovaného signálu (samotný signál pak snadno dostaneme jako Gx). Množina
př́ıpustných řešeńı Γ je množina takových reprezentaćı, že z nich syntetizovaný
signál se od p̊uvodńıho nelǐśı v nepoškozených úsećıch. Formálně

x = arg min
z

‖z‖0 vzhledem k z ∈ Γ. (3.1)

Protože minimalizace `0-pseudonormy (neboli maximalizace ř́ıdkosti) je NP-těžký
problém, řeš́ıme relaxovanou úlohu

x = arg min
z

‖z‖1 vzhledem k z ∈ Γ. (3.2)

2Signál chápeme jako komplexńı vektor z d̊uvodu Gaborovy transformace, která se obvykle

zavád́ı pro komplexńı vektory [3]. V aplikaćıch, kde jsou signály reálné, se pak omezujeme pouze
na reálnou složku y.

3Proto hovoř́ıme o tzv. časově-frekvenčńı reprezentaci signálu.
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Úloha (3.2) je již úlohou konvexńı optimalizace, k jej́ımu řešeńı tud́ıž známe efek-
tivńı algoritmy.

3.1. Algoritmus

Definujeme-li indikátorovou funkci ιΓ množiny Γ vztahem

ιΓ(x) =

{
0 x ∈ Γ,

∞ x /∈ Γ,

můžeme úlohu (3.2) formulovat v neomezeném tvaru

x = arg min
z

‖z‖1 + ιΓ(z). (3.3)

Pro řešeńı úlohy (3.3) použijeme proximálńı Douglas̊uv-Rachford̊uv algoritmus (viz
[1]), jehož zjednodušená verze pro náš problém je v algoritmu 1. Funkce softτ (tzv.
měkké prahováńı) a projΓ (projekce na množinu Γ) jsou tzv. proximálńı operátory
`1-normy, resp. indikátorové funkce (bĺıže viz [1]).

Algoritmus 1: Douglas̊uv-Rachford̊uv algoritmus pro zaplněńı chyběj́ıćıho
úseku signálu

1 zvoĺıme τ > 0,q0 ∈ Cq
2 for n = 0, 1, 2, . . . do
3 xn = softτ (qn)

4 qn+1 = qn + projΓ(2xn − qn)− xn
5 end

6 x = projΓ(xn)

Posledńı krok algoritmu 1 je oproti obecné formě algoritmu přidán nav́ıc, protože
voĺıme konzervativńı př́ıstup, při kterém požadujeme př́ıslušnost výsledného vek-
toru x do množiny Γ, i když algoritmus skonč́ı v d̊usledku zvoleného ukončovaćıho
kritéria dř́ıve, než je dosaženo optimálńı řešeńı.

3.2. Kompenzace poklesu energie v rekonstruovaném signálu

Signály rekonstruované výše popsaným algoritmem obecně vykazuj́ı pokles energie
v mı́stě zaplněné d́ıry (tento jev symbolicky ukazuje obrázek 1). Pro kompenzaci
tohoto poklesu energie navrhujeme dvě metody: váhováńı atomů a kompenzaci
v časové oblasti.

3.2.1. Váhováńı atomů. V d̊usledku `1 relaxace docháźı při optimalizaci kromě
požadovaného nulováńı složek Gaborovy reprezentace též k snižováńı složek, které
z̊ustanou nenulové a ze kterých tedy syntetizujeme výslednou rekonstrukci. K to-
muto docháźı realizaćı operátoru softτ , který (zjednodušeně řečeno) zmenšuje
složky argumentu o hodnotu τ . Váhováńı atomů v našem př́ıpadě znamená přǐra-
zeńı r̊uzných hodnot τi jednotlivým složkám Gaborovy reprezentace (namı́sto kon-
stantńıho parametru τ). To čińıme tak, že atomům, které v́ıce přisṕıvaj́ı k rekon-
strukci d́ıry, přǐrad́ıme menš́ı hodnotu τi, aby byly operátorem měkkého prahováńı
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h

Obrázek 1. Ukázka poklesu energie v mı́stě doplněné d́ıry (d́ıru délky h symbolizuje šedá ob-

last). Černá křivka zobrazuje návrh na kompenzaci poklesu energie v časové oblasti.

méně penalizovány. Určit váhy splňuj́ıćı tento požadavek lze mnoha zp̊usoby a pře-
dem nelze odhadnout, jaký postup dosáhne nejlepš́ıch výsledk̊u. Dále tedy navr-
hujeme čtyři r̊uzné možnosti, které reflektuj́ı vliv jednotlivých atomů na doplněńı
chyběj́ıćıho úseku a jednotlivé možnosti se lǐśı rozptylem vypoč́ıtaných hodnot τi.

Označme nyńı gr
i část atomu gi, která odpov́ıdá neporušené části signálu.

Váhy τi pak navrhujeme mimo konstantńı (neváhované) varianty dle následuj́ıćıch
vzorc̊u:

I. τi =
| supp(gr

i)|
| supp(gi)|

, II. τi =
‖gr

i‖1
‖gi‖1

,

III. τi =
‖gr

i‖2
‖gi‖2

, IV. τi =
‖gr

i‖22
‖gi‖22

.

3.2.2. Kompenzace v časové oblasti. Ćılem této metody neńı reagovat př́ımo
na př́ıčinu poklesu energie, jak tomu bylo u váhováńı atomů. Zde se snaž́ıme
amplitudu doplněné části signálu zvýšit prostým vynásobeńım rekonstruovaného
signálu po složkách vhodnou funkćı. Pro ilustraci zde máme na tuto funkci pouze
požadavek hladkosti, voĺıme tedy jej́ı hodnoty dle jedné periody (délky h) funkce
kosinus posunuté podél osy y tak, aby na hranićıch d́ıry hladce navazovala na
konstantńı funkci s hodnotou 1 (mimo d́ıru signál neměńıme). Tento jednoduchý
model je ilustrován v obrázku 1.

4. Ukázkové výsledky

Obrázky 2 a 3 ilustruj́ı použit́ı navržených metod v praxi. V obou je viditelný
nár̊ust amplitudy, je-li použit algoritmus s váhováńım atomů. Ačkoliv v př́ıpadě
uvedeném v obrázku 3 je pokles energie zřejmý i s použit́ım obou navržených kom-
penzačńıch metod po sobě, docháźı zde oproti základńı metodě (tyrkysová barva)
k eliminaci úseku pouze nulových vzork̊u a rozd́ıl mezi nepoškozeným signálem
a rekonstrukćı je sluchem nerozeznatelný.
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Obrázek 2. Porovnáńı variant algoritmu (váhováńı voleno dle varianty IV). Testovaný signál
byl záznam zvuku housĺı a violy, délka d́ıry h = 632 vzork̊u (se vzorkovaćı frekvenćı 44,1 kHz,

tedy přibližně 14 ms).

Obrázek 3. Porovnáńı variant algoritmu (váhováńı voleno dle varianty I). Testovaný signál byl

záznam zvuku housĺı, délka d́ıry h = 1080 vzork̊u (se vzorkovaćı frekvenćı 44,1 kHz, tedy přibližně
24 ms).

5. Závěr

Prezentovali jsme algoritmus pro doplněńı chyběj́ıćıho úseku audiosignálu založený
na předpokladu ř́ıdkosti Gaborovy reprezentace signálu. Z dosažených výsledk̊u
jsme se omezili na ukázku dvou jednoduchých experiment̊u. Širš́ı analýza výsledk̊u
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provedená v [2] ukazuje, že z hlediska objektivńıho hodnoceńı jsou navržené kom-
penzačńı metody zlepšeńım oproti základńımu algoritmu 1, ovšem ne ve všech
př́ıpadech.
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Vysoké učeńı technické v Brně, Brno, 2014.
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