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TRAJEKTORIE AUTONOMNÍCH ROVNIC V ROVINĚ II.

NELINEÁRNÍ ROVNICE A SOUSTAVY

JAN FRANCŮ

Abstrakt. Př́ıspěvek navazuje na práci J. Franc̊u: Trajektorie autonomńıch rov-
nic v rovině I., která se zabývá trajektoriemi řešeńı lineárńıch autonomńıch sou-

stav dvou rovnic a rovnicemi druhého řádu. V této práci uvedeme několik př́ıklad̊u

konkrétńıch nelineárńıch rovnic a soustav, které maj́ı zaj́ımavé trajektorie.
V mechanice je to nelineárńı rovnice matematického kyvadla a popis trajektoríı

jeho netlumených i tlumených kmit̊u. V matematické biologii jsou to modely soužit́ı

dvou populaćı: symbióza, slabá a silná konkurence, dominance a vztah predátor-
kořist. Trajektorie konkrétńıch př́ıklad̊u jsou vykresleny.

Úvod

Obyčejné diferenciálńı rovnice se využ́ıvaj́ı při modelováńı řady jev̊u ve fyzice,
mechanice, biologíı, ekonomii i daľśıch oblastech. V př́ıpadě řešeńı autonomńı sou-
stavy dvou rovnic y′ = f(y) nebo jedné rovnice druhého řádu y′′ = f(y, y′) chováńı
řešeńı dobře znázorňuj́ı trajektorie.

Trajektorie je pr̊umět grafu řešeńı do prostoru hodnot řešeńı. V př́ıpadě auto-
nomńıch rovnic y′ = f(y), y′′ = f(y, y′) s lipchitzovskými funkcemi f(y), f(y, y′)
trajektorie řešeńı vytvář́ı systém disjunktńıch křivek nebo bod̊u v rovině. V okoĺı
trajektorie nekonstantńıho řešeńı jsou to

”
rovnoběžné“ a stejně orientované křivky.

V okoĺı singulárńıho bodu, tj. trajektorie konstantńıho řešeńı, je situace složitěj-
š́ı, trajektorie se mohou chovat r̊uzně. Možné situace jsou studovány v článku [3],
kde jsou podrobně studovány singulárńı body lineárńıch soustav i rovnic, včetně
konkrétńıch př́ıklad̊u s náčrty trajektoríı – tzv. fázových portrét̊u.

V tomto článku se budeme zabývat trajektoriemi vybraných nelineárńıch rovnic
a soustav modeluj́ıćıch reálné jevy ve dvou oblastech. Prvńı je mechanika, rovnice
druhého řádu popisuj́ıćı netlumené i tlumené kmity matematického kyvadla.

Druhou oblast́ı je matematická biologie. Soustava dvou rovnic prvńıho řádu po-
pisuje vývoj počtu dvou populaćı, které se navzájem ovlivňuj́ı. Rozebereme několik
typ̊u tohoto vztahu: symbióza, tři stupně konkurence a vztah predátor-kořist.
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1. Trajektorie řešeńı nelineárńıch systémů a rovnic

Připomeňme pojmy a výsledky z článku [3], ve kterém jsme studovali trajektorie
lineárńıch soustavy dvou rovnic a lineárńıch rovnic druhého řádu.

Autonomńı soustava dvou rovnic

Autonomńı soustavu dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro
neznámé funkce y(x) = (y1(x), y2(x) lze zapsat ve tvaru

y′1 = f1(y1, y2) ,

y′2 = f2(y1, y2) ,
vektorově y′(x) = f(y) . (1.1)

Budeme předpokládat, že funkce f(y) je lokálně lipschitzovská v oblasti G, tj.

|f(y)− f(y)| ≤ L |y − y| , ∀y,y ∈ K , (L = L(K) > 0)

pro každou kompaktńı podmnožinu K ⊆ G. Dı́ky Picardově větě řešeńı soustavy
(1.1) s počátečńı podmı́nkou y(x0) = γγ0 existuje a je jednoznačné.

Trajektorie 〈y〉 řešeńı y na intervalu I je pr̊umět grafu řešeńı v prostoru I×R2

do prostoru hodnot řešeńı, do tzv. fázového prostoru, kterým je rovina R2. Tedy

〈y〉 := {y(x) ∈ R2 |x ∈ I} ⊂ G .
Pokud trajektorie je křivka, orientujeme ji podle rostoućıho x. Trajektorie kon-
stantńıho řešeńı je bod, zvaný singulárńı bod. Budeme se zabývat jen trajektoriemi
úplných řešeńı, tj. řešeńı, které už nelze prodloužit na větš́ı interval. Připomeňme
vlastnosti trajektoríı, viz [3].

Věta 1.1. Trajektorie úplných řešeńı soustavy rovnic (1.1) splňuj́ı:

(a) Je-li y(x) řešeńı na intervalu (a, b), potom yc(x) = y(x− c) pro c ∈ R je
řešeńı na posunutém intervalu (a+ c, b+ c) a má stejnou trajektorii.

(b) Dvě řešeńı maj́ı disjunktńı nebo totožné trajektorie.
(c) Každým bodem fázového prostoru G procháźı právě jedna trajektorie.
(d) Existuj́ı tři druhy trajektoríı úplných řešeńı:

singulárńı bod: trajektorie konstantńıho řešeńı,
uzavřená neprot́ınaj́ıćı se křivka: trajektorie periodického řešeńı,
otevřená neprot́ınaj́ıćı se křivka: ostatńı trajektorie.

Autonomńı rovnice druhého řádu

Počátečńı úlohu pro autonomńı rovnici druhého řádu lze zapsat ve tvaru

y′′ = f(y, y′) , y(x0) = γ0 , y′(x0) = γ1. (1.2)

Jestliže funkce f(ξ, η) je lokálně lipschitzovská v oblasti G ⊆ R2, potom pro každé
γ1, γ2 ∈ R úloha (1.2) má právě jedno řešeńı. Každou rovnici druhého řádu lze
převést na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu

y′1 = y2 , y′2 = f(y1, y2) , (1.3)

přičemž nové neznámé jsou y1 = y, y2 = y′ a počátečńı podmı́nky přejdou na
y1(x0) = γ0, y2(x0) = γ1. Trajektorie řešeńı rovnice (1.2) jsou trajektorie řešeńı
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odpov́ıdaj́ıćı soustavy rovnic (1.3). Jsou to křivky, př́ıpadně body v rovině, jejichž

”
vodorovnou“ souřadnićı je hodnota řešeńı y(x) a

”
svislou“ hodnoty derivace y′(x).

Tedy
〈y〉 := {(y(x), y′(x)) ∈ R2 |x ∈ I} ⊂ G .

Kromě uvedených vlastnost́ı trajektoríı soustavy rovnic, trajektorie řešeńı rovnice
splňuj́ı nav́ıc vlastnost, které nám usnadńı zjistit orientaci trajektoríı.

Věta 1.2. Trajektorie úplných řešeńı rovnice druhého řádu splňuj́ı:

(a) Všechny singulárńı body lež́ı na ose y, protože y′ = 0.
(b) Trajektorie nad osou y maj́ı kladnou souřadnici y′, a proto jsou orientovány

v kladném směru, tj. vpravo, zat́ımco trajektorie pod osou y maj́ı zápornou
souřadnićı y′ a jsou proto orientovány v záporném směru, tj. vlevo.

(c) Hladké trajektorie prot́ınaj́ı osu y s tečnou kolmou na osu y.

Klasifikace singulárńıch bod̊u

Bodem y∗, který neńı singulárńı, tj. f(y∗) 6= 0, procháźı křivka, která je trajektoríı
nekonstantńıho řešeńı. Okoĺı tohoto bodu je vyplněné

”
rovnoběžnými“ stejně ori-

entovanými trajektoriemi. V okoĺı singulárńıho bodu y∗ je situace odlǐsná. Podle
chováńı trajektoríı v ryźım okoĺı singulárńıho bodu (tj. okoĺım bodu bez tohoto
bodu) rozlǐsujeme následuj́ıćı typy singulárńıch bod̊u.

Definice 1.3. Necht’ y∗ je izolovaný singulárńı bod soustavy rovnic y′ = f(y)
nebo rovnice y′′ = f(y, y′), tj. izolované řešeńı soustavy rovnic f(y) = 0 nebo
rovnice druhého řádu f(y, 0) = 0. Bod y∗ nazveme:

(a) střed, pokud existuje ryźı okoĺı U bodu y∗, ve kterém každým bodem y ∈ U
procháźı uzavřená trajektorie obsahuj́ıćı ve svém vnitřku bod y∗.

(b) atraktivńı uzel, pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
směřuj́ıćı do tohoto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má
limitu

lim
x→∞

y(x) = y∗ a existuje limita lim
x→∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

(c) neatraktivńı uzel, pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
vycházej́ıćı z tohoto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má
limitu

lim
x→−∞

y(x) = y∗ a existuje limita lim
x→−∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

(d) atraktivńı ohnisko, pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajek-
torie bĺıž́ıćı se k tomuto bodu, ale směrový vektor tečny trajektorie nemá
limitu

lim
x→∞

y(x) = y∗ a neexistuje limita lim
x→∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

(e) neatraktivńı ohnisko, pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajek-
torie vycházej́ıćı z tohoto bodu a směrový vektor tečny trajektorie nemá
limitu

lim
x→−∞

y(x) = y∗ a neexistuje limita lim
x→−∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .
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(f) sedlo, pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém existuj́ı jak trajektorie,
které se k němu bĺıž́ı, tak trajektorie, které se od něj vzdaluj́ı, tj. existuj́ı
řešeńı y1(x) a y2(x) takové, že

lim
x→∞

y1(x) = y∗ , lim
x→−∞

y2(x) = y∗ .

Poznámka 1.4.

(a) Izolované singulárńı body v rovině, tj. soustavy dvou rovnic nebo rovnice
druhého řádu, mohou být jen uvedených typ̊u: střed, uzel, ohnisko a sedlo.

(b) Zat́ım jsme se zabývali izolovanými singulárńımi body. V př́ıpadě, kdy
singulárńı body v rovině tvoř́ı křivku, mohou nastat tyto př́ıpady:
(α) Body křivky jsou atraktivńı uzly, tj. ke každému bodu se bĺıž́ı po jedné

trajektorii z obou stran.
(β) Body křivky jsou neatraktivńı uzly, tj. z každého bodu vycháźı po

jedné trajektorii na obě strany.
(γ) Trajektorie v okoĺı křivky singulárńıch bod̊u vedou

”
rovnoběžně“ po-

dél křivky.
(c) Singulárńı body mohou zaplnit plochu, např́ıklad soustava y′1 = 0, y′2 = 0

má jen konstantńı řešeńı, singulárńı body zaplňuj́ı celou rovinu.
(d) Existuj́ı autonomńı soustavy rovnic, které nemaj́ı žádný singulárńı bod,

např́ıklad y′1 = 1 , y′2 = 2.

Linearizace nelineárńı soustavy dvou rovnic

V předchoźım odstavci jsme klasifikovali singulárńı bod y∗ soustavy nelineárńıch
rovnic (1.1) podle chováńı trajektoríı v jeho okoĺı. Abychom zjistili typ singulárńıho
bodu, budeme nelineárńı funkce f1(y1, y2), f2(y1, y2) v okoĺı singulárńıho bodu
y∗ = (y∗1 , y

∗
2) linearizovat pomoćı Taylorova polynomu prvńıho řádu. Dı́ky rovnosti

f(y∗) = 0 funkce f(y) = (f1(y1, y2), f2(y1, y2)) aproximujeme

f1(y) ≈ A11(y1−y∗1)+A12(y2−y∗2) , f2(y) ≈ A21(y1−y∗1)+A22(y2−y∗2) , (1.4)

kde konstanty Aij jsou parciálńı derivace funkćı f1, f2 v singulárńım bodě:

A11 =
∂f1
∂y1

(y∗) , A12 =
∂f1
∂y2

(y∗) , A21 =
∂f2
∂y1

(y∗) , A22 =
∂f2
∂y2

(y∗) . (1.5)

T́ımto zp̊usobem můžeme posuzovat typ singulárńıho bodu y∗ nelineárńı soustavy
y′ = f(y) pomoćı přidružené homogenńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic
y′ = Ay s matićı koeficient̊u A = (Aij). Jej́ı charakteristický polynom je

P (λ) = λ2 − (A11 +A22)λ+ (A11A22 −A12A21) . (1.6)

Tento polynom umožňuje určit typ singulárńıho bodu pomoćı svých kořen̊u.

Linearizace nelineárńı rovnice druhého řádu

Odvod’me charakteristický polynom P (λ) nelineárńı rovnice y′′ = f(y, y′). Rovnici
převedeme na soustavu rovnic (1.3) s funkcemi f1(y1, y2) = y2 ≈ y′, f2(y1, y2) =
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f(y1, y2) ≈ f(y, y′). Souřadnice singulárńıho bodu y∗ jsou (y∗, 0), kde y∗ splňuje
rovnost f(y∗, 0) = 0. Př́ıslušné parciálńı derivace – koeficienty Aij jsou

A11 = 0, A12 = 1, A21 =
∂f

∂y
(y∗, 0), A22 =

∂f

∂y′
(y∗, 0)

a př́ıslušný charakteristický polynom je

P (λ) = λ2 − ∂f

∂y′
(y∗, 0) · λ− ∂f

∂y
(y∗, 0) . (1.7)

Určeńı typu singulárńıho bodu

Pomoćı kořen̊u charakteristického polynomu můžeme určit typ singulárńıho bodu
jako v lineárńım př́ıpadě. Využijeme přitom následuj́ıćı věty.

Věta 1.5. Necht’ y∗ = (y∗1 , y
∗
2) je izolovaný singulárńı bod soustavy rovnic

(1.1) s charakteristickým polynomem (1.6) nebo izolovaný singulárńı bod y∗ =
(y∗, 0) rovnice (1.2) s charakteristickým polynomem (1.7). Necht’ polynom P (λ)
má nenulové kořeny λ1, λ2. Potom izolovaný singulárńı bod y∗ je:

(a) neatraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a kladné, tj. 0 < λ1 ≤ λ2,
(b) atraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a záporné, tj. λ1 ≤ λ2 < 0,
(c) sedlo, pokud jeden kořen je kladný a druhý záporný, tj. λ1 < 0 < λ2,
(d) neatraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené s kladnou

reálnou část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ > 0, ν 6= 0),
(e) atraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené se zápornou

reálnou část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ < 0, ν 6= 0).

Poznámka 1.6. V př́ıpadě komplexně sdružených kořen̊u s nulovou reálnou část́ı,
tj. λ1,2 = ± i ν, (ν 6= 0), singulárńı bod nemuśı být střed jako v lineárńım př́ıpadě.
Body s kořeny λ = µ± i ν s µ 6= 0 se nazývaj́ı také hyperbolické.

2. Matematické kyvadlo

Nelineárńı rovnice druhého řádu, která modeluje jednoduchý mechanický jev kmi-
táńı matematického kyvadla, má zaj́ımavé trajektorie.

Fyzikálńı formulace úlohy

Ve svislé rovině uvažujme hmotný bod
o hmotnosti m upevněný na konci tuhé
nehmotné tyče délky `, jej́ıž druhý konec se
může volně otáčet okolo počátku (0, 0). Na
hmotný bod p̊usob́ı gravitačńı śıla G = mg
svisle dol̊u.

Označme y(x) orientovaný úhel
(v radiánech proti směru pohybu ho-
dinových ručiček), který v čase x sv́ırá
tyč s dolńı svislou poloosou, viz Obr. 1
Hledáme závislost úhlu y na čase x.
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f2(y1, y2) = f(y1, y2) ≈ f(y, y′). Souřadnice singulárńıho bodu y∗ jsou (y∗, 0), kde
y∗ splňuje rovnost f(y∗, 0) = 0. Př́ıslušné parciálńı derivace – koeficienty Aij jsou

A11 = 0, A12 = 1, A21 =
∂f

∂y
(y∗, 0), A22 =

∂f

∂y′ (y
∗, 0)

a př́ıslušný charakteristický polynom je

P (λ) = λ2 − ∂f

∂y′ (y
∗, 0) · λ − ∂f

∂y
(y∗, 0) . (1.10)

Určeńı typu singulárńıho bodu

Pomoćı kořen̊u charakteristického polynomu můžeme určit typ singulárńıho
bodu jako v lineárńım př́ıpadě. Využijeme přitom následuj́ıćı věty:

Věta 1.5. Necht’ y∗ = (y∗
1 , y∗

2) je izolovaný singulárńı bod soustavy rovnic
(1.1) s charakteristickým polynomem (1.9) nebo izolovaný singulárńı bod y∗ =
(y∗, 0) rovnice (1.4) s charakteristickým polynomem (1.10). Necht’ polynom P (λ)
má nenulové kořeny λ1, λ2. Potom izolovaný singulárńı bod y∗ je

neatraktivńı uzel: pokud oba kořeny jsou reálné a kladné, tj. 0 < λ1 ≤ λ2,
atraktivńı uzel: pokud oba kořeny jsou reálné a záporné, tj. λ1 ≤ λ2 < 0,
sedlo: pokud jeden kořen je kladný a druhý záporný, tj. λ1 < 0 < λ2,
neatraktivńı ohnisko: pokud kořeny jsou komplexně sdružené s kladnou

reálnou část́ı, tj. λ1,2 = µ ± i ν, (µ > 0, ν ̸= 0),
atraktivńı ohnisko: pokud kořeny jsou komplexně sdružené se zápornou

reálnou část́ı, tj. λ1,2 = µ ± i ν, (µ < 0, ν ̸= 0).

Poznámka 1.6. V př́ıpadě komplexně sdružených kořen̊u s nulovou reálnou
část́ı, tj. λ1,2 = ± i ν, (ν ̸= 0), singulárńı bod nemuśı být střed jako v lineárńım
př́ıpadě. Body s kořeny λ = µ ± i ν s ν ̸= 0 se nazývaj́ı také hyperbolické.

2. Matematické kyvadlo

Nelineárńı rovnice druhého řádu, která modeluje jednoduchý mechanický jev kmi-
táńı matematického kyvadla, má zaj́ımavé trajektorie.

Fyzikálńı formulace úlohy

Ve svislé rovině uvažujme hmotný bod
o hmotnosti m upevněný na konci tuhé ne-
hmotné tyče délky ℓ, jej́ıž druhý konec se
může volně otáčet okolo počátku (0, 0). Na
hmotný bod p̊usob́ı gravitačńı śıla G = mg
svisle dol̊u.

Označme y(x) orientovaný úhel
(v radiánech proti směru pohybu hodi-
nových ručiček), který v čase x sv́ırá
tyč s dolńı svislou poloosou, viz Obr. 1.
Hledáme závislost úhlu y na čase x.

y y

G
G

Obr. 1: Matematické a fyzické kyvadlo.Obrázek 1. Matematické a fyzické

kyvadlo.
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Poznámka 2.1. Tento jev se nazývá kmitáńı matematického kyvadla. Obecněǰśı
úlohou je kmitáńı fyzického kyvadla, kdy mı́sto hmotného bodu a nehmotné tyče
uvažujeme hmotné těleso v prostoru R3, které se může volně otáčet okolo vodo-
rovné osy, která neprocháźı těžǐstěm, viz Obr. 1. Dř́ıve už́ıvaný název fyzikálńı
kyvadlo neńı správný. Matematické kyvadlo je idealizace reálného objektu – fy-
zického tělesa, neńı na něm nic fyzikálńıho, [2].

Odvozeńı diferenciálńı rovnice

Hmotný bod se může pohybovat po kružnici se středem v počátku a poloměrem
`. Působ́ı na něj svisle dol̊u stálá gravitačńı śıla G = mg, která se rozkládá na
normálovou Fn a tečnou složku Ft. Normálová složka je v rovnováze se silou,
kterou p̊usob́ı tyč na hmotný bod, tečná složka Ft zp̊usob́ı zrychleńı kyvadla.

Pomoćı úhlu y(x) v čase x tečnou složku śıly G
vyjádř́ıme jako Ft = − sin(y)mg, viz Obr. 2.

Derivaćı funkce y(x) dostáváme úhlovou rychlost
ω(x) = y′(x) a úhlové zrychleńı α(x) = y′′(x). Při
pohybu po kružnici o poloměru ` dráhová rychlost je
v(x) = ` y(x) a dráhové zrychleńı a(x) = ` y′′(x).

Podle Newtonova zákona F = ma plat́ı rovnice
−mg sin(y) = m`y′′. Hmotnost́ı bodu m rovnici
vyděĺıme a po úpravě dostáváme

d2y

dx2
+
g

`
sin(y) = 0 . (2.1)

Označme a =
√
g/` (g, ` > 0). Dostáváme tak obyčej-

nou diferenciálńı rovnici druhého řádu pro neznámou
funkci y proměnné x:

y′′ + a2 sin(y) = 0 . (2.2)
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Poznámka 2.1.
Tento jev se nazývá kmitáńı matematického kyvadla. Obecněǰśı úlohou je kmitáńı
fyzického kyvadla, kdy mı́sto hmotného bodu a nehmotné tyče uvažujeme hmotné
těleso v prostoru R3, které se může volně otáčet okolo vodorovné osy, která ne-
procháźı těžǐstěm, viz Obr. 1. Dř́ıve už́ıvaný název fyzikálńı kyvadlo neńı správný.
Matematické kyvadlo je idealizace reálného objektu – fyzického tělesa, neńı na
něm nic fyzikálńıho, [2].

Odvozeńı diferenciálńı rovnice

Hmotný bod se může pohybovat po kružnici se středem v počátku a poloměrem
ℓ. Působ́ı na něj svisle dol̊u stálá gravitačńı śıla G = mg, která se rozkládá na
normálovou Fn a tečnou složku Ft. Normálová složka je v rovnováze se silou,
kterou p̊usob́ı tyč na hmotný bod, tečná složka Ft zp̊usob́ı zrychleńı kyvadla.

Pomoćı úhlu y(x) v čase x tečnou složku śıly G
vyjádř́ıme jako Ft = − sin(y) mg, viz Obr. 2.

Derivaćı funkce y(x) dostáváme úhlovou rychlost
ω(x) = y′(x) a úhlové zrychleńı α(x) = y′′(x). Při
pohybu po kružnici o poloměru ℓ dráhová rychlost je
v(x) = ℓ y(x) a dráhové zrychleńı a(x) = ℓ y′′(x).

Podle Newtonova zákona F = ma plat́ı rov-
nice −mg sin(y) = m ℓy′′. Hmotnost́ı bodu m rovnici
vyděĺıme a po úpravě dostáváme

d2y

dx2
+

g

ℓ
sin(y) = 0 . (2.1)

Označme a =
√

g/ℓ (g, ℓ > 0). Dostáváme tak
obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu pro
neznámou funkci y proměnné x:

y′′ + a2 sin(y) = 0 . (2.2)
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Obr. 2: Matematické kyvadlo.

Rovnici doplńıme počátečńımi podmı́nkami v čase x0: y(x0) = y0 , y′(x0) = y1,
kde y0 je počátečńı úhlová výchylka a y1 počátečńı úhlová rychlost kyvadla.

V okoĺı y = 0, tj. pro malé hodnoty y, plat́ı sin(y)
.
= y. Nahrad́ıme-li sin(y)

neznámou y dostáváme lineárńı aproximaci rovnice (2.2)

y′′ + a2 y = 0 . (2.3)

Řešeńı linearizované úlohy

Budeme studovat obě úlohy. Začneme jednodušš́ı linearizovanou rovnićı.

Př́ıklad 2.2. Určete trajektorie řešeńı rovnice y′′ + a2 y = 0.

Řešeńı: Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2 lineárńı rovnice (2.3) má
jediné řešeńı: dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = ± i a. Rovnice má proto
jediný singulárńı bod, který odpov́ıdá konstantńımu nulovému řešeńı y(x) = 0.
Protože rovnice je lineárńı, typ tohoto singulárńıho bodu je střed.

Obrázek 2. Matematické

kyvadlo.

Rovnici doplńıme počátečńımi podmı́nkami v čase x0: y(x0) = y0, y′(x0) = y1,
kde y0 je počátečńı úhlová výchylka a y1 počátečńı úhlová rychlost kyvadla.

V okoĺı y = 0, tj. pro malé hodnoty y, plat́ı sin(y) ≈ y. Nahrad́ıme-li sin(y)
neznámou y dostáváme lineárńı aproximaci rovnice (2.2) tvaru

y′′ + a2y = 0 . (2.3)

Řešeńı linearizované úlohy

Budeme studovat obě úlohy. Začneme jednodušš́ı linearizovanou rovnićı.

Př́ıklad 2.2. Určete trajektorie řešeńı rovnice y′′ + a2 y = 0.

Řešeńı: Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2 lineárńı rovnice (2.3) má
jediné řešeńı: dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = ± i a. Rovnice má proto
jediný singulárńı bod, který odpov́ıdá konstantńımu nulovému řešeńı y(x) = 0.
Protože rovnice je lineárńı, typ tohoto singulárńıho bodu je střed.

Ověřme výsledek výpočtem. Obecné řešeńı je y(x) = c1 cos(ax)+c2 sin(ax), kde
konstanty c1, c2 jsou určeny hodnotami počátečńıch podmı́nek y0, y1. Dokažme, že
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trajektorie jsou elipsy. Derivace řešeńı je y′(x) = −c1 a sin(ax) + c2 a cos(ax).
Dosazeńım do výrazu elipsy a2 y2 + (y′)2 po úpravě dostáváme

y2

c21 + c22
+

(y′)2

a2(c21 + c22)
= 1 ,

což je rovnice elipsy s
”
vodorovnou“ poloosou

√
c21 + c22 a

”
svislou“ poloosou

a
√
c21 + c22. Trajektorie v souřadnicovém systému y, y′ jsou koncentrické elipsy se

středem v počátku, viz Obr. 3. Singulárńı bod (0, 0) je proto střed. �
Trajektorie řešeńı lze určit také př́ımo integraćı. Rovnici (2.3) vynásob́ıme y′.

Źıskanou rovnost y′ y′′ + a2y y′ = 0 integrujeme na 1
2 (y′)2 + 1

2a
2y2 = K.

Z počátečńıch podmı́nek y(0) = y0, y′(0) = 0
plyne K = 1

2 a
2y20 . Rovnice dává

y′ = ±a
√
y20 − y2 , y ∈ 〈−y0, y0〉 .

Jak zjistit orientaci trajektoríı? Podle Věty 1.2
trajektorie nad osou y jsou orientovány vpravo,
pod osou vlevo a osu y prot́ınaj́ı

”
kolmo“. Elipsy

jsou proto orientované ve směru pohybu hodinových
ručiček, tj. v záporném smyslu.

Všechna řešeńı jsou periodická. Jaká je perioda?
Funkce kosinus má periodu 2π, proto délka periody
T podle rovnice aT = 2π je

T = 2π/a = 2π
√
`/g . (2.4)
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Ověřme výsledek výpočtem. Obecné řešeńı je y(x) = c1 cos(ax)+c2 sin(ax), kde
konstanty c1, c2 jsou určeny hodnotami počátečńıch podmı́nek y0, y1. Dokažme, že
trajektorie jsou elipsy. Derivace řešeńı je y′(x) = −c1 a sin(ax) + c2 a cos(ax).
Dosazeńım do výrazu elipsy a2 y2 + (y′)2 po úpravě dostáváme

y2

c2
1 + c2

2

+
(y′)2

a2(c2
1 + c2

2)
= 1 ,

což je rovnice elipsy s
”
vodorovnou“ poloosou

√
c2
1 + c2

2 a
”
svislou“ poloosou

a
√

c2
1 + c2

2. Trajektorie v souřadnicovém systému y, y′ jsou koncentrické elipsy se
středem v počátku, viz Obr. 3. Singulárńı bod (0, 0) je proto střed. �

Trajektorie řešeńı lze určit také př́ımo integraćı. Rovnici (2.3) vynásob́ıme y′.
Źıskanou rovnost y′ y′′ + a2y y′ = 0 integrujeme na 1

2 (y′)2 + 1
2a2y2 = K.

Z počátečńıch podmı́nek y(0) = y0, y′(0) = 0 plyne
K = 1

2 a2y2
0 . Rovnice dává

y′ = ±a
√

y2
0 − y2 , y ∈ ⟨−y0, y0⟩ .

Jak zjistit orientaci trajektoríı? Podle Věty 1.2
trajektorie nad osou y jsou orientovány vpravo,
pod osou vlevo a osu y prot́ınaj́ı

”
kolmo“. Elipsy

jsou proto orientované ve směru pohybu hodinových
ručiček, tj. v záporném smyslu.

Všechna řešeńı jsou periodická. Jaká je perioda?
Funkce kosinus má periodu 2π, proto délka periody
T podle rovnice aT = 2π je

T = 2π/a = 2π
√

ℓ/g . (2.4)

y

y′

Obr. 3: Trajektorie linearizové

rovnice kyvadla pro a = 1.2.

Délka periody tedy nezáviśı na rozkmitu, roste s odmocninou délky kyvadla ℓ, tj.
č́ım deľśı je kyvadlo, t́ım kmitá pomaleji, a klesá s odmocninou gravitačńı konstanty
g, na Měśıci s menš́ı gravitačńı konstantou g stejné kyvadlo kmitá pomaleji než
na Zemi. Perioda T (kyv tam a zpět) kyvadla dlouhého ℓ = 1m na rovńıku Země,

kde g = 9.807m s−2, je T = 2π
√

1/9.807 = 2.006 sekundy, zat́ımco na Měśıci, kde
g = 1.62 m s−2, je perioda T = 4.94 sekundy.

Nelineárńı rovnice matematického kyvadla

Př́ıklad 2.3. Určete trajektorie řešeńı nelineárńı rovnice y′′ + a2 sin(y) = 0.

Řešeńı: Určeme singulárńı body. Jsou to řešeńı rovnice f(y, 0) ≡ a2 sin(y) = 0,
která má řešeńı y∗ = nπ, pro celá č́ısla n, singulárńı body jsou y∗ = (nπ, 0).
Př́ıslušný charakteristický polynom je P (λ) = λ2 + a2 cos(y∗).

Pro liché n = 2k + 1 polynom P (λ) = λ2 − a2 má dva reálné kořeny λ1,2 = ± a
s opačnými znaménky, singulárńı bod y∗ = (2kπ + π, 0) je podle Věty 1.5 sedlo.

Pro sudé n = 2k ∈ Z polynom P (λ) = λ2 + a2 má dva komplexně sdružené
kořeny λ1,2 = ± i a. Typ singulárńıho bodu y∗ = (2kπ, 0) urč́ıme výpočtem a cha-
rakterizaćı jednotlivých typ̊u trajektoríı, protože v nelineárńım př́ıpadě singulárńı

Obrázek 3. Trajektorie

linearizované rovnice kyvadla

pro a = 1,2.

Délka periody tedy nezáviśı na rozkmitu, roste s odmocninou délky kyvadla `, tj.
č́ım deľśı je kyvadlo, t́ım kmitá pomaleji, a klesá s odmocninou gravitačńı konstanty
g, na Měśıci s menš́ı gravitačńı konstantou g stejné kyvadlo kmitá pomaleji než
na Zemi. Perioda T (kyv tam a zpět) kyvadla dlouhého ` = 1m na rovńıku Země,

kde g = 9,807 m s−2, je T = 2π
√

1/9,807 = 2,006 sekundy, zat́ımco na Měśıci, kde
g = 1,62 m s−2, je perioda T = 4,94 sekundy.

Nelineárńı rovnice matematického kyvadla

Př́ıklad 2.3. Určete trajektorie řešeńı nelineárńı rovnice y′′ + a2 sin(y) = 0.

Řešeńı: Určeme singulárńı body. Jsou to řešeńı rovnice f(y, 0) ≡ a2 sin(y) = 0,
která má řešeńı y∗ = nπ, pro celá č́ısla n, singulárńı body jsou y∗ = (nπ, 0).
Př́ıslušný charakteristický polynom je P (λ) = λ2 + a2 cos(y∗).

Pro liché n = 2k+ 1 polynom P (λ) = λ2 − a2 má dva reálné kořeny λ1,2 = ± a
s opačnými znaménky, singulárńı bod y∗ = (2kπ + π, 0) je podle Věty 1.5 sedlo.

Pro sudé n = 2k ∈ Z polynom P (λ) = λ2 + a2 má dva komplexně sdružené
kořeny λ1,2 = ± i a. Typ singulárńıho bodu y∗ = (2kπ, 0) urč́ıme výpočtem a cha-
rakterizaćı jednotlivých typ̊u trajektoríı, protože v nelineárńım př́ıpadě singulárńı
bod nemuśı být střed. Rovnici y′′ + a2 sin(y) vynásob́ıme y′, č́ımž źıskáme rovnici
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y′y′′ + a2 sin(y)y′ = 0. Integrace dává rovnost

1

2
(y′)2 − a2 cos(y) = K . (2.5)

Určeme trajektorie řešeńı. Z rovnice (2.5) plyne |y′| =
√

2(K + a2 cos y). Odmoc-
nina na pravé straně je definována pro

K + a2 cos y ≥ 0 . (2.6)

Protože funkce kosinus nabývá hodnoty z intervalu 〈−1, 1〉, rozlǐśıme př́ıpady:

(a) Jestliže K = −a2, potom z (2.6) plyne cos(y) = 1, tedy y = 2kπ, k ∈ Z a
y′ = 0. Dostáváme tak spočetně mnoho singulárńıch bod̊u (y, y′) = (2kπ, 0)
pro k ∈ Z. Jsou to situace, kdy kyvadlo je v klidu ve stabilńı dolńı poloze.

(b) Jestliže K ∈ (−a2, a2), potom (2.6) plat́ı v základńı periodě (−π, π) pro
hodnoty y ∈ 〈−y0, y0〉, kde y0 = arccos(−K/a2) > 0. Jsou to př́ıpady, kdy
kyvadlo z krajńı polohy y = y0 (|y0| < π) přecháźı do opačné polohy
y = −y0 a pak obráceně. Analogická situace je v intervalech y ∈ (2kπ −
π, 2kπ + π).

(c) Jestliže K = a2 a přitom y′ = 0, potom pro y = (2k + 1)π dostaneme
singulárńı body, kdy kyvadlo je opět v klidu ale v horńı nestabilńı poloze.

(d) Jestliže K = a2 a y′ 6= 0, potom v základńı periodě y prob́ıhá interval
(−π, π). Je to situace, kdy kyvadlo se z limitńı polohy π v čase x→ −∞ po-
hybuje v záporném směru do polohy y → π v čase x→∞, nebo obráceně:
z polohy y → −π do polohy y = π v kladném směru. Analogická situace je
v intervalech y ∈ (2kπ − π, 2kπ + π).

(e) Jestliže K > a2, potom K+a2 cos y je kladné pro všechna y ∈ R a kyvadlo
se toč́ı stále v kladném směru nebo stále v záporném směru.

Jaká je klasifikace singulárńıch bod̊u? Podle fázového portrétu a definice, sin-
gulárńı body (2kπ, 0) – dolńı stabilńı polohy kyvadla – jsou body typu střed a
body (2kπ + π, 0) – horńı nestabilńı polohy – maj́ı typ sedlo, viz Obr.4, což je
v souladu s analýzou pomoćı charakteristického polynomu P (λ). �
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bod nemuśı být střed. Rovnici y′′ + a2 sin(y) vynásob́ıme y′, č́ımž źıskáme rovnici
y′ · y′′ + a2 sin(y) · y′ = 0. Integrace dává rovnost

1

2
(y′)2 − a2 cos(y) = K . (2.5)

Určeme trajektorie řešeńı. Z rovnice (2.5) plyne |y′| =
√

2(K + a2 cos y). Odmoc-
nina na pravé straně je definována pro

K + a2 cos y ≥ 0 . (2.6)

Protože funkce kosinus nabývá hodnoty z intervalu ⟨−1, 1⟩, rozlǐśıme př́ıpady:

(a) Jestliže K = −a2, potom z (2.6) plyne cos(y) = 1, tedy y = 2kπ, k ∈ Z a
y′ = 0. Dostáváme tak spočetně mnoho singulárńıch bod̊u (y, y′) = (2kπ, 0)
pro k ∈ Z. Jsou to situace, kdy kyvadlo je v klidu ve stabilńı dolńı poloze.

(b) Jestliže K ∈ (−a2, a2), potom (2.6) plat́ı v základńı periodě (−π, π) pro
hodnoty y ∈ ⟨−y0, y0⟩, kde y0 = arccos(−K/a2) > 0. Jsou to př́ıpady, kdy
kyvadlo z krajńı polohy y = y0 (|y0| < π) přecháźı do opačné polohy y = −y0

a pak obráceně. Analogická situace je v intervalech y ∈ (2kπ − π, 2kπ + π).

(c) Jestliže K = a2 a přitom y′ = 0, potom pro y = (2k + 1)π dostaneme
singulárńı body, kdy kyvadlo je opět v klidu ale v horńı nestabilńı poloze.

(d) Jestliže K = a2 a y′ ̸= 0, potom v základńı periodě y prob́ıhá interval (−π, π).
Je to situace, kdy kyvadlo se z limitńı polohy π v čase x → −∞ pohybuje
v záporném směru do polohy y → π v čase x → ∞, nebo obráceně: z polohy
y → −π do polohy y = π v kladném směru. Analogická situace je v intervalech
y ∈ (2kπ − π, 2kπ + π).

(e) Jestliže K > a2, potom K + a2 cos y je kladné pro všechna y ∈ R a kyvadlo
se toč́ı stále v kladném směru nebo stále v záporném směru.

Jaká je klasifikace singulárńıch bod̊u? Podle fázového portrétu a definice, sin-
gulárńı body (2kπ, 0) – dolńı stabilńı polohy kyvadla – jsou body typu střed a
body (2kπ + π, 0) – horńı nestabilńı polohy – maj́ı typ sedlo, viz Obr. 4., což je
v souladu s analýzou pomoćı charakteristického polynomu P (λ).

y

y′

Obr. 4: Trajektorie nelineárńı rovnice kyvadla, a = 1.2, singulárńı body jsou středy a sedla.Obrázek 4. Trajektorie nelineárńı rovnice kyvadla s a = 1,2, singulárńı body jsou středy a

sedla.
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Poznámka 2.4.

(a) Rovnice (2.5) je (až na násobek hmotnosti m) zákon zachováńı energie.
Kinetická energie bodu o hmotnosti m pohybuj́ıćı se rychlost́ı v = `y′ je
Ekin(x) = 1

2mv
2 = 1

2m(`y′)2. Potenciálńı energie bodu o hmotnosti m
v gravitačńım poli ve výšce h = −` cos(y) je Epot = mgh = −mg` cos(y).
Zákon zachováńı mechanické energie tak lze zapsat ve tvaru

E = Ekin + Epot =
1

2
m`2(y′)2 −mg` cos(y) = Km = konst.

(b) Linearizovaná rovnice (2.3) je aproximaćı nelineárńı rovnice (2.2) v okoĺı
bodu y = (0, 0). Při zvětšováńı rozkmitu y0 se chyba zvětšuje, situace
(c)–(e) už linearizovaná rovnice nedovede popsat.

(c) Fyzické kyvadlo vede na stejnou rovnici. Na těleso kyvadla o objemu V
v jeho těžǐsti T p̊usob́ı stejná gravitačńı śıla G = mg, kde m je hmotnost
celého kyvadla, jej́ı tečná složka je opět Ft = −mg sin(y). Protože body
kyvadla maj́ı r̊uznou vzdálenost od závěsu, Newton̊uv zákon F = ma pro
dráhové zrychleńı a nahrad́ıme vztahem M = Jα mezi momentem śıly
M = Ft`, kde ` je rameno śıly, tj. vzdálenost těžǐstě T od osy otáčeńı,
a úhlovým zrychleńım α = y′′, kde J je moment setrvačnosti kyvadla
vzhledem k ose otáčeńı. Moment setrvačnosti lze spoč́ıtat integraćı součinu
hustoty ρ(x) a čtverce vzdálenosti bodu kyvadla od osy otáčeńı. Při popisu
kyvadla o objemu V ⊂ R3 v kartézských souřadnićıch x = (x1, x2, x3)
otáčej́ıćı se okolo osy x1 lze moment setrvačnosti spoč́ıtat integrálem

J =

∫

V

(x22 + x23) ρ(x) dx.

Dostáváme rovnici Jy′′ + mg` sin(y) = 0. Označeńı a2 = mg`/J vede na
stejnou rovnici y′′ + a2 sin(y) = 0.
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po dosazeńı za K plyne y′ = a
√

2(cos(y)− cos(y0)).
Zaměňme roli závislé a nezávislé proměnné: mı́sto y(x) uvažujme ne-

známou x(y). Derivace vztahu y(x(y)) = y podle y dává y′(x(y))x′(y) = 1,
odkud dostáváme x′(y) = 1/y′(x(y)). Inverzńı neznámá x(y) proto splňuje

dx

dy
(y) =

1

a
√

2(cos(y)− cos(y0))
.
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Perioda kyvu kyvadla T je čtyřnásobek času mezi polohou y = 0 a rozkmi-
tem y0 ∈ 〈0, π). Źıskáme ji integraćı

T = 4
1

a
√

2

∫ y0

0

dy√
cos(y)− cos(y0)

= 4

(
`

2g

)1/2 ∫ y0

0

dy√
cos(y)− cos(y0)

.

Jde o tzv. eliptický integrál, primitivńı funkci nelze vyjádřit pomoćı ele-
mentárńıch funkćı. Pro zvětšuj́ıćı se počátečńı výchylku se perioda kyvu
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kyvadlo ponořené v kapalině. Tlumeńı pohyb brzd́ı, tlumı́ćı śıla Tt je orientována
proti směru pohybu. Předpokládejme, že tlumı́ćı śıla je př́ımo úměrná rychlosti
y′(x) pohybu, tj. Tt(x) = −b y′(x), kde b je kladná konstanta. Dostáváme tak

y′′ = −a2 sin(y)− by′. (2.7)

Př́ıklad 2.5. Určete typ singulárńıch bod̊u rovnice (2.7) kyvadla s tlumeńım.

Řešeńı: Rovnice f(y, 0) = − sin(y) = 0 dává opět singulárńı body y∗n = (y∗n, 0),
kde y∗n = nπ pro celá n ∈ Z jako v př́ıpadě rovnice bez tlumeńı. Př́ıslušný charak-
teristický polynom podle (1.7) je

P (λ) = λ2 + bλ+ a2 cos(y∗).

Rozlǐśıme základńı dva př́ıpady: n sudé a n liché, které vedou na kvadratický
polynom se záporným a kladným diskriminantem D = b2 − 4 a2 cos(y∗).

Př́ıpad n = 2k + 1 liché. Singulárńı bod y∗ = (2kπ + π, 0) odpov́ıdá situaci,
kdy kyvadlo

”
stoj́ı“ v labilńı poloze nad osou otáčeńı. Protože cos(y∗) = −1,

charakteristický polynom P (λ) = λ2+bλ−a2 má kladný diskriminant D = b2+4 a2

a dva reálné kořeny λ1,2 = 1
2 (−b ±

√
D). Protože

√
D > b, kořeny maj́ı opačná

znaménka a singulárńı bod je opět sedlo jako v př́ıpadě kmit̊u bez tlumeńı.

Př́ıpad n = 2k sudé. Singulárńı bod y∗ = (2kπ, 0) odpov́ıdá situaci, kdy kyvadlo

”
viśı“ ve stabilńı poloze pod osou otáčeńı. Protože cos(y∗) = 1, charakteristický

polynom P (λ) = λ2 + bλ + a2 má diskriminant D = b2 − 4 a2. V závislosti na
velikosti tlumeńı určeném parametrem b rozlǐsujeme tři př́ıpady podle znaménka
diskriminantu D:

(a) D = b2 − 4a2 je záporný, tj. b < 2a. Potom charakteristický polynom má

dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = −b/2 ± i ν, kde ν =
√
a2 − b2/4, se

zápornou reálnou část́ı. Podle Věty 1.5 singulárńı bod je atraktivńı ohnisko. V okoĺı
singulárńıho bodu trajektorie obecného řešeńı linearizované rovnice

y(x) = 2kπ + [c1 cos(νx) + c2 sin(νx)] e−bx/2

maj́ı tvar spirál, které se bĺıž́ı k bodu y∗ = (nπ, 0), přičemž nekonečně mnohokrát
ob́ıhaj́ı bod y∗ ve směru pohybu hodinových ručiček, viz Obr.5.

Hodnota ν, která určuje dobu oscilaćı pomoćı (2.4), je menš́ı než a, a proto
perioda tlumeného kyvu Tb = 2π/ν je deľśı než v netlumeném př́ıpadě. Pro b→ 0+
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plat́ı ν → a a perioda Tb klesá k periodě T netlumeného kmitu. Tato situace se
nazývá podkritické tlumeńı, také podtlumené nebo kvaziperiodické kmitáńı.

(b) Diskriminant D = b2 − 4a2 je nulový, tj. b = 2a. Potom charakteristický
polynom má dvojnásobný záporný kořen λ1,2 = −a a podle Věty 1.5 singulárńı
bod je atraktivńı uzel. V okoĺı singulárńıho bodu y∗ = (2kπ, 0) je obecné řešeńı
linearizované rovnice

y(x) = 2kπ + (c1 + c2x) e−ax .

Trajektorie řešeńı y(x) s c2 = 0 jsou polopř́ımky y′ = 2kπ − ay orientované pro
x→∞ k singulárńımu bodu. Jak vypadaj́ı ostatńı trajektorie v okoĺı singulárńıho
bodu? Trajektorie nad př́ımkou y = 2kπ − ax nad osou y jdou JV směrem, osu
y prot́ınaj́ı J směrem a stáč́ı se doprava, k singulárńımu bodu se bĺıž́ı ve směru
(−1, a). Trajektorie pod př́ımkou y = 2kπ − ax pod osou y jdou SZ směrem, osu
y prot́ınaj́ı S směrem, stáč́ı se doprava s k singulárńımu bodu přicházej́ı ve směru
se směrnićı (1,−a), viz Obr. 6. Situace se nazývá kritické tlumeńı.

(c) D = b2−4a2 > 0, tj. b > 2a. Potom charakteristický polynom má dva r̊uzné

záporné kořeny λ1,2 = −b/2 ± ν, kde ν =
√
D/2 =

√
b2/4− a2. Podle Věty 1.5

singulárńı bod je opět atraktivńı uzel. V okoĺı bodu y∗ = (2kπ, 0) máme

y(x) = 2kπ + c1 e(−b/2+ν)x + c2 e(−b/2−ν)x ,

které dává dvě dvojice trajektoríı tvaru polopř́ımek se směrnicemi −b/2 ± ν.
Ostatńı trajektorie se bĺıž́ı k singulárńımu řešeńı s tečným vektorem ±(1,−b/2+ν).
Situace se nazývá nadkritické tlumeńı. �

Poznámka 2.6. Uvažujme nyńı pohyb kyvadla s počátečńımi podmı́nkami bĺız-
kými singularńım bod̊um (2kπ, 0). Co plyne z výše odvozených vzorc̊u?

(a) Ve všech př́ıpadech s časem x → ∞ výchylka kyvadla konverguje k 2kπ.
Ale tato limita bude dosažena až v

”
nekonečném čase“. Jaký je rozd́ıl mezi

jednotlivými př́ıpady? V podtlumeném př́ıpadě kyvadlo procháźı nulovou
polohou nekonečně mnohokrát s periodou trochu deľśı než v netlumeném
př́ıpadě. V př́ıpadě kritického i nadkritického tlumeńı kyvadlo už přejde
limitńı polohou 2kπ nejvýše jednou a potom už jen klesá k ńı.

(b) Ve kterém př́ıpadě tlumeńı klesá výchylka nejrychleji? Poznáme to podle
exponenciálńı části řešeńı, tj. podle exponentu µ exponenciálńıho členu
e−µx řešeńı. V podkritickém př́ıpadě je µ = b/2, přičemž µ < a. V kri-
tickém př́ıpadě je µ = b/2 = a. V nadkritickém př́ıpadě je řešeńı součtem
dvou exponenciálńıch funkćı kromě př́ıpadu ci = 0. Rychlost určuje k nule
pomaleji jdoućı exponenciála e−µx s µ = b/2−

√
b2/4− a2, což je pomaleǰśı

exponenciálńı funkce, než v př́ıpadě kritického tlumeńı. Je to překvapivý
fakt, že zvýšeńı tlumı́ćı śıly nad kritickou hodnotu tlumeńı kmit̊u zpomaĺı.

(c) Porovnejme konkrétńı př́ıklady s konstantou a = 1.2 (stejnou jako v ne-
tlumeném př́ıpadě, Př́ıklad 2.2) a r̊uzným stupněm tlumeńı α = b/a: s nu-
lovým α = 0, podkritickým α < 2, kritickým α = 2 a nadkritickým α > 2
stupněm tlumeńım α a sledujme rychlost kmitáńı a amplitudu kmit̊u.
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• Netlumené kmity: α = 0, b = 0. Diskriminant D = −4a2 = −2,42.
Perioda malých kmit̊u je T0 = 2π/a = 2π/1,2 = 5,236, amplituda
kmit̊u se neměńı.

• Podtlumené kmity: α = 0,56, b = αa = 0,672. Diskriminant má hod-
notu D = b2 − 4a2 = −2,3042, λ1,2 = −0,336 ± i 1,152. Perioda
malých kmit̊u je T = 2π/ν = 2π/1,152 = 5,454. Amplituda oscilaćı
řešeńı klesá jako e−0.336x, viz Obr. 5.
• Kritické tlumeńı: α = 2, b = αa = 2,4. Diskriminant je D = 0, kořeny
λ1,2 = −1,2. Výchylka klesá jako e−1,2x, viz Obr. 6.

• Nadkritické tlumeńı: α = 2,5, b = αa = 3. Diskriminant D = b2 −
4a2 = 1,82, λ1 = −0,6, λ2 = −2,4. Výchylka klesá jako e−0,6x, viz
Obr. 7. Všimněte si dva páry polopř́ımek: jedné strměǰśı – to je to
výjimečné

”
nejrychleǰśı“ tlumeńı, a druhé pozvolněǰśı, ke které se

všech ostatńı
”
zakřivené“ trajektorie bĺıž́ı – ty znázorňuj́ı to nadkri-

tické tlumeńı, které je
”
pomaleǰśı“ než menš́ı tlumeńı kritické.

(d) Obrázky 5–7 zobrazuj́ı trajektorie linearizované rovnice, která modeluje
přibližné trajektorie nelineárńı rovnice v okoĺı singulárńıho bodu. Všechny
trajektorie jsou orientovány do počátku, orientace však neńı vyznačena.

(e) V celém fázovém prostoru trajektorie úplných řešeńı nelineárńı rovnice
s tlumeńım zač́ınaj́ıćı vlevo nad osou y jdou doprava, maj́ı tvar

”
vln“

z Obr. 4, ale klesaj́ıćıch do okamžiku, kdy protnou osu y, a začnou se
bĺıžit k singulárńımu bodu jedńım ze zp̊usob̊u popsaným v Př́ıkladě 2.5
body (a)–(c).

Trajektorie zač́ınaj́ıćıch vpravo pod osou y jdou zprava doleva ve tvaru
rostoućıch

”
vln“ z Obr. 4 až do okamžiku, kdy protnou osu y. Tlumené

kyvadlo tedy rotuje v kladném nebo záporném směru až do okamžiku, kdy
už horńı polohu nepřekoná a začne se

”
kývat tam a zpět“ se zmenšuj́ıćım

se rozkmitem, jeho trajektorie ob́ıhá singulárńı bod. V př́ıpadě kritického
a nadkritického tlumeńı trajektorie singulárńı bod

”
neob́ıhá“.
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zakřivené“ tra-
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Obrázek 5. Podkritické

tlumeńı (a = 1,2, b = 0,672)..
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”
zakřivené“ tra-
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• netlumené kmity α = 0, b = 0. Diskriminant D = −4a2 = −2.42.
Perioda malých kmit̊u je T0 = 2π/a = 2π/1.2 = 5.236, amplituda kmit̊u
se neměńı.
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• nadkritické tlumeńı α = 2.5, b = 3. Diskriminant D = b2−4a2 = 1.82,
λ1 = −0.6, λ2 = −2.4. Výchylka klesá jako e−0.6x, viz Obr. 7. Všimněte
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rostoućıch

”
vln“ z Obr. 4 až do okamžiku, kdy protnou osu y. Tlumené ky-

vadlo tedy rotuje v kladném nebo záporném směru až do okamžiku, kdy
už horńı polohu nepřekoná a začne se

”
kývat tam a zpět“ se zmenšuj́ıćım

se rozkmitem, jeho trajektorie ob́ıhá singulárńı bod. V př́ıpadě kritického a
nadkritického tlumeńı trajektorie singulárńı bod

”
neob́ıhá“.

y

y′

Obr. 5: Podkritické tlumeńı

(a = 1.2; b = 0.56).

y

y′

Obr. 6: Kritické tlumeńı

(a = 1.2; b = 2.4).

y

y′

Obr. 7: Nadkritické tlumeńı

(a = 1.2, b = 3).

Obrázek 7. Nadkritické

tlumeńı (a = 1,2, b = 3).
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3. Př́ıklady z populačńı biologie

Spojité matematické modely v biologii, popisuj́ıćı vývoj populaćı vedou, viz [4], na
rovnice a soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic. Pokud se vněǰśı podmı́nky
v čase neměńı, rovnice i soustavy jsou autonomńı. Uvedeme několik př́ıklad̊u.

Naproti předchoźımu fyzikálńımu jevu matematického a fyzického kyvadla, kte-
rý je ve své idealizované podobě zcela přesný, modely v biologii přinášej́ı řadu
aproximaćı: jedince tvoř́ıćı populaci považujeme za identické: nerozlǐsujeme jejich
věk, pohlav́ı, velikost ani jiné individuálńı charakteristiky. Jejich počet, což je ve
skutečnosti nezáporné celé č́ıslo, nahrazujeme nezáporným reálným č́ıslem, v reálné
populaci př́ır̊ustek nastává s jistým časovým zpožděńım, atd.

Přes tato a daľśı zjednodušeńı, modely dávaj́ı zaj́ımavé výsledky, které vysvětluj́ı
některé skutečnosti. Omeźıme se jen na deterministické modely.

Modely dynamiky jedné populace

Mı́sto označeńı už́ıvaného v matematické biologii zachováme naše označeńı z ODR
z předchoźıch část́ı s nezávislou proměnnou x, která hraje roli času, a závislou
proměnnou y, která popisuje počet jedinc̊u v čase x. Bude to nezáporná reálná
funkce y(x). Vývoj počtu populace bude záviset jen na velikosti populace a nebude
záviset př́ımo na času x. Obecný model tak vede na autonomńı diferenciálńı rovnici
prvńıho řádu

y′ = f(y) = µ(y)y , y(0) = y0 ≥ 0

s parametrem r̊ustu µ(y), který udává počet µ∆x nově vzniklých jedinc̊u na každé-
ho jedince za časový úsek ∆x. V nejstarš́ım Malthusově modelu y′ = ay je parametr
r̊ustu konstantńı µ(y) = a; parametr a je rozd́ıl porodnosti a úmrtnosti, tj. rozd́ıl

počtu narozených a zemřelých vztažený na jednoho jedince a jednotku času. Úloha
má jediné řešeńı y(x) = y0 eax. Podle tohoto modelu pro kladné a počet jedinc̊u
roste exponenciálně do nekonečna.

Model odpov́ıdá skutečnosti jen v situaci, kdy počet jedinc̊u je malý a zdroje
potravy jsou dostatečné. Kromě nulového řešeńı všechna řešeńı jsou rostoućı, nu-
lové řešeńı y(x) = 0 je tedy neatraktivńı uzel. Doplňme, že pro a = 0 je počet
jedinc̊u konstantńı a pro a < 0 populace vymı́rá, nulové řešeńı je atraktivńı uzel.

Protože v reálném světě zdroje potravy jsou omezené, při zvětšováńı množstv́ı
jedinc̊u y nastává snižováńı parametru r̊ustu. Lineárńı závislost dává µ(y) = a−b y.
K parametru r̊ustu a jsme přidali parametr b zvaný zpomaleńı r̊ustu. Rovnice

y′ = (a− by)y

s kladnými parametry a, b vedle řešeńı y(x) = 0, které dává neatraktivńı uzel, má
také konstantńı řešeńı y(x) = y∗ = a/b. Je to

”
rovnovážný“ počet jedinc̊u: pro

počátečńı podmı́nku y(0) < y∗ řešeńı y(x) stoupá k y∗ a pro y(0) > y∗ řešeńı y(x)
klesá k y∗. Trajektorie singulárńıho řešeńı y(x) = y∗ je atraktivńı uzel, protože
všechna nenulová řešeńı se bĺıž́ı k rovnovážnému a

”
udržitelnému“ řešeńı y∗.
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Modely dvou populaćı

Uvažujme dvě r̊uzné populace obývaj́ıćı stejný prostor. Počet jejich jedinc̊u v čase
x budou popisovat dvě nezáporné reálné funkce y1(x), y2(x), přičemž vývoj jejich
počtu bude záviset jen na okamžitém počtu jedinc̊u obou populaćı. Model vede na
autonomńı soustavu dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

y′1 = f1(y1, y2) = µ1(y1, y2)y1 , y′2 = f2(y1, y2) = µ2(y1, y2)y2

se spojitými funkcemi µ1(y1, y2), µ2(y1, y2). Soustavu doplńıme počátečńımi pod-
mı́nkami y1(x0) = γ1, y2(x0) = γ2, kde γi ≥ 0, obvykle předpokládáme, že γi
jsou kladné. Pro jednoduchost mı́sto obecných spojitých funkćı µ1, µ2 se obvykle
uvažuj́ı jednoduché lineárńı závislosti s konstantńımi parametry, které popisuj́ı
jednotlivé vlivy. K rovnićım y′i = (ai − biyi)yi přidáme členy ciy1y2 popisuj́ıćı vliv
druhé populace:

y′1 = (a1 − b1y1 + c1y2)y1 , y′2 = (a2 − b2y2 + c2y1)y2 . (3.1)

Pro c1 > 0 populace y2 zvyšuje r̊ust populace y1, zat́ımco pro c1 < 0 populace y2
snižuje r̊ust populace y1. Význam parametru c2 je analogický.

Podle znamének parametr̊u c1, c2 rozlǐśıme tři základńı situace:

(A) oba parametry c1, c2 jsou kladné, jde o př́ıpad mutualismu, také symbiózy,
kdy se obě populace navzájem podporuj́ı,

(B) oba parametry c1, c2 jsou záporné, jde o konkurenci, kdy populace mezi
sebou o potravu soutěž́ı,

(C) parametry c1, c2 maj́ı opačná znaménka: c1 < 0, c2 > 0 jde o predaci, kdy
predátor y2 se živ́ı kořist́ı y1. V př́ıpadě c1 > 0, c2 < 0 jde jen o výměnu
roĺı.

Pomocné výsledky

Při zkoumáńı trajektoríı budeme využ́ıvat pojem nulkliny, viz [4]. V našem př́ıpadě
dvou proměnných prvńı nulklina je množina bod̊u ve fázovém prostoru, ve kterých
je prvńı složka tečného vektoru (y′1, y

′
2) řešeńı nulová, tj. y′1 = 0. Jsou to tedy

body fázového prostoru splňuj́ıćı f1(y1, y2) = 0. V těchto bodech je tečna řešeńı
rovnoběžná s osou y2. Analogicky druhou nulklinu tvoř́ı body fázového prostoru,
ve kterých je druhá složka tečného vektoru nulová, tj. y′2 = 0. Jsou to body, kde
f2(y1, y2) = 0, v těchto bodech má tečný vektor směr osy y1. Singulárńı body jsou
pr̊useč́ıky nulklin prvńıho a druhého druhu.

Typ singulárńıho bodu nelineárńı soustavy diferenciálńıch rovnic urč́ıme pomoćı
kořen̊u charakteristického polynomu př́ıslušné linearizované soustavy v tomto bodě
vztahy (1.4)–(1.5). Pokud tyto kořeny maj́ı nenulovou reálnou část, jsou nenulové
i v okoĺı a řešeńı nelineárńı a linearizované rovnice maj́ı stejný charakter.

Charakteristický polynom (1.6) má tvar

P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A) , (3.2)

kde Tr(A) = A11 + A22 je stopa matice A a det(A) = A11A22 − A12A21 je deter-
minant matice A = (Aij) parciálńıch derivaćı (∂fi/∂yj).
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Teorie kvadratických rovnic dává následuj́ıćı tvrzeńı, které nám umožńı určit
typ kořen̊u reálného polynomu (3.2) a pomoćı Věty 1.5 typ singulárńıho bodu.

Věta 3.1 (Kořeny kvadratického polynomu). Uvažujme kvadratický polynom
P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A) a jeho diskriminant

D = (Tr(A))2 − 4 det(A) = (A11 −A22)2 + 4A12A21 . (3.3)

Potom plat́ı:

(a) Kořeny λ1, λ2 splňuj́ı rovnosti Tr(A) = λ1 + λ2 a det(A) = λ1λ2.

(b) Pokud det(A) < 0, diskriminant D je kladný a polynom má dva reálné
nenulové kořeny λ1, λ2 s opačnými znaménky.

(c) Pokud det(A) ≥ 0 a diskriminant D ≥ 0, polynom má dva reálné kořeny
ne nutně r̊uzné. Jestlǐze Tr(A) > 0, kořeny jsou kladné. Jestlǐze Tr(A) < 0,
kořeny jsou záporné.

(d) Pokud det(A) ≥ 0 a D < 0, polynom má dva komplexně sdružené kořeny.

Zkoumejme soustavu rovnic (3.1). Předpokládejme, že parametry ai, bi, ci jsou
nenulové. Rovnice f1(y1, y2) ≡ y1(a1 − b1y1 + c1y2) = 0 dává dvě prvńı nulkliny

y1 = 0, a1 − b1y1 + c1y2 = 0.

Je to osa y2 a př́ımka p2 s ńı r̊uznoběžná.
Rovnice f2(y1, y2) ≡ y2(a2 − b2y2 + c2y1) = 0 dává dvě druhé nulkliny

y2 = 0, a2 − b2y2 + c2y1 = 0.

Je to osa y1 a př́ımka p1 s ńı r̊uznoběžná. Pr̊useč́ıky prvńıch nulklin s druhými jsou
singulárńı body. Jsou to vždy tři body S0 = (0, 0), S1 = (a1/b1, 0), S2 = (0, a2/b2).
Pokud

”
šikmé“ nulkliny nejsou rovnoběžné, tj. d = b1b2− c1c2 6= 0, jejich pr̊useč́ık

je čtvrtý singulárńı bod, který označ́ıme S12. Jednoduchý výpočet dává

S12 = (y∗1 , y
∗
2) =

(
a1b2 + a2c1
b1b2 − c1c2

,
a2b1 + a1c2
b1b2 − c1c2

)
≡
(
B1

d
,
B2

d

)
, (3.4)

kde
d = b1b2 − c1c2 , B1 = a1b2 + a2c1 , B2 = a2b1 + a1c2 .

Zálež́ı ještě na tom, zda pr̊useč́ık S12 lež́ı v prvńım kvadrantu.
Vyč́ısĺıme nyńı parametry linearizované soustavy v singulárńıch bodech. Matice

A koeficient̊u (1.5) linearizované soustavy v př́ıpadě (1.4) má složky

A11 = a1 − 2b1y
∗
1 + c1y

∗
2 , A12 = c1y

∗
1 , A21 = c2y

∗
2 , A22 = a2 + c2y

∗
1 − 2b2y

∗
2 .

V bodě S0 = (0, 0) plat́ı A11 = a1, A12 = A21 = 0, A22 = a2. Charakteristický
polynom

P (λ) = λ2 − (a1 + a2)λ+ a1a2 (3.5)

má dva ne nutně r̊uzné reálné kořeny a1, a2. Podle Věty 1.5 je S0 neatraktivńı uzel.
V bodě S1 = (a1/b1, 0) č́ısla Aij jsou A11 = −a1, A12 = a1c1/b1, A21 = 0,

A22 = a2 + a1c2/b1. Charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D je

P (λ) = λ2 −
(
B2

b1
− a1

)
λ− a1

B2

b1
, D =

(
B2

b1
+ a1

)2

. (3.6)
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Podobně v bodě S2 = (0, a2/b2) je A11 = a1 +a2c1/b2, A12 = 0, A21 = a2c2/b2,
A22 = −a2 a charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D vyjde

P (λ) = λ2 −
(
B1

b2
− a2

)
λ− a2

B1

b2
, D =

(
B1

b2
+ a2

)2

. (3.7)

Pokud d = b1b2−c1c2 6= 0, existuje i čtvrtý singulárńı bod S12 = (B1/d,B2/d) .
Spoč́ıtejme koeficienty matice A v tomto singulárńım bodu

A11 = −b1B1

d
, A12 =

c1B1

d
, A21 =

c2B2

d
, A22 = −b2B2

d
.

Koeficienty dávaj́ı charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D

P (λ)=λ2+
b1B1+b2B2

d
λ+

B1B2

d
, D=

(b1B1−b2B2)2

d2
+4

c1c2B1B2

d2
. (3.8)

Proberme jednotlivé př́ıpady podle znamének c1, c2, které určuj́ı situaci.

(A) Mutualismus, symbióza – kladné c1, c2

Necht’ všechny parametry a1, a2, b1, b2, c1, c2 jsou kladné. Potom B1, B2 jsou také
kladné. Nav́ıc předpokládejme, že d = b1b2−c1c2 je kladné. Kdyby d bylo záporné,

”
šikmé“ nulkliny by se neprot́ınaly v prvńım kvadrantu a obě populace by v limitě

rostly nade všechny meze, což by vedlo k destrukci prostřed́ı a následnému vyhy-
nut́ı obou populaćı. Z předchoźıho v́ıme, že prvńı nulkliny y′1 = 0 jsou dvě př́ımky:
y1 = 0, tj. osa y2, a př́ımka p2: a1− b1y1 + c1y2 = 0, která vycháźı ze singulárńıho
bodu S1 = (a1/b1, 0) s kladnou směrnićı b1/c1, viz Obr. 8.

V bodech prvńıho kvadrantu mezi polopř́ımkami y2 a p2 je hodnota funkce
y′1 = f1(y1, y2) kladná, proto prvńı složka y′1 tečného vektoru je kladná. V bodech
vpravo od pravé nulkliny p2 je prvńı složka tečného vektoru záporná.
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Podobně v bodě S2 = (0, a2/b2) je A11 = a1+a2c1/b2, A12 = 0, A21 = a2c2/b2,
A22 = −a2 a charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D vyjde

P (λ) = λ2 −
(

B1

b2
− a2

)
λ − a2

B1

b2
, D =

(
B1

b2
+ a2

)2

. (3.12)

Pokud d = b1b2 −c1c2 ̸= 0, existuje i čtvrtý singulárńı bod S12 = (B1/d,B2/d) .
Spoč́ıtejme koeficienty matice A v tomto singulárńım bodu

A11 = −b1B1

d
, A12 =

c1B1

d
, A21 =

c2B2

d
, A22 = −b2B2

d
.
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P (λ)=λ2+
b1B1+b2B2

d
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B1B2

d
, D=

(b1B1−b2B2)
2

d2
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c1c2B1B2

d2
. (3.13)

Proberme jednotlivé př́ıpady podle znamének c1, c2, které určuj́ı situaci.

(A) Mutualismus, symbióza – kladné c1, c2

Necht’ všechny parametry a1, a2, b1, b2, c1, c2 jsou kladné. Potom B1, B2 jsou
také kladné. Nav́ıc předpokládejme, že d = b1b2 − c1c2 je kladné. Kdyby d bylo
záporné,

”
šikmé“ nulkliny by se neprot́ınaly v prvńım kvadrantu a obě populace by

v limitě rostly nade všechny meze, což by vedlo k destrukci prostřed́ı a následnému
vyhynut́ı obou populaćı. Z předchoźıho v́ıme, že prvńı nulkliny y′

1 = 0 jsou dvě
př́ımky: y1 = 0, tj. osa y2, a př́ımka p2: a1 − b1y1 + c1y2 = 0, která vycháźı ze
singulárńıho bodu S1 = (a1/b1, 0) s kladnou směrnićı b1/c1, viz Obr. 8.

V bodech prvńıho kvadrantu mezi polopř́ımkami y2 a p2 je hodnota funkce
y′
1 = f1(y1, y2) kladná, proto prvńı složka y′

1 tečného vektoru je kladná. V bodech
vpravo od pravé nulkliny p2 je prvńı složka tečného vektoru záporná.

y1

y2

p1

p2

S0 S1

S2

S12

Obr. 8: Symbióza: nulkliny a singulárńı body

(a1 =4; b1 =1; c1 =0.25; a2 =2; b2 =1; c2 =0.2).

y1

y2

S0 S1

S2

S12

Obr. 9: Symbióza: tečné vektory trajektoríı

(a1 =4; b1 =1; c1 =0.25; a2 =2; b2 =1; c2 =0.2).

Analogicky vyšetř́ıme druhé nulkliny y′
2 = 0. Jsou to opět dvě př́ımky: y2 = 0,

tj. osa y1 a př́ımka p1: a2 − b2y2 + c2y1 = 0 vycházej́ıćı ze bodu S2 = (0, a2/b2)
s kladnou směrnićı c2/b2, viz Obr. 8. V bodech prvńıho kvadrantu mezi oběma

Obrázek 8. Symbióza: nulkliny a singulárńı

body (a1 = 4, b1 = 1, c1 = 0,25, a2 = 2,

b2 = 1, c2 = 0,2).

16 J. FRANCŮ
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(a1 =4; b1 =1; c1 =0.25; a2 =2; b2 =1; c2 =0.2).

y1

y2

S0 S1

S2

S12

Obr. 9: Symbióza: tečné vektory trajektoríı

(a1 =4; b1 =1; c1 =0.25; a2 =2; b2 =1; c2 =0.2).

Analogicky vyšetř́ıme druhé nulkliny y′
2 = 0. Jsou to opět dvě př́ımky: y2 = 0,

tj. osa y1 a př́ımka p1: a2 − b2y2 + c2y1 = 0 vycházej́ıćı ze bodu S2 = (0, a2/b2)
s kladnou směrnićı c2/b2, viz Obr. 8. V bodech prvńıho kvadrantu mezi oběma

Obrázek 9. Symbióza: tečné vektory

trajektoríı (a1 = 4, b1 = 1, c1 = 0,25,

a2 = 2,b2 = 1, c2 = 0,2).

Analogicky vyšetř́ıme druhé nulkliny y′2 = 0. Jsou to opět dvě př́ımky: y2 = 0,
tj. osa y1 a př́ımka p1: a2 − b2y2 + c2y1 = 0 vycházej́ıćı ze bodu S2 = (0, a2/b2)
s kladnou směrnićı c2/b2, viz Obr. 8. V bodech prvńıho kvadrantu mezi oběma
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př́ımkami je hodnota y′2 = f2(y1, y2) kladná, proto druhá složka tečného vektoru
y′2 je kladná, a v bodech nad horńı nulklinou je složka tečného vektoru záporná.

Protože d > 0,
”
šikmé“ nulkliny, př́ımky p1, p2, se prot́ınaj́ı v prvńım kvadrantu

v bodě S12 a rozděluj́ı tak prvńı kvadrant na čtyři oblasti. Podle znamének složek
tečného vektoru v Obr. 8 je zakreslena

”
orientace“ tečných vektor̊u, tj. ve kterém

kvadrantu nebo na které poloose je tečný vektor, protože v jednotlivých oblastech
a na nulklinách je tato orientace konstantńı. V Obr. 9 jsou zakresleny skutečné
tečné vektory. Podle Věty 1.5 a podsekce Pomocné výsledky v souladu s Obr.8, 9
bod S0 je neatraktivńı uzel, body S1, S2 sedla a S12 atraktivńı uzel.

Všimněte si efektu symbiózy: singulárńı bod S12 přitahuje všechna řešeńı (kromě
poloos y1, y2) a dává vyšš́ı

”
rovnovážné hodnoty“ pro obě populace, než jsou

rovnovážné hodnoty ai/bi u obou populaćı bez vzájemného vlivu. Tento stav je
proto stabilńı a

”
udržitelný“. Je to atraktivńı uzel.

(B) Konkurence — záporné c1, c2

Necht’ všechny parametry a1, a2, b1, b2 jsou kladné a parametry c1, c2 záporné.
Stejně jako v př́ıpadě symbiózy prvńı nulkliny y′1 = 0 jsou dvě př́ımky: y1 = 0, tj.
osa y2, a

”
šikmá“ př́ımka p2: a1 − b1y1 + c1y2 = 0, která vycháźı ze singulárńıho

bodu S1 = (a1/b1, 0) se zápornou směrnićı b1/c1 < 0. Druhé nulkliny y′2 = 0 jsou
také dvě př́ımky: y2 = 0, tj. osa y1 a

”
šikmá“ př́ımka p1: a2−b2y2+c2y1 = 0, která

vycháźı ze singulárńıho bodu S2 = (0, a2/b2) se zápornou směrnićı c2/b2 < 0.
V př́ıpadě konkurence se prvńı nulkliny nav́ıc prot́ınaj́ı v prvńım kvadrantu na

kladné poloose y2 v pr̊useč́ıku P1 = (0,−a1/c1) a druhé nulkliny se prot́ınaj́ı na
kladné poloose y1 v bodě P2 = (−a2/c2, 0). Pozor, tyto pr̊useč́ıky ovšem nejsou
singulárńımi body, prot́ınaj́ı se zde dvě prvńı nebo dvě druhé nulkliny. Nav́ıc,
pokud koeficient d = b1b2 − c1c2 je nenulový, šikmé nulkliny se prot́ınaj́ı.

Jaké je pořad́ı bod̊u S1 a P2 na poloose y1? Jestliže B2 = a2b1+a1c2 > 0, potom
a2b1 > −a1c2 > 0, odkud plyne −a2/c2 > a1b1, tedy pr̊useč́ık P2 lež́ı vpravo za
singulárńım bodem S1. V opačném př́ıpadě B2 < 0 pr̊useč́ık P2 lež́ı vlevo před
S1. Podobně v př́ıpadě B1 = a1b2 + a2c1 > 0 na poloose y2 pr̊useč́ık P1 lež́ı nad
bodem S2, pro B1 < 0 bod P1 lež́ı pod bodem S2. V př́ıpadě B1 = 0 nebo B2 = 0
body P1, S2 nebo P2, S1 splývaj́ı.

Rozlǐśıme jednotlivé situace podle znamének parametr̊u B1, B2.

(Ba)
”
Slabá konkurence“ – kladné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı za bodem S1 a na poloose y2 bod P1

lež́ı nad bodem S2, viz Obr. 10.
Jaké je d? Z podmı́nky B1 > 0 plyne b2/a2 > −c1/a1 > 0, podmı́nka B2 > 0

dává b1/a1 > −c2/a2 > 0. Součin obou nerovnost́ı po vynásobeńı a1a2 > 0 dává
b1b2 > c1c2, proto d > 0. To potvrzuje skutečnost, že pr̊useč́ık S12, lež́ı v prvńım
kvadrantu, jeho souřadnice, viz (3.4), jsou kladné.

Nulkliny prot́ınaj́ıćı se v singulárńım bodě S12 rozděluj́ı prvńı kvadrant na
čtyři části. Podle znamének f1(y1, y2), f2(y1, y2) v nich vykresĺıme

”
orientaci“

př́ıslušných tečných vektor̊u (y′1, y
′
2), viz Obr. 10.
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Vyšetřeme singulárńı body. Podle Věty 1.5 a výsledk̊u podsekce Pomocné vý-
sledky v souladu s Obr.10, 11 bod S0 je neatraktivńı uzel. Podle (3.6) a (3.7)
charakteristické polynomy v bodech S1 a S2 maj́ı záporný absolutńı člen det(A),
maj́ı proto reálné kořeny s opačnými znaménky a body S1, S2 jsou tud́ıž sedla.
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Vyšetřeme singulárńı body. Podle Věty 1.5 a výsledk̊u podsekce Pomocné výsled-
ky v souladu s Obr. 10, 11 bod S0 je neatraktivńı uzel. Podle (3.11) a (3.12) cha-
rakteristické polynomy v bodech S1 a S2 maj́ı záporný absolutńı člen det(A), maj́ı
proto reálné kořeny s opačnými znaménky a body S1, S2 jsou tud́ıž sedla.
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Obr. 10: Slabá konkurence: nulkliny, sing. body

(a1 =4; b1 =2; c1 =−1; a2 =3; b2 =1; c2 =−0.6).
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Obr. 11: Slabá konkurence: tečné vektory

(a1 =4; b1 =2; c1 =−1; a2 =3; b2 =1; c2 =−0.6).

Ve čtvrtém singulárńım bodě S12 podle (3.13) je det(A) = B1B2/d kladný, dis-
kriminant D kladný a stopa Tr(A) je záporná. Podle Věty 3.1 kořeny jsou záporné.
Podle Věty 1.5 bod S12 je atraktivńı uzel. Pro kontrolu vykresleme směrové vektory
v Obr. 11, potvrzuj́ı typy singulárńıch bod̊u.

Jaké je hodnoceńı situace? Všechny trajektorie (kromě bod̊u na poloosách y1

a y2) směřuj́ı do atraktivńıho bodu S12, který dává obou druh̊um rovnovážný
stabilńı stav. Tento stav je sice menš́ı než v př́ıpadě samotné prvńı nebo druhé
populace, ale oba druhy přež́ıvaj́ı.

(Bb)
”
Silná konkurence“ – záporné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2

bod P1 před bodem S2, viz Obr. 12. Záporné B1, B2 dávaj́ı 0 < b2/a2 < −c1/a1,
0 < b1/a1 < −c2a2, součin nerovnost́ı pak b1b2 < c1c2. Proto d < 0 a v (3.7)
souřadnice bodu S12 jsou kladné. Nulkliny se prot́ınaj́ı v singulárńım bodě S12

a rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři části. Podle znamének f1(y1, y2), f2(y1, y2) je
v Obr. 12 vykreslena orientace př́ıslušných tečných vektor̊u (y′

1, y
′
2).

Určeme typy singulárńıch bod̊u. Z Věty 1.5 s (3.10) plyne, že bod S0 je ne-
atraktivńı uzel. Podle (3.11) v bodě S1 charakteristický polynom (3.11) má d́ıky
B2 < 0 zápornou stopu Tr(A) a nezáporný diskriminant D. Kořeny λ1, λ2 jsou
proto záporné a podle Věty 1.5 singulárńı bod S1 je atraktivńı uzel. Analogickým
výpočtem lze zjistit, že singulárńı bod S2 je také atraktivńı uzel.

V singulárńım bodě S12 je det(A) = B1B2/d záporný, protože B1, B2, d jsou
záporné. Charakteristický polynom P (λ) má kladný diskriminant, viz (3.13). Podle
Věty 3.1 polynom P (λ) má proto reálné kořeny s opačnými znaménky a Věta 1.5
dává, že singulárńı bod S12 je sedlo. Směrové vektory v Obr. 12 to potvrzuj́ı.

Obrázek 10. Slabá konkurence: nulkliny,

singulárńı body (a1 = 4, b1 = 2, c1 = −1,

a2 = 3, b2 = 1, c2 = −0,6).
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stabilńı stav. Tento stav je sice menš́ı než v př́ıpadě samotné prvńı nebo druhé
populace, ale oba druhy přež́ıvaj́ı.

(Bb)
”
Silná konkurence“ – záporné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2

bod P1 před bodem S2, viz Obr. 12. Záporné B1, B2 dávaj́ı 0 < b2/a2 < −c1/a1,
0 < b1/a1 < −c2a2, součin nerovnost́ı pak b1b2 < c1c2. Proto d < 0 a v (3.7)
souřadnice bodu S12 jsou kladné. Nulkliny se prot́ınaj́ı v singulárńım bodě S12

a rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři části. Podle znamének f1(y1, y2), f2(y1, y2) je
v Obr. 12 vykreslena orientace př́ıslušných tečných vektor̊u (y′

1, y
′
2).

Určeme typy singulárńıch bod̊u. Z Věty 1.5 s (3.10) plyne, že bod S0 je ne-
atraktivńı uzel. Podle (3.11) v bodě S1 charakteristický polynom (3.11) má d́ıky
B2 < 0 zápornou stopu Tr(A) a nezáporný diskriminant D. Kořeny λ1, λ2 jsou
proto záporné a podle Věty 1.5 singulárńı bod S1 je atraktivńı uzel. Analogickým
výpočtem lze zjistit, že singulárńı bod S2 je také atraktivńı uzel.

V singulárńım bodě S12 je det(A) = B1B2/d záporný, protože B1, B2, d jsou
záporné. Charakteristický polynom P (λ) má kladný diskriminant, viz (3.13). Podle
Věty 3.1 polynom P (λ) má proto reálné kořeny s opačnými znaménky a Věta 1.5
dává, že singulárńı bod S12 je sedlo. Směrové vektory v Obr. 12 to potvrzuj́ı.

Obrázek 11. Slabá konkurence: tečné

vektory (a1 = 4, b1 = 2, c1 = −1, a2 = 3,

b2 = 1, c2 = −0,6).

Ve čtvrtém singulárńım bodě S12 podle (3.8) je det(A) = B1B2/d kladný, dis-
kriminant D kladný a stopa Tr(A) je záporná. Podle Věty 3.1 kořeny jsou záporné.
Podle Věty 1.5 bod S12 je atraktivńı uzel. Pro kontrolu vykresleme směrové vektory
v Obr.11, potvrzuj́ı typy singulárńıch bod̊u.

Jaké je hodnoceńı situace? Všechny trajektorie (kromě bod̊u na poloosách y1
a y2) směřuj́ı do atraktivńıho bodu S12, který dává oběma druh̊um rovnovážný
stabilńı stav. Tento stav je sice menš́ı než v př́ıpadě samotné prvńı nebo druhé
populace, ale oba druhy přež́ıvaj́ı.

(Bb)
”
Silná konkurence“ – záporné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2 bod
P1 před bodem S2, viz Obr. 12. Záporné B1, B2 dávaj́ı 0 < b2/a2 < −c1/a1,
0 < b1/a1 < −c2a2, součin nerovnost́ı pak b1b2 < c1c2. Proto d < 0 a v (3.4)
souřadnice bodu S12 jsou kladné. Nulkliny se prot́ınaj́ı v singulárńım bodě S12

a rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři části. Podle znamének f1(y1, y2), f2(y1, y2) je
v Obr.12 vykreslena orientace př́ıslušných tečných vektor̊u (y′1, y

′
2).

Určeme typy singulárńıch bod̊u. Z Věty 1.5 s (3.5) plyne, že bod S0 je ne-
atraktivńı uzel. Podle (3.6) v bodě S1 charakteristický polynom (3.6) má d́ıky
B2 < 0 zápornou stopu Tr(A) a nezáporný diskriminant D. Kořeny λ1, λ2 jsou
proto záporné a podle Věty 1.5 singulárńı bod S1 je atraktivńı uzel. Analogickým
výpočtem lze zjistit, že singulárńı bod S2 je také atraktivńı uzel.

V singulárńım bodě S12 je det(A) = B1B2/d záporný, protože B1, B2, d jsou
záporné. Charakteristický polynom P (λ) má kladný diskriminant, viz (3.8). Podle
Věty 3.1 polynom P (λ) má proto reálné kořeny s opačnými znaménky a Věta 1.5
dává, že singulárńı bod S12 je sedlo. Směrové vektory v Obr. 12 to potvrzuj́ı.
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Obr. 12: Silná konkurence: nulkliny, sing. body

(a1 =5; b1 =1; c1 =−3; a2 =4; b2 =1; c2 =−2).
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Obr. 13: Silná konkurence: tečné vektory

(a1 =5; b1 =1; c1 =−3; a2 =4; b2 =1; c2 =−2).

Jaké je hodnoceńı situace? Narozd́ıl od slabé konkurence, kdy body S1 a S2

byla sedla a S12 atraktivńı uzel, v př́ıpadě silné konkurence stavy S1 a S2 jsou
atraktivńı uzly a S12 sedlo. Téměř všechny trajektorie proto jdou bud’ do bodu
S1 nebo S2, tedy bud’ jedna nebo druhá populace vyhyne, zálež́ı na počátečńıch
hodnotách populaćı.

(Bc)
”
Dominance“ prvńı populace – B1 kladné a B2 záporné

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2

bod P1 nad bodem S2, viz Obr. 14. Nulkliny se v prvńım kvadrantu neprot́ınaj́ı,
rozděluj́ı ho proto jen na tři části, pr̊useč́ık S12 ”

šikmých“ nulklin neńı v prvńım
kvadrantu nebo neexistuje. Podle znamének hodnot f1(y1, y2), f2(y1, y2) vykres-
leme v jednotlivých oblastech

”
orientaci“ tečných vektor̊u (y′

1, y
′
2), viz Obr. 14.
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Obr. 14: Dominance: nulkliny a singulárńı

body (a1 =5; b1 =1; c1 =−1.25;

a2 =4; b2 =2; c2 =−2).
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Obr. 15: Dominance: tečné vektory trajektoríı

(a1 =5; b1 =1; c1 =−1.25;

a2 =4; b2 =2; c2 =−2).

Jakého typu jsou singulárńı body? Opět (3.10) dává, že bod S0 je neatraktivńı
uzel. Charakteristický polynom (3.11) má v bodě S1 d́ıky (3.11) a B2 < 0 zápornou

Obrázek 12. Silná konkurence: nulkliny,

singulárńı body (a1 = 5, b1 = 1, c1 = −3,

a2 = 4, b2 = 1, c2 = −2).
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hodnotách populaćı.
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vektory (a1 = 5, b1 = 1, c1 = −3, a2 = 4,

b2 = 1, c2 = −2).
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byla sedla a S12 atraktivńı uzel, v př́ıpadě silné konkurence stavy S1 a S2 jsou
atraktivńı uzly a S12 sedlo. Téměř všechny trajektorie proto jdou bud’ do bodu
S1 nebo S2, tedy bud’ jedna nebo druhá populace vyhyne, zálež́ı na počátečńıch
hodnotách populaćı.

(Bc)
”
Dominance“ prvńı populace – B1 kladné a B2 záporné

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2 bod P1

nad bodem S2, viz Obr. 14. Nulkliny se v prvńım kvadrantu neprot́ınaj́ı, rozděluj́ı
ho proto jen na tři části, pr̊useč́ık S12 ”

šikmých“ nulklin neńı v prvńım kvad-
rantu nebo neexistuje. Podle znamének hodnot f1(y1, y2), f2(y1, y2) vykresleme
v jednotlivých oblastech

”
orientaci“ tečných vektor̊u (y′1, y

′
2), viz Obr. 14.
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Obr. 15: Dominance: tečné vektory trajektoríı

(a1 =5; b1 =1; c1 =−1.25;

a2 =4; b2 =2; c2 =−2).

Jakého typu jsou singulárńı body? Opět (3.10) dává, že bod S0 je neatraktivńı
uzel. Charakteristický polynom (3.11) má v bodě S1 d́ıky (3.11) a B2 < 0 zápornou

Obrázek 14. Dominance: nulkliny a

singulárńı body (a1 = 5, b1 = 1, c1 = −1,25,

a2 = 4, b2 = 2, c2 = −2).
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hodnotách populaćı.
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trajektoríı (a1 = 5, b1 = 1, c1 = −1,25,
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Jakého typu jsou singulárńı body? Opět (3.5) dává, že bod S0 je neatraktivńı
uzel. Charakteristický polynom (3.6) má v bodě S1 d́ıky (3.6) a B2 < 0 zápornou
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stopu Tr(A) a nezáporný diskriminant D. Kořeny λ1, λ2 jsou proto záporné a
z Věty 1.5 plyne, že singulárńı bod S1 je atraktivńı uzel.

V singulárńım bodě S2 = (0, a2/b2) je situace odlǐsná. Podle (3.7) determinant
det(A) je záporný, a z Věty 3.1 plyne, že polynom P (λ) má dva reálné kořeny
s opačnými znaménky. Věta 1.5 potom dává, že singulárńı bod S2 je sedlo.

Jaké je hodnoceńı situace? V tomto př́ıpadě je situace pro
”
slabš́ı“ druh ještě

horš́ı než v př́ıpadě silné konkurence. Kromě výjimečné situace y1 = 0, kdy prvńı
druh neexistuje, populace y2 vždy vyhyne. Prvńı druh se ustáĺı na stejné hodnotě,
jako v př́ıpadě, kdy druhý druh neexistuje.

(Bd)
”
Dominance“ druhé populace – B1 záporné a B2 kladné

V př́ıpadě B1 < 0 a B2 > 0 je situace opačná, S2 je atraktivńı uzel, S1 je sedlo,
prvńı druh vyhyne a druhý se ustáĺı na hodnotě, jako když prvńı druh neexistuje.

(Be) Mezńı situace: B1 nebo B2 nulové

V daľśım stručně analyzujeme
”
mezńı situace“, kdy B1 nebo B2 je nulové. Opět

parametry a1, a2, b1, b2 jsou kladné a c1, c2 záporné. Jestliže B1 = a1b2 +a2c1 = 0,
potom c1 = −a1b2/a2 body P1, S2 a S12 splynou. V daľśım rozlǐśıme znaménko
B2, které určuje, zda pr̊useč́ık P2 je před nebo za singulárńım bodem S1.
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Obr. 16: B1 = 0, B2 > 0
(a1 = 3, b1 = 2, c1 = −1,
a2 = 3.6, b2 = 1.2, c2 = −1.2)
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Obr. 17: B1 = 0, B2 < 0.
(a1 = 3, b1 = 2, c1 = −1,
a2 = 3.6, b2 = 1.2, c2 = −1.2)
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Obr. 18: B1 = 0, B2 = 0.
(a1 = 3, b1 = 1, c1 = −1,
a2 = 3, b2 = 1, c2 = −1)

(i) B1 nulové, B2 kladné: Protože B2 ≡ a2b1 +a1c2 > 0, pr̊useč́ık P2 lež́ı na
ose y1 za singulárńım bodem S1 a soustava má tři singulárńı body, viz Obr.
16. Bod S0 je ve všech př́ıpadech neatraktivńı uzel, viz (3.10). Podle (3.11)
v bodě S1 charakteristický polynom má dva r̊uzné reálné kořeny s opačnými
znaménky, bod S1 je sedlo v souladu s Obr. 16.

V bodě S2 vztah (3.12) dává charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2λ,
který má nulový a záporný kořen, což v našem př́ıpadě nelineárńı soustavy

Obrázek 16. B1 = 0,

B2 > 0 (a1 = 3, b1 = 2,

c1 = −1, a2 = 3,6, b2 = 1,2,

c2 = −1,2).
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ose y1 za singulárńım bodem S1 a soustava má tři singulárńı body, viz Obr.
16. Bod S0 je ve všech př́ıpadech neatraktivńı uzel, viz (3.10). Podle (3.11)
v bodě S1 charakteristický polynom má dva r̊uzné reálné kořeny s opačnými
znaménky, bod S1 je sedlo v souladu s Obr. 16.

V bodě S2 vztah (3.12) dává charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2λ,
který má nulový a záporný kořen, což v našem př́ıpadě nelineárńı soustavy

Obrázek 18. B1 = 0, B2 = 0

(a1 = 3, b1 = 1, c1 = −1,

a2 = 3, b2 = 1, c2 = −1).

(i) B1 nulové, B2 kladné: Protože B2 ≡ a2b1 + a1c2 > 0, pr̊useč́ık P2 lež́ı
na ose y1 za singulárńım bodem S1 a soustava má tři singulárńı body,
viz Obr. 16. Bod S0 je ve všech př́ıpadech neatraktivńı uzel, viz (3.5).
Podle (3.6) v bodě S1 charakteristický polynom má dva r̊uzné reálné kořeny
s opačnými znaménky, bod S1 je sedlo v souladu s Obr. 16.

V bodě S2 vztah (3.7) dává charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2λ,
který má nulový a záporný kořen, což v našem př́ıpadě nelineárńı soustavy
typ bodu nedává. Podle orientace tečných vektor̊u v okoĺı izolovaného sin-
gulárńıho bodu S2, viz Obr. 16, všechny trajektorie do bodu S2 směřuj́ı,
proto bod S2 je atraktivńı uzel.
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Jaké je hodnoceńı situace? Narozd́ıl od př́ıpadu (Ba) slabé konkurence
populace y1 vyhyne, (kromě př́ıpadu y2 = 0) stejně jako v př́ıpadě (Bd)
dominance druhé populace.

(ii) B1 nulové, B2 záporné: Protože B2 je záporné, pr̊useč́ık P2 lež́ı před
singulárńım bodem S1, viz Obr. 17. Bod S0 je neatraktivńı uzel. V bodě
S1 charakteristický polynom (3.6) má kladný lineárńı i absolutńı člen, proto
má záporné kořeny a bod S1 je atraktivńı uzel.

V bodě S2 vztah (3.7) dává charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2λ,
který má nulový a záporný kořen, což typ bodu nedává. Podle orientace
tečných vektor̊u v jeho okoĺı, viz Obr. 17, existuj́ı trajektorie, které do
bodu směřuj́ı, i trajektorie, které se od něj vzdaluj́ı, bod S2 je proto sedlo.

Jaké je hodnoceńı situace? V tomto př́ıpadě populace y2 vyhyne (kromě
př́ıpadu y1 = 0) stejně jako v př́ıpadě (Bc) dominance prvńı populace.

(iii) B1 i B2 nulové: V tomto př́ıpadě také body P2 a S1 splynuly, viz Obr. 18.
Prvńı a druhá šikmá nulklina splynuly, singulárńı body proto tvoř́ı celou
úsečku S1S2. Bod S0 z̊ustává neatraktivńım uzlem. Podle Obr. 18. všechny
trajektorie v okoĺı všech bod̊u úsečky S1S2 k singulárńım bod̊um směřuj́ı.

Jaké je hodnoceńı situace? V tomto nestabilńım př́ıpadě se obě populace
ustáĺı v některém bodě úsečky S1S2 v závislosti na počátečńım stavu.

(iv) B2 nulové: Záměnou populaćı y1 a y2 pro B1 > 0, dostáváme př́ıpad (i)
a pro B1 < 0 př́ıpad (ii) s přehozenými rolemi populaćı.

(C) Modely predátor - kořist — záporné c1 a kladné c2

Tyto modely popisuj́ı situaci dvou populaćı: prvńı y1 se nazývá kořist, druhá y2
predátor nebo dravec, která se kořist́ı živ́ı. Např́ıklad kořist́ı je sněžný kráĺık a
predátorem rys. Daľśımi př́ıklady jsou kapři a štiky v rybńıku, losi a vlci.

Predátor se živ́ı kořist́ı, snižuje populaci kořisti, parametr c1 je proto záporný.
Množstv́ı kořisti umožňuje množeńı predátora, proto parametr c2 je kladný.

Uvedeme zjednodušený model, který nese jména dvou autor̊u. Model navrhl
Alfred J. Lotka v roce 1910 pro chemické reakce, v roce 1925 model aplikoval na
systém predátor-kořist ve své knize o biomatematice. Nezávisle stejné rovnice pu-
blikoval Vito Volterra 1926, aby vysvětlil periodické chováńı počtu vylovených ryb
v Jaderském moři. Model byl inspirován periodickým vývojem počtu vykoupených
kožek sněžných kráĺık̊u a rys̊u v severńı Kanadě v letech 1845–1935, viz např. [5].

Klasický Lotk̊uv-Volterr̊uv model

Model je popsán např. v [4]. Abychom mohli využ́ıt pro model výsledky ze subsekce
Pomocné výsledky, využijeme označeńı parametr̊u z předchoźıch část́ı. Pro kořist
y1 necháme parametr a1 kladný, omezeńı zdroji potravy zanedbáme, tj. polož́ıme
b1 = 0. Predátor se živ́ı kořisti, č́ımž snižuje populaci kořisti, tj. parametr c1 je
záporný. Predátor bez kořisti vymı́rá, proto parametr a2 je záporný. Omezeńı
prostřed́ım zanedbáme, tj. b2 = 0, množstv́ı potravy kořisti umožňuje př́ır̊ustek
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predátora, proto je c2 > 0. Soustava rovnic (3.1) se tedy redukuje na

y′1 = a1y1 + c1y1y2 = (a1 + c1y2)y1,

y′2 = a2y2 + c2y1y2 = (a2 + c2y1)y2,
(3.9)

přičemž parametry a1, c2 jsou kladné a a2, c1 záporné.
Prvńı nulkliny jsou dvě na sebe kolmé př́ımky: y1 = 0, tj. osa y2, a př́ımka

p2 : a1 + c1y2 = 0 vycházej́ıćı z bodu (−a1/c1, 0) kolmá na osu y1. Druhé nulkliny
jsou také dvě na sebe kolmé př́ımky: y2 = 0, tj. osa y1, a př́ımka p1 : a2 + c2y1 = 0
vycházej́ıćı z bodu (0,−a2/c2) kolmá na osu y2, viz Obr. 19.

Nulkliny se prot́ınaj́ı ve čtyřech bodech: singulárńı body jsou však pouze dva
S0 = (0, 0), S12 = (−a2/c2,−a1, c1), protože bod P1 = (0,−a1/c1) je pr̊useč́ık
prvńıch nulklin a bod P2 = (−a2/c2, 0) pr̊useč́ık druhých nulklin, ne dvou r̊uzných
nulklin. Nulkliny rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři části. Vykresleme v Obr. 19
nulkliny a směr tečen trajektoríı v př́ıslušných oblastech.
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Pro určeńı typu singulárńıch bod̊u urč́ıme koeficienty Aij př́ıslušné linearizo-
vané rovnice: A11 = a1 + c1y

∗
2 , A12 = c1y

∗
1 , A21 = c2y

∗
2 , A22 = a2 + c2y

∗
1 a

charakteristický polynom nabude tvar

P (λ) = λ2 − (a1 + a2 + c1y
∗
2 + c2y

∗
1)λ + (a1 + c1y

∗
2)(a2 + c2y

∗
1). (3.15)

V bodě S0 = (0, 0) charakteristický polynom P (λ) = λ2 − (a1 +a2)λ+a1a2 má
kořeny λ1 = a1 > 0, λ2 = a2 < 0, tj. s opačnými znaménky. Podle Věty 1.5 bod
S0 je sedlo.

V bodě S12 = (−a2/c2, −a1/c1) je A11 = A22 = 0, což dává Tr(A) = 0. Dále
A12 = −c1a2/c2, A21 = −c2a1/c1 odkud det(A) = −A12A21 = −a1a2 > 0. V bodě
S12 tedy polynom P (λ) = λ2 − a1a2 má nulovou stopou a záporný diskriminant
D = 4a1a2 < 0, má tedy dvojici komplexně sdružených kořen̊u s nulovou reálnou
část́ı. Protože soustava rovnic je nelineárńı, z toho neplyne, že singulárńı bod S12

je střed. Mohlo by to být atraktivńı nebo neatraktivńı ohnisko.
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Obr. 19: Predátor-kořist: nulkliny a body

(a1 = 3; c1 = −1; a2 = −4; c2 = 1).
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Obr. 20: Predátor-kořist: tečné vektory

(a1 = 3; c1 = −1; a2 = −4; c2 = 1).

Obrázek 19. Predátor-kořist: nulkliny a

body (a1 = 3, c1 = −1, a2 = −4, c2 = 1).
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kořeny λ1 = a1 > 0, λ2 = a2 < 0, tj. s opačnými znaménky. Podle Věty 1.5 bod
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V bodě S12 = (−a2/c2, −a1/c1) je A11 = A22 = 0, což dává Tr(A) = 0. Dále
A12 = −c1a2/c2, A21 = −c2a1/c1 odkud det(A) = −A12A21 = −a1a2 > 0. V bodě
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Pro určeńı typu singulárńıch bod̊u urč́ıme koeficienty Aij př́ıslušné linearizo-
vané rovnice: A11 = a1 + c1y

∗
2 , A12 = c1y

∗
1 , A21 = c2y

∗
2 , A22 = a2 + c2y

∗
1 a

charakteristický polynom nabude tvar

P (λ) = λ2 − (a1 + a2 + c1y
∗
2 + c2y

∗
1)λ+ (a1 + c1y

∗
2)(a2 + c2y

∗
1).

V bodě S0 = (0, 0) charakteristický polynom P (λ) = λ2− (a1 +a2)λ+a1a2 má
kořeny λ1 = a1 > 0, λ2 = a2 < 0, tj. s opačnými znaménky. Podle Věty 1.5 bod
S0 je sedlo.

V bodě S12 = (−a2/c2,−a1/c1) je A11 = A22 = 0, což dává Tr(A) = 0. Dále
A12 = −c1a2/c2, A21 = −c2a1/c1 odkud det(A) = −A12A21 = −a1a2 > 0.
V bodě S12 tedy polynom P (λ) = λ2 − a1a2 má nulovou stopou a záporný diskri-
minant D = 4a1a2 < 0, má tedy dvojici komplexně sdružených kořen̊u s nulovou
reálnou část́ı. Protože soustava rovnic je nelineárńı, z Věty 1.5 neplyne, že sin-
gulárńı bod S12 je střed. Obecně by se mohlo jednat o ohnisko nebo bod rotace.
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V našem př́ıpadě však lze spoč́ıtat trajektorie jako
”
vrstevnice“ funkce dané vzta-

hem F (y1, y2) = const, viz [4]. Z rovnic (3.9) plyne

dy1
dy2

=
(a1 + c1y2)y1
(a2 + c2y1)y2

.

V rovnosti proměnné y1, y2 lze separovat
(
a2
y1

+ c2

)
dy1 =

(
a1
y2

+ c1

)
dy2

a integraćı źıskáváme a2 ln(y1)+c2y1 = a1 ln(y2)+c1y2+const, což dává implicitńı
rovnice pro trajektorie

F (y1, y2) ≡ a2 ln(y1) + c2y1 − a1 ln(y2)− c1y2 = const.

Funkce F má v bodě S12 = (−a2/c2,−a1/c1) obě prvńı parciálńı derivace nulové.
Protože a1, c2 jsou kladné a a2, c1 záporné, druhé derivace v bodě S12 jsou

F ′′y1y1(S12) = −a2/y21 > 0, F ′′y1y2(S12) = 0, F ′′y2y2(S12) = a1/y
2
2 > 0.

Proto v bodě S12 funkce F (y1, y2) má ostré lokálńı minimum. Trajektorie v okoĺı
bodu S12 – vrstevnice funkce F (y1, y2) – jsou tud́ıž uzavřené křivky a singulárńı
bod S12 je střed.

Jaké je hodnoceńı situace? Pokud je kořist nulová y1 = 0, predátor vyhyne.
Pokud neexistuje predátor y2 = 0, kořist se množ́ı neomezeně. V singulárńım bodě
S12 je stav kořisti i predátor̊u neměnný. Mimo tyto př́ıpady jde o periodický jev,
vývoj prob́ıhá v cyklu, kdy se postupně periodicky opakuj́ı čtyři situace:

(a) predátor̊u je málo, kořist se množ́ı,
(b) kořisti je mnoho, roste počet predátor̊u,
(c) predátor̊u je mnoho, klesá počet kořisti,
(d) kořisti je málo, klesá počet predátor̊u.

Závěrečné poznámky

Prozkoumali jsme chováńı matematického kyvadla. Nelineárńı rovnice přinesla
daľśı druhy reálného chováńı, které linearizovaný model nedokázal popsat. Vy-
skytly se zde singulárńı body střed a sedlo. Přidáńım tlumeńı se singulárńı bod
střed změnil na atraktivńı ohnisko nebo atraktivńı uzel podle velikosti tlumeńı.
Zaj́ımavé je také studovat př́ıpady tlumeńı, které závisej́ı na rychlosti nelineárně,
a které mohou přinést utlumeńı pohybu v konečném čase.

Kyvadlo je jedńım z př́ıpad̊u periodických jev̊u v mechanice. Podobný jev je
periodický pohyb kuličky po dráze tvaru ṕısmene U, tj. rovinné křivky v R3 dané
vztahy x3 = ϕ(x2), x1 = 0. Perioda pohybu kuličky po dráze záviśı na tvaru
dráhy, tj. funkci ϕ. Obvykle perioda kmit̊u záviśı na velikosti

”
rozkmitu“, v př́ıpadě

dráhy tvaru cykloidy, tj. funkce hyperbolický kosinus, perioda kmitáńı na rozkmitu
nezáviśı, v́ıce např. [1].

Model̊um populačńı dynamiky je věnována např. monografie [4]. V př́ıpadě dvou
populaćı jsme rozlǐsili tři základńı vztahy: symbióza, konkurence a predace. Źıskali
jsme tak singulárńı body typu atraktivńıho i neatraktivńıho uzlu, sedla i středu.
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Zaj́ımavým výsledkem je rozlǐseńı tř́ı r̊uzných stupň̊u konkurence. Ve speciálńım
př́ıpadě konkurence vzniklo nekonečně mnoho rovnovážných stav̊u.

Vztah predace jsme uvedli jen v zjednodušeném tvaru. Složitěǰśı modely mohou
vést i k typu atraktivńıho ohniska, př́ıpadně k atraktivńımu cyklu.
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