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TRAJEKTORIE AUTONOMNICH ROVNIC V ROVINE II.
NELINEARNI ROVNICE A SOUSTAVY

JAN FRANCU

ABSTRAKT. Prfispévek navazuje na praci J. Francu: Trajektorie autonomnich rov-
nic v roviné I., kterd se zabyva trajektoriemi feseni linedrnich autonomnich sou-
stav dvou rovnic a rovnicemi druhého fadu. V této praci uvedeme nékolik priklada
konkrétnich nelinearnich rovnic a soustav, které maji zajimavé trajektorie.

V mechanice je to nelinedrni rovnice matematického kyvadla a popis trajektorii
jeho netlumenych i tlumenych kmita. V matematické biologii jsou to modely souziti
dvou populaci: symbidza, slabd a silnd konkurence, dominance a vztah predédtor-
kofist. Trajektorie konkrétnich pfikladu jsou vykresleny.

[,JVOD

Obycejné diferencidlni rovnice se vyuzivaji pii modelovani fady jeva ve fyzice,
mechanice, biologii, ekonomii i dalsich oblastech. V piipadé feSeni autonomni sou-
stavy dvou rovnic y’ = f(y) nebo jedné rovnice druhého fddu ¢y’ = f(y,y’) chovéni
feSeni dobfe znazornuji trajektorie.

Trajektorie je prumét grafu feSeni do prostoru hodnot feSeni. V piipadé auto-
nomnich rovnic y' = f(y), v’ = f(y,v’) s lipchitzovskymi funkcemi f(y), f(y,y’)
trajektorie feSeni vytvari systém disjunktnich kfivek nebo bodu v roviné. V okoli
trajektorie nekonstantniho feseni jsou to ,rovnobézné® a stejné orientované kiivky.

V okoli singularniho bodu, tj. trajektorie konstantniho feseni, je situace slozitéj-
§i, trajektorie se mohou chovat ruzné. Mozné situace jsou studovdny v élanku [3],
kde jsou podrobné studovany singularni body linedrnich soustav i rovnic, véetné
konkrétnich piikladu s néérty trajektorii — tzv. fazovych portrétu.

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat trajektoriemi vybranych nelinearnich rovnic
a soustav modelujicich redlné jevy ve dvou oblastech. Prvni je mechanika, rovnice
druhého fadu popisujici netlumené i tlumené kmity matematického kyvadla.

Druhou oblast{ je matematicka biologie. Soustava dvou rovnic prvniho fadu po-
pisuje vyvoj poc¢tu dvou populaci, které se navzdjem ovliviiuji. Rozebereme nékolik
typu tohoto vztahu: symbidza, tii stupné konkurence a vztah predator-kofist.

2010 MSC. Primarni 34A34; Sekundéarni 70B05, 92D25.
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1. TRAJEKTORIE RESEN{ NELINEARNICH SYSTEMU A ROVNIC

Pfipomernime pojmy a vysledky z élanku [3], ve kterém jsme studovali trajektorie
linearnich soustavy dvou rovnic a linedrnich rovnic druhého fadu.

Autonomni soustava dvou rovnic

Autonomni soustavu dvou oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho #adu pro
nezndmé funkce y(x) = (y1(x), y2(z) lze zapsat ve tvaru

/
v1 =Ny, y2),
' onse)s L orovs v'(z) = £(y). (1.1)
Yo = f2(y17y2) 3
Budeme predpoklddat, ze funkece f(y) je lokélné lipschitzovskd v oblasti G, tj.
fy) -t <Lly-¥yl, Vy,yekK, (L=L(K)>0)

pro kazdou kompaktni podmnozinu K C G. Diky Picardové vété feSeni soustavy
(1.1) s pocateéni podminkou y(x¢) = 7o existuje a je jednozna¢né.

Trajektorie (y) feSeni y na intervalu I je prumét grafu feseni v prostoru I x R?
do prostoru hodnot Feeni, do tzv. fdzového prostoru, kterym je rovina R2. Tedy

(y) ={y(z) eR*|z €I} CG.

Pokud trajektorie je kiivka, orientujeme ji podle rostouciho z. Trajektorie kon-
stantniho feseni je bod, zvany singuldrni bod. Budeme se zabyvat jen trajektoriemi
uplnych feSeni, tj. feseni, které uz nelze prodlouzit na vétsi interval. P¥ipomernime
vlastnosti trajektorii, viz [3].

Véta 1.1. Trajektorie uplnijch Teseni soustavy rovnic (1.1) splriugi:
(a) Je-li y(x) Tesdeni na intervalu (a,b), potom y.(x) = y(x —¢) pro c € R je
fesent na posunutém intervalu (a + ¢,b+ ¢) a md stejnou trajektorii.
(b) Dvé Teseni maji disjunkini nebo totoiné trajektorie.
(¢) Kazdgm bodem fdzového prostoru G prochdzi prdvé jedna trajektorie.
(d) Existuji tri druhy trajektorii uplngch reSend:
singularni bod: trajektorie konstantniho TeSent,
uzaviena neprotinajici se kiivka: trajektorie periodického resent,
oteviend neprotinajici se kiivka: ostatni trajektorie.

Autonomni rovnice druhého fadu
Pocateéni tlohu pro autonomni rovnici druhého tadu lze zapsat ve tvaru

v'=fwy), y(@) =1, ¥(xe)=m- (1.2)

Jestlize funkce f(£,7) je lokalné lipschitzovské v oblasti G C R?, potom pro kazdé

71,72 € R dloha (1.2) mé prévé jedno feseni. Kazdou rovnici druhého #adu lze
pfevést na soustavu dvou rovnic prvniho fadu

=y, Y= [f(y1,92), (1.3)

pficemZz nové nezndmé jsou y; = y, y2 = ¥y a pocdtecni podminky piejdou na

y1(zo0) = Yo, y2(x0) = 1. Trajektorie feseni rovnice (1.2) jsou trajektorie feseni
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odpovidajici soustavy rovnic (1.3). Jsou to kiivky, pfipadné body v roviné, jejichz
svodorovnou* souradnici je hodnota feseni y(z) a ,svislou“ hodnoty derivace y'(x).
Tedy
(y) = {(y(2),y' () eR?* |z € [} CG.
Kromé uvedenych vlastnosti trajektorii soustavy rovnic, trajektorie feSeni rovnice
splitujf navic vlastnost, které ndm usnadni zjistit orientaci trajektorii.
Veéta 1.2. Trajektorie iuplnyjch reseni rovnice druhého tddu splriugi:
(a) Vsechny singuldrni body lezi na ose y, protoze y' = 0.
(b) Trajektorie nad osou y maji kladnou soutadniciy’, a proto jsou orientovdny
v kladném sméru, tj. vpravo, zatimco trajektorie pod osou y maji zdpornou
soutadnici y' a jsou proto orientovdny v zdporném sméru, tj. vlevo.
(¢) Hladké trajektorie protinaji osu y s teénou kolmou na osu y.

Klasifikace singularnich bodu

Bodem y*, ktery nenf singuldrni, tj. f(y*) # 0, prochdzi kiivka, kterd je trajektorif
nekonstantniho feseni. Okoli tohoto bodu je vyplnéné ,rovnobéznymi“ stejné ori-
entovanymi trajektoriemi. V okoli singuldrniho bodu y* je situace odlisna. Podle
chovéni trajektorii v ryzém okoli singuldrniho bodu (tj. okolim bodu bez tohoto
bodu) rozlisujeme nédsledujici typy singuldrnich bodu.

Definice 1.3. Nechtf y* je izolovany singuldrni bod soustavy rovnic y’ = f(y)
nebo rovnice y”’ = f(y,y’), tj. izolované feseni soustavy rovnic f(y) = 0 nebo
rovnice druhého faddu f(y,0) = 0. Bod y* nazveme:

(a) stred, pokud existuje ryzi okoli U bodu y*, ve kterém kazdym bodem y € U
prochazi uzaviend trajektorie obsahujici ve svém vnittku bod y*.

(b) atraktivnd uzel, pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
smétujici do tohoto bodu, pricemz smérovy vektor tecny trajektorie ma
limitu ,

. ., o Y'(x)
lim y(z) =y" a existuje limita  lim
200 =00 [y (z)]

(¢c) neatraktioni uzel, pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
vychézejici z tohoto bodu, pficemz smérovy vektor teény trajektorie ma
limitu ,

. . T Y'(x)
lim y(z)=y* a existuje limita lim
2= —o0 w=r=oo |ly’(z)]|

(d) atraktivnd ohnisko, pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajek-
torie blizici se k tomuto bodu, ale smérovy vektor tecny trajektorie neméa
limitu ,

. . e Y(=)
lim y(z) =y" a neexistuje limita  lim
00 a=oe [y’ ()]

(e) neatraktivni ohnisko, pokud existuje ryzi okol{, ve kterém jsou jen trajek-
torie vychézejici z tohoto bodu a smérovy vektor tecny trajektorie nema
limitu

*

. o RACN
lim y(z) =y" a neexistuje limita lim
z——o0 w==o0 [l ()]
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(f) sedlo, pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém existuji jak trajektorie,
které se k nému blizi, tak trajektorie, které se od néj vzdaluji, tj. existuji
feseni y (z) a yo(x) takové, ze

lim yi(z) =y", lim yy(z) =y".

r—00 T—r—00

Pozndamka 1.4.

(a) Izolované singuldrni body v roviné, tj. soustavy dvou rovnic nebo rovnice
druhého fadu, mohou byt jen uvedenych typu: stied, uzel, ohnisko a sedlo.
(b) Zatim jsme se zabyvali izolovanymi singuldrnimi body. V piipadé, kdy
singularni body v roviné tvoii kfivku, mohou nastat tyto pripady:
() Body kiivky jsou atraktivni uzly, tj. ke kazdému bodu se blizi po jedné
trajektorii z obou stran.
(8) Body kiivky jsou neatraktivni uzly, tj. z kazdého bodu vychdzi po
jedné trajektorii na obé strany.
(v) Trajektorie v okoli kiivky singuldrnich bodu vedou ,rovnobézné“ po-
dél kiivky.
(¢) Singularn{ body mohou zaplnit plochu, napiiklad soustava yj = 0, y4 =0
ma& jen konstantni feSeni, singuldrni body zaplnuji celou rovinu.
(d) Existuji autonomni soustavy rovnic, které nemaji zadny singuldrni bod,
napifklad y; =1, y5 = 2.

Linearizace nelinearni soustavy dvou rovnic

V predchozim odstavci jsme klasifikovali singuldrni bod y* soustavy nelinearnich
rovnic (1.1) podle chovéni trajektori{ v jeho okoli. Abychom zjistili typ singuldrniho
bodu, budeme nelinedrni funkce fi(y1,y2), f2(y1,y2) v okoli singuldrniho bodu
v* = (y],y3) linearizovat pomoci Taylorova polynomu prvniho fddu. Diky rovnosti

f(y*) = 0 funkce f(y) = (f1(y1,y2), f2(y1, y2)) aproximujeme
fily) = Au(yr—yi) +A2(y2—vs),  fo(y) = A2i(yr —y1) +A2a(y2 —y5), (1.4)
kde konstanty A;; jsou parcidlni derivace funkei fi, f2 v singuldrnim bodé:

o _oh _oh

A = —(yv* Ajp = = =
H &7 2 dys oy1 0y

* A
A "), 21

("), A (y*). (1.5)

Timto zpusobem muzeme posuzovat typ singuldrniho bodu y* nelinearni soustavy
y’ = f(y) pomoci pfidruzené homogenni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic
vy’ = Ay s matici koeficientt A = (4;;). Jeji charakteristicky polynom je

P()\) = )\2 — (All + AQQ))\ + (A11A22 — A12A21) . (16)
Tento polynom umoznuje ur¢it typ singuldrniho bodu pomoci svych korentu.

Linearizace nelinearni rovnice druhého radu

Odvod'me charakteristicky polynom P()) nelinearni rovnice y” = f(y,y’). Rovnici
prevedeme na soustavu rovnic (1.3) s funkcemi f1(y1,y2) = y2 = ¢/, fa(y1,y2) =
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f(y1,92) = f(y,y’). Souradnice singuldrniho bodu y* jsou (y*,0), kde y* spliuje
rovnost f(y*,0) = 0. Piislusné parcidlni derivace — koeficienty A;; jsou

of of
A1 =0, Ap=1, Ay =-_-—-",0 A = —(y*,0
11 3 12 5 21 ay (y ) )7 22 8y/( ) )
a prislusny charakteristicky polynom je
of of
P\ =\ — == (y*,0)- A — = (y*,0). 1.

Urceni typu singularniho bodu

Pomoci kofenu charakteristického polynomu muzeme uréit typ singuldrniho bodu
jako v linedrnim ptipadé. Vyuzijeme pfitom nésledujici véty.

Véta 1.5. Necht y* = (yi,y3) je izolovany singuldrni bod soustavy rovnic
(1.1) s charakteristickym polynomem (1.6) nebo izolovany singuldrni bod y* =
(y*,0) rovnice (1.2) s charakteristickym polynomem (1.7). Necht polynom P(\)
md nenulové koteny A1, \a. Potom izolovany singuldrni bod y* je:

(a) neatraktivni uzel, pokud oba kofeny jsou rediné a kladné, tj. 0 < Ay < Ag,
) atraktivn{ uzel, pokud oba koteny jsou redlné a zdporné, tj. Ay < Ay <0,
(c) sedlo, pokud jeden koren je kladny a druhy zdporng, tj. A1 < 0 < Ag,
) neatraktivni ohnisko, pokud koteny jsou komplexné sdruzené s kladnou
redlnou édsti, tj. M2 =pxiv, (u>0,v#0),
(e) atraktivni ohnisko, pokud kofeny jsou komplexné sdruZené se zdpornou
redlnou édsti, tj. Mo =pxiv, (W<0,v#0).

Pozndmka 1.6. 'V piipadé komplexné sdruzenych kofent s nulovou redlnou ¢asti,
tj. A2 = £iv, (v # 0), singuldrni bod nemusi byt stfed jako v linedrnim piipadeé.
Body s koteny A = u+iv s u # 0 se nazyvaji také hyperbolické.

2. MATEMATICKE KYVADLO

Nelinearni rovnice druhého fadu, kterd modeluje jednoduchy mechanicky jev kmi-
tdni matematického kyvadla, ma zajimavé trajektorie.

Fyzikalni formulace tulohy

Ve svislé roviné uvazujme hmotny bod
o hmotnosti m upevnény na konci tuhé
nehmotné tyce délky /¢, jejiz druhy konec se T
muze volné otacet okolo pocdtku (0,0). Na

hmotny bod pusobi gravitaéni sila G = mg
svisle dolu.

Ozna¢me  y(x) orientovany  thel L v
(v radidnech proti sméru pohybu ho- G e
dinovych rucicek), ktery v case x svird
ty¢ s dolni svislou poloosou, viz Obr. 1 Obréazek 1. Matematické a fyzické

Hledédme zavislost hlu y na case x. kyvadlo.
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Poznamka 2.1. Tento jev se nazyva kmitani matematického kyvadla. Obecnéjsi
tlohou je kmitani fyzického kyvadla, kdy misto hmotného bodu a nehmotné tyce
uvazujeme hmotné téleso v prostoru R3, které se miize volné otdcéet okolo vodo-
kyvadlo neni spravny. Matematické kyvadlo je idealizace redlného objektu — fy-
zického télesa, neni na ném nic fyzikédlniho, [2].

Odvozeni diferencialni rovnice

Hmotny bod se muze pohybovat po kruznici se stfedem v poc¢atku a polomérem
£. Pusobi na néj svisle dolu stald gravitacni sila G = mg, kterd se rozkladd na
normalovou F;, a te¢nou slozku F;. Normélova slozka je v rovnovéze se silou,
kterou pusobi ty¢ na hmotny bod, te¢nd slozka F; zpusobi zrychleni kyvadla.
Pomoc{ thlu y(x) v ¢ase z tecnou slozku sily G
vyjadifme jako F; = —sin(y) m g, viz Obr. 2.
Derivaci funkce y(z) dostdvdme thlovou rychlost
w(xz) = y'(x) a thlové zrychleni a(z) = y”(z). P O
pohybu po kruznici o poloméru ¢ drahové rychlost je
v(z) = Ly(x) a drdhové zrychleni a(x) = £y"(x). YNy
Podle Newtonova zdkona F = ma plati rovnice
—mgsin(y) = mfy”. Hmotnost{ bodu m rovnici
vydélime a po tpravé dostdvame Fy
d2
d;é + %Sin(y) —0. (2.1) Fn
Oznacme a = /g/¢ (g,£ > 0). Dostavame tak obycej-
nou diferencialni rovnici druhého fadu pro neznamou
funkeci y proménné x:

Obrazek 2. Matematické
y" +a?sin(y) =0. (2.2) kyvadlo.
Rovnici doplnime poc¢atetnimi podminkami v case xo: y(xo) = yo, ¥’ (x0) = ¥1,
kde yo je pocatecni tthlova vychylka a y; pocateéni tithlova rychlost kyvadla.
V okoli y = 0, tj. pro malé hodnoty y, plati sin(y) =~ y. Nahradime-li sin(y)
nezndmou y dostdvame linedrni aproximaci rovnice (2.2) tvaru

y' +a’y=0. (2.3)
Reseni linearizované tlohy
Budeme studovat obé tlohy. Za¢neme jednodussi linearizovanou rovnici.

Piiklad 2.2. Urcete trajektorie fesenf rovnice y” 4+ a?y = 0.

Resend: Charakteristicky polynom P(A\) = A% + a2 linedrn{ rovnice (2.3) ma
jediné feseni: dvojici komplexné sdruzenych kofent A\; 2 = £ia. Rovnice mé proto
jediny singuldrni bod, ktery odpovidd konstantnimu nulovému feseni y(x) = 0.
Protoze rovnice je linedrni, typ tohoto singuldrniho bodu je stred.

Oveéime vysledek vypoctem. Obecné feseni je y(x) = ¢; cos(ax)+cy sin(ax), kde
konstanty ¢y, co jsou uréeny hodnotami poc¢atecnich podminek yq, y1. Dokazme, ze
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trajektorie jsou elipsy. Derivace feSeni je y'(z) = —cja sin(ax) + ¢z a cos(ax).
Dosazenim do vyrazu elipsy a? y? + (y')? po tpravé dostdvame
2 "2
y W

A+ a?(c?+c3)

coz je rovnice elipsy s ,vodorovnou“ poloosou y/cf +c3 a ,svislou* poloosou
ay/c? + c2. Trajektorie v souradnicovém systému y,y’ jsou koncentrické elipsy se
stfedem v pocatku, viz Obr. 3. Singuldrni bod (0,0) je proto stred. O

Trajektorie feseni lze urcit také piimo integraci. Rovnici (2.3) vyndsobime y'.

Ziskanou rovnost y'y” + a*yy’ = 0 integrujeme na (y')* + 1a’y® = K.

Z pocdtecnich podminek y(0) = yo, ¥’ (0) = 0 ,
plyne K = 1 a%y2. Rovnice dév4 Y

Y =%a\/yg — %, v € (—yo,v0)-

Jak zjistit orientaci trajektorii? Podle Véty 1.2
trajektorie nad osou y jsou orientovany vpravo,
pod osou vlevo a osu y protinaji ,kolmo“. Elipsy
jsou proto orientované ve sméru pohybu hodinovych
rucicek, tj. v zdporném smyslu.

Vsechna feseni jsou periodicka. Jakd je perioda?
Funkce kosinus ma periodu 27, proto délka periody

. X Obrazek 3. Trajektorie
T podle rovnice aT = 27 je

linearizované rovnice kyvadla
T:27r/a:27r\/€/g. (2.4) pro a =1,2.

Délka periody tedy nezdvisi na rozkmitu, roste s odmocninou délky kyvadla ¢, tj.
¢im delsi je kyvadlo, tim kmita pomaleji, a klesd s odmocninou gravitaéni konstanty
g, na Meésici s mensi gravitacni konstantou g stejné kyvadlo kmitd pomaleji nez
na Zemi. Perioda T' (kyv tam a zpét) kyvadla dlouhého ¢ = 1m na rovniku Zemé,
kde g = 9,807ms~2, je T = 2m/1/9,807 = 2,006 sekundy, zatimco na Mésici, kde
g =1,62ms~2, je perioda T = 4,94 sekundy.

Nelinearni rovnice matematického kyvadla
Piiklad 2.3. Urcete trajektorie feSeni nelinedrn{ rovnice y” + a?sin(y) = 0.

Resend: Uréeme singuldrni body. Jsou to fesenf rovnice f(y,0) = a®sin(y) = 0,

kterd mé feSen{ y* = nm, pro celd ¢éisla n, singuldrni body jsou y* = (nw,0).
Pifslusny charakteristicky polynom je P(\) = A% + a? cos(y*).

Pro liché n = 2k + 1 polynom P()\) = A2 — a? m4 dva redlné kofeny A\; 2 = +a
s opacnymi znaménky, singuldrn{ bod y* = (2kw + 7,0) je podle Véty 1.5 sedlo.

Pro sudé n = 2k € Z polynom P()\) = A2 + a? m4 dva komplexné sdruzené
kofeny A; 2 = £1ia. Typ singuldrniho bodu y* = (2kn, 0) urcéime vypoctem a cha-
rakterizaci jednotlivych typu trajektorii, protoze v nelinedrnim piipadé singuldrni
bod nemusf byt stied. Rovnici y” 4 a? sin(y) vyndsobime ', ¢imz zfskdme rovnici
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y'y" + a®sin(y)y’ = 0. Integrace davé rovnost

—(y)? —a’cos(y) = K . (2.5)

Urceme trajektorie feseni. Z rovnice (2.5) plyne |¢'| = /2(K + a2 cosy). Odmoc-
nina na pravé strané je definovana pro
K +a*cosy > 0. (2.6)
Protoze funkce kosinus nabyva hodnoty z intervalu (—1, 1), rozlisime piipady:
(a) Jestlize K = —a?, potom z (2.6) plyne cos(y) = 1, tedy y = 2km, k € Z a
y' = 0. Dostdvame tak spocetné mnoho singuldrnich bodu (y, y’) = (2km, 0)
pro k € Z. Jsou to situace, kdy kyvadlo je v klidu ve stabilni dolni poloze.
(b) Jestlize K € (—a?,a?), potom (2.6) plat{ v zékladn{ periodé (—m,7) pro
hodnoty y € (—yo, yo), kde yo = arccos(—K/a?) > 0. Jsou to piipady, kdy
kyvadlo z krajni polohy y = yo (Jyo| < 7) pFechdzi do opaéné polohy
y = —yo a pak obrdcené. Analogickd situace je v intervalech y € (2kmw —
T, 2k 4+ ).
(c) Jestlize K = a* a piitom 3 = 0, potom pro y = (2k + 1)7 dostaneme
singuldrni body, kdy kyvadlo je opét v klidu ale v horni nestabilni poloze.
(d) Jestlize K = a? a y/ # 0, potom v zakladni periodé y probfhd interval
(=m, 7). Je to situace, kdy kyvadlo se z limitn{ polohy 7 v ¢ase x — —o0 po-
hybuje v zdporném sméru do polohy y — 7 v ¢ase x — 00, nebo obracené:
z polohy y — —m do polohy y = 7 v kladném sméru. Analogickd situace je
v intervalech y € (2km — , 2km + ).
(e) Jestlize K > a2, potom K +a? cos y je kladné pro viechna y € R a kyvadlo
se toci stale v kladném sméru nebo stale v zaporném sméru.

Jaka je klasifikace singuldrnich bodu? Podle fazového portrétu a definice, sin-
guldrni body (2km,0) — dolni stabilni polohy kyvadla — jsou body typu stied a
body (2km + m,0) — horni nestabilni polohy — maji typ sedlo, viz Obr.4, coz je
v souladu s analyzou pomoci charakteristického polynomu P(\). g

!’

Y

WYX

Obrazek 4. Trajektorie nelinedrni rovnice kyvadla s a = 1,2, singuldrni body jsou stredy a

sedla.
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Poznamka 2.4.

(a)

Rovnice (2.5) je (az na ndsobek hmotnosti m) zdkon zachovani energie.
Kinetické energie bodu o hmotnosti m pohybujici se rychlosti v = £/ je
Exin(z) = 3mv? = im(ly’)?. Potencidlni energie bodu o hmotnosti m
v gravitaénim poli ve vysce h = —Lcos(y) je Epor = mgh = —mglcos(y).
Zakon zachovani mechanické energie tak lze zapsat ve tvaru

1
E = Eyin + Epot = Emﬂz(y’)Q —mgl cos(y) = Km = konst.

Linearizovand rovnice (2.3) je aproximaci nelinedrni rovnice (2.2) v okol{
bodu y = (0,0). Pii zvétsovéni rozkmitu yo se chyba zvétsuje, situace
(c)—(e) uz linearizovana rovnice nedovede popsat.

Fyzické kyvadlo vede na stejnou rovnici. Na téleso kyvadla o objemu V'
celého kyvadla, jeji tecna slozka je opét Fy = —mgsin(y). Protoze body
kyvadla maji riznou vzdélenost od zavésu, Newtonuv zékon F = ma pro
drahové zrychleni a nahradime vztahem M = Ja mezi momentem sily
a thlovym zrychlenim o = y”, kde J je moment setrvacnosti kyvadla
vzhledem k ose otaceni. Moment setrvacnosti lze spoéitat integraci soucinu
hustoty p(x) a ¢tverce vzdélenosti bodu kyvadla od osy otaceni. Pti popisu
kyvadla o objemu V C R3 v kartézskych soufadnicich x = (z1, 9, 3)
otacejici se okolo osy x1 lze moment setrvacnosti spocitat integralem

J = /V(wngxg)p(x) dx.

Dostavame rovnici Jy” + mglsin(y) = 0. Oznagen{ a?

stejnou rovnici y” + a? sin(y) = 0.
Perioda kyvu (¢as kyvu tam a zpét) v linedrnim modelu je T = 27/a a
nezavisi na rozkmitu yg. Protoze pro malé kladné y je siny < y, tj. sila
zpusobujici pohyb kyvadla je mensi nez v linearizované rovnici, zrychleni
kyvadla je (v absolutni hodnoté) mensi. Kyvadlo se proto kyve pomaleji,
délka periody T kyvadla se s rozkmitem zvétsuje.
Jaka je perioda kyvu T v nelinedrnim ptripadé? Nazna¢me metodu vypoctu.
Pii rozkmitu, tj. maximdln{ vychylce yo, je rychlost ¥’ = 0. Z rovnice (2.5)
dostaneme K = —a? cos(yp). Pro rostouci ¢ast kyvu y' > 0 z rovnice (2.5)
po dosazen{ za K plyne y' = a/2(cos(y) — cos(yo)).

Zameénme roli zavislé a nezdvislé proménné: misto y(z) uvazujme ne-
zndmou z(y). Derivace vztahu y(z(y)) = y podle y davd v/ (z(y))z'(y) = 1,
odkud dostédvdme 2'(y) = 1/y'(z(y)). Inverzni nezndm4 x(y) proto spliiuje

= mgl/J vede na

&) - 1
dy Y ay/2(cos(y) — cos(yo))
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Perioda kyvu kyvadla T je ¢tyindsobek ¢asu mezi polohou y = 0 a rozkmi-
tem yo € (0, 7). Ziskdme ji integraci

Yo 1/2 Yo
i et ()
av'2 Jo cos(y) — cos(yo) 29 0 cos(y) — cos(yo)

Jde o tzv. elipticky integral, primitivni funkci nelze vyjadfit pomoci ele-
mentarnich funkci. Pro zvétsujici se pocateéni vychylku se perioda kyvu
prodluzuje, pro yo — m— ¢as T roste do nekonecna.

Tlumené kmity kyvadla

Uvazujme kyvadlo pohybujici se v prostiedi, které brzdi pohyb kyvadla, napf.
kyvadlo ponoiené v kapaliné. Tlumeni pohyb brzdi, tlumici sila T} je orientovana
proti sméru pohybu. Predpokladejme, Ze tlumici sila je pfimo umeérna rychlosti
y'(x) pohybu, tj. Ty(z) = —by'(x), kde b je kladnd konstanta. Dostdvame tak

y' = —a?sin(y) — by’ (2.7)
Priklad 2.5. Urcete typ singuldrnich boda rovnice (2.7) kyvadla s tlumenim.

Reseni: Rovnice f(y,0) = —sin(y) = 0 ddva opét singuldrni body y* = (y%,0),
kde y} = nm pro celd n € Z jako v piipadé rovnice bez tlumeni. Pfislusny charak-
teristicky polynom podle (1.7) je

P(\) = A% 4 bA + a? cos(y™).

Rozlisime zakladni dva piipady: n sudé a n liché, které vedou na kvadraticky
polynom se zadpornym a kladnym diskriminantem D = b? — 4 a2 cos(y*).

Piipad n = 2k 4+ 1 liché. Singuldrni bod y* = (2k7 + 7,0) odpovid4 situaci,
kdy kyvadlo ,stoji“ v labilni poloze nad osou otd¢eni. Protoze cos(y*) = —1,
charakteristicky polynom P()\) = A2+b\—a? m4 kladny diskriminant D = b%+4 a?
a dva redlné kofeny Aj o = %(—b + /D). Protoze v/D > b, kofeny maji opacna
znaménka a singularni bod je opét sedlo jako v piipadé kmiti bez tlumeni.
Piipad n = 2k sudé. Singuldrn{ bod y* = (2kw, 0) odpovid4 situaci, kdy kyvadlo
,visi“ ve stabilni poloze pod osou otdceni. Protoze cos(y*) = 1, charakteristicky
polynom P(A) = A2 + b\ + a? m4 diskriminant D = b* — 442 V zdvislosti na
velikosti tlumeni uréeném parametrem b rozliSujeme tii pripady podle znaménka
diskriminantu D:

(a) D = b — 4a? je zaporny, tj. b < 2a. Potom charakteristicky polynom m4
dvojici komplexné sdruzenych kofeni A1 2 = —b/2 £iv, kde v = /a? — b%/4, se
zapornou realnou ¢asti. Podle Véty 1.5 singularni bod je atraktivni ohnisko. V okoli
singularniho bodu trajektorie obecného feseni linearizované rovnice

y(x) = 2km + [¢1 cos(v) + ¢y sin(va)] e 0%/2

maji tvar spirdl, které se bliz{ k bodu y* = (nr,0), pficemz nekoneéné mnohokrat
obihaji bod y* ve sméru pohybu hodinovych rucicek, viz Obr.5.

Hodnota v, kterd urcuje dobu oscilaci pomoci (2.4), je mensi nez a, a proto
perioda tlumeného kyvu T, = 27 /v je delsf nez v netlumeném pifpadé. Pro b — 0+
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plati v — a a perioda Ty klesd k periodé T netlumeného kmitu. Tato situace se
nazyva podkritické tlumend, také podtlumené nebo kvaziperiodické kmitani.

(b) Diskriminant D = b? — 4a? je nulovy, tj. b = 2a. Potom charakteristicky
polynom mé dvojnasobny zdporny kofen A\ 2 = —a a podle Véty 1.5 singuldrni
bod je atraktivni uzel. V okoli singuldrniho bodu y* = (2kw,0) je obecné fesen{
linearizované rovnice

y(x) = 2km + (c1 + cox) ™47

Trajektorie fesen{ y(z) s ¢ = 0 jsou polopiimky 3’ = 2km — ay orientované pro
x — oo k singuldrnimu bodu. Jak vypadaji ostatni trajektorie v okoli singuldrniho
bodu? Trajektorie nad ptimkou y = 2km — ax nad osou y jdou JV smérem, osu
y protinaji J smérem a staci se doprava, k singularnimu bodu se blizi ve sméru
(=1,a). Trajektorie pod piimkou y = 2km — ax pod osou y jdou SZ smérem, osu
y protinaji S smérem, staci se doprava s k singularnimu bodu pfichézeji ve sméru
se smérnici (1, —a), viz Obr. 6. Situace se nazyvé kritické tlument.

(c) D =b?>—4a® > 0, tj. b > 2a. Potom charakteristicky polynom m4 dva riizné
zdporné koteny \; o = —b/2 £ v, kde v = VD/2 = \/b2/4 — a?. Podle Véty 1.5
singuldrni bod je opét atraktioni uzel. V okoli bodu y* = (2k,0) méme

y(x) = 2k + ¢q e TV/2HVT o) o(Z0/2)

které ddva dvé dvojice trajektorii tvaru polopifmek se smérnicemi —b/2 + v.
Ostatni trajektorie se blizi k singuldrnimu feseni s te¢nym vektorem £(1, —b/2+4v).
Situace se nazyva nadkritické tlumend. O

Pozndmka 2.6. Uvazujme nyni pohyb kyvadla s pocatecnimi podminkami bliz-
kymi singularnim bodum (2km,0). Co plyne z vyse odvozenych vzorcu?

(a) Ve vsech pifpadech s ¢asem = — oo vychylka kyvadla konverguje k 2km.
Ale tato limita bude dosazena az v ,nekoneéném case“. Jaky je rozdil mezi
jednotlivymi piipady? V podtlumeném piipadé kyvadlo prochézi nulovou
polohou nekoneé¢né mnohokrat s periodou trochu delsi nez v netlumeném
ptipadé. V piipadé kritického i nadkritického tlumeni kyvadlo uz piejde
limitni polohou 2k7 nejvyse jednou a potom uz jen klesd k ni.

(b) Ve kterém piipadé tlumen{ klesd vychylka nejrychleji? Pozndme to podle
exponencidlni ¢asti feSeni, tj. podle exponentu p exponencidlniho ¢lenu
e ¥ fegeni. V podkritickém piipadé je p = b/2, pficemz p < a. V kri-
tickém piipadé je p = b/2 = a. V nadkritickém pifpadé je feseni souctem
dvou exponencidlnich funkci kromé pfipadu ¢; = 0. Rychlost urcuje k nule
pomaleji jdouci exponencidla e #* s u = b/2—/b?/4 — a?, coz je pomalejsi
exponencialni funkce, nez v pripadé kritického tlumeni. Je to prekvapivy
fakt, ze zvyseni tlumici sily nad kritickou hodnotu tlumeni kmitu zpomali.

(¢) Porovnejme konkrétni piiklady s konstantou a = 1.2 (stejnou jako v ne-
tlumeném piipadé, Priklad 2.2) a ruznym stupném tlumeni o = b/a: s nu-
lovym a = 0, podkritickym a < 2, kritickym o = 2 a nadkritickym o > 2
stupném tlumenim « a sledujme rychlost kmitani a amplitudu kmitu.
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o Netlumené kmity: o = 0, b = 0. Diskriminant D = —4a? = —2,42.
Perioda malych kmitu je Ty = 27/a = 27/1,2 = 5,236, amplituda
kmitu se neméni.

e Podtlumené kmity: o = 0,56, b = aa = 0,672. Diskriminant m4 hod-
notu D = b? — 4a®> = —2,304%, N\ 5 = —0,336 & i1,152. Perioda
malych kmita je T = 27 /v = 27/1,152 = 5,454. Amplituda oscilaci
feseni klesa jako e 03367 viz Obr. 5.

o Kritické tlumeni: o = 2, b = aa = 2,4. Diskriminant je D = 0, kofeny
A1 2 = —1,2. Vychylka klesa jako e =12, viz Obr. 6.

e Nadkritické tlumeni: a = 2,5, b = aa = 3. Diskriminant D = b? —
4a® = 1,82, \1 = —0,6, Ay = —2,4. Vychylka klesd jako e=%6%  viz
Obr. 7. Vsimnéte si dva pary poloprimek: jedné strméjsi — to je to
vyjimeéné ,nejrychlejsi“ tlumeni, a druhé pozvolnéjsi, ke které se
vSech ostatni ,zakiivené® trajektorie blizi — ty znazornuji to nadkri-
tické tlumeni, které je ,,pomalejsi“ nez mensi tlumeni kritické.

Obrazky 5-7 zobrazuji trajektorie linearizované rovnice, ktera modeluje
priblizné trajektorie nelinedrni rovnice v okoli singularntho bodu. Vsechny
trajektorie jsou orientovany do poc¢atku, orientace vSak neni vyznacena.
V celém fazovém prostoru trajektorie uplnych feseni nelinedrni rovnice
s tlumenim zacinajici vlevo nad osou y jdou doprava, maji tvar ,vIn“
z Obr. 4, ale klesajicich do okamziku, kdy protnou osu ¥y, a za¢nou se
blizit k singularnimu bodu jednim ze zpusobu popsanym v Piikladé 2.5
body (a)—(c).

Trajektorie zacinajicich vpravo pod osou y jdou zprava doleva ve tvaru
rostoucich ,vin“ z Obr. 4 az do okamziku, kdy protnou osu y. Tlumené
kyvadlo tedy rotuje v kladném nebo zdporném sméru az do okamziku, kdy
uz horni polohu nepiekond a zacne se ,kyvat tam a zpét“ se zmensujicim
se rozkmitem, jeho trajektorie obiha singuldrni bod. V ptipadé kritického
a nadkritického tlumeni trajektorie singularni bod ,neobiha“.

Obrazek 5. Podkritické Obrazek 6. Kritické Obrazek 7. Nadkritické

tlumeni (a = 1,2, b = 0,672).. tlumeni (a = 1,2, b = 2,4). tlumeni (a = 1,2, b = 3).
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3. PRIKLADY Z POPULACNI BIOLOGIE

Spojité matematické modely v biologii, popisujici vyvo] populaci vedou, viz [4], na
rovnice a soustavy obycejnych diferencialnich rovnic. Pokud se vnéjsi podminky
v Case neméni, rovnice i soustavy jsou autonomni. Uvedeme nékolik piikladi.

Naproti pfedchozimu fyzikalnimu jevu matematického a fyzického kyvadla, kte-
ry je ve své idealizované podobé zcela presny, modely v biologii pfindseji fadu
aproximaci: jedince tvorici populaci povazujeme za identické: nerozlisujeme jejich
vék, pohlavi, velikost ani jiné individualni charakteristiky. Jejich pocet, coz je ve
skutec¢nosti nezaporné celé ¢islo, nahrazujeme nezapornym realnym ¢islem, v redlné
populaci prirustek nastava s jistym casovym zpozdénim, atd.

Pres tato a dalsi zjednoduseni, modely davaji zajimavé vysledky, které vysvétluji
nékteré skutecnosti. Omezime se jen na deterministické modely.

Modely dynamiky jedné populace

Misto oznaceni uzivaného v matematické biologii zachovame nase oznaceni z ODR
z predchozich ¢asti s nezavislou proménnou z, kterd hraje roli ¢asu, a zavislou
proménnou y, kterd popisuje pocet jedincu v ¢ase x. Bude to nezdporna redlna
funkce y(z). Vyvoj poctu populace bude zaviset jen na velikosti populace a nebude
zaviset pfimo na ¢asu x. Obecny model tak vede na autonomni diferencialni rovnici
prvniho Fadu

v =fly)=n)y,  y0)=y >0

s parametrem rustu p(y), ktery uddva pocet pAx nové vzniklych jedinct na kazdé-
ho jedince za casovy tsek Az. V nejstarsim Malthusové modeluy’ = ay je parametr
rustu konstantni p(y) = a; parametr a je rozdil porodnosti a umrtnosti, tj. rozdil
poc¢tu narozenych a zemfelych vztazeny na jednoho jedince a jednotku ¢asu. Uloha,
mé jediné feseni y(z) = yoe®®. Podle tohoto modelu pro kladné a pocet jedincu
roste exponencialné do nekonecna.

Model odpovida skutecnosti jen v situaci, kdy pocet jedincu je maly a zdroje
potravy jsou dostateéné. Kromé nulového feSeni vSechna feSeni jsou rostouci, nu-
lové feseni y(x) = 0 je tedy neatraktivni uzel. Dopliime, Ze pro a = 0 je pocet
jedinctu konstantni a pro a < 0 populace vymira, nulové feseni je atraktivni uzel.

Protoze v redlném svété zdroje potravy jsou omezené, pii zvétSovani mnozstvi
jedinct y nastdva snizovani parametru rustu. Linedrni zdvislost dava u(y) = a—by.
K parametru rustu a jsme pfidali parametr b zvany zpomaleni rustu. Rovnice

Y = (a—byy

s kladnymi parametry a, b vedle feSeni y(x) = 0, které dava neatraktivni uzel, ma
také konstantni Feseni y(x) = y* = a/b. Je to ,rovnovazny“ pocet jedincu: pro
pocateéni podminku y(0) < y* feseni y(x) stoupd k y* a pro y(0) > y* Feseni y(x)
klesd k y*. Trajektorie singuldrniho feseni y(z) = y* je atraktivnd uzel, protoze
vSechna nenulova feSeni se blizi k rovnovaznému a ,udrzitelnému* feseni y*.
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Modely dvou populaci

Uvazujme dvé ruzné populace obyvajici stejny prostor. Pocet jejich jedincu v case
2 budou popisovat dvé nezdporné reilné funkce y; (), y2(x), pticemz vyvoj jejich
poctu bude zaviset jen na okamzitém poctu jedinct obou populaci. Model vede na
autonomni soustavu dvou obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu

v = f1(y1,92) = pa(y1, y2)v1 vy = fo(y1,92) = pa(y1, y2)y2

se spojitymi funkcemi p1(y1,y2), p2(y1, y2). Soustavu doplnime poédteénimi pod-
minkami y1(x9) = 71, y2(x0) = 72, kde 7; > 0, obvykle predpoklddame, ze ~;
jsou kladné. Pro jednoduchost misto obecnych spojitych funkei py, po se obvykle
uvazuji jednoduché linearni zavislosti s konstantnimi parametry, které popisuji
jednotlivé vlivy. K rovnicim y; = (a; — b;y;)y; priddme ¢leny ¢;y1y2 popisujici vliv
druhé populace:

v = (a1 — biy1 + c1y2)y1 Yo = (a2 — baya + c2y1)y2 . (3.1)

Pro ¢; > 0 populace ys zvySuje rust populace y1, zatimco pro ¢; < 0 populace ¥y
snizuje rust populace y;. Vyznam parametru cs je analogicky.
Podle znamének parametru ci, co rozlisime tii zédkladni situace:

(A) oba parametry ¢y, ¢o jsou kladné, jde o pripad mutualismu, také symbidzy,
kdy se obé populace navzajem podporuji,

(B) oba parametry ¢1, c2 jsou zdporné, jde o konkurenci, kdy populace mezi
sebou o potravu soutézi,

(C) parametry c1, co maji opaénd znaménka: ¢; < 0, ca > 0 jde o predaci, kdy
preddtor ys se zivi koristi y1. V piipadé ¢; > 0, co < 0 jde jen o vyménu
roli.

Pomocné vysledky

Pii zkouméni trajektori{ budeme vyuzivat pojem nulkliny, viz [1]. V nasem piipadé
dvou proménnych proni nulklina je mnozina bodu ve fazovém prostoru, ve kterych
je prvni slozka tetného vektoru (yi,y4) TeSeni nulovd, tj. y; = 0. Jsou to tedy
body fédzového prostoru spliaujici fi(y1,y2) = 0. V téchto bodech je teéna fesent
rovnobéznd s osou yo. Analogicky druhou nulklinu tvoii body fazového prostoru,
ve kterych je druhd slozka teéného vektoru nulové, tj. y5 = 0. Jsou to body, kde
f2(y1,y2) = 0, v téchto bodech m4 teény vektor smér osy y;. Singuldrn{ body jsou
pruseciky nulklin prvniho a druhého druhu.

Typ singularniho bodu nelinearni soustavy diferencidlnich rovnic uréime pomoci
korenti charakteristického polynomu piislusné linearizované soustavy v tomto bodé
vztahy (1.4)—(1.5). Pokud tyto kofeny maji nenulovou redlnou ¢ést, jsou nenulové
i v okoli a FeSeni nelinearni a linearizované rovnice maji stejny charakter.

Charakteristicky polynom (1.6) mé tvar

P(\) = A% — Tr(A)\ + det(A), (3.2)

kde Tr(A) = Ay; + Ags je stopa matice A a det(A) = A1 A2 — A12A2 je deter-
manant matice A = (A;;) parcidlnich derivaci (0f;/0y;).
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Teorie kvadratickych rovnic davé nasledujici tvrzeni, které ndm umozni urcit
typ kofent redlného polynomu (3.2) a pomoci Véty 1.5 typ singuldrnfho bodu.
Véta 3.1 (Kofeny kvadratického polynomu). UvaZujme kvadraticky polynom
P(A\) = A2 — Tr(A)X\ + det(A) a jeho diskriminant
D= (TI‘(A))2 — 4det(A) = (A11 — A22)2 + 4A12A21 . (33)
Potom plati:
(a) Koreny A1, Ay spliiugi rovnosti Tr(A) = A\ + A2 a det(A) = A Aq.
(b) Pokud det(A) < 0, diskriminant D je kladng a polynom md dva rediné
nenulové koreny A1, Ao s opacnymi znaménky.
(¢) Pokud det(A) > 0 a diskriminant D > 0, polynom md dva redlné koteny
ne nutné ruzné. Jestlize Tr(A) > 0, koreny jsou kladné. Jestlize Tr(A) < 0,
koreny jsou zdporné.
(d) Pokud det(A) >0 a D < 0, polynom ma dva komplexné sdruZené koreny.
Zkoumejme soustavu rovnic (3.1). Predpoklddejme, ze parametry a;, b;, ¢; jsou
nenulové. Rovnice f1(y1,y2) = y1(a1 — b1y + c1y2) = 0 déavé dvé prvni nulkliny
y1 =0, a; —biy1 + c1y2 = 0.
Je to osa yo a piimka po s ni ruznobézna.
Rovnice fo(y1,y2) = ya(az — bays + coy1) = 0 dédva dvé druhé nulkliny
y2 =0, as — bays + coy1 = 0.
Je to osa y; a piimka p; s ni ruznobézné. Pruseciky prvnich nulklin s druhymi jsou
singuldrni body. Jsou to vzdy tii body Sy = (0,0), S1 = (a1/b1,0), Sa = (0,a2/b2).
Pokud ,,8ikmé* nulkliny nejsou rovnobézné, tj. d = bibs — c1co # 0, jejich prusecik
je ¢tvrty singuldrni bod, ktery oznacime Sis. Jednoduchy vypocet dava

Sio = (v, 03) = a1by +aser  asbr +aico _ & @
1ro2 b1b2 — C1C2 ’ blbg — C1C2 o d ’ d ’

(3.4)

kde
d=0biby —cica, Bi=aibs + ascy, By = asby + aqco .
Z&alezi jesté na tom, zda prusecik Sio lezi v prvnim kvadrantu.
Vyéislime nyni parametry linearizované soustavy v singularnich bodech. Matice
A koeficientt (1.5) linearizované soustavy v piipadé (1.4) ma slozky
A = a1 = 2biyi + c1ys, Az = a1yy, Ao = coys, Aso = az + coyy — 2bays.

V bodeé S() = (0,0) platl’ A11 = az, A12 = A21 = 07 A22 = as. Charakteristick)’/
polynom
P(\) =\ — (a1 + a2)\ + ajas (3.5)
ma dva ne nutné ruzné reilné koteny aq, as. Podle Véty 1.5 je Sy neatraktiond uzel.
V bodé Sl = (al/bl,O) Cisla Aij jSOU A11 = —ag, A12 = alcl/bl, A21 = 0,
Asg = ag + ajca/by. Charakteristicky polynom P()) a jeho diskriminant D je

B B B 2
P(A):)\Q—(bf—al))\—albf, D:(b12+a1> . (3.6)
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Podobné v bodé SQ = (0, ag/bg) je Au = aj +a201/b2, A12 = 0, A21 = GQCQ/bQ,
Ass = —agy a charakteristicky polynom P()) a jeho diskriminant D vyjde

B B B 2
P(A):)\Q—(b;—ag))\—@b;, D:(b;—l—a2> . (3.7)

Pokud d = b1be — c1co # 0, existuje i ¢tvrty singuldrni bod S12 = (B1/d, B2/d) .
Spocitejme koeficienty matice A v tomto singuldrnim bodu

blBl ClBl CQBQ bgBQ
A = - A = —_— A — A — .
11 d ) 12 d ) 21 d 9 22 d
Koeficienty ddvaji charakteristicky polynom P()) a jeho diskriminant D
b1B1+bsB BB b1 B1—byB5)? BB
P(A) =22+ 1 1:1- 2Bz | 1d27 D:( 1 1d22 2) +40102d21 2 (3.8)

Proberme jednotlivé ptipady podle znamének cy, co, které urcuji situaci.

(A) Mutualismus, symbiéza — kladné ¢, co

Necht vsechny parametry ai,as, b1, ba, c1, ¢y jsou kladné. Potom B, Bo jsou také
kladné. Navic predpokladejme, ze d = b1by — c1 ¢ je kladné. Kdyby d bylo zaporné,
,Sikmé“ nulkliny by se neprotinaly v prvnim kvadrantu a obé populace by v limité
rostly nade v8echny meze, coz by vedlo k destrukci prostiedi a naslednému vyhy-
nut{ obou populaci. Z predchoziho vime, ze prvni nulkliny ¢} = 0 jsou dvé pifmky:
y1 = 0, tj. osa yo, a ptimka ps: a1 — b1y + c1y2 = 0, kterd vychazi ze singularniho
bodu S; = (a1/b1,0) s kladnou smérnici by /¢y, viz Obr. 8.

V bodech prvniho kvadrantu mezi polopfimkami ys a ps je hodnota funkce
vy = f1(y1,y2) kladné, proto prvni slozka g} tetného vektoru je kladné. V bodech
vpravo od pravé nulkliny ps je prvni slozka te¢ného vektoru zaporna.

\
\
)

AN VN AL
LI IR T N | N A P g
A T N N A R

So S h Sol S1 Y1
Obrazek 8. Symbidza: nulkliny a singularni Obrazek 9. Symbidza: tecné vektory
body (a1 =4, b1 =1, ¢1 = 0,25, a2 = 2, trajektorii (a1 =4, b1 =1, ¢1 = 0,25,
ba =1, c2 =0,2). az =2,ba =1, ca =0,2).

Analogicky vySetiime druhé nulkliny y5 = 0. Jsou to opét dvé pifmky: yo = 0,
tj. osa y; a pifmka py: as — bays + coy1 = 0 vychdzejici ze bodu Sy = (0, as/bs)
s kladnou smérnici ¢ /be, viz Obr. 8. V bodech prvniho kvadrantu mezi obéma
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piimkami je hodnota y4 = f2(y1,y2) kladnd, proto druhd slozka tecného vektoru
y5 je kladnd, a v bodech nad horni nulklinou je slozka te¢ného vektoru zaporn4.

Protoze d > 0, ,8ikmé“ nulkliny, piimky p1, p2, se protinaji v prvnim kvadrantu
v bodé Sy2 a rozdéluji tak prvni kvadrant na ¢tyfi oblasti. Podle znamének slozek
tetného vektoru v Obr. 8 je zakreslena ,orientace“ teénych vektort, tj. ve kterém
kvadrantu nebo na které poloose je teény vektor, protoze v jednotlivych oblastech
a na nulklindch je tato orientace konstantni. V Obr. 9 jsou zakresleny skutecné
tetné vektory. Podle Véty 1.5 a podsekce Pomocné vysledky v souladu s Obr.8, 9
bod Sy je neatraktivni uzel, body S1,S2 sedla a Sy2 atraktivni uzel.

Vsimnéte si efektu symbidzy: singuldrni bod S5 pritahuje vechna feseni (kromé
poloos y1, y2) a davd vyssi ,rovnovazné hodnoty“ pro obé populace, nez jsou
rovnovézné hodnoty a;/b; u obou populaci bez vzdjemného vlivu. Tento stav je
proto stabilni a ,udrzitelny“. Je to atraktivni uzel.

(B) Konkurence — zaporné cy, ¢y

Necht vSechny parametry aq,as,by,bs jsou kladné a parametry ci,co zdporné.
Stejné jako v piipadé symbidzy prvni nulkliny y; = 0 jsou dvé piimky: y; = 0, tj.
osa Yo, a ,,8kma“ primka ps: a1 — b1y + c1y2 = 0, kterd vychazi ze singuldrniho
bodu S; = (a1/b1,0) se zdpornou smérnici by /¢; < 0. Druhé nulkliny 35 = 0 jsou
také dve primky: yo = 0, tj. osa y; a ,Sikma“ pfimka p;1: ags —boys +coy1 = 0, kterd
vychdzi ze singuldrniho bodu Sy = (0, as/bs) se zdpornou smérnici co/bs < 0.

V piipadé konkurence se prvni nulkliny navic protinaji v prvnim kvadrantu na
kladné poloose ys v pruseciku Py = (0, —ai/c1) a druhé nulkliny se protinaj{ na
kladné poloose y; v bodé Py = (—ag/ca,0). Pozor, tyto pruseciky ovsem nejsou
singularnimi body, protinaji se zde dvé prvni nebo dvé druhé nulkliny. Navic,
pokud koeficient d = b1bs — ¢1¢o je nenulovy, Sikmé nulkliny se protinaji.

Jaké je poradi bodu S7 a P, na poloose y;? Jestlize By = asb; +ajce > 0, potom
asby > —ajcq > 0, odkud plyne —as/ca > ayby, tedy prusecik P, lezi vpravo za
singuldrnim bodem S;. V opaéném piipadé By < 0 prusecik P, lezi vlevo pred
S1. Podobné v ptipadé By = a1bs + azc; > 0 na poloose yo prusecik Py lezi nad
bodem S5, pro By < 0 bod P; lezi pod bodem S,. V piipadé B; = 0 nebo By =0
body P, S3 nebo Ps, Sy splyvaji.

Rozlisime jednotlivé situace podle znamének parametra By, Bs.

(Ba) ,,Slaba konkurence“ — kladné B;, By

V tomto piipadé na poloose y; bod P» lezi za bodem S; a na poloose ys bod P;
lezi nad bodem S3, viz Obr. 10.

Jaké je d? Z podminky By > 0 plyne bs/as > —ci/a; > 0, podminka By > 0
dava by /a; > —ca/as > 0. Souéin obou nerovnosti po vyndsobeni ajas > 0 dévéd
bibs > cico, proto d > 0. To potvrzuje skutecnost, ze pruseéik Sis, lezi v prvnim
kvadrantu, jeho soufadnice, viz (3.4), jsou kladné.

Nulkliny protinajici se v singularnim bodé Sis rozdéluji prvni kvadrant na
Ctyfi ¢asti. Podle znamének f1(y1,y2), fo(y1,y2) v nich vykreslime ,orientaci“
piislusnych teénych vektoru (yi,v5), viz Obr. 10.
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Vysetreme singularni body. Podle Véty 1.5 a vysledku podsekce Pomocné vy-
sledky v souladu s Obr.10, 11 bod Sy je neatraktioni uzel. Podle (3.6) a (3.7)
charakteristické polynomy v bodech S; a Sy maji zdporny absolutni ¢len det(A),
maji proto redlné kofeny s opa¢nymi znaménky a body Sy, Sz jsou tudiz sedla.

142

Pz ‘ Y

Y1
Obrazek 10. Slabd konkurence: nulkliny, Obrazek 11. Slabd konkurence: tecné
singuldrn{ body (a1 =4, b1 =2, ¢c; = —1, vektory (a1 =4, b1 =2,¢1 =—1, a2 =3,
az =3,b2 =1, cg =—0,6). b2 =1, c2 = —0,6).

Ve ¢tvrtém singuldrnim bodé Sio podle (3.8) je det(A) = By By/d kladny, dis-
kriminant D kladny a stopa Tr(A) je zdpornd. Podle Véty 3.1 kofeny jsou zaporné.
Podle Véty 1.5 bod S13 je atraktivni uzel. Pro kontrolu vykresleme smérové vektory
v Obr.11, potvrzuji typy singularnich bodu.

Jaké je hodnocen{ situace? Viechny trajektorie (kromé bodu na poloosich y;
a yo) smeiuji do atraktivnitho bodu Sia, ktery dévd obéma druhtm rovnovazny
stabilni stav. Tento stav je sice mensi nez v piipadé samotné prvni nebo druhé
populace, ale oba druhy piezivaji.

(Bb) ,,Silnd konkurence“ — zdporné Bi, By

V tomto ptipadé na poloose y; bod Ps lezi pfed bodem S; a na poloose y2 bod
Py pred bodem Sy, viz Obr. 12. Ziporné B;, B dévaji 0 < ba/as < —c1/aq,
0 < b1/a1 < —caagq, soudin nerovnosti pak biby < cica. Proto d < 0 a v (3.4)
soufadnice bodu Sio jsou kladné. Nulkliny se protinaji v singularnim bodé Sy
a rozdéluji prvnf kvadrant na ¢tyfi ¢dsti. Podle znamének f1(y1,y2), f2(y1,y2) je
v Obr.12 vykreslena orientace piislusnych teénych vektoru (yf,v5).

Urceme typy singuldrnich boda. Z Véty 1.5 s (3.5) plyne, ze bod Sy je ne-
atraktivni uzel. Podle (3.6) v bodé S; charakteristicky polynom (3.6) mé diky
By < 0 zapornou stopu Tr(A) a nezdporny diskriminant D. Kofeny A1, Ay jsou
proto zaporné a podle Véty 1.5 singularni bod S; je atraktivni uzel. Analogickym
vypocCtem lze zjistit, ze singularni bod Sy je také atraktivni uzel.

V singuldrnim bodé Sio je det(A) = B;Bsy/d zaporny, protoze By, Ba,d jsou
zaporné. Charakteristicky polynom P(\) m4 kladny diskriminant, viz (3.8). Podle
Véty 3.1 polynom P(\) mé proto redlné kofeny s opa¢nymi znaménky a Véta 1.5
dava, ze singularni bod Si2 je sedlo. Smérové vektory v Obr. 12 to potvrzuji.
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So P S1 hn

Obrazek 12. Silna konkurence: nulkliny, Obrazek 13. Silna konkurence: te¢né

singuldrn{ body (a1 =5, b1 =1, ¢c1 = -3, vektory (a1 =5,b1 =1, ¢c1 = -3, a2 =4,
az=4,b2 =1, co = —2). b =1, coa =—2).

Jaké je hodnoceni situace? Narozdil od slabé konkurence, kdy body S; a S
byla sedla a Sio atraktivni uzel, v piipadé silné konkurence stavy S; a Ss jsou
atraktivni uzly a Sio sedlo. Téméf viechny trajektorie proto jdou bud do bodu
S1 nebo Sy, tedy bud’ jedna nebo druhd populace vyhyne, zalezi na pocateénich
hodnotach populaci.

(Bc) ,Dominance® prvni populace — B; kladné a By zdporné

V tomto piipadé na poloose y; bod Py lezi pted bodem S; a na poloose ys bod Py
nad bodem Ss, viz Obr. 14. Nulkliny se v prvnim kvadrantu neprotinaji, rozdéluji
ho proto jen na tii ¢asti, pruse¢ik Sio ,Sikmych“ nulklin neni v prvnim kvad-
rantu nebo neexistuje. Podle znamének hodnot fi(y1,y2), f2(y1,y2) vykresleme
v jednotlivych oblastech ,orientaci“ tecnych vektoru (yi,v5), viz Obr. 14.

P

So4

g

—q

So P S Y So

Obrazek 14. Dominance: nulkliny a Obréazek 15. Dominance: tec¢né vektory
singuldrni body (a1 =5, b1 =1, ¢1 = —1,25, trajektorii (a1 =5, b1 =1, c1 = —1,25,
ag =4, ba =2, cog = —-2). az =4, ba =2, co = —2).

Jakého typu jsou singuldrni body? Opét (3.5) davd, ze bod Sy je neatraktivni
uzel. Charakteristicky polynom (3.6) md v bodé S; diky (3.6) a By < 0 zdpornou
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stopu Tr(A) a nezéporny diskriminant D. Kofeny A1, Ay jsou proto zdporné a
z Véty 1.5 plyne, ze singularni bod S je atraktivni uzel.

V singuldrnim bodé Se = (0, az/bs) je situace odlisna. Podle (3.7) determinant
det(A) je zdporny, a z Véty 3.1 plyne, ze polynom P(\) mé dva reilné kofeny
s opa¢nymi znaménky. Véta 1.5 potom dava, ze singularni bod Ss je sedlo.

Jaké je hodnoceni situace? V tomto pripadé je situace pro ,slabsi“ druh jesté
horsi nez v piipadé silné konkurence. Kromé vyjimecné situace y; = 0, kdy prvni
druh neexistuje, populace yo vzdy vyhyne. Prvni druh se ustéli na stejné hodnoté,
jako v ptipadé, kdy druhy druh neexistuje.

(Bd) ,,Dominance* druhé populace — B; zdporné a B, kladné

V pripadé B; < 0 a By > 0 je situace opacnd, Ss je atraktivni uzel, S1 je sedlo,
prvni druh vyhyne a druhy se ustali na hodnoté, jako kdyz prvni druh neexistuje.

(Be) Mezni situace: B; nebo By nulové

V dalsim stru¢né analyzujeme ,mezni situace®, kdy B; nebo By je nulové. Opét
parametry aq, as, b1, bo jsou kladné a ¢y, co zdporné. Jestlize By = a1by +asc; =0,
potom ¢; = —ayby/as body Py, Sy a Sis splynou. V dalsim rozlisime znaménko
Bs, které urcuje, zda prusecik P, je pfed nebo za singuldrnim bodem S .

S1 P P, S1

0 P2:Sl

0 (0]

Obrazek 16. B; =0, Obrézek 17. B; =0, Obrazek 18. B; =0,B2 =0
By >0 (a1 =3,b1 =2, By <0 (a1 =3, b1 =2, (a1 =3,b1 =1,¢c1 = -1,
c1 =-—1,a3 =3,6, b = 1,2, c1 =—1,a3 =3,6, b3 =1,2, ag =3,ba=1,co=-1).
co = —1,2). co = —1,2).

(i) By nulové, Bs kladné: Protoze By = agby 4+ ajca > 0, prusecik Py lezi
na ose y; za singuldrnim bodem S; a soustava méa tfi singularni body,
viz Obr. 16. Bod Sy je ve vSech piipadech neatraktivni uzel, viz (3.5).
Podle (3.6) v bodé S charakteristicky polynom mé dva ruzné redlné kotreny
s opa¢nymi znaménky, bod S; je sedlo v souladu s Obr. 16.

V bodé S, vztah (3.7) ddvé charakteristicky polynom P()\) = A2 + as ),
ktery ma nulovy a zdporny kofen, coz v naSem ptipadé nelinearni soustavy
typ bodu nedava. Podle orientace te¢nych vektoru v okoli izolovaného sin-
guldrniho bodu Ss, viz Obr. 16, vSechny trajektorie do bodu So sméruji,
proto bod Sy je atraktioni uzel.
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Jaké je hodnocenf situace? Narozdil od piipadu (Ba) slabé konkurence
populace y; vyhyne, (kromé piipadu y» = 0) stejné jako v piipadé (Bd)
dominance druhé populace.

(ii) B; nulové, B, zaporné: Protoze By je zdporné, prusecik P, lezi pied
singuldrnim bodem Sy, viz Obr. 17. Bod Sy je neatraktivni uzel. V bodé
Sy charakteristicky polynom (3.6) méa kladny linedrni i absolutni ¢len, proto
ma zaporné koteny a bod Sy je atraktivni uzel.

V bodé Sy vztah (3.7) dava charakteristicky polynom P(\) = A2 +as ),
ktery ma nulovy a zaporny kofen, coz typ bodu nedava. Podle orientace
te¢nych vektoru v jeho okoli, viz Obr. 17, existuji trajektorie, které do
bodu sméfuji, i trajektorie, které se od néj vzdaluji, bod S5 je proto sedlo.

Jaké je hodnoceni situace? V tomto piipadé populace y, vyhyne (kromé
pifpadu y; = 0) stejné jako v pifpadé (Bc) dominance prvni populace.

(iii) B; i By nulové: V tomto piipadé také body P, a Sy splynuly, viz Obr. 18.
Prvni a druha sikméa nulklina splynuly, singularni body proto tvoii celou
tsecku S155. Bod Sy ziistavéa neatraktivnim uzlem. Podle Obr. 18. viechny
trajektorie v okoli vsech bodu tsecky S1.59 k singularnim bodim sméfuji.

Jaké je hodnoceni situace? V tomto nestabilnim piipadé se obé populace
ustali v nékterém bodé usecky SS9 v zavislosti na poc¢atetnim stavu.

(iv) Bs nulové: Zéménou populaci y; a yo pro By > 0, dostdvdme piipad (i)
a pro By < 0 piipad (ii) s pfehozenymi rolemi populaci.

(C) Modely predator - kofist — zaporné ¢; a kladné ¢,

Tyto modely popisuji situaci dvou populaci: prvni y; se nazyva kotist, druha ys
predator nebo dravec, kterda se kotisti zivi. Naptiklad kofisti je snézny kralik a
predatorem rys. Dalsimi piiklady jsou kapii a Stiky v rybniku, losi a vlci.
Predator se zivi koristi, snizuje populaci kofisti, parametr ¢; je proto zdporny.
Mnozstvi kofisti umoziiuje mnozeni preddtora, proto parametr ¢y je kladny.
Uvedeme zjednoduseny model, ktery nese jména dvou autoru. Model navrhl
Alfred J. Lotka v roce 1910 pro chemické reakce, v roce 1925 model aplikoval na
systém predator-kotist ve své knize o biomatematice. Nezéavisle stejné rovnice pu-
blikoval Vito Volterra 1926, aby vysvétlil periodické chovani poctu vylovenych ryb
v Jaderském moti. Model byl inspirovan periodickym vyvojem poc¢tu vykoupenych
kozek snéznych kraliku a ryst v severni Kanadé v letech 1845-1935, viz napt. [5].

Klasicky Lotkuv-Volterrav model

Model je popsan napf. v [1]. Abychom mohli vyuzit pro model vysledky ze subsekce
Pomocné vysledky, vyuzijeme oznateni parametru z predchozich ¢asti. Pro kofist
y1 nechdme parametr a; kladny, omezeni zdroji potravy zanedbame, tj. polozime
b1 = 0. Predator se zivi kofisti, ¢imz snizuje populaci kofisti, tj. parametr c; je
zaporny. Predator bez kofisti vymird, proto parametr as je zdporny. Omezeni
prostifedim zanedbame, tj. bo = 0, mnozstvi potravy kofisti umoznuje prirustek
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predétora, proto je ¢y > 0. Soustava rovnic (3.1) se tedy redukuje na

Y1 = a1y + iy = (a1 + ay2)v, (3.9)
Yh = asya + cot1y2 = (a2 + cay1)ya, .

pricemz parametry ap, co jsou kladné a as, ¢ zdporné.

Prvni nulkliny jsou dvé na sebe kolmé primky: y; = 0, tj. osa yo, a piimka
p2 : a1 + c1y2 = 0 vychédzejici z bodu (—aq/c1,0) kolmd na osu y;. Druhé nulkliny
jsou také dvé na sebe kolmé piimky: yo = 0, tj. osa y1, a piimka p; : ag +coy; =0
vychdzejici z bodu (0, —as/cz) kolmd na osu yq, viz Obr. 19.

Nulkliny se protinaji ve ¢tyfech bodech: singularni body jsou vsSak pouze dva
So = (0,0), S12 = (—az/ca,—ay,c1), protoze bod P = (0,—ay/c1) je prusecik
prvnich nulklin a bod Py = (—as/co, 0) prusecik druhych nulklin, ne dvou ruznych
nulklin. Nulkliny rozdéluji prvni kvadrant na ¢tyti casti. Vykresleme v Obr. 19

nulkliny a smér tec¢en trajektorii v pfislusnych oblastech.
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Obrazek 19. Predator-kofist: nulkliny a

body (a1 =3, c1 = —1, a2 = —4, c2 = 1).
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Obrazek 20. Predator-kotist: te¢né vektory

(a1 =3,c1=-1,a2 =—4,c2a=1).

Pro ureni typu singuldrnich bodu ur¢ime koeficienty A;; piislusné linearizo-

vané rovnice: Aj; = a1 + 143, A2 = a1y}, Ao = coys, Aza = ag + coyf a
charakteristicky polynom nabude tvar

P(\) =A% — (a1 + ag + 1y + coyP) A + (a1 + 1) (az + cayl).

V bodé Sy = (0, 0) charakteristicky polynom P(\) = A2 — (a; +a2)\ +ajas mé
kofeny A\ = a3 > 0, s = as < 0, tj. s opacnymi znaménky. Podle Véty 1.5 bod
So je sedlo.

V bodé 512 = (—ag/CQ, —al/cl) je All = A22 = O, coz dava TI‘(A) = 0. Dale
A12 = —Clag/CQ, A21 = —62a1/61 odkud det(A) = —A12A21 = —aijas > 0.
V bodé Si5 tedy polynom P()\) = A% — ayas méa nulovou stopou a zdporny diskri-
minant D = 4ajay < 0, mé tedy dvojici komplexné sdruzenych kofent s nulovou
redlnou casti. Protoze soustava rovnic je nelinedrni, z Véty 1.5 neplyne, Ze sin-
guldrni bod Sis je stfed. Obecné by se mohlo jednat o ohnisko nebo bod rotace.
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V naSem piipadé vSak lze spocitat trajektorie jako ,vrstevnice* funkce dané vzta-
hem F(y1,y2) = const, viz [1]. Z rovnic (3.9) plyne

dyi (a1 4+ c1y2)yn

dys  (ag +coyr)y2
V rovnosti proménné y;, yo lze separovat

a a
<2 + 02> dy; = (1 + 01> dyo
U1 Y2

a integraci ziskdvame aqs In(y;)+cayr = a1 In(yz)+c1y2 +const, coz davd implicitni
rovnice pro trajektorie

F(y1,y2) = a2 In(y1) + cay1 — a1 In(y2) — c1y2 = const.

Funkce F' m& v bodé S12 = (—aa/ca, —ay /c1) obé prvni parcidlni derivace nulové.
Protoze a1, ¢ jsou kladné a as, ¢; zaporné, druhé derivace v bodé Si5 jsou

F:;I1y1(512) =—a/y; >0, nglyg(slz) =0, F;Qy2(512) =ay/y; > 0.

Proto v bodé S15 funkce F(y1,y2) méa ostré lokdlni minimum. Trajektorie v okol
bodu Sy2 — vrstevnice funkce F(y1,y2) — jsou tudiz uzaviené kiivky a singuldrni
bod 512 je stred.

Jaké je hodnoceni situace? Pokud je kofist nulova y; = 0, predator vyhyne.
Pokud neexistuje predator y, = 0, kofist se mnozi neomezené. V singularnim bodé
S12 je stav kotisti i predatoru neménny. Mimo tyto piipady jde o periodicky jev,
vyvoj probihd v cyklu, kdy se postupné periodicky opakuji ¢tyfi situace:

(a) preddtoru je mélo, kofist se mnozi,

(b) kofisti je mnoho, roste pocet preddtort,
(¢) preddtoru je mnoho, klesd pocet kofisti,
(d) kofisti je mdlo, klesd pocet preddtor.

ZAVERECNE POZNAMKY

Prozkoumali jsme chovani matematického kyvadla. Nelinearni rovnice pfinesla
dalsi druhy redlného chovani, které linearizovany model nedokazal popsat. Vy-
skytly se zde singuldrni body stred a sedlo. Pfidanim tlumeni se singuldrni bod
stfed zménil na atraktivni ohnisko nebo atraktivni uzel podle velikosti tlumeni.
Zajimavé je také studovat pripady tlumeni, které zaviseji na rychlosti nelinearné,
a které mohou pfinést utlumeni pohybu v kone¢ném case.

Kyvadlo je jednim z piipadu periodickych jevi v mechanice. Podobny jev je
periodicky pohyb kulicky po dréze tvaru pismene U, tj. rovinné kiivky v R? dané
vztahy 3 = ¢(x2), ©1 = 0. Perioda pohybu kulicky po dréze zavisi na tvaru
drahy, tj. funkci p. Obvykle perioda kmitt zavisi na velikosti ,,rozkmitu®, v pripadé
dréhy tvaru cykloidy, tj. funkce hyperbolicky kosinus, perioda kmitani na rozkmitu
nezdvisi, vice napf. [1].

Modelum popula¢ni dynamiky je vénovana napf. monografie [4]. V piipadé dvou
populaci jsme rozlisili tii zakladni vztahy: symbiéza, konkurence a predace. Ziskali
jsme tak singularni body typu atraktivniho i neatraktivniho uzlu, sedla i stfedu.
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Zajimavym vysledkem je rozliSeni tii ruznych stupinu konkurence. Ve specidlnim
piipadé konkurence vzniklo nekoneéné mnoho rovnovéznych stavu.

vést i k typu atraktivniho ohniska, pripadné k atraktivnimu cyklu.
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