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Abstrakt

Tato prace je zaméfena na feSeni piimych staticky neurcit¢ ulozenych nosnikl a
vlivu posunuti jejich podpor na vysledné fteseni. K feSeni bylo pouzito metod
Castiglianovy vety, diferencialni rovnice ohybové cary a nosniku s vnitrnimi klouby
(Gerberuiv nosnik). Jako ptiklad byl zvolen nosnik o dvou polich a tfech podporach,
zatizeny po celé jeho délce liniovym zatizenim.

Kli¢ova slova

nosnik, liniové zatizeni, deformace, podpora, Castiglianova véta, diferencialni
rovnice ohybové cary, nosnik s vnitinimi klouby (Gerberiiv nosnik)

Abstract

These work is focused on the solutions to straight beams statically stored indefinitely
and the influence of displacement their support to the final solution. The solution was
used Castigliano’s theorem, fluxional equation of bend line methods and beam with
internal joints (Gerber beam). As an example, he was elected the two boxes - beam
about three supports loaded for the entire length of a line load.

Key words

beam, line load, strain, support, Castigliano’s theorem, fluxional equation of bend
line, beam with internal joints (Gerber’s beam)
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1 Uvod

V praxi se setkavame s mnoha ptipady soucasti, kdy je tieba fesit jejich staticky
neurité ulozeni. Casté jsou i piipady, kdy lze mezi témito soucastmi najit takové, které
1ze modelovat jako pifimé, staticky neurcit€¢ ulozené nosniky. Cilem této prace bylo
porovnat feseni téchto nosnikli pomoci metod Castiglianovy véty a diferencialni rovnice
ohybové cary, které jsou vhodné pro oblast strojniho inzenyrstvi a strojni soucasti a dale
pomoci nosniku s Vnitinimi klouby (Gerberova nosniku), ktery je vhodny pro oblast
stavebniho inzenyrstvi a stavebni konstrukce. Nedilnou soucasti této prace bylo také

posouzeni vlivu posunuti podpor nosniku na vysledné fesen.
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2 Predpoklady reSeni

2.1 Linearné pruzné téleso

Charakteristickou vlastnosti linearn¢ pruzného télesa je linearni zévislost mezi
zatizenim, napétimi, deformacemi a posuvy. U linearné pruzného télesa zavisi napjatost
pouze na zatizeni, deformace na zatizeni (a materialu télesa), které na téleso v daném
okamziku ptisobi a neni tedy zavislé na historii zatézovani [1].

Téleso lze prohlésit za linearné pruzné za téchto predpokladi [1]:

e material télesa je linedrn¢ pruzny
deformace télesa je mala

slozky tenzoru pietvoreni jsou malé
okrajové podminky jsou linearni

2.2 Materialové charakteristiky

Vychozim predpokladem pruznosti a pevnosti jako soucasti mechaniky téles je
predpoklad o spojitosti télesa. Ma-li byt spojité téleso télesem modelovym, pak
podstatné vlastnosti materialu redlnych téles musi byt vyjadieny konstitutivnimi vztahy
a materidlovymi charakteristikami, které musi byt ur€ovany experimentdlné, nejcastéji
zpusobem tlakové a tahové zkousky [1].

2.3 Prutové piredpoklady

Prut v pruznosti a pevnosti je teoretickym modelem realného télesa z hlediska
napjatosti a deformace a je modelem nejjednodussiho typu. Musi spliiovat jisté
geometrické, deformacni a napjatostni pfedpoklady tzv. prutové predpoklady [1]:

pfedpoklady geometrické
pfedpoklady vazbové a zatézovaci
predpoklady deformacni
predpoklady napjatostni

2.4 Smykova napéti
U prostého ohybu jsou v zavislosti pohybu pficnych prifezt pii zatéZovani,

zachovany pravé uhly prvku uvolnéného z prutu namahaného ohybem. Této deformacni
podmince pak odpovidd deformacni charakteristika, ze thlova ptetvotfeni jsou nulova

[1]:

Viy =Vaz =V, =0 1)
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L
S vyuzitim Kkonstitutivniho vztahu T = G - ¥ a podminky > > 10 pro homogenni,

linearn¢ pruzny material pro smykova napéti v pticném prifezu pak plati [1]:

o 2.2
Ty = Taz = Tyz = 0 (22)

Lze tedy konstatovat:
U prostého ohybu jsou smykova napéti T nulova

2.5 Vzorovy priklad

Jako vzorovy ptiklad Obr. 2.1 jsme zvolili nosnik o dvou polich a tfech podporach,
ktery je zatizeny po celé jeho délce liniovym zatizenim. Takto jsme volili pro
jednoduchost matematickych vypocti a velmi nazorné srovnani pouzitych metod.

Nl
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3 Castiglianova véta

3.1 Odvozeni Castiglianovy véty

Uvazujme teleso, které je v linearn€ pruzném stavu, na které plisobi obecna silova

soustava m a jedna osam¢la sila Fy. Tato soustava vykonala deformacni praci A, ktera je
rovna energii napjatosti W v tomto télese akumulované. Ta je Vv télese rozlozena spojité
a je stavovou funkci. To znamena, ze nezavisi na historii zatézovani, pak [1]:

n m
1
W(T[)ZA(T[)=§ ZFi-ui+ZMj-<pj+fp-u-dS+fmp-<p-dS+
i=1 j=1 r r
(3.1)

+f0-u-dV+fq-u-dl+fmq-<p-dl
Y Y

Obr. 3.1

kde jsou Fy..F, - osam&l¢ sily, M;.. M,, — osamélé silové dvojice, b - plosné sily, m, —
plosné silové dvojice, 0 - objemové sily, q - liniové sily, mq - liniové dvojice a U -
posuv pisobisté osamélych nebo elementdrnich sil ve sméru jejich nositelek, ¢ - zména
uhlu piimky pevné spojené s pisobistém osam¢lé nebo elementarni silové dvojice [1].

14



Pro jednoduchost budeme uvazovat soustavu T:

m={F,F; ..k, .F ..} (3.2)

—=

Fx

Obr. 3.2

Je pak energie napjatosti v télese, od stavu nezatizeného do stavu hodnot soustavy Tt
1 n
W(n) = A(T) = Ez Fyu; (3.3)
i=1

Zvétsime-li velikost sil F{ o diferencialni pfirGstek sily dﬁ, je pak diferencialni
piirdstek energie napjatosti télesa dW (1) dany totalnim diferencialem [1]:

n

AW () = z avglgn) dF, (3.4)

i=1

Nyni zvolime dv¢ rozdilné zatézovaci historie, kde si kazdou rozd€lime na dvé rizné
zatézovaci faze:

15



Prvni historie zatéZovani

V prvni fazi zatizime téleso ze stavu nezatizené¢ho do stavu zatizeného silovou
soustavou . V druhé fazi zvétSsime velikost sily Fy o diferencialni piirtustek dFy [1].

0->m T - nUdFyg
i mUdFk
F . F
Fi Fi
E. Fn
~ ) = Q
Fx Fx
dFx
Obr. 3.3

Na konci tohoto zatéZovaciho procesu je energie napjatosti akumulovand v télese
déana rovnici:

W ()
0Fk

W(ruUdFy) =W(m) + g -dFy (3.5)

Druha historie zatéZovani

V prvni fazi zatizime téleso ze stavu nezatiZeného do stavu zatizen¢ho silou o

diferencialni velikosti dﬁg. V druhé fazi k diferencidlni sile dﬁ; ptiddme silovou
soustavu m [1].

16



0 - dFyg dFy - dFy Um

dFk dFxUmr
N F1
Fi
Fn
. Q0 = Q
dFx E.Jf
dFx
Obr. 3.4

Na konci tohoto zatézovaciho procesu je energie napjatosti akumulovand v télese
déana rovnici:

1
W(dFxUn) = 5 AF - duy + W () + dFy - ug (3.6)

Protoze ¢len %dFK ~dug z rovnice (3.6) je slozen ze dvou diferencialné malych

prvki, jeho velikost se oproti ostatnim ¢lentim blizi nule a lze jej tedy zanedbat. Rovnici
(3.6) pak mtizeme piepsat do tvaru [1]:

W(dFx Um) =W(m) + dFy - ug (3.7

Dostali jsme dvé rovnice (3.5) a (3.7) pro energii napjatosti akumulované v daném
télese. Za predpokladu, ze energie napjatosti je stavovou funkci, tzn. je nezavisld na
zatézovaci historii, 1ze tyto rovnice polozit sobé rovny [1]:

W (m)

0
W(m) + oF,

17



Vyjadiime-li z rovnice (3.8) posuv u od sily F_K) dostaneme pak:

oW (m)
TN

(3.9)

Deformacni posuv plsobisté osamélé sily F_K) po jeji nositelce je roven parcialni
derivaci energie napjatosti W (rr) podle Fx [1].

Orientace posuvu uy je souhlasna s orientaci pisobici sily Fy.

Analogicky Ize odvodit Castiglianovu vétu pro natoceni:

_aw(m)

Y= "am,

(3.10)

Deformacni natoCeni ¢, ptimky pevné spojené s plisobistém osamélé silové dvojice
ﬁ; je rovno parcialni derivaci energie napjatosti W (rr) podle V] [1].

Orientace natoceni @; je souhlasnd s orientaci piisobici silové dvojice M,.

3.2 Castiglianova véta pro prosty ohyb pruti

U linearné pruznych prutd, 1ze obecné vyjadiit deformaéni posuv plsobisté osamélé
sily ﬁ po jeji nositelce pomoci Castiglianovy véty takto [1]:

Energie napjatosti akumulovana v linearné€ pruzném prutu:

l l
_ ferfMgz'dx (3.12)
2-E-J, 2-E-J,

0 0
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Neni-li M,y spojitou funkci, je diilezité¢ pro feSeni deformacnich charakteristik
sttednice prutu pomoci Castiglianovy véty, postup integrace po spojitych tusecich.
Energie napjatosti pak [1]:

n I

z f oyl' dx fM§ZL'd (3.12)
2-E-], 2-E-],

=1

Po dosazeni rovnice (3.12) do rovnice (3.9), deformacni posuv plsobisté osamélé
sily Fy , pak [1]:

n L
Z j- oyL - dx f Mng ) (3.13)
— 2-E- ] 2-E ']yi

Rovnici (3.13) 1ze zjednodusit Gpravou, ktera se oznacuje jako Maxwell-Mohrova
varianta. Tato varianta je zhlediska pracnosti odvozovani jednodussi, také
nejpouzivanéjsi. Je vsak zalozena na téchto dvou predpokladech [1]:

e materidlové a geometrické charakteristiky (E, J,) ve vyrazech (3.11), (3.12)
pro energii napjatosti zavisi na veli¢inach F, M, dle kterych se derivuje.
e slozky VVU zavisi na veli¢inach F, M linearné

Po upravé rovnice pak:

n L

l;
Oyl . Oyl OZl . (3.14)
Z f f . aFK dx
0

i=1 Zl

Analogicky lze odvodit Castiglianovu vétu pro natoCeni piimky pevné spojené
S pisobistém osamélé silové dvojice ﬁ] [1]:

n L

li
Moy aMi My aMZi
(pJ.:Z:J&.J.dHJ o Mot g (3.15)
0

E-], oM,

i=1]o0
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3.3 Znaménkova konvence pro otevicené primé pruty

Na Obr. 3.5 je uvedena znaménkova konvence pro kladné slozky VVU, pii orientaci
kladné osy x zprava doleva a naopak [1].

\‘L
XL
yL
ZL
Obr. 3.5

3.4 ReSeni vzorového piikladu pomoci Castiglianovy véty

Vzorovy ptiklad Obr. 3.6.

q
| T T T T N
A /\ B A C
L | L
Obr. 3.6
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3.4.1 Uplné uvolnéni

Jako prvni krok pfi fedeni vzorového piikladu je tfeba nosnik ¥adné uvolnit. Uplné
uvolnéni je provedeno dle Obr. 3.7.

Obr. 3.7

3.4.2 Rovnice statické rovnovahy a staticky rozbor

Abychom mohli provést staticky rozbor, je tieba znat pocet pouzitelnych statickych
podminek rovnovahy. Obecné plati, Ze v prostoru v = vy + vy = 3 + 3 = 6. V nasem
ptipadé, kdy se jedné o rovinnou ulohu a sily se pohybuji po rovnobéznych nositelkach,
pakv =vp+vy=1+1=2.

Rovnice statické rovnovahy:

SE,=0: 2-q-L—F,—Fz—F,=0

(3.16)
IMy,=0: Fg-L+F,-L—2-q-1*=0 (3.17)
Neznamé parametry:
NP ={Fp,Fp,Fc} > p=pr+puy =3+0=3 (3.18)
Stupeii statické neurcitosti ur¢ime dle rovnice:
s=pu—v=3-2=1 (3.19)

21



3.4.3 Casteéné uvolnéni

Z rovnice (3.19) vyplyva, ze u < v. Uloha je tedy lx staticky neurdita a je tieba
ulohu uvolnit ¢astecné az na uroven statické urcitosti. V nasem piipad¢ je tieba nahradit

jednu vazbu staticky ekvivalentni silou F_B) a piedepsat vazbovou deformaéni podminku,
aby byla zachovana stejnd deformace.

Ulohu je déle tieba rozdélit na SpOjlte useky dle Obr. 3.8. Pro kazdy z nich vyjadiime
posouvajici silu T a ohybovy moment M,

Sy

R 74 AR
A \ FB]B \ A C
ws=0

3

=

Obr. 3.8
Usek I € (0,1)

x € (0,L) q_> .

FalA 5
leﬁol

Obr. 3.9

Rovnice statické rovnovahy pro usek I:

ZF'ZZO TI_FA+q'x:O
I = F—qex (3.20)
.XZ
SM, = 0: My —Fy-x + =0
(3.21)
2
q-x
My = Fy-x —
A" X )
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Usek Il € (L,2L)
x € (0,2L)

q

Nu
R
| T)"Jﬁon

Obr. 3.10

Rovnice statické rovnovahy pro usek I1:

ZP‘Z=0 TH—FA—FB+CI'X=0

T11=FA+FB—Q'X

X
ZMy=O: MoII—FA'X—FB'(X—L)+q2 =O
q-x*

MO”=FA'X+FB'(X—L)— >

3.4.4 Urceni stykové vyslednice v misté uvolnéné podpory B

(3.22)

(3.23)

Energie napjatosti akumulovana v t€lese je funkci zavislou na d a FT& W = W(q, Fp).
Musime tedy neznamou vazbovou silu E{ vyjadiit také jako funkci q a F_B), pak:

Fy = F4(q, Fp)

Fg
F,=q-L ——
4 =4q >

Pak ohybové momenty M,; a M,;;:

Fg q-x?
Mor=(q-L—=)x——

Fg q-x?
M011:<q'L_7)'x+FB'(x_L)_ 2

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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Vazbova deformacni podminka:

d W(Tf) IMont

Mo, ' oM. (3.27)
_ M -d M .dx|=0 :
W= ToR, T E- ]y f o oF, x+Lf ol "“gp. ¥

Jedna se o homogenni vazbovou deformacni podminku, u niz deformacni parametr
vV misté podpory uvolnéné ¢asteénym uvolnénim ma nulovou hodnotu.

Reseni vazbové deformacéni podminky:

Derivace ohybovych momentt podle vazbové sily F_B):

oM,  x oM, x L
0Fy 2 0Fy 2
Jednotlivé integraly:
oM L F, 2
Mot 1 — A DUV B DY
fo B -5
0
5 1
= ——.g-L*+—.13.
g Lt
oM i Fy 2
-[Mou —= f((q L——) x+FB'(X—L)—q x)'(f—L)-dxz
J 2 2 2 (3.29)
5 1
- 4 _ 3
= "1 -q-L*+ T -L° - Fp
Dosadime do rovnice (3.27) a vyjadiime stykovou vyslednici F_B):
1 5 1
N L* 4+ = L3 F] =0 (330)
E, 72407 T8 B
5-q-L
F, = Z (3.31)
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3.4.5 Urceni stykovych vyslednic v misté podpory A a C

Po uréeni stykové vyslednice E; jsme schopni vyjadiit stykové vyslednice FZ a FZ
Z rovnic rovnovahy (3.16),(3.17):

3.q-1L
AL (3.32)
8
3.q-1L
F, = g (3.33)

Je jasné, ze se jedna o symetrickou tlohu, tedy FZ = fg

3.4.6 Pribéhy VVU

Aby bylo mozné vykreslit pribéhy posouvajici sily T a ohybového momentu M
nosniku dle Obr. 3.11, bylo nutné zvolit si vzorové hodnoty:

q = 1500 [N]
L=1[m]

Prabéeh posouvajici sily T

T
0 12 16 —_
-Bind
Obr. 3.11
Pribéh ohybového momentu M:
M
100
50 m
0.4 0.8 Hml 12 m
0
— -5
g_ 100
150
Obr. 3.12
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3.5 Vliv posunuti podpor

Jako objekt posuzovani volime podporu v misté podpory B. Postup posuzovani je
stejny jako v pfedchozi podkapitole 3.4. Vazbova deformacni podminka se vSak zméni
z homogenni na nehomogenni. To znamend, ze deformaéni parametr méd v misté
podpory nenulovou hodnotu.

WB = 6,
kde 6 = posunuti podpory

Znaménkova konvence:

6 > 0 — podpora se posunula ve sméru piisobici vazbové sily F_B)

e e M 1 M A Dﬁ:ﬂ
Sa SEE C
| L | L |

I bl 1

Obr. 3.13

d < 0 — podpora se posunula proti sméru ptsobici vazbové sily F_B)

q
F g S ———
A [B A.C
|

“©
| WB—-(S

Obr. 3.14
3.5.1 Urceni stykové vyslednice v misté uvolnéné podpory B

Deformacni okrajovd podminka S posunutim podpory:

2.
oW () _ M, IMop; _ (3.34)
wg = oF, I ]y fMo, aFB dx+J M, - aFB dx| =6

L

Ohybové momenty M—O; a M,,; jsou urCeny rovnicemi (3.25),(3.26), pak:

1

E]y 6
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Dostaneme velikost vazbové sily F—B) Vv zavislosti na posunuti podpory & a tuhosti
v ohybu pii¢ného priifezu E - ],

_24-8-E-J,+5-q-L* (3.36)
Fs = 413

3.5.2 Urceni stykovych vyslednic v misté podpor Aa C

Urceni stykovych vyslednic v misté podpor A a C je pak analogické jako v kapitole
3.4.5.

24-6 -E-] +5-q-L4 3.37
24-8§-E-],+5-q-L* 3.38
Fo=q-L-— 8.yL3 ( )

3.6 Ztrata funkce podpor

3.6.1 Ztrata funkce podpory B

Podpora B se bude posunovat ve sméru osy z. V okamziku, kdy vazbova sila Fg = 0,
nepisobi na vazbu zadna sila Obr. 3.15, nazyvame tento mezni Stav jako ztratu funkce

podpory.

q
i g N T S T
A Fe=0|B A C
I‘ L WB=-6._L_ L !
Obr. 3.15

Dosadime tedy Fz = 0 do rovnice (3.36) a vyjadiime § ,pfi kterém ztrati vazba B
svou funkci:

24-§-E-]+5-q-L*
0 — ];r q (3.39)
41
so o9l (3.40)
24-E -],
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3.6.2 Pribéh VVU pfii ztraté funkce podpory B

Pro grafické znadzornéni byly pouzity stejné vzorové hodnoty, jako jsou uvedené

v kapitole 3.4.6.

Prabéeh posouvajici sily T:

T
1504)-
E 1(4M) -
SN
o " o4 o8
-5l
~1iNHH]
1504
Obr. 3.16
Priib&h ohybového momentu M:
M
T
G
— 5
; A} -
M)
D)
1M -
" T T T T T T T T T T T T T T
04 0.8 1.2 16
Lim]
Obr. 3.17
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3.6.3 Ztrata funkce podpor AaC

Podpora B, opaéné jako v kapitole 3.6.1, se bude posunovat proti sméru osy z.
V okamziku, kdy na vazbu B ptisobi veskeré zatizeni psobici na nosnik ve sméru osy
z, (v naSem piipadé vazbova sila Fg = 2 - q - L Obr. 3.18), neplisobi na vazby A a C
zadné zatizeni, nazyvame tento mezni stav jako ztratu funkce podpor.

E:EI S T T T:;:,,:gq
Fe=2-q-L
| L L L |

Obr. 3.18

Dosadime tedy Fg = 2-q-L do rovnice (3.36) a vyjadiime &, pii kterém ztrati
podpory A a C svou funkci:

24-6-E-J+5-q-L*
2.q-L = J;f q (3.41)
AL
.74
s 1L (3.42)
8-E-J,

Pozndamka: Podpora A ztrati svou funkcnost pouze v pripadé posunuti podpory B o
6 dle rovnice (3.42). Podpora A je pevnou podporou. Pokud se tedy vazba B posune o
hodnotu > 6, stykovd vyslednice v misté podpory A bude mit opacny smér dle Obr 3.19.

q
e T i T e e S M
WB>6TB

Fa FB

L | L |

== C |

Obr. 3.19
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3.6.4 Pribéh VVU pii ztraté funkce podpor A a C

Pro grafické znazornéni byly pouzity stejné vzorové hodnoty, jako jsou uvedené
v kapitole 3.4.6.

Priibéh posouvajici sily T:

T
1504
E 1nnn—
SIM) -
o 2 04 06 OB 1 12 14 16 18 2
~5iM Lim]
-1n-n-n—§
1500 -
Obr. 3.20
Prabéh ohybového momentu M:
(¥
Lfm]
02 04 06 OB 1 12 14 16 18 2
".
— 1k
MM
— -3
g.. —AM
—5M3 -
M3 -
—FMD
Obr. 3.21
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4 Diferencialni rovnice ohybové ¢ary

4.1 Odvozeni diferencidlni rovnice ohybové ¢ary

Pii ohybovém namahéni pfimého prizmatického prutu se jeho stfednice ohyba a
vytvaii tzv. ohybovou caru. Podle prutovych predpokladi piicné prufezy ziistavaji
rovinnymi a kolmymi K ohybové ¢afe. Z toho je ziejmé, ze ptetvoreni libovolného bodu
pfi¢ného prifezu mizeme urcit, budeme-li znat rovnici ohybové cary[1].

Ptredpokladame zakladni ohyb kolem osy y

X

A BrB—

Obr. 4.1

Pomérné délkové pretvoreni €, délky dx [1]:

W_z-dq)_z

=== =— 4.1
Pro pomérné délkové pietvoreni také plati[1]:
&(2) = -z 4.2
0 =5 (4.2)
Porovnanim vyrazi (4.1), (4.2) dostaneme vztah pro kiivost:
1 M,
RTE. T (4.3)
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V diferencialni geometrii se pro kiivost rovinné kiivky v soufadnicovém systému
(x,y) odvozuje vztah[1]:

1 N w' (4.4)
R a1+ W'Z)g .
,kde pro malé prihyby w'(x) — 0:
1
E = iw” (45)

Po dosazeni rovnice (4.5) do (4.3) dostavame Diferencialni rovnici ohybové cary:

My

W”=i
E-],

(4.6)

4.2 Znaménkova konvence pro diferencialni rovnici ohybové ¢ary

Bude-li osa 4z orientovana smérem doli (nahoru), bude ve vztazich (4.4), (4.5),
(4.6) zaporné (kladné) znaménko dle Obr. 4.2 [1].

Pravototocivy s.s. Levoto€ivy s.s.

0 Az

NV
<

Obr. 4.2

Pokud plisobi na prut silova soustava nebo jde o prut po tusecich nehomogenni,
potom musime zvIast’ formulovat diferencidlni rovnici ohybové ¢ary pro kazdy usek, ve
kterém je ohybovy moment spojitou funkci. Integracni konstanty se potom urcuji na
zaklad¢€ okrajovych podminek pro cely prut a podminek spojitosti posuvil a nato¢eni na
hranicich pfislusnych useku [1].
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4.3 ReSeni vzorového prikladu pomoci diferencidlni rovnice ohybové
cary
U feSeni pomoci diferencialni rovnice ohybové ¢ary je ¢ast algoritmu feSeni shodna

s algoritmem v piedchozi podkapitole 3.4. Proto uplné uvolnéni, rovnice statické
rovnovahy, staticky rozbor a ¢aste¢né uvolnéni je popsano v podkapitolach 3.4.1, 3.4.2,

a3.4.3.

4.3.1 Diferencialni rovnice pro jednotlivé useky

V podkapitole 3.4.3, je tloha rozdélena na dva spojité useky I a II. Pro kazdy tsek
formulujeme samostatnou diferencidlni rovnici ohybové ¢ary. Naslednou prvni integraci
dostaneme rovnici pro natoéeni stiednice prutu w' a druhou integraci prihyb stfednice
prutu w.

Usek I € (0,1)

x € (0,L)
—M,, (=2-q-L+Fg+q-x)-x
wy = = 4.7
I E']y Z-E']y ( )
, . _(2-q-x—6-q-L+3Fg) x*
[, (q-x>*—4-x*-q-L+2-x* Fg)-x
W,—JW,-dx— 24-EJ, +Cl-x+C2 (4.9)
Usek 11 € (L, 2L)
x € (0,2L)
—M,; —-2-x-q-L—x-Fg+2-Fg-L+q-x?
wi = = 4.10
11 E-J, 2-E-J, ( )
wiy = [ wiy- dx
(—6-x-q-L—3-x-Fg+12-Fg-L+2-q-x%)-x (4.11)
= +C3
12-E-J,
, (q-x*—4-x>xq-L—2-x%-Fg+12-Fg-L-x)-x
Wi = w 'dx: +
f” 24 -E -
Jy (4.12)

+C3-x+ C4
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4.3.2 Okrajové podminky

Aby bylo mozno urcit neznamé parametry, je nutné formulovat okrajové podminky.

Reseni pak musi tyto podminky spliiovat.

x=0
w;(0) =0
x=1L

wi(L) = wy (L)
wi(L) = wy (L)

wi(L) =0

x=2-L

W”(Z . L) =0

(4.13)

(4.14)
(4.15)
(4.16)

(4.17)

4.3.3 ReSeni okrajovych podminek a urceni stykové vyslednice v misté uvolnéné

podpory B

Dostali jsme soustavu péti linearnich rovnic o péti neznamych parametrech (C1, C2,
C3, C4, Fg). Soustavu budeme feSit Gauss-Jordanovou elimina¢ni metodou. Ta je
modifikaci Gaussovy elimina¢ni metody [3]. Soustavu je tieba nejprve pievést na

maticovy zapis:

A-xT =bT, kde
A - matice soustavy
xT - vektor neznamych parametrii
bT - vektor pravych stran
0 1 0 0 0
L3
L 1 —-L - 35 0
By 0
12 4 0
1 0 -1 |C2| 2.qg-L%
A = 2E]y XT=C3 bT=— q
4.3 c4 3-E-J,
00 2-L “TET r, g
5-13 8-E-]
0 0 L —
12,

(4.18)
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Upravou soustavy rovnic (4.18) dostaneme matici A V jednotkovém tvaru (jediné
nenulové hodnoty matice jsou jedni¢ky na hlavni diagonale) a vektor bT s hodnotami
neznamych parametrt vektoru xT.

q-L°
48 -E-J,
100 0 0 c1 290L3
|01000|T[CZ]TL
A=[0 0 1 0 of x"=|c3| bT=|48-EJ, (4.19)
HR N 1 R
24-E-J,
5:q-L
4

Ze soustavy rovnic (4.19) pak stykova vyslednice ﬁ:

(4.20)

Urceni stykovych vyslednic v misté¢ podpor A a C je pak analogické jako v kapitole
3.4.5.

3.q-1L
F, =>4 (4.21)
8
3.q-L
F, = g (4.22)
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4.3.4 Grafické znazornéni ohybové ¢ary

Grafické znazornéni ohybové cary bude provedeno pro stejné vzorové hodnoty jako
v kapitole 3.4.6. U grafického znazornéni ohybové ¢ary je tfeba zvazovat i tuhost prutu
v ohybu E - J,,. Volena je tuhost jednotkova E - ], = 1.

Natoceni w':

T
_ i - 8 kT : ' '

Obr. 4.3

w
L_fmi]
04 o8

1 : : : : 1

112 : : : " 11E " : : " 2

w [m]
"

Obr. 4.4

4.4 Vliv posunuti podpor

Teorie vlivu posunuti podpor je stejna jako v kapitole 3.5. Vypocet je stejny jako
v kapitole 4.3, az po formulaci okrajovych podminek. Diferencialni rovnice ohybové
C¢ary ma oproti Castiglianové vété jednu velikou vyhodu. Znédme deformaci celé
stfednice a diky okrajovym podminkam lze urcit vliv posunuti libovolné podpory bez
toho, abychom museli v kazdém misté provadét slozity vypocet.
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441 Okrajové podminky

x=0
w;(0)=0 (4.23)
x=1

Posuzujeme posunuti podpory B o posunuti §, tedy okrajova podminka pro posunuti
bodu stfednice v misté podpory B odpovida rovnici (4.26).

wi(L) = wy (L) (4.24)
wi(L) = wy; (L) (4.25)
x = 2L

4.4.2 Releni okrajovych podminek a uréeni stykové vyslednice v misté uvolnéné
podpory B

Reseni provedeme analogicky dle kapitoly 4.3.3. Soustava rovnic prevedena do
maticového tvaru pak:

01 0 0 0
L3
L 1 —-L - TE 0
TRy 0
12 [¢1] 0
A= 2:E-], | xT=|c3| bT=|- (4.28)
4.3 Ca 3-E-J,
0 0 2-L _3-E-]y F, gl
5.3 8-E-J,
0 0 L —
12-E-J,
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Upravou dostaneme:

72-5-E-]y—q-L4
48-L-E-],
0
oS oog o] e
A=lo 0 1 0 0 xT=|CS| b' = 48-L-E-], (4.29)
0 0 0 1 O} [C4J 24.5.E.]y_|_5.q.L4
0 0 0 0 1 Fp - 245,
24~6-E-]y+5-q-L4
413

Ze soustavy rovnic (4.29) pak stykova vyslednice Fy:

24-8-E-J,+5-q-L*
B~ 413

(4.30)

4.4.3 Ur¢eni stykovych vyslednic v misté podpor Aa C

Urceni stykovych vyslednic v misté podpor A a C je pak analogické jako v kapitole
3.4.5.

24-8-E-J,+5-q-L*

24-8-E-J,+5-q-L*
Fo=gq-L— = (4.32)

4.5 Ztrata funkce podpor

45.1 Ztrata funkce podpory B

Teoreticky postupujeme analogicky dle kapitoly 3.6.1. Podminku ztraty funkce
podpory B, tedy Fs = 0, viak dosazujeme do okrajovych podminek (4.23), (4.24),
(4.25), (4.26), (4.27). Z rovnic nam vypadne neznamy parametr E;, novym neznamym

parametrem je ale posunuti §. Nasledné feSeni je analogické s feSenim v kapitole 4.3.3.
Soustava rovnic pievedend do maticového tvaru pak:

0
0
[O 1 0 0 O] [Cl] 0
IL 1 -L -1 0| c2 2.q-L*
A=|1 0 -1 0 o] x"=|c3| b =|——n— (4.33)
lo 0 2-L 1 oJ ca 3-E-J,
0 0 L 1 -1 ) q-L*
8-E-]

y_
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Upravou dostaneme:

>

I

o
cocor o

SO R OO

SO Rr O OO

—q- L3
3-E-J,
OI C2 q-L3
ol xT=[c3| pT=|-
0l C4 3-E-J,
1J 5 0
5.q-L*
L 24.E']y_

(4.34)

Ze soustavy rovnic (4.34) pak posunuti &, pii kterém ztrati podpora B svou funkci:

5-q-L*

°="2

4.5.2 Grafické znazornéni ohybové ¢ary pri ztraté funkce podpory B

(4.35)

Grafické znazornéni ohybové cary bude provedeno analogicky tak, jako v kapitole

4.3.4.

Natoceni w':

14 16 18 2
Obr. 4.5
Prihyb w
w
L_[m]

04 o8 12 156 2
0 :
=
-1
E -150]
o0
251
=

Obr. 4.6
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4.5.3 Ztrata funkce podpor AaC

Teoreticky postupujeme analogicky dle kapitoly 3.6.3. Podminku E; =2-q-Lvsak
dosazujeme do okrajovych podminek (4.23), (4.24), (4.25), (4.26), (4.27). Z rovnic ndm
vypadne nezndmy parametr E;, novym nezndmym parametrem je ale posunuti §.
Nasledné feseni je analogické s feSenim v kapitole 4.3.3. Soustava rovnic pfevedena do
maticového tvaru pak:

S OO R

Upravou dostaneme:

S O O O

OO r OO

O R O OO

0 0

2o

0 ol xT=

1 o J

1 -1
0 c1
0]| rcz]
ol xT=|c3
OJ C4
1 5

6-E-J,

3-E-J,

0
2-q-L*
3-E-],

q-L°

E-J,
2-q-L*

E-],
17 -q - L*

_24.E.]y_

7-q-L3

q-L*

q-L*
8E-J, |

(4.36)

(4.37)

Ze soustavy rovnic (4.37) pak posunuti § pfi kterém ztrati podpory A a C svou

funkci je:

q-L*

o=
8'E']y

(4.38)
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4.5.4 Grafické znazornéni ohybové ¢ary pii ztraté funkce podpor Aa C

Natoceni w':

Grafické znazornéni ohybové cary bude provedeno analogicky tak, jako v kapitole
4.3.4.

104}

~ 1M}

n_z'"h_i"h_'ﬁ"'h_'li"L'

Obr. 4.7

04 0.8 1.2
L [ml]

Obr. 4.8

16 2
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5 Nosnik s vnitinimi klouby (Gerberiiv nosnik)

5.1 Teoreticky ivod nosniku s vnitinimi klouby

Jednou z moznosti, jak fesit spojité staticky neurcité nosniky, je vkladani vnitinich
kloubu. Staticky neurcity spojity nosnik Ize vhodnym vloZenim vnitinich kloubt pievést
az na uroven jeho statické urcitosti. VloZenim vnitiniho kloubu pfidavame ke tfem
statickym podminkdm rovnovahy celku dalsi statickou podminku, a to ..ohybovy
moment ve vilozeném kloubu md nulovou hodnotu‘’. Mame-li tedy staticky neurcity
nosnik, je tfeba do spojitého nosniku vlozit tolik vnitinich kloubu, kolikrat je staticky
neurcity [2].

Obecné se pak vloZzenim n — 1 kloubt, nosnik rozd¢li na n hmotnych uvolnénych
objektt. V mist& vlozeni kloubu k zavedeme reakce F, @ Fy,. Slozky reakei vnjsich i
vnitinich podpor slozené rovinné soustavy feSime ze statickych podminek rovnovahy
silovych soustav pusobicich na jednotlivé uvolnéné hmotné Gseky. U interakci vnitinich
podpor kloubt je nutno si uvédomit, ze podle zdkona akce a reakce, dvé spolu vazbou
spojené Casti pusobi na sebe navzajem silami stejné velkymi, ale opa¢ného smyslu viz.
Obr. 5.1 [2].

Obr. 5.1
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5.1.1 Podminka vkladani kloubu

Vnitini klouby, které vkladame mezi podpory spojitého nosniku, nesmi byt umistény
zcela libovolng, ale vzdy tak, aby na nosniku nevznikala nestabilni cast, tak jako na
Obr.5.2. Proto muze byt vkrajnim poli nosniku, zakon¢eném jedno nebo
dvoundsobnou vazbou, umistén maximalné jeden vnitini kloub a v krajnim poli
s vetknutym koncem, nebo ve vnitinim poli nosniku, mohu byt vlozeny maximaln¢ dva
vnitini klouby. Dale plati, ze v krajnim poli nosniku s dokonale vetknutym koncem
musi byt vlozen alespon jeden vnitini kloub. Neni-li takto podminka splnéna, jedna se o
staticky neurcitou ulohu [2].

A ) B a)
AN~ — k2 AN
k1
C | | D} )
AN kf\/k3 S
k2
B _ _ C 2
k2
Obr. 5.2

5.1.2 Zikladni a vedlejSi ¢asti nosniku

Vlozené klouby rozd€li nosnik na ¢asti, které délime na zakladni (podporujici,
nesouct) (Obr. 5.3 siln¢ vyznacené) a vedlejsi (podporované, nesené) (Obr. 5.3 slabé
vyznacené). MontaZ nosnikll za¢ina vzdy ¢astmi zédkladnimi a konéi ¢astmi vedlej$imi.
Vypocet slozek reakci a interakci ale za¢iname vZdy na Castech vedlejSich a kon¢ime ho
pak na castech zakladnich [2].

a)

VAN U =A™ c k2 LD

AN B k1 k2 L5C AN )

AN A 7B ki NC k2 A\ D
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5.2 ReSeni vzorového prikladu pomoci vloZeni kloubu

5.2.1 Vlozeni kloubu

V predeslé kapitole 3.4.2, bylo urceno, ze lloha je 1x staticky neurcita. Je tedy tieba
vlozit 1 kloub. Kloub je mozno vlozit do libovolného ze dvou poli nosniku. Kloub je
volen v poloviné pole mezi podporami B a C dle Obr. 5.4. Tim je uloha rozd¢lena na
zakladni ¢ast (sek 1) a vedlejsi ¢ast (asek ).

I 1

q
R T N T T O T N O
AW /\ B k Ao

| L L L2 | L2

5.2.2 Uplné uvolnéni

Déle je tieba oba useky uvolnit. V mists kloubu k zavedeme reakci F.

I Il
(_11' fkn fl'
R T T T 3]
FAA FBB k k FCC
. L L/2 | L/2
Obr. 5.5

5.2.3 Rovnice statické rovnovahy a staticky rozbor

Postup je stejny jako v kapitole 3.4.2. Rovnice statické rovnovahy sestavime pro
kazdy tsek zvlast.
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Usek 1

Rovnice statické rovnovahy:

3
ZF21=0: EqL_FA_FB+FkI:0

3 9
z:IWyAI:O: FBL_EFRIL_§QL2:0

Neznamé parametry:

NP, = {Fy,Fg,Fy;} = 1y = gy + iy =3+ 0=3

Stupen statické neurcitosti ur¢ime dle rovnice:
s;=u,—v=3-2=1

Usek 11

Rovnice statické rovnovahy:

ZFZII = 0:

"q-L—Fc—Fy =0

1
ZMyCII=O: 'q'LZ_E'FkII‘L=O

Q|

Neznamé parametry:

NPy = {F¢,Fe} = g = Mppp + Uy =2 +0=2

Stupeni statické neurcitosti ur¢ime dle rovnice:

S”=,u”—v=2—2=0

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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5.2.4 Ur¢eni stykovych vyslednic

Z rovnic (5.4), (5.8) vyplyva, ze usek | (zakladni ¢ast) je 1x staticky neurcity s; = 1,
a proto v souladu s kapitolou 5.1.2, nejprve usek Il (vedlejsi Cast), ktery je staticky
ul‘élt}'/ SII == 0

Usek IT

Z teSeni soustavy dvou rovnic (5.5), (5.6) o dvou neznamych dostaneme:

1 5.9
Fry=Fc=7-q-L (5.9)
Dostaneme nezndmy parametr m Z Obr. 5.5 vyplyva Fy;; = —F;. Pak neznamé

parametry pro usek | jsou:

Usek 1

Neznamé parametry:

NPy = {Fp, Fg} = iy = tpr + b =2+ 0 =2 (3.43)
Stupen statické neurcitosti ur¢ime dle rovnice:
Su=f,;—v=2-2=0 (5.10)
Po dosazeni rovnice (5.9), do rovnic (5.1), (5.2) pak:
— . 7 —
Zle—O. _FA_FB+Z'q'L—O (511)
— 3 2 _
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Z teSeni soustavy dvou rovnic (5.11), (5.12) o dvou neznamych dostaneme:
(5.13)

(5.14)

5.2.5 Pribéhy VVU

Aby bylo mozno vykreslit pribéhy VVU, je tfeba si tlohu rozdélit na jednotlivé
spojité tseky dle Obr. 5.6. Pro kazdy z nich vyjadiime posouvajici silu T a ohybovy
moment M, .

I I 111
\ 9
v v v v A b WV

Usek I € (0,1)

x € (0,L)

Q|

N;
FalA 5
leﬁol

Obr. 5.7

Rovnice statické rovnovahy pro usek I a dosazeni stykovych vyslednic:

ZF'ZZO TI_FA+q'x:O
1
T =g L—gq-x (5.15)
4
q-x*
EMy, =0: My —Fy x+ =0
2 (5.16)
1 q- x>
M01=Z'Q'L X——

47



Usek I € (L,5L)
3
xE(O,EL)
q _
I U v v 4 b v ¥ & ¥ Nu

Fa|A FBTB Ii
| T"Jﬁon

Obr. 5.8

Rovnice statické rovnovahy pro usek Il a dosazeni stykovych vyslednic:

ZF'ZZO TII—FA—FB-i-Q'x:O
(5.17)
T =ligl—qg-
=7z q q-x
2
ZMy=O MOII_FA'X_FB (X_L)+ =O
2 (5.18)
3 q-x?
MOII_4.q.L X_E.q LZ_ 2

Usek 11T € (1L, 2L)

Z diivodu grafického znazornéni pribéhu VVU ve vypoétovém programu Maple 12
je délkova proménna x volena od pocatku nosniku v misté podpory A. Ve vypoctu vSak
zatizeni pfed kloubem k jiz nemiZe byt zahrnuto, nebot’ je reprezentovano silovou

reakci v misté kloubu m Pak tedy:

x € (0,2L)

Iji ) N[I]
A /\ B k |R _)
L L L2 Ti—"Mom

Obr. 5.9

48



Rovnice statické rovnovahy pro usek III a dosazeni stykovych vyslednic:

3
2F, = 0: TIII—Fk11+Q'(x—§'L):O

7
T..=—-g-L—aq-
m=y q q-x

3
3 q-(x—3-L)
M, = 0: MoIII_FkII'(x_E'L)_i__ 2 =
7 3 q-x?
Mom:Z'Q'L'x—E'CI'LZ— )

5.2.6 Grafické znazornéni pribéhi VVU

(5.19)

(5.20)

Pro grafické znazornéni byly pouzity stejné vzorové hodnoty, jako jsou uvedené

v kapitole 3.4.6.

Prabéeh posouvajici sily T:

E

Obr. 5.10

Ljm]

g 12

MNm]
:

Obr.5.11
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5.3 Vliv posunuti podpor a ztrata jejich funkce

Vzhledem k tomu, Ze je vlozenim kloubu uloha rozdélena na dva prosté nosniky,
nema pii malych deformaénich posuvech podpor w, toto posunuti vliv na velikost

stykovych vyslednic H E;, F_C) Posunuti podpor bude mit vliv pouze na tvar ohybové
cary.

5.4 Diferencialni rovnice ohybové ¢ary pro nosnik s kloubem

U vypoctu diferencidlni rovnice ohybové ¢ary potifebujeme znat ohybové momenty
jednotlivych useku. Toto je feSeno v kapitole 5.2.5. Zname tedy M,;, M,;;, My

5.4.1 Diferencialni rovnice pro jednotlivé useky

Pro kazdy usek formulujeme samostatnou diferencialni rovnici ohybové cary.
Naslednou prvni integraci dostaneme rovnici pro natoceni stiednice prutu w' a druhou
integraci priihyb stiednice prutu w.

Usek I € (0,1)

x € (0,L)
Mo __ax-(-2-x) (5.21)
2
S (. . qxt-(4-x—3-L) (5.22)
WI—fWI dx = 24 -E -] +C1
3
WI_fWI dx ="+ (Lo 4 C2
Usek 1T € (L,;L)
€ 03L
x (,2)
L, =My, q-(=7-L-x+2-x246-1%) (5.24)
Win=% =
Jy 4-E-]
, . q-x-(21-x-L—4-x%2-36-12) 5.25
WIIZJWII'dx=_ 24 -E-] +e3 o)
. q-x2-(x2=7-L-x+18-12) (5.26)
w11=fWu'dx= A E ] +C3-x + C4
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Usek 111 € (L, 2L)

x € (0,2L)
v Moy q-(=7-L-x+2-x*+6-1%) (5.27)
Wi = E-J, - 4-F-]
’ 17 qx(Zle—4x2—36L2) 5.28
W111:fW111'dx:_ 24 -F -] + 5 o2
q.xz.(x2—7-x-L+18'L2) (5.29)
w”1=fW}u'dx= TR +C6-x+C6 .

5.4.2 Okrajové podminky

Aby bylo mozno ur¢it nezndmé integracni konstanty C1, C2, C3, C4, C5, C6, potiebné
k feSeni jednotlivych diferencialnich rovnic z ptedeslé kapitoly 5.4.1, je nutno
formulovat okrajové podminky.

x=0
w;(0) = 0 (5.30)
x =1L
wi(L) = wy (L) (5.31)
Wi(L) = wi(L) (5.32)
wy(L) =0 (5.33)
X = E .

3 3
wi (L) =wn (3-1) .
x=2-L
wi(2-L)=0 (5.35)
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5.4.3 ReSeni okrajovych podminek

Reseni provedeme analogicky dle kapitoly 4.3.3. Soustava rovnic pievedena do

maticového tvaru pak:

0 1 0 0 0 0 T o
L 1 —-L -1 0 0 (C:';
1 0 -1 0 0 0 c3
A=lo 0 L 1 0 0| x"= b' =
3 3 ¢4
0O 0 -=-L 1 ——-L -1 C5
2 2 6
0 0 0 0 2-L 1
Upravou dostaneme:
0
0
3.-q-1L3
T 0 0 0 0 O rC17 4-E-]y
01000 0 2 .y
o o100 of ¢ |c3| v_
A=10 0 0 1 0 ol ¥ Tlea|l P 7| 4 EJ,
0O 0 0 01 O C5 11-q-L3
0 0 0 0 0 1- -C6- _12.E.]y
q-L*
| 2 E, |

| 3-E-)|

(5.36)

(5.37)

Integracni konstanty dosadime do jednotlivych diferencidlnich rovnic a provedeme

grafické znazornéni ohybové Cary.
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5.4.4 Grafické znazornéni ohybové ¢ary

Grafické znazornéni ohybové Cary bude provedeno analogicky tak, jako v kapitole
4.3.4

Natoceni w':

T 1nn—§
g 9 L e

02 84486 08 12 14 16 18 2

o
5

~10M}

Obr. 5.12
Priihyb w:
W
L_jm]
|
-10

12 16 2

1 L L L 1 L L L ]

w _[m]

-
-3
-4
50

Obr. 5.13

5.5 VIliv posunuti podpor na tvar ohybové ¢ary

Budeme posuzovat vliv posunuti podpory B na tvar diferencidlni rovnice ohybové
cary dle kapitoly 5.3.
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5.5.1 Grafické znazornéni ohybové ¢ary

Posunuti podpory B proti sméru osy z:

Natodeni w':

w
40
20 L [m T
" .']12. PR .[.14. PR |']-IE| PR .“'ua. PO .1. PR .112. PR .114. PR .1'|E. PR .118. PR .2
0
20
i 40
= &0
¥ @0
100
Obr.5.14
Priihyb w:
W
30
‘T A
E :
¥ 10
0 .
04 08 |y 12 \yz
10
Obr. 5.15
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Posunuti podpory B po sméru osy z:

Natodeni w':

‘15 18 2

Obr. 5.16

Priihyb w:
W
L_jm]
04 08 16

| B
M
EI -4
-8
S LLIE

Obr.5.17
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6 Zavér a zhodnoceni

Vysledky prace vedou k zavéru, ze stykové vyslednice staticky neurcitého nosniku
uréené pomoci metody Castiglianovy veéty jsou shodné se stykovymi vyslednicemi
uréenymi pomoci metody diferencidini rovnice ohybové cdary. To plati i pro VVU téchto
metod. Lze tedy konstatovat, ze ob&é metody vedou ke shodnym vysledkiim, maji ale
rozdilnou operacni slozitost vypoctu. U nosniku s vnitrnimi klouby jsou vSak stykové
vyslednice i VVU odligné. To je zptisobeno pravé vnitinimi klouby, které méni

charakter zatizeni podpor nosniku.

U nosniku bez vnitinich kloubti ma posunuti podpor zna¢ny vliv na VVU a velikost
stykovych vyslednic, v nékterych ptipadech vede i ke ztraté funkce podpor. Posunuti
podpor méni také tvar stfednice prutu vyobrazené pomoci metody diferencialni rovnice
ohybové cary. Nosnik s vnitinimi klouby mé stykové vyslednice i VVU pii posunuti
podpor stejné, nedojde tedy ke ztraté funkce podpor. Posunuti podpor pouze méni tvar

stiednice prutu vyobrazené pomoci metody diferencialni rovnice ohybové cary.

Vlastnost, ze si nosnik s vnitinimi klouby zachovava stejnou velikost stykovych
vyslednic, je vyuzita pfedev§im v oboru stavebniho inZenyrstvi, kdy se cilen¢ do
nosnikd vkladaji vnitini klouby proto, aby byla pfi nezddoucim posunuti nékteré

z podpor zachovana stabilita nosniku a velikost zatizeni jednotlivych podpor.
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Seznam pouzitych symboli a znacek

Y e uhlové ptetvoieni
7P UUR RPN smykové napéti

G oo modul pruznosti ve smyku
Do pramér

Q v liniové zatizeni

AB Co, podpory

Fo,Fg, Froniiiiiieieee e stykové vyslednice
Lo délkovy rozmeér

Fr o F oo osam¢la sila

W o energie napjatosti
A deformacni prace

TE ettt silova soustava

TN L J e ¢iselné indexy

U eeeeiiee et deformacni posuv

W it deformacni posuv ve sméru osy z, pruhyb
Moo osaméla silova dvojice

D i uhel natoceni, deformac¢ni natoCeni
D oo plosna sila

M o, plosna silova dvojice

O ettt objemova sila

L liniové dvojice

dS o elementarni plocha
AV elementarni objem

AL dx..cooveeiii e, elementarni délka
[, hrani¢ni plocha
Qo teoretické téleso

E oo modul pruznosti v tahu

J o, kvadraticky moment

N oo normalova sila

T e posouvajici sila
R bod stfednice prutu, polomér
Xo ¥, Zeoiieeiiee e osy soufadnicového systému
V ottt statickd podminka rovnovahy
I oot nezndmy parametr

G e posunuti podpory

E e pomérné délkové pretvoreni
C oo integracni konstanta
Ao matice soustavy

X oot vektor nezndmych parametrti
Do vektor pravych stran
Koo kloub

VVU .o vysledné vnitini G¢inky
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Ptiloha 1.

Piiloha 2.

Piiloha 3.

Ptiloha 4.

Seznam priloh

Castiglian s posuvem podpor a ztratou funkce podpor, vypocet
v programu Maple 12

Nosnik s kloubem a ohybova cara kloub, vypocCet v programu
Maple 12

Ohybova cara s posuvem podpory a ztratou funkce podpory, vypocet
v programu Maple 12

CD s vypocty a vlastni praci ve formatu .pdf
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