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Abstrakt

Bakalarska praca sa zaobera rieSenim matematického modelu elastohydrodynamicky ma-
zaného liniového kontaktu. Hlavnym cielom je vyvinif a naprogramovat numericky model,
ktory bude zndzoriiovat priebeh tlaku a hriibky mazacej vrstvy v danom liniovom kon-
takte. Praca je doplnend zdrojovym kédom naprogramovanom v prostredi MATLAB.

Summary

The thesis deals with the solution of the mathematical model of elastohydrodynamically
lubricated line contact. The main aim is to develop and create a programme, which would
show the pressure and the film thickness distribution in a line contact. The source code
programmed in MATLAB is also included.

Klicova slova
elastohydrodynamické mazanie, liniovy kontakt, Newtonova metoda
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elastohydrodynamic lubrication, line contact, Newton “s method
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1. Uvod

Pri studiu konkrétneho redlneho problému si uvedomime, Ze je potrebné popisat
skiimani skutoénost pomocou matematického modelu a nasledne tento model vyriesit.
K tomuto nam slizia numerické metdédy. Vednd disciplina zaoberajica sa vytvaranim
efektivnych metdd vypoctu a priblizného rieSenia roznych tloh sa nazyva numerickd ma-
tematika. V sticasnosti, s rozvojom technoldgii, je n4m umoziiované realizovat toto riegenie
aj na pocitaci.

Tato praca sa zaobera skimanim elastohydrodynamicky mazaného liniového kontaktu
a rieSenim jeho matematického modelu. V druhej kapitole su uvedené hlavné pojmy pre
popis problematiky a priebeh historického vyvoja. Tretia kapitola zahfina predovsetkym
zakladné analytické rovnice popisujice elastohydrodynamicky mazany liniovy kontakt,
ktorymi si Reynoldsova rovnica, rovnica hribky maziva a rovnica silovej rovnovahy.
Taktiez obsahuje diskrétny tvar tychto rovnic. V prvej casti stvrtej kapitoly je uvedeny
obecny popis numerického riesenia ststavy linearnych a nelinearnych rovnic, ktoré su
v modeli nésledne vyuzivané. V druhej casti sa stvrta kapitola venuje aplikacii nume-
rickych metdd na liniovy kontakt. Vysledky numerického riesenia elastohydrodynamicky
mazaného liniového kontaktu pre konkrétne stanovené hodnoty a nasledna diskusia su
uvedené v piatej a Siestej kapitole.

Cielom tejto prace je charakteristika matematického modelu, stidium zakladnych
rovnic, ich zavedenie v diskrétnom a bezrozmernom tvare. Néasledné vytvorenie nume-
rického modelu na zaklade ziskanych teoretickych znalosti, ktory znazornuje priebeh tlaku
a hribky mazacej vrstvy v danom liniovom kontakte. Tento model je naprogramovany
v programovacom prostredi MATLAB.



2. Sucasny stav poznania

Tribolégia je veda, ktord sa zaoberd vzajomnou interakciou povrchov pri ich relativnom
pohybe. Vzajomné posobenie povrchov je sprevadzané trenim, ktorého dosledkom je nasled-
né opotrebenie. Toto trenie a opotrebenie sa snazime eliminovat mazanim - oddelovanim
dvoch povrchov vrstvou maziva tak, aby v ideadlnom pripade nedochadzalo k ich dotyku.
Existuje niekolko typov rezimov mazania a to napr. hydrostatické, hydrodynamické (HD),
elastohydrodynamické (EHD)[2]. Tato bakalarska préca riesi elastohydrodynamické maza-
nie, ktoré je charakteristické pre nekonformné povrchy, t. j. pre povrchy, ktoré sa stykaju
na velmi malej ploche (obr. 2.1). Rezim elastohydrodynamického mazania je charakte-
risticky vysokymi kontaktnymi tlakmi (maximéalne hodnoty v jednotkdch GPa), tlakovo
viskéznym spravanim maziva a vyraznou elastickou deforméciou. Velkost tejto deformdcie
je radovo vacsia ako minimalna hribka vrstvy maziva. Zakladné sledované parametre
v praci si velkost a rozloZenie tlaku a hribka maziva v mazacej vrstve.

valive
vonkajsi teleso —,
kriZok

_ vnutorny
kriZok

Obréazok 2.1: Nekonformny povrch

Pre studium problému EHD mazania je dolezity rok 1886, v ktorom Osborne Rey-
nolds formuloval tedériu mazania. Odvodil diferencidlnu rovnicu popisujicu rozlozenie
tlaku v kvapalinovej mazacej vrstve. V tejto rovnici, zndmej ako Reynoldsova rovnica,
vyuzil redukovani formu Navier-Stokesovych rovnic a rovnicu kontinuity za predpokladu,
ze plati Newtonov zdkon pre viskézne kvapaliny [14]. Martin a Glimbel nésledne aplikovali
Reynoldsovi rovnicu pre nekonformné povrchy.

Grubin sa v roku 1949 zaslazil o prva vyznamnu teoreticki pracu v oblasti EHD ma-
zania. Dal do suvislosti elasticki deformaciu telies a tlakovo-viskdzne spravanie maziva
pri skimani nekonformného liniového kontaktu. [5] Tieto teoretické predpoklady experi-
mentéalne overil v roku 1951 Petrusevic a publikoval prvé analyticko-numerické riesenie
[13].

Do 50. rokov minulého storocia sa dany problém riesil analyticky. Toto riesenie bolo ale
velmi obtiazne a vyzadovalo mnoho zjednoduseni. S rozvojom vypoctovej techniky a nu-
merickych metdéd sa objavili prvé kompletné numerické rieSenia EHD modelu. Uvazovali
sa hlavne EHD modely s idealne hladkym povrchom a newtonskym spréavanim maziva.
Vyzkum bol v prvom rade zamerany na liniovy kontakt (t. j. jednorozmerny pripad),



neskor na bodovy kontakt (t. j. dvojrozmerny pripad). V pripade liniového kontaktu sa
uvazovala symetria v 1inii kontaktu. Toto sa neskor vyuzilo pri formulacii jednorozmer-
nej Reynoldsovej rovnice, ktora zjednodusila teoreticky popis a tak ulah¢ila matematické
rieSenie liniového EHD problému.

Prvé iterativne numerické riesenie liniového kontaktu sa v roku 1959 podarilo v studii
Dowsonovi a Higginsovi [4]. VyuZzitie numerického pristupu im umoznilo formulovat em-
pirické vztahy popisujtice hriibku maziva v spominanych liniovych kontaktoch. V roku
1961 Crook experimentalne overil Dowsonovu a Higginsovu stidiu a potvrdil ich pred-
poklady o hribke mazacieho filmu. Treba poznamenat, Ze v tejto dobe islo o velmi malé
tlaky medzi kontaktnymi povrchmi, ¢o bolo zapric¢inené obmedzenou moZnostou matema-
tického (numerického) riesenia EHD problému. Vyssie hodnoty nebolo mozné uvazovat
z dovodu nestability pouzitého numerického riesenia. Simulécie boli obmedzené aj malym
rozliSenim vypoctovej oblasti, to znamena poc¢tom uzlovych bodov v diskretizovanej ob-
lasti [14].

Tento problém v roku 1987 riesila praca Lubrechta [I0]. Bola to prelomova stidia,
ktora mala velky prinos v oblasti riesenia EHD problému hlavne z toho dovodu, Ze pri-
niesla tplne novy pristup k numerickému rieseniu. Metéda nazyvana multigrid method
(viac-vrstvovd metéda) riesi EHD problém ako aj pre liniovy, tak pre bodovy kontakt a mé
mnoho vyhod oproti vyssie uvedenym metodam. Medzi hlavné vyhody patri predovsetkym
vicsia stabilita riesenia, ktord umoziiuje riesit vyssie zatazenia medzi kontaktnymi po-
vrchmi a vyrazné zrychlenie vypoctov, ktoré umoziuje vykondvat rozsiahlejsie vypoctové
studie.

Ako uz bolo spominané, v prvych publikicidch numerickych rieseni EHD problému
bolo mnoho zjednoduseni. Vysledky simulacii sa priblizne zhodovali s experimentalnym
riesenim, ale modely boli stdle velmi idealizované. Ako priklad moZzeme uviest pouZitie
newtonskych maziv, hladké kontaktné povrchy, atd. V 70. rokoch prichddzaji prvé prace
riesenia bodového kontaktu, kde sa zacali skiimat aj dalsie parametre ako napriklad
tlakovo-viskézne spravanie maziva, zmena hustoty maziva pri zmene tlaku alebo vlastnosti
pouzitého maziva. Tieto maziva sa jednoznacne neoznacuju za newtonské a nezanedbavaju
sa ani termalne javy.

V stcasnosti sa pre riesenie liniového kontaktu popri viacvrstvovej metéde pouziva aj
Newtonova metéda. Prvykrat bola prezentovana v roku 1982 Okamurom [12], ktory spolu
s Hamrockom a Houpertom [6] aplikovali Newtonovu metédu pre riesenie diskretizovanej
formy Reynoldsovej rovnice. Dalsie aplikdcie Newtonovej metédy pre 1-D kontakt mozeme
najst taktiez v pracach Kuméra [8] - [9].

Pre 2-D kontakt sa na riesenie aplikuje rada zlozitych numerickych metod. Ako najviac
vyuzivané spomenieme viacvrstvovi metodu, metodu zdruZenych gradientov alebo metodu
konecénych prvkov. Pomerne novou metddou je v sucasnosti metéda nazyvanad Computati-
onal fluid dynamics - CFD. Viac o tychto metédach a ich aplikdcie na problémy EHD
mazania je mozné ndjst v [1] a [15].



3. Matematicky model

Tato kapitola popisuje matematicky model EHD mazaného liniového kontaktu. Model
je tvoreny troma zakladnymi rovnicami:

1. Reynoldsova rovnica,
2. rovnica hribky maziva,
3. rovnica silovej rovnovahy.

Pri elastohydrodynamicky mazanych kontaktoch je potrebné pocitat aj s dalsimi rovni-
cami, ktorymi si zdvislost viskozity a hustoty na tlaku. Musime si uvedomit, Ze tvar rovnic
nie je v kazdom pripade rovnaky a moze sa lisit podla toho, ¢i ide o liniovy alebo bodovy
kontakt, hladky alebo nehladky povrch, ¢i uvazujeme stacionarne, alebo nestacionarne
rieSenie a aké mazivo pri rieSeni pouzivame. V praci si vyuzité isté zjednodusSenia a to:

e hladky povrch skimanych kontaktov,
e newtonské spravanie maziva,

e stacionarny jav (zanedbdva sa zdvislost niektorych €lenov rovnice na case).

3.1. Reynoldsova rovnica

Reynoldsova rovnica je diferencidlna rovnica popisujica rozlozenie tlaku v kvapalinove;j
mazace] vrstve. Je najdolezitejSou rovnicou pre popis EHD mazaného kontaktu. Obecne
bola odvodend z Navier-Stokesovijch rovnic a rovnice kontinuity za predpokladu, ze plati
Newtonov zakon pre viskézne kvapaliny. Vonkajsie a zotrvaéné sily sa zanedbavaju. Rey-
noldsova rovnica pre liniovy kontakt mé nasledujici tvar:

o (ph®op 0
Ox (1277 83:) e
kde p je tlak, h hribka, x priestorova siradnica, n viskozita a p hustota maziva
a Uy, = (ug + up)/2 je strednd povrchovd rychlost. Prvy ¢len rovnice je tlakovy
clen (tzv. Poisseuillov) a popisuje viskézny tok v dosledku tlakového spadu. Druhy clen
Reynoldsovej rovnice je klinovy clen alebo sa tiez nazyvéa Couetteov ¢len a popisuje tok
v dosledku strednej rychlosti kontaktnych povrchov.

Riesenie uvedenej Reynoldsovej rovnice je popis rozlozenia tlaku v kvapalinovej maza-
cej vrstve na oblasti, ktort oznacime Q. T4to oblast musi byt ohranicend Dirichletovymi
okrajovymi podmienkami:

(ph) =0, z€Q (3.1)

p=0 pre x=ux;,

p= 0 pre I = Tout- (32)



Vo vysledku ocakdvame, ze tlak v mazacej vrstve bude kladny. Obecne ale méze na-
stat pripad, kedy pre vysledok rieSenia rovnice bude platit, Ze tlak je zdporny.
7 fyzikalneho hladiska je tento jav nemoZny a to prave preto, lebo kvapalina nemoze pri
podtlaku preniest tahové zatazenia. V literattire sa jav zdporného tlaku nazyva kavitdcia
a podmienku, ktorda nam obmedzi spodnu hranicu tlaku na nulovi hodnotu nazveme
kavitacnou podmienkou. Plati:

p(x) >0, r€Q (3.3)

3.2. Rovnica hribky maziva

Pri posobeni tlaku medzi dvoma kontaktymi plochami dochadza k elastickym deformacidam.
Dosledok tychto elastickych deformaécii je zmena kanélu, ktorym dané mazivo prudi. Tato
zmena je sposobovand oboma kontaktymi telesami a je popisand nasledujicou rovnicou:

x? 2 e
S Bl

kde hg je konstanta a uvadza priblizenie telies, R, je redukovany polomer krivosti a E, je
redukovany modul pruznosti materidlov kontaktnych telies. Druhy ¢len rovnice popisuje
geometriu a posledny ¢len elasticki deformaciu.

(z =)

h(l‘):ho—F "
0

da’ (3.4)

3.3. Rovnica silovej rovnovahy

Vonkajsie zatazenie kontaktu w, ktoré je prendsané mazacou vrstvou, je na celej oblasti
rieSenia {2 v rovnovahe so silovou vyslednicou tlaku v mazacej vrstve. Je taktiez dolezitou
rovnicou modelu, lebo slizi ako kontrolna rovnica hodnot tlaku a hriubky maziva. Pre
jednorozmerny pripad ma nasledujuci tvar:

w = /Oo p(x)dx (3.5)

—00

3.4. Zavislost viskozity na tlaku
Zévislost viskozity od zmeny na tlaku najjednoduchsie popisuje Barusov vztah [10]

1 (p) = 1o exp(ap), (3.6)

kde ng je viskozita pri amosférickom tlaku a «a je tlakovo viskézny parameter pre dany
typ maziva. Pri rieSeni EHD problému sa pouziva aj zlozitejsia, ale fyzikdlne presnejsia
rovnica, ktoru navrhol Roelands:

n (p) = no exp {(ln (no) + 9.67) l—l + (1 + ;) ] } , (3.7)
0
kde z je tlakovo viskézny index. Treba uviest, Ze prvy vztah (3.6 sa pouziva pre hod-
noty tlaku do 0,1 GPa. Druhy, Roelandsov ([3.7), mozno pouzit pre tlaky az do hodnoty
1 GPa [10].



3.5. Zavislost hustoty na tlaku

Tak isto ako aj viskozita, tak aj hustota pouzitého maziva je zavisla na tlaku. Downson

a Higginson [4] stanovili tiito zdvislost nasledovne:

5,9-10% 4+ 1,34p
5,9-108 +p

p(p) = po (3.8)
kde pg je hustota pri atmosférickom tlaku.

Ako zjednodusSenie, predovsetkym v jednorozmernom pripade, sa ¢asto zanedbava vplyv
hustoty, a uvazuje sa nestlacitelnd kvapalina. To znamen4, ze p (p) = 1.

Pri numerickom rieseni uvedenych rovnic nastdva jeden zakladny problém a to, Ze
hodnoty tlaku a hribky maziva s v rozdielnych jednotkach. V pripade tlaku ide o hodnoty
radovo v GPa, kdezto v pripade hribky mazacieho filmu ide o jednotky v um. Preto je
potrebné previest rovnice do bezrozmerného tvaru, aby sa ndm s nimi lepsie pracovalo pri
simulécii daného problému.

3.6. Bezrozmerné rovnice

Z dovodu zefektivnenia vypoctov sa Reynoldsova rovnica (3.1)), rovnica hribky maziva

(3.4), rovnica silovej rovnovahy (3.5)) a rovnice (3.6) - (3.8)) zapisu v bezrozmernom tvare.

Mdame k dispozicii niekolko typov zavedeni bezrozmernych parametrov. V tejto praci
budeme vyuzivat nasledujice [10]:

x P hR _ _ P
b ) Ph ) b2 ) a Qrp ) P o
kde pre Hertzov tlak, resp. polomer Hertzovho kontaktu plati:
2w SwhR
P o= 2= b —
"Toab ( Tk’ )
Rovnice (3.1)), (3.4) a (3.5)) v bezrozmernom tvare vyzeraji nasledovne:
Reynoldsova rovnica
d dP d
il —aP)pH3 — | = \— (pH .
ix (v -ar ot 2) =3 5 o) 3.9)
kde
\ = 12770umR2
- BB



Rovnica hribky maziva

Rovnica hrubky maziva sa s vyuzitim rovnakych parametrov redukuje na:

H(X) = Ho—i———i—%/ln ) n (X — X')? dX’ (3.10)

Rovnica silovej rovnovahy

7ln(q (X)) dX’+7T2@ ~0 (3.11)

Zavislost viskozity na tlaku

1 (p) = exp (—ap) (3.12)

Zavislost hustoty na tlaku

Pre zjednodusenie vypoctov budeme uvazovat nestlacitelnt kvapalinu.



4. Numerické rieSenie

Numerickym riesenim 1lohy rozumieme jasny a jednoznaény popis vztahu medzi koneé-
nym poétom vstupnych a vystupnych dat. Cielom numerickych metdd je, aby toto riesenie
(algoritmus) bolo ¢o najefektivnejsie a najpresnejsie. Medzi zakladné ilohy numerickych
metéd patri riesenie ststav rovnic. Tieto stistavy mozu byt linedrne a nelinedrne [3], [11].

4.1. Stustavy linearnych rovnic

Riesit sistavu linedrnych rovnic je velmi ¢asty problém. Ststavy mozu byt velmi rozsiahle
az s niekolkymi miliénmi neznamych, ale sicasnd vypoctovéa technika umoziuje tieto
stistavy riedit v relativne prijatelnom ¢ase. Metddy riesenia delime na priame a nepriame.

Priame metédy

Riesenie sustav linedarnych rovnic pomocou priamej metédy je zalozené na eliminacii
neznamych. Z niektorej rovnice vyjadrime nezndmu, ktord nasledne dosadime do ostatnych
rovnic a tym sa po elimindcif stistava stdva jednoduchsie riesitelnou ako ststava povodna.

V koneénom pocte krokov dostdvame presné riesenie, ak vipocet prebieha bez zaokrihlovacich
chyb. Medzi priame metddy patria:

e Gaussova elimina¢né metdda
e [.U-rozklad
e Choleského rozklad

Nepriame metody

Nepriame metody, inak nazyvané aj iteracné poskytuju iba priblizné rieSenie ststavy
linedrnych rovnic. To ale vobec nevadi, ak je priblizné rieSenie dobrou aproximaciou
presného riesenia. Pocet krokov danej iteracnej metédy zavisi na pozadovanej presnosti.
Medzi nepriame metody patria:

e Jacobiova metdda

o Gaussova-Seidelova metdda

4.1.1. Gaussova eliminacna metdda

Uvazujme sustavu linedarnych rovnic

anry + apry + - A+ apr, = b
ap1 X1 + aprs + -+ + as,x, = by

. (4.1)
Am1 X1 + AmaT2 + -+ + AupTp, = bm
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Sustavu (4.1) mozeme taktiez pisat v maticovom tvare Ax = b,

@11 a2 -+ Aip T by
Q21 Q22 *°°  Q2n ) by

= (4.2)
An1 Ap2 - Ann Ty, bn

kde A je matica sustavy, x je vektor nezndmych a b je vektor pravych strdn.

Gaussova elimina¢nd metdda (struéne GEM) je zdkladnou priamou metédou pre rieSenie
sustav linedrnych rovnic. Toto rieSenie spociva v dvoch zakladnych chodoch, a to priamom
a spatnom.

Priamy chod

V priamom chode GEM sa ststava (4.2]) prevedie na stustavu Ux = ¢, kde matica U
vyzera nasledovne:

Uy;p Uz 13 - Uln—1 Uin
0w ugz --- U2 n—1 Uon
0 0 ugg --- U3 n—1 U3zn
U= )
0 0 e 0 Upn-1,n—1 Un—-1n
0 0 o - 0 Unn

Maticu U nazyvame hornd trojuholnikovda matica, pretoze pod hlavnou diagondlou sa
vyskytuju samé nulové prvky. Tato upravend matica odpoveda sistave rovnic, ktora je
ekvivalentna s povodnou ststavou.

Spatny chod

V spatnom chode GEM riesime uz sistavu Ux = ¢ z priameho chodu. Predpokladédme, ze
matica sustavy A je regularna a tym padom mé sustava jediné riesenie. Z toho plynie, Ze aj
matica U je regularna. To znamenad, ze prvky matice U, ktoré sa vyskytuji na diagonéle,
st nenulové. Na zdklade tejto ivahy z poslednej rovnice velmi lahko spoé¢itame neznamu
Zn, ktori dosadime do predposlednej rovnice a dopoc¢itame x,,_;. Postup opakujeme n-krat
az pokym z prvej rovnice vypocitame ;.

4.2. Sustavy nelinearnych rovnic

Metddy, ktoré si zndme pre rieenie nelinerdrnych rovnic s jednou nezndmou (ako napr.
Newtonova metéda alebo metéda prostej iterdcie) mozeme zovseobecnit aj na ststavy.
Na rozdiel od metéd uvedenych v odstavci o sustavach linearnych rovnic tieto metody
nie st priame, ale iba itera¢né. M4 to velkd nevyhodu a to t1, Ze pre ststavy nelinedrnych
rovnic nepozndme ziadnu univerzdlnu metédu, ktord by nam dokézala urcit dostatoéne
dobri potiatoénti aproximéciu riesenia. Preto je dobré ju urcit (odhadnit) na zéklade
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konkrétneho problému o ktorom vieme, Ze vedie na rieSenie nelinearnej ulohy a ktory je
nam vopred znamy.
Uvazujeme stustavu n nelinearnych rovnic o n nezndmych

fl(thQa"' 7xn):0
f?(xlnya”' 7$n):0
fn(xlax% o >$n) =0

alebo v maticovom tvare

f(x) = o (4.3)
kde
Z1 fi(zy, ze, -+, 2,) =0 fi(x) 0
X2 f2($1,51}2,"' ,l’n):O fQ(X> 0
X = : ! f(x) - : - : 0= :
T fo(x1, 0, 2,) =0 fn(x) 0

Riesenim sustavy (4.3)) je kazdy ¢iselny vektor x*, pre ktory f(x*) = o.

4.2.1. Newtonova metdéda

Sustavu rovnic moZzeme linearizovat pomocou Taylorovho rozvoja. Vseobecne pre n = 1

0= f(z") = flar) + (& — z) f'(2r) + chyba = f(zx) + (27 — ) f'(2x)

Chybu zanedbdme a priblizni rovnost nahradime rovnostou. Ndsledne namiesto z* piseme
Tri1, Cize dostavame

f(@r)(@hsr — o) + f(2r) =0 k=0,1,..
Pre ststavu vyzera linearizacia pomocou Taylorovho rozvoja nasledovne:

f'(xk) (Xk1 — 1) + £(xx) = o, (4.4)
kde f'(x) je Jacobiho matica funkcie f(xy), t. j.

0fix) Oh(x)  9A(x)

ory 0xs Oz,
o) bk Onk)
f'(x) = 011 0T oz,

0fu(x) 0fu(x)  0fu(x)
0, 0xs o,

12



Vypocet prebieha tak, ze v prvom rade vyriesime sustavu linearnych rovnic
f/(Xk)dk = —f(Xk)

a potom uréime nasledujuci krok xj41 = x; + di. Ak plati, ze matica f'(xy) je reguldrna,
potom modzeme stistavu linedrnych rovnic vyriesit metédami popisanymi v prvom odseku
tejto kapitoly. Ak je tdto matica singuldrna, metédu treba vhodne modifikovat, alebo
vypocet ukonéit a oznacit za nedspesny.

Konvergencia

Newtonova metéda konverguje, pokial je pociatoénd aproximdcia x, dostatocne blizko
korena x*. Naopak Newtonova metéda nemusi konvergovat, ak Startujeme daleko od
korefia. Samozrejme, Ze je mozné oblast konvergencie rozsirit, a na to ndm sliZia niektoré
metody, ako napriklad tlmend Newtonova metoda, alebo Newtonova metdda s lokdlne
obmedzenym krokom. Viac v [3].

Rychlost konvergencie je kvadratickd, to znamend, ze existuje okolie O(x*) bodu z*
a konstanta C takd, ze pre Vx;, € O(x*) plati:

3¢1 — x| < Ol — x"|?

Ukonéenie iteracii

Vypocet nemoze bezat donekoneéna, preto pre ukonéenie iteracii pouzijeme niektoré z na-
sledujicich stop kritérif: ||xg11 — Xk|| < &, [|[Xk1 — Xk|| < €||xx|| alebo ||f(xx11)| < €, kde
¢ je zadand presnost.

Zjednodusenie

V kazdom kroku Newtonovej metddy je potrebné riegit sistavu linedrnych rovnic. Toto
moze sposobit znaény problém, ak je objem vypoctov n velmi obsiahly. Naviac je potrebné
v kazdom kroku prepocitat Jacobiho maticu f'(x) a jej n? zloziek. Zjednodusenie v tomto

ipad civa v tom, Ze jednotlivé cleny 2% Jacobiho mati citavaji 1
pripade spociva v tom, ze jednotlivé cleny =5-= Jacobiho matice sa prepocitavaji len
obcas, napriklad kazdych m krokov. To znamen4, ze kazdy nasledujici krok x1 pocitame
podla upraveného vzorca:

f'(xp) (X1 — ) +f(xx) =0, k=pp+1,..,p+m—1 p=0,m,2m..

4.3. Aplikacia

Newtonova metéda (v literatirach tiez oznacovand aj ako Newton-Raphsonova metdda)
je jednou zo zakladnych metdd pri rieSeni liniového kontaktu. Prvykrat bola pouzita
Okamurom [I2], Houpertom a Hamrockom [6]. Zostavili algoritmus, ktory riesi sistavu
rovnic tak, ze do Jacobiho matice st ukladané jednotlivé derivacie, a v kazdej aproximacii
st tieto hodnoty prepocitavané. Hlavné vyhody Newton-Raphsonovej metody aplikovane;j
na elastohydrodynamicky model zhrnul vo svojej praci Lubrecht [10] do nasledujicich
bodov:
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e maly pocet iterdcii (priblizne 20)
e rychla konvergencia, ak je dobra pociatoéna aproximacia
e malé vypoctové casy pre maly pocet uzlovych bodov v diskretizovanej oblasti
e idealne pre jednorozmerny liniovy kontakt
Vo svojej praci Lubrecht taktiez poukazal aj na niektoré nevyhody tejto metddy:

e vdaka elastickym deformdcidm mé tato metéda vsetky cleny v Jacobiho matici
nenulové, ¢o moze sposobit znaéné problémy pri vypocte jej inverznej matice

e ak st rovnice riegené sticasne, potom vysledny tlak nemoze byt mensi ako nula (3.3),
z toho vyplyva, Ze matica je skoro singuldrna pri vyssich hodnotéch zataZenia.

Pre numerické riesenie pouzijeme rovnice (3.9)) - (3.12), bezrozmerné rovnice z kapitoly
3.6] Aby sa zjednodusila diskretizdcia, zavedieme nasledujiicu substiticiu:

q = exp(ap). (4.5)

S vyuzitim rovnice redukovaného tlaku (4.5)) sa rovnica (3.9) upravi na rovnicu:

d 5 dg d ,_
= 4.
dX(HdX>+a)\dX(pH) 0 (4.6)

Thito rovnicu mozeme vyuzit v pripade aplikdcie Barusovho vztahu (3.6]) pre popis zavislosti
viskozity od zmeny na tlaku. V pripade Roelandsovej rovnice (3.7)) nie je mozné vyuzit
tento vztah.

4.3.1. Diskretizacia

Pri numerickom riesen{ je teda potrebné previest rovnice (3.1)), (3.4)-(3.8) na diskrétny
tvar.

Reynoldsova rovnica

Pre Reynoldsovu rovnicu, ktora je popisana v kapitole , moZeme pouzit jej integrovany
tvar:

dp h—h,
= 12u,, 4.7
e U]~ (4.7)
kdeh:hcpreg—izo.
Spolu s Barusovym vztahom (3.6)) pre zavislost viskozity na tlaku dostaneme:
dq H - H.
F=—+)\a 4.
ox tA s =0 (48)
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kde H. je integracna konstanta. V tejto integracnej konstante je taktiez zahrnuty vztah
zévislosti hustoty na tlaku, ktory sa uz d'alej vo vypoéte nepouziva. Uvazujeme, 7e kva-
palina je nestlacitelnd, takze H. je konstanta. Diskretizdciou prvého radu (centrdlna dis-
kretizdcia) a vyndsobenim rovnice ¢lenom HZA dostévame:

fi = (gis1 — @) HY + ar\A (H; — H,) (4.9)
kde
e ¢, = 1, qv = 1 st okrajové podmienky
e N je pocet diskrétnych bodov
o A= X, 1 — X, jekrok

e ¢; <1 je kavitatna podmienka

Rovnica hrabky maziva

xz 1 X 1)

1) =yt 54 LS (%0, ) (], )

— (X, = X)) ()X, = X3 = 1)} (4.10)
Rovnica silovej rovnovahy
N _
9= Aln(q)) + 5~ =0 (4.11)

Jj=1

4.3.2. Newtonova metdda

V nasledujicej casti je uvedend aplikdacia Newtonovej metédy na konkrétne riesenie ma-
tematického modelu EHD mazaného liniového kontaktu. Newtonova metdda je sposob,
akym uréime body, v ktorych je funkcia nulova. Ak je funkcia z4visld na niekolkych pre-
mennych, tak je problém popisany nasledovne:

f(u) = o, (4.12)
kde nezndmou je vektor u (obdobne ako (4.3)), kde nezndmou bol vektor x)

N premennych je pisanych ako vektor u:

u = [H07q27Q37 7QN—17H0] (413)
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Sustava rovnic (4.4) ma tvar:
-1
up =u; +JR,

kde R je vektor pravych stran, a je definovany nasledovne:

fi
2
R=| :
N1
g
Pre jednotlivé ¢leny plati, ze R; = —f;.
Jacobiho matica modelu s ¢lenmi J;; = STZ:
on  Oh Ok Oh oh
OH. 0qs Jq3 3%N_1 dHy
o, of oh . Oh on
0H, g2 g3 dqn—1 0H,
J= : : : : :
Ofw-r Ofxes Ofwer Ofnat fw
0H. g2 dq3 dqn -1 0H,
o0 05 d9  dg oy
OH, g2 dgs dgn—1 0H,

Derivacie jednotlivych zloziek Jacobidanu su konstruované nasledovne:

OH;
3qj ’

0q;
kde pre posledny ¢len plati:

0H; 1

Jdg;  mag;

(X, = X) (In]X;1 = X,

J

1
2

5 1 pre 1=y
10 pre i#j.

Prvy stipec matice:

0fi _
= —a)\A
oH,
Posledny stipec matice:
afz 2 _
= 1 — qi) H; AA
o, 3(¢i1 — @) Hy +a

16

dfi _
*f, = H} (G115 — 0) + {3H? (g1 — @) + a)A|

— e (g (0]

-1)j

1)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)



Posledny riadok matice:

dg
oty "
dg
OH. 0
99 _ A
dq; g
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4.3.3. Algoritmus rieSenia

Vstupné bezrozmerné
parametre

W, U, G

pociatocna aproximacia
tlaku a hrabky
Po(i)s HorH
P—q

vypocet hribky H(i)
vypocet tlaku P,(i)

konstrukcia jacobianu J
konstrukcia vektoru
pravych stran R

vypocet vektoru
neznamych u
pomocou GEM

v

nové aproximacie
Hn' H(
kavitaéna podmienka
P(i)

NIE

ANO L o vysledok + graf

Obrazok 4.1: Algoritmus riesenia
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5. Vysledky

V predchadzajicej kapitole bol popisany numericky model EHD mazaného liniového
kontaktu. Stcasné kapitola zhina vysledky ziskané pomocou navrhnutého algoritmu, ktory

je nasimulovany v programovacom prostredi MATLAB (kdd je dostupny v prilohe A).

Pre simuldciu dejov prebiehajicich v EHD mazanom kontakte je potrebné definovat
via- cero vstupnych parametrov, medzi ktoré patria napriklad vlastnosti maziva a ma-
teridlov (tlakovo-viskdézny koeficient, moduly pruznosti), geometria telies v kontakte (re-
dukovany polomer krivosti, priblizenie telies), prevadzkové podmienky (sila, rychlosti te-

lies).

Hamrock a Dowson [7] definovali bezrozmerné parametre, pomocou ktorych sa da

znizit pocet vstupnych parametrov. Pre liniovy kontakt st definované nasledovne:

e parameter zataZenia

e parameter rychlosti

e parameter materialov

Vdaka zavedeniu tychto parametrov je mozné zredukovat pocet vstupnych veli¢in
na tri. Vypocet pozaduje aj definiciu parametrov, ktorymi st pocet diskrétnych bodov N,
velkost kroku A, tolerancia alebo maximalny pocet iterdcii, resp. pociatoéné aproximécie

tlaku P a priblizenia telies Hy. Vystupom je priebeh tlaku a hrubky mazacej vrstvy.

Sucasna kapitola obsahuje vysledky konkrétného zadania. Vsetky vstupné parametre

sti uvedené v tabulke (Bl1).

’ parameter \ oznacenie \ jednotka \ hodnota ‘
zatazenie W 2,0-107°
rychlost U 1,0-10711
material G 4,0-103
redukovany model pruznosti E, 123,8
redukovany polomer krivosti R, 0,02
pociatocnd aproximacia pribliZenia telies H, 0,5
pociatotna aproximaéacia integracnej konstanty | H,. 1
max pocet iteracii MaxIter 30
tolerancia TolFun 1-107*

Tabulka 5.1: Vstupné parametre.
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Priebeh hrubky mazacej vrstvy v EHD liniovom kontakte
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Obréazok 5.1: Priebeh hribky mazacej vrstvy v EHD liniovom kontakte

Priebeh tlaku v EHD liniovom kontakte
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Obrazok 5.2: Priebeh tlaku v EHD liniovom kontakte
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6. Diskusia

Riesenie a nasledna analyza konkrétneho problému EHD mazaného liniového kon-
taktu prindsa dolezité zavery. Tieto zahinaja aj komplikacie, ktoré mozu pri vypoctoch a
simulécidch nastat.

Uz samotné pouzitie Newtonovej met6dy je pri simulécii dost obmedzené. Této metéda
je sice jednoduchd a priamociara, prinasa rychle a celkom presné riesenie pre slabé zatazenia
a maly pocet diskrétnych bodov (v nasom pripade 200), ale problém prichddza so zvySujicim
sa zafazenim.

Algoritmus riesi sustavu rovnic, kde do Jacobiho matice si ukladané jednotlivé de-
rivacie . Tieto hodnoty st v kazdej aproximécii prepocitavané. Ak je pocet de-
rivacii maly, vypocty su rychle. S rasticim po¢tom derivacii sa objem vypoctov zvacsuje,
a prinasa tiez znacné nevyhody tejto metddy. Vedie to k dlhsim vypoctovym ¢asom, alebo
k poruseniu stability riesenia.

Kavitacna podmienka nam zaruci, ze ak s rovnice rieSené siucasne, potom
vysledny tlak nemdze byt zdporny. To mé za dosledok fakt, ze Jacobiho matica je sin-
guldrna pri vyssich hodnotéch zatazenia. Toto nésledne prindSa obmedzenia pri vypocte
pozadovaného rieSenia pomocou Gaussovej eliminacnej metédy.

Ako uz bolo spominané v[4.2.1}, Newtonova metéda konverguje, ak je zvolend pociatocna
aproximacia dostatocne blizko korena. Ak by toto nebolo zarucené, konvergencia by ne-
musela vobec nastat.

V kone¢nom dosledku mozeme zhodnotit vypocet v tomto modeli ako ¢iastocne tispesny.
Pre hodnoty uvedené v tabulke .1 sa podarilo najst dobri konvergenciu riesenia, ¢o
mozno vidiet aj v grafickom zndzorneni. V programe, ktory je sticastou prace, si uzivatel
moze nastavit iné hodnoty vstupnych parametrov. Treba brat v tvahu fakt, Ze program
je citlivy na volbu pociatoénej aproximdcie priblizenia telies Hy a taktiez aj na volbu
pociatocnej aproximacie integracnej konstanty H.. Najcajstejsim problémom je avSak sin-
gularita Jakobidnu, ku ktorej dochadza, ako uz bolo spominané, so zvysujicou sa hodno-
tou zatazenia W.
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7. Zaver

Téato bakalarska praca obsahuje popis matematického modelu a numerického rieSenia
elastohydrodynamicky mazaného liniového kontaktu. Zahfna taktiez vysledky simulécii,
ktorymi si grafické zndzornenie velkosti a rozloZenia tlaku spolu s rozmermi hribky ma-
zacej vrstvy v EHD liniovom kontakte.

Druha kapitola zhfna historicky vyvoj riesenia danej problematiky. Tretia a stvrta
kapitola je zamerana hlavne na resers v oblasti EHD mazaného liniového kontaktu a po-
pis numerickych metéd, ktoré st pri vypocte a simuldcii vyuzivané. Druhd cast stvrtej
kapitoly sa venuje konkrétnej aplikacii numerickych metéd na liniovy kontakt. Vysledky
konkrétneho zadania, ktoré je nasimulované v programovacom prostredi MATLAB, po-
pisuje a zhfiia piata kapitola. V diskusii si uvedené zhodnotenia vysledkov, analyzy
problémov a komplikdcif, ktoré mozu pri vypocte nastat. Medzi najcastejsie patria pre-
dovsetkym konvergencia Newtonovej metody, pretoze nie vzdy je zarucena dobra pociatocna
aproximécia. Dalej problém pri vypoétoch znacéne komplikuje Jacobiho matica vyuzivana
v Newtonovej metéde. Castym problémom je jej singularita, ¢o opif vedie k obmedze-
niam pri vypocte. Prepocet jednotlivych ¢lenov pri vacsom objeme dét je podstatne dlhsi
a narocnejsi, ¢co ma za nasledok dlhsie vypoctové casy.

Stidium préce je znaéne obmedzené na liniovy kontakt (t. j. jednorozmerny pripad).
Obsahuje isté zjednodusenia. Uvazuju sa predovsetkym staciondrne javy, hladké povrchy
skimanych kontaktov a newtonské spravanie maziva. Model je mozné rozsirit o tieto ob-
medzenia. V praxi ma vacsie uplatnenie aplikacia numerického rieSenia na bodovy kontakt
(t. j. dvojrozmerny pripad).
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Zoznam pouzitych skratiek
a symbolov

b Hertzov polomer kontaktu
E, redukovany modul pruznosti
G bezrozmerny parameter materidlov
h(x) hribka mazacieho filmu
ho priblizenie kontatnych telies
H bezrozmerna hribka mazacieho filmu
N pocet diskrétnych bodov
tlak
P bezrozmerny tlak
Dh hertzov tlak
R, redukovany polomer krivosti
U, strednd povrchové rychlost
U bezrozmerny parameter rychlosti
w sila
w bezrozmerny parameter zatazenia
x priestorova sturadnica
x’ priestorova stradnica
X bezrozmerna priestorova suradnica
z tlakovo-viskézny index
Q@ tlakovo-viskézny parameter
n dynamicka viskozita maziva
7l bezrozmernd viskozita maziva
Mo viskozita pri atmosférickom tlaku
T konstanta
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hustota maziva
bezrozmerna hustota maziva
hustota maziva pri atmosférickom tlaku

oblast riesenia
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Zoznam priloh

A.1. Hlavny program

A.2. Gaussova eliminaéna metdoda
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A. Prilohy

A.1. Hlavny program

cle; clear all;

% pocet diskrétnych bodov
N=200;

% tolerancia

TolFun=1le —4;

% maximélny pocet iterdcii (Newtonova metdda)
MaxIter=30;

% vektory a matice:

% priestorova sturadnica

x=zeros (N,1); xx=zeros(N,1);

% tlak a redukovany tlak (substiticia)

p=zeros (N,1); P=zeros(N,1); gq=zeros(N,1);

% hrubka mazacej vrstvy

H=zeros (N,1); h=zeros(N,1);

% vektor koeficientov — vypocet elastickej deformacie
K=zeros (N,1);

% vektor mneznamych a pravej strany, Jacobidn

u=zeros (N,1); f=zeros(N,1); R=zeros(N,1);

J=zeros (N,N);

% pomocné vektory

Pprev=zeros (N,1); qprev=zeros(N,1);

% bezrozmerné parametre

W=2.0e—5; % bezrozm. param. zafaZenia
U=1.0e—11; % bezrozm. param. rychlosti
G=4.0e3; % bezrozm . param. materidlu

H0=0.5; % pociatoé¢nd aproximdcia priblizenia telies

He=1; % pociatoéna aproximéacia integracnej konStanty
% (zahrnuje vplyv hustoty)

E=123.8e9; % redukovany modul pruznosti

Rx=0.02; % redukovany polomer krivosti

alfa=G/E; % tlakovo—viskdézny koeficient

w=WxExRx; % sila

b=sqrt ((8+*wxRx) /(pi*E)); % Hertzov polomer kontaktu

Ph=2+w/(pixb); % Hertzov tlak

alfabar=alfa*Ph; % bezrozmerny koeficient alfa

uleta0=Ux2xE«Rx; % konstanta strednd rychlost x viskozita
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30 lambda=12xuletal*Rx*Rx/(Phxbxbxb); % lambda (substiticia v
Reynoldsovej rovnici)

40

2 % prvy a posledny bod

2 Xin=-—4; xout=1.5;

43 %} krok

s dx=abs(xin—xout) /(N—1);

s % def. pociatoc¢nej min. hodnoty hribky

16 Hmin=1e6 ;

47

s % definicia diskrétnych bodov a pociatoénd aproximécia tlaku

w0 for 1=1:N

50 x (1 )—Xln—i—(l—l)*dx

51 XX(I) (1)

52 if (XX(I))>O

& P(i)=sqrt (xx(1));
54 else P(i)=0;

55 end

s6 end

s7 % substitiucia: tlak —> redukovany tlak
2 for i=1:N

59 q(i)=exp(—alfabar«P(i));
6o end

61 % aproximécia hodndét priblizenia a integrac¢nej konStanty
62 HOprev=HO; Hcprev=Hc;

63

s« % Newtonova metdda

6s for k=1:MaxIter

66 if (k>1) % hodnoty P (resp. q), HO a Hc — predchadzajica
iterdcia

67 gqprev=q; Pprev=P; HOprev=HO; Hcprev=Hc;

68 end

69 % vypocet hrubky

70 for i=1:N

71 for j=12N

7 H(i)=HO0+(x(i)"2)/2 +(1/(alfabarxpi))s*sum(log(q(j))

73 ((x(1)=x(j)+0.5%xdx)*(log(abs(x(i)—x(j)+0.5%dx))
-1) —...

74 (x(1)—=x(j)—0.5%dx)*(log(abs(x(i)—x(j)—0.5%dx))
-1)));

75 end

76 % min. hodnota hrubky

77 if (H(i)<Hmin)

78 Hmin=H(1i);

31



79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

104

112

113

114

115

116

117

118

119

end

end
% prava strana f
for i=1:N-1
f(i)=(q(i4+1)—q(i))*(H(i) 3)4alfabar=xlambdaxdx=*(H(i)—Hc);
end

% rovnica silovej rovnovahy
for j=1:N
g=sum (dxxlog (q(j)))+0.5%xpixalfabar;
end
% vektor neznamych
for 1=2:(N-1)
u(i)=q(i);
end
u(l)=Hc; u(N)=HO; % prvy a posledny ¢len vektoru — okr. podm

% vektor pravej strany
for i=1:(N-1)
R(1)=f(1);
end
R(N)=g; % posledny ¢len vektoru pravej strany

% Jacobian
for j=2:N-1

J(N, j)=dx/a(j)
end

J(N,N)=0; J(N,1)=0;
for i=1:N-1
for j=2:N-1
dij=0;
i (i—)
dij=1;

end
di1j=0:;
i ((i+1)=j)
dilj=1;
end
deq:)((X(i)—X(j)+0.5>|<dx)*(log(abs(x(i)—x(j)+0.5*dx))
—-1) —...
(x(i)=x(j)—0.5%dx)=*(log(abs(x(i)—x(j)—0.5%dx))
-1)) /...
(pixalfabarxq(j));
T(i,3)=((1) *3)+(dilj=dij)+@x(H(i)"2)+(a(i+Dq(i))
+...
alfabarxdx*lambda) *(dHdq) ;
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148
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158

159

160

161

162

164

end
end
for i=1:N-1
J(i,l)=alfabarxlambdaxdx;
end

J(1,N)=3x(q(i+1)—q(i))*(H(i) 2)+alfabarx«lambdaxdx;

for i=1:N-1

end

for i=1:N
R(i)="R(1);

end

% relaxacny faktor

RF=0.1;

% pomocou GEM uré¢im nové u

zmena=gauss (J,R) ;

for i=2:N-1
u(i)=u(i)+RF*zmena(1i);

end

% nové aproximéacie HO a Hc
HO=HOprev+RFxzmena (N) ;
He=Hcprev+RFx«zmena (1) ;

% substitdcia
P=1log (u)/alfabar;

% kavitacnd podmienka

for i=1:N
if (P(i)<=0)
P(i)=0;
end
end

% okrajové podmienky

P(N)=0; P(1)=0;

% kontrola

SIGNPl=sum ( Pprev); SIGNP2=sum(P);
SIGNHO1=HOprev; SIGNH02=HO;
SIGNHcl=Hcprev; SIGNHc2=Hc;

ERRP=abs (SIGNP2-SIGNP1) / abs (SIGNP1) ;
ERRHO=abs (SIGNH02-SIGNHO1) / abs (SIGNH01) ;
ERRHc=abs (SIGNHc2—SIGNHcl) /abs (SIGNHcl ) ;

if (ERRP < TolFun) && (ERRHO < TolFun) && (ERRHc < TolFun)
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177
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181
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186

187

188

189

190

191

194

% vysledky
% tlak (previest z bezrozmerného tvaru)
for i=1:N

p(1)=P(1)*Ph;

end
% hribka (previest z bezrozmerného tvaru)
for i=1:N
for j=1:N
K(j)=((x(1)—=x(j)+0.5%dx)*(log(abs(x(i)—x(j)+0.5%dx))—1)
| (X'(i)—x(j)—O.5*dx)*(log(abs(x(i)—X(j)—0.5*dx))—1));
end
for i=1:N
H(i)=H0+(x(i)"2)/2;
for j=1:N
H(i)(:H)(i)—(l/pi)*P(j)*((x(i)—x(j)+0.5*dx)*(log(abs(x(i)—
x(j)+-...
0.5%dx))—1)—(x(i)—x(]j)—0.5*%dx)*(log (abs(x(i)—x(j)
—0.5%xdx))—1));
end
end
for i=1:N
h(i)=H(i)*bxb/Rx;
end

% vystup:
figure (1)
title ('Priebeh tlaku v EHD liniovom kontakte’)
xlabel ("kontaktnd oblast ")
ylabel ("Tlak [GPal )
plot (x,pxle—9); % vysledok v [GPa]

figure (2)
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title ('Priebeh hribky mazacej vrstvy v EHD liniovom kontakte

)

xlabel ( "kontaktnd oblast )
ylabel ( "Hribka [$\Mu m$] ")
plot (x,hx1e9); % vysledok v [nm]

A.2. Gaussova elimina¢na metoda

function x = gauss(A,B)
Y%pozadované rozmery matic maju tvar NA x NA a NA x NB
%funkcia riesi sustavu rovnic Ax = B Gaussovou eliminac¢nou

metddou
NA = size(A,2); [NB1,NB] = size(B);
if NBl "= NA, error(’A a B musi mat pozadovany rozmer’); end

N =NA + NB; AB = [A(1:NA,1:NA) B(1:NA,1:NB) |;

epss = eps*ones (NA, 1) ;

for k = 1:NA

[akx ,kx] = max(abs(AB(k:NA,k))./ ...

max (abs ([AB(k:NA,k + 1:NA) epss(1:NA —k + 1)]7))");

if akx < eps, error(’Matica je singuldrna, nemd jednoznacné
riesenie ); end

mx = k + kx — 1;

if kx > 1

tmp_row = AB(k,k:N);

AB(k,k:N) = AB(mx, k:N);

AB(mx,k:N) = tmp_row;

end

% Priamy chod

AB(k,k + 1:N) = AB(k,k+1:N)/AB(k,k) ;

AB(k,k) = 1;

for m =k 4+ 1: NA

AB(m,k+1:N) = AB(m, k+1:N) — AB(m, k)*AB(k,k+1:N);

AB(m,k) = 0;

end

end

%spatny chod

%vytvori horni trojuholnikovid maticu

x(NA,:) = AB(NA,NA+1:N);

for m = NA—-1: —1:1

x(m,:) = AB(m,NA + 1:N)-AB(m,m + 1:NA)*x(m + 1:NA,:) ;

end
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