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Abstrakt
Bakalárska práca sa zaoberá riešeńım matematického modelu elastohydrodynamicky ma-
zaného ĺıniového kontaktu. Hlavným ciělom je vyvinúť a naprogramovať numerický model,
ktorý bude znázorňovať priebeh tlaku a hrúbky mazacej vrstvy v danom ĺıniovom kon-
takte. Práca je doplnená zdrojovým kódom naprogramovanom v prostred́ı MATLAB.

Summary
The thesis deals with the solution of the mathematical model of elastohydrodynamically
lubricated line contact. The main aim is to develop and create a programme, which would
show the pressure and the film thickness distribution in a line contact. The source code
programmed in MATLAB is also included.
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elastohydrodynamické mazanie, ĺıniový kontakt, Newtonova metóda
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2 Súčasný stav poznania 4

3 Matematický model 6
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4.3.1 Diskretizácia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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A Pŕılohy 30
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1. Úvod

Pri štúdiu konkrétneho reálneho problému si uvedomı́me, že je potrebné poṕısat’

skúmanú skutočnost’ pomocou matematického modelu a následne tento model vyriešit’.
K tomuto nám slúžia numerické metódy. Vedná discipĺına zaoberajúca sa vytvárańım
efekt́ıvnych metód výpočtu a približného riešenia rôznych úloh sa nazýva numerická ma-
tematika. V súčasnosti, s rozvojom technológii, je nám umožňované realizovat’ toto riešenie
aj na poč́ıtači.

Táto práca sa zaoberá skúmańım elastohydrodynamicky mazaného ĺıniového kontaktu
a riešeńım jeho matematického modelu. V druhej kapitole sú uvedené hlavné pojmy pre
popis problematiky a priebeh historického vývoja. Tretia kapitola zahŕňa predovšetkým
základné analytické rovnice popisujúce elastohydrodynamicky mazaný ĺıniový kontakt,
ktorými sú Reynoldsova rovnica, rovnica hrúbky maziva a rovnica silovej rovnováhy.
Taktiež obsahuje diskrétny tvar týchto rovńıc. V prvej časti štvrtej kapitoly je uvedený
obecný popis numerického riešenia sústavy lineárnych a nelineárnych rovńıc, ktoré sú
v modeli následne využ́ıvané. V druhej časti sa štvrtá kapitola venuje aplikácii nume-
rických metód na ĺıniový kontakt. Výsledky numerického riešenia elastohydrodynamicky
mazaného ĺıniového kontaktu pre konkrétne stanovené hodnoty a následná diskusia sú
uvedené v piatej a šiestej kapitole.

Ciel’om tejto práce je charakteristika matematického modelu, štúdium základných
rovńıc, ich zavedenie v diskrétnom a bezrozmernom tvare. Následné vytvorenie nume-
rického modelu na základe źıskaných teoretických znalost́ı, ktorý znázorňuje priebeh tlaku
a hrúbky mazacej vrstvy v danom ĺıniovom kontakte. Tento model je naprogramovaný
v programovacom prostred́ı MATLAB.
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2. Súčasný stav poznania

Tribológia je veda, ktorá sa zaoberá vzájomnou interakciou povrchov pri ich relat́ıvnom
pohybe. Vzájomné pôsobenie povrchov je sprevádzané treńım, ktorého dôsledkom je násled-
né opotrebenie. Toto trenie a opotrebenie sa snaž́ıme eliminovat’ mazańım - oddel’ovańım
dvoch povrchov vrstvou maziva tak, aby v ideálnom pŕıpade nedochádzalo k ich dotyku.
Existuje niekol’ko typov režimov mazania a to napr. hydrostatické, hydrodynamické (HD),
elastohydrodynamické (EHD)[2]. Táto bakalárska práca rieši elastohydrodynamické maza-
nie, ktoré je charakteristické pre nekonformné povrchy, t. j. pre povrchy, ktoré sa stýkajú
na vel’mi malej ploche (obr. 2.1). Režim elastohydrodynamického mazania je charakte-
ristický vysokými kontaktnými tlakmi (maximálne hodnoty v jednotkách GPa), tlakovo
viskóznym správańım maziva a výraznou elastickou deformáciou. Vel’kost’ tejto deformácie
je rádovo väčšia ako minimálna hrúbka vrstvy maziva. Základné sledované parametre
v práci sú vel’kost’ a rozloženie tlaku a hrúbka maziva v mazacej vrstve.

Obrázok 2.1: Nekonformný povrch

Pre štúdium problému EHD mazania je dôležitý rok 1886, v ktorom Osborne Rey-
nolds formuloval teóriu mazania. Odvodil diferenciálnu rovnicu popisujúcu rozloženie
tlaku v kvapalinovej mazacej vrstve. V tejto rovnici, známej ako Reynoldsova rovnica,
využil redukovanú formu Navier-Stokesových rovńıc a rovnicu kontinuity za predpokladu,
že plat́ı Newtonov zákon pre viskózne kvapaliny [14]. Martin a Gümbel následne aplikovali
Reynoldsovú rovnicu pre nekonformné povrchy.

Grubin sa v roku 1949 zaslúžil o prvú významnú teoretickú prácu v oblasti EHD ma-
zania. Dal do súvislosti elastickú deformáciu telies a tlakovo-viskózne správanie maziva
pri skúmańı nekonformného ĺıniového kontaktu. [5] Tieto teoretické predpoklady experi-
mentálne overil v roku 1951 Petrusevič a publikoval prvé analyticko-numerické riešenie
[13].

Do 50. rokov minulého storočia sa daný problém riešil analyticky. Toto riešenie bolo ale
vel’mi obtiažne a vyžadovalo mnoho zjednodušeńı. S rozvojom výpočtovej techniky a nu-
merických metód sa objavili prvé kompletné numerické riešenia EHD modelu. Uvažovali
sa hlavne EHD modely s ideálne hladkým povrchom a newtonským správańım maziva.
Výzkum bol v prvom rade zameraný na ĺıniový kontakt (t. j. jednorozmerný pŕıpad),
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neskôr na bodový kontakt (t. j. dvojrozmerný pŕıpad). V pŕıpade ĺıniového kontaktu sa
uvažovala symetria v ĺınii kontaktu. Toto sa neskôr využilo pri formulácii jednorozmer-
nej Reynoldsovej rovnice, ktorá zjednodušila teoretický popis a tak ul’ahčila matematické
riešenie ĺıniového EHD problému.

Prvé iterat́ıvne numerické riešenie ĺıniového kontaktu sa v roku 1959 podarilo v štúdíı
Dowsonovi a Higginsovi [4]. Využitie numerického pŕıstupu im umožnilo formulovat’ em-
pirické vzt’ahy popisujúce hrúbku maziva v spomı́naných ĺıniových kontaktoch. V roku
1961 Crook experimentálne overil Dowsonovu a Higginsovu štúdiu a potvrdil ich pred-
poklady o hrúbke mazacieho filmu. Treba poznamenat’, že v tejto dobe ǐslo o vel’mi malé
tlaky medzi kontaktnými povrchmi, čo bolo zapŕıčinené obmedzenou možnost’ou matema-
tického (numerického) riešenia EHD problému. Vyššie hodnoty nebolo možné uvažovat’

z dôvodu nestability použitého numerického riešenia. Simulácie boli obmedzené aj malým
rozĺı̌seńım výpočtovej oblasti, to znamená počtom uzlových bodov v diskretizovanej ob-
lasti [14].

Tento problém v roku 1987 riešila práca Lubrechta [10]. Bola to prelomová štúdia,
ktorá mala vel’ký pŕınos v oblasti riešenia EHD problému hlavne z toho dôvodu, že pri-
niesla úplne nový pŕıstup k numerickému riešeniu. Metóda nazývaná multigrid method
(viac-vrstvová metóda) rieši EHD problém ako aj pre ĺıniový, tak pre bodový kontakt a má
mnoho výhod oproti vyššie uvedeným metódam. Medzi hlavné výhody patŕı predovšetkým
väčšia stabilita riešenia, ktorá umožňuje riešit’ vyššie zat’aženia medzi kontaktnými po-
vrchmi a výrazné zrýchlenie výpočtov, ktoré umožňuje vykonávat’ rozsiahleǰsie výpočtové
štúdie.

Ako už bolo spomı́nané, v prvých publikáciách numerických riešeńı EHD problému
bolo mnoho zjednodušeńı. Výsledky simulácíı sa približne zhodovali s experimentálnym
riešeńım, ale modely boli stále vel’mi idealizované. Ako pŕıklad môžeme uviest’ použitie
newtonských maźıv, hladké kontaktné povrchy, atd’. V 70. rokoch prichádzajú prvé práce
riešenia bodového kontaktu, kde sa začali skúmat’ aj d’aľsie parametre ako napŕıklad
tlakovo-viskózne správanie maziva, zmena hustoty maziva pri zmene tlaku alebo vlastnosti
použitého maziva. Tieto mazivá sa jednoznačne neoznačujú za newtonské a nezanedbávajú
sa ani termálne javy.

V súčasnosti sa pre riešenie ĺıniového kontaktu popri viacvrstvovej metóde použ́ıva aj
Newtonova metóda. Prvýkrát bola prezentovaná v roku 1982 Okamurom [12], ktorý spolu
s Hamrockom a Houpertom [6] aplikovali Newtonovu metódu pre riešenie diskretizovanej
formy Reynoldsovej rovnice. Ďaľsie aplikácie Newtonovej metódy pre 1-D kontakt môžeme
nájst’ taktiež v prácach Kumára [8] - [9].

Pre 2-D kontakt sa na riešenie aplikuje rada zložitých numerických metód. Ako najviac
využ́ıvané spomenieme viacvrstvovú metódu, metódu združených gradientov alebo metódu
konečných prvkov. Pomerne novou metódou je v súčasnosti metóda nazývaná Computati-
onal fluid dynamics - CFD. Viac o týchto metódach a ich aplikácie na problémy EHD
mazania je možné nájst’ v [1] a [15].
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3. Matematický model

Táto kapitola popisuje matematický model EHD mazaného ĺıniového kontaktu. Model
je tvorený troma základnými rovnicami:

1. Reynoldsova rovnica,

2. rovnica hrúbky maziva,

3. rovnica silovej rovnováhy.

Pri elastohydrodynamicky mazaných kontaktoch je potrebné poč́ıtat’ aj s d’aľśımi rovni-
cami, ktorými sú závislost’ viskozity a hustoty na tlaku. Muśıme si uvedomit’, že tvar rovńıc
nie je v každom pŕıpade rovnaký a môže sa ĺı̌sit’ podl’a toho, či ide o ĺıniový alebo bodový
kontakt, hladký alebo nehladký povrch, či uvažujeme stacionárne, alebo nestacionárne
riešenie a aké mazivo pri riešeńı použ́ıvame. V práci sú využité isté zjednodušenia a to:

• hladký povrch skúmaných kontaktov,

• newtonské správanie maziva,

• stacionárny jav (zanedbáva sa závislost’ niektorých členov rovnice na čase).

3.1. Reynoldsova rovnica

Reynoldsova rovnica je diferenciálna rovnica popisujúca rozloženie tlaku v kvapalinovej
mazacej vrstve. Je najdôležiteǰsou rovnicou pre popis EHD mazaného kontaktu. Obecne
bola odvodená z Navier-Stokesových rovńıc a rovnice kontinuity za predpokladu, že plat́ı
Newtonov zákon pre viskózne kvapaliny. Vonkaǰsie a zotrvačné sily sa zanedbávajú. Rey-
noldsova rovnica pre ĺıniový kontakt má nasledujúci tvar:

∂

∂x

(
ρh3

12η

∂p

∂x

)
− um

∂

∂x
(ρh) = 0, x ∈ Ω (3.1)

kde p je tlak, h hrúbka, x priestorová súradnica, η viskozita a ρ hustota maziva
a um = (ua + ub)/2 je stredná povrchová rýchlost’. Prvý člen rovnice (3.1) je tlakový
člen (tzv. Poisseuillov) a popisuje viskózny tok v dôsledku tlakového spádu. Druhý člen
Reynoldsovej rovnice je klinový člen alebo sa tiež nazývá Couetteov člen a popisuje tok
v dôsledku strednej rýchlosti kontaktných povrchov.

Riešenie uvedenej Reynoldsovej rovnice je popis rozloženia tlaku v kvapalinovej maza-
cej vrstve na oblasti, ktorú označ́ıme Ω. Táto oblast’ muśı byt’ ohraničená Dirichletovými
okrajovými podmienkami:

p = 0 pre x = xin

p = 0 pre x = xout. (3.2)
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Vo výsledku očakávame, že tlak v mazacej vrstve bude kladný. Obecne ale môže na-
stat’ pŕıpad, kedy pre výsledok riešenia rovnice (3.1) bude platit’, že tlak je záporný.
Z fyzikálneho hl’adiska je tento jav nemožný a to práve preto, lebo kvapalina nemôže pri
podtlaku preniest’ t’ahové zat’aženia. V literatúre sa jav záporného tlaku nazýva kavitácia
a podmienku, ktorá nám obmedźı spodnú hranicu tlaku na nulovú hodnotu nazveme
kavitačnou podmienkou. Plat́ı:

p (x) ≥ 0, x ∈ Ω (3.3)

3.2. Rovnica hrúbky maziva

Pri pôsobeńı tlaku medzi dvoma kontaktými plochami dochádza k elastickým deformáciám.
Dôsledok týchto elastických deformácíı je zmena kanálu, ktorým dané mazivo prúdi. Táto
zmena je spôsobovaná oboma kontaktými telesami a je poṕısaná nasledujúcou rovnicou:

h (x) = h0 +
x2

2Rx

− 2

πEr

∫ ∞
−∞

p (x′) ln

∣∣∣∣∣(x− x′)x0

∣∣∣∣∣ dx′ (3.4)

kde h0 je konštanta a uvádza pribĺıženie telies, Rx je redukovaný polomer krivosti a Er je
redukovaný modul pružnosti materiálov kontaktných telies. Druhý člen rovnice popisuje
geometriu a posledný člen elastickú deformáciu.

3.3. Rovnica silovej rovnováhy

Vonkaǰsie zat’aženie kontaktu w, ktoré je prenášané mazacou vrstvou, je na celej oblasti
riešenia Ω v rovnováhe so silovou výslednicou tlaku v mazacej vrstve. Je taktiež dôležitou
rovnicou modelu, lebo slúži ako kontrolná rovnica hodnôt tlaku a hrúbky maziva. Pre
jednorozmerný pŕıpad má nasledujúci tvar:

w =
∫ ∞
−∞

p (x) dx (3.5)

3.4. Závislost’ viskozity na tlaku

Závislost’ viskozity od zmeny na tlaku najjednoduchšie popisuje Barusov vzt’ah [10]

η (p) = η0 exp(αp), (3.6)

kde η0 je viskozita pri amosférickom tlaku a α je tlakovo viskózny parameter pre daný
typ maziva. Pri riešeńı EHD problému sa použ́ıva aj zložiteǰsia, ale fyzikálne presneǰsia
rovnica, ktorú navrhol Roelands:

η (p) = η0 exp

{
(ln (η0) + 9.67)

[
−1 +

(
1 +

p

p0

)z]}
, (3.7)

kde z je tlakovo viskózny index. Treba uviest’, že prvý vzt’ah (3.6) sa použ́ıva pre hod-
noty tlaku do 0,1 GPa. Druhý, Roelandsov (3.7), možno použit’ pre tlaky až do hodnoty
1 GPa [10].
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3.5. Závislost’ hustoty na tlaku

Tak isto ako aj viskozita, tak aj hustota použitého maziva je závislá na tlaku. Downson
a Higginson [4] stanovili túto závislost’ nasledovne:

ρ (p) = ρ0
5, 9 · 108 + 1, 34p

5, 9 · 108 + p
, (3.8)

kde ρ0 je hustota pri atmosférickom tlaku.
Ako zjednodušenie, predovšetkým v jednorozmernom pŕıpade, sa často zanedbáva vplyv
hustoty, a uvažuje sa nestlačitel’ná kvapalina. To znamená, že ρ (p) = 1.

Pri numerickom riešeńı uvedených rovńıc nastáva jeden základný problém a to, že
hodnoty tlaku a hrúbky maziva sú v rozdielnych jednotkách. V pŕıpade tlaku ide o hodnoty
rádovo v GPa, kdežto v pŕıpade hrúbky mazacieho filmu ide o jednotky v µm. Preto je
potrebné previest’ rovnice do bezrozmerného tvaru, aby sa nám s nimi lepšie pracovalo pri
simulácii daného problému.

3.6. Bezrozmerné rovnice

Z dôvodu zefekt́ıvnenia výpočtov sa Reynoldsova rovnica (3.1), rovnica hrúbky maziva
(3.4), rovnica silovej rovnováhy (3.5) a rovnice (3.6) - (3.8) zaṕı̌su v bezrozmernom tvare.

Máme k dispoźıcii niekol’ko typov zavedeńı bezrozmerných parametrov. V tejto práci
budeme využ́ıvat’ nasledujúce [10]:

X =
x

b
, P =

p

Ph

, H =
hR

b2
, ᾱ = αPh , ρ̄ =

ρ

ρ0

kde pre Hertzov tlak, resp. polomer Hertzovho kontaktu plat́ı:

Ph =
2w

πb
, b =

√(
8wR

πE ′

)

Rovnice (3.1), (3.4) a (3.5) v bezrozmernom tvare vyzerajú nasledovne:

Reynoldsova rovnica

d

dX

(
exp (−ᾱP ) ρ̄H3 dP

dX

)
= λ

d

dX
(ρ̄H) (3.9)

kde

λ =
12η0umR

2

b3Ph
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Rovnica hrúbky maziva

Rovnica hrúbky maziva sa s využit́ım rovnakých parametrov redukuje na:

H(X) = H0 +
X2

2
+

1

2πᾱ

∞∫
−∞

ln (q (X ′)) ln (X −X ′)2 dX ′ (3.10)

Rovnica silovej rovnováhy

∞∫
−∞

ln (q (X)) dX ′ +
πᾱ

2
= 0 (3.11)

Závislost’ viskozity na tlaku

η (p) = exp (−ᾱp) (3.12)

Závislost’ hustoty na tlaku

Pre zjednodušenie výpočtov budeme uvažovat’ nestlačitel’nú kvapalinu.
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4. Numerické riešenie

Numerickým riešeńım úlohy rozumieme jasný a jednoznačný popis vzt’ahu medzi koneč-
ným počtom vstupných a výstupných dát. Ciel’om numerických metód je, aby toto riešenie
(algoritmus) bolo čo najefekt́ıvneǰsie a najpresneǰsie. Medzi základné úlohy numerických
metód patŕı riešenie sústav rovńıc. Tieto sústavy môžu byt’ lineárne a nelineárne [3], [11].

4.1. Sústavy lineárnych rovńıc

Riešit’ sústavu lineárnych rovńıc je vel’mi častý problém. Sústavy môžu byt’ vel’mi rozsiahle
až s niekol’kými miliónmi neznámych, ale súčasná výpočtová technika umožňuje tieto
sústavy riešit’ v relat́ıvne prijatel’nom čase. Metódy riešenia deĺıme na priame a nepriame.

Priame metódy

Riešenie sústav lineárnych rovńıc pomocou priamej metódy je založené na eliminácíı
neznámych. Z niektorej rovnice vyjadŕıme neznámu, ktorú následne dosad́ıme do ostatných
rovńıc a tým sa po eliminácíı sústava stáva jednoduchšie riešitel’nou ako sústava pôvodná.
V konečnom počte krokov dostávame presné riešenie, ak výpočet prebieha bez zaokrúhl’ovaćıch
chýb. Medzi priame metódy patria:

• Gaussova eliminačná metóda

• LU-rozklad

• Choleského rozklad

Nepriame metódy

Nepriame metódy, inak nazývané aj iteračné poskytujú iba približné riešenie sústavy
lineárnych rovńıc. To ale vôbec nevad́ı, ak je približné riešenie dobrou aproximáciou
presného riešenia. Počet krokov danej iteračnej metódy záviśı na požadovanej presnosti.
Medzi nepriame metódy patria:

• Jacobiova metóda

• Gaussova-Seidelova metóda

4.1.1. Gaussova eliminačná metóda

Uvažujme sústavu lineárnych rovńıc

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2

...
...

. . .
...

...
am1 x1 + am2 x2 + · · · + amn xn = bm

(4.1)
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Sústavu (4.1) môžeme taktiež ṕısat’ v maticovom tvare Ax = b,
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann



x1
x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bn

 (4.2)

kde A je matica sústavy, x je vektor neznámych a b je vektor pravých strán.
Gaussova eliminačná metóda (stručne GEM) je základnou priamou metódou pre riešenie
sústav lineárnych rovńıc. Toto riešenie spoč́ıva v dvoch základných chodoch, a to priamom
a spätnom.

Priamy chod

V priamom chode GEM sa sústava (4.2) prevedie na sústavu Ux = c, kde matica U
vyzerá nasledovne:

U =



u11 u12 u13 · · · u1,n−1 u1n
0 u22 u23 · · · u2,n−1 u2n
0 0 u33 · · · u3,n−1 u3n
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 un−1,n−1 un−1,n
0 0 0 · · · 0 unn


.

Maticu U nazývame horná trojuholńıková matica, pretože pod hlavnou diagonálou sa
vyskytujú samé nulové prvky. Táto upravená matica odpovedá sústave rovńıc, ktorá je
ekvivalentná s pôvodnou sústavou.

Spätný chod

V spätnom chode GEM riešime už sústavu Ux = c z priameho chodu. Predpokladáme, že
matica sústavy A je regulárna a tým pádom má sústava jediné riešenie. Z toho plynie, že aj
matica U je regulárna. To znamená, že prvky matice U, ktoré sa vyskytujú na diagonále,
sú nenulové. Na základe tejto úvahy z poslednej rovnice vel’mi l’ahko spoč́ıtame neznámu
xn, ktorú dosad́ıme do predposlednej rovnice a dopoč́ıtame xn−1. Postup opakujeme n-krát
až pokým z prvej rovnice vypoč́ıtame x1.

4.2. Sústavy nelineárnych rovńıc

Metódy, ktoré sú známe pre riešenie nelinerárnych rovńıc s jednou neznámou (ako napr.
Newtonova metóda alebo metóda prostej iterácie) môžeme zovšeobecnit’ aj na sústavy.
Na rozdiel od metód uvedených v odstavci 4.1 o sústavách lineárnych rovńıc tieto metódy
nie sú priame, ale iba iteračné. Má to vel’kú nevýhodu a to tú, že pre sústavy nelineárnych
rovńıc nepoznáme žiadnu univerzálnu metódu, ktorá by nám dokázala určit’ dostatočne
dobrú počiatočnú aproximáciu riešenia. Preto je dobré ju určit’ (odhadnút’) na základe
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konkrétneho problému o ktorom vieme, že vedie na riešenie nelineárnej úlohy a ktorý je
nám vopred známy.
Uvažujeme sústavu n nelineárnych rovńıc o n neznámych

f1(x1, x2, · · · , xn) = 0
f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

...
fn(x1, x2, · · · , xn) = 0

alebo v maticovom tvare

f(x) = o (4.3)

kde

x =


x1
x2
...
xn

, f(x) =


f1(x1, x2, · · · , xn) = 0
f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

...
fn(x1, x2, · · · , xn) = 0

 =


f1(x)
f2(x)

...
fn(x)

, o =


0
0
...
0


Riešeńım sústavy (4.3) je každý č́ıselný vektor x∗, pre ktorý f(x∗) = o.

4.2.1. Newtonova metóda

Sústavu rovńıc môžeme linearizovat’ pomocou Taylorovho rozvoja. Všeobecne pre n = 1

0 = f(x∗) = f(xk) + (x∗ − xk)f ′(xk) + chyba
.
= f(xk) + (x∗ − xk)f ′(xk)

Chybu zanedbáme a približnú rovnost’ nahrad́ıme rovnost’ou. Následne namiesto x∗ ṕı̌seme
xk+1, čiže dostávame

f ′(xk)(xk+1 − xk) + f(xk) = 0 k = 0, 1, ...

Pre sústavu vyzerá linearizácia pomocou Taylorovho rozvoja nasledovne:

f ′(xk)(xk+1 − xk) + f(xk) = o, (4.4)

kde f ′(x) je Jacobiho matica funkcie f(xk), t. j.

f ′(x) =



∂f1(x)

∂x1

∂f1(x)

∂x2
· · · ∂f1(x)

∂xn
∂f2(x)

∂x1

∂f2(x)

∂x2
· · · ∂f2(x)

∂xn
...

...
...

∂fn(x)

∂x1

∂fn(x)

∂x2
· · · ∂fn(x)

∂xn


.
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Výpočet prebieha tak, že v prvom rade vyriešime sústavu lineárnych rovńıc

f ′(xk)dk = −f(xk)

a potom urč́ıme nasledujúci krok xk+1 = xk + dk. Ak plat́ı, že matica f ′(xk) je regulárna,
potom môžeme sústavu lineárnych rovńıc vyriešit’ metódami poṕısanými v prvom odseku
tejto kapitoly. Ak je táto matica singulárna, metódu treba vhodne modifikovat’, alebo
výpočet ukončit’ a označit’ za neúspešný.

Konvergencia

Newtonova metóda konverguje, pokial’ je počiatočná aproximácia x0 dostatočne bĺızko
koreňa x∗. Naopak Newtonova metóda nemuśı konvergovat’, ak štartujeme d’aleko od
koreňa. Samozrejme, že je možné oblast’ konvergencie rozš́ırit’, a na to nám slúžia niektoré
metódy, ako napŕıklad tlmená Newtonova metóda, alebo Newtonova metóda s lokálne
obmedzeným krokom. Viac v [3].
Rýchlost’ konvergencie je kvadratická, to znamená, že existuje okolie O(x∗) bodu x∗

a konštanta C taká, že pre ∀xk ∈ O(x∗) plat́ı:

‖xk+1 − x∗‖ ≤ C‖xk − x∗‖2

.
Ukončenie iterácíı

Výpočet nemôže bežat’ donekonečna, preto pre ukončenie iterácíı použijeme niektoré z na-
sledujúcich stop kritéríı: ‖xk+1 − xk‖ < ε, ‖xk+1 − xk‖ < ε‖xk‖ alebo ‖f(xk+1)‖ ≤ ε, kde
ε je zadaná presnost’.

Zjednodušenie

V každom kroku Newtonovej metódy je potrebné riešit’ sústavu lineárnych rovńıc. Toto
môže spôsobit’ značný problém, ak je objem výpočtov n vel’mi obsiahly. Naviac je potrebné
v každom kroku prepoč́ıtat’ Jacobiho maticu f ′(x) a jej n2 zložiek. Zjednodušenie v tomto

pŕıpade spoč́ıva v tom, že jednotlivé členy ∂fi(x)
∂xj

Jacobiho matice sa prepoč́ıtavajú len

občas, napŕıklad každých m krokov. To znamená, že každý nasledujúci krok xk+1 poč́ıtame
podl’a upraveného vzorca:

f ′(xp)(xk+1 − xk) + f(xk) = o, k = p, p+ 1, ..., p+m− 1, p = 0,m, 2m...

4.3. Aplikácia

Newtonova metóda (v literatúrach tiež označovaná aj ako Newton-Raphsonova metóda)
je jednou zo základných metód pri riešeńı ĺıniového kontaktu. Prvýkrát bola použitá
Okamurom [12], Houpertom a Hamrockom [6]. Zostavili algoritmus, ktorý rieši sústavu
rovńıc tak, že do Jacobiho matice sú ukladané jednotlivé derivácie, a v každej aproximácíı
sú tieto hodnoty prepoč́ıtavané. Hlavné výhody Newton-Raphsonovej metódy aplikovanej
na elastohydrodynamický model zhrnul vo svojej práci Lubrecht [10] do nasledujúcich
bodov:
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• malý počet iterácíı (približne 20)

• rýchla konvergencia, ak je dobrá počiatočná aproximácia

• malé výpočtové časy pre malý počet uzlových bodov v diskretizovanej oblasti

• ideálne pre jednorozmerný ĺıniový kontakt

Vo svojej práci Lubrecht taktiež poukázal aj na niektoré nevýhody tejto metódy:

• vd’aka elastickým deformáciám má táto metóda všetky členy v Jacobiho matici
nenulové, čo môže spôsobit’ značné problémy pri výpočte jej inverznej matice

• ak sú rovnice riešené súčasne, potom výsledný tlak nemôže byt’ menš́ı ako nula (3.3),
z toho vyplýva, že matica je skoro singulárna pri vyšš́ıch hodnotách zat’aženia.

Pre numerické riešenie použijeme rovnice (3.9) - (3.12), bezrozmerné rovnice z kapitoly
3.6. Aby sa zjednodušila diskretizácia, zavedieme nasledujúcu substitúciu:

q = exp(ᾱp). (4.5)

S využit́ım rovnice redukovaného tlaku (4.5) sa rovnica (3.9) uprav́ı na rovnicu:

d

dX

(
ρ̄H3 dq

dX

)
+ ᾱλ

d

dX
(ρ̄H) = 0 (4.6)

Túto rovnicu môžeme využit’ v pŕıpade aplikácie Barusovho vzt’ahu (3.6) pre popis závislosti
viskozity od zmeny na tlaku. V pŕıpade Roelandsovej rovnice (3.7) nie je možné využit’

tento vzt’ah.

4.3.1. Diskretizácia

Pri numerickom riešeńı je teda potrebné previest’ rovnice (3.1), (3.4)-(3.8) na diskrétny
tvar.

Reynoldsova rovnica

Pre Reynoldsovu rovnicu, ktorá je poṕısaná v kapitole 3.1, môžeme použit’ jej integrovaný
tvar:

dp

dx
= 12umη

h− hc
h3

(4.7)

kde h = hc pre dp
dx

= 0.

Spolu s Barusovým vzt’ahom (3.6) pre závislost’ viskozity na tlaku dostaneme:

F =
∂q

∂X
+ λᾱ

H −Hc

H3
= 0 (4.8)
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kde Hc je integračná konštanta. V tejto integračnej konštante je taktiež zahrnutý vzt’ah
závislosti hustoty na tlaku, ktorý sa už d’alej vo výpočte nepouž́ıva. Uvažujeme, že kva-
palina je nestlačitel’ná, takže Hc je konštanta. Diskretizáciou prvého rádu (centrálna dis-
kretizácia) a vynásobeńım rovnice (4.8) členom H3

i ∆ dostávame:

fi = (qi+1 − qi)H3
i + ᾱλ∆ (Hi −Hc) (4.9)

kde

• q1 = 1, qN = 1 sú okrajové podmienky

• N je počet diskrétnych bodov

• ∆ = Xi+1 −Xi je krok

• qi ≤ 1 je kavitačná podmienka

Rovnica hrúbky maziva

H (i) = H0 +
X2

i

2
+

1

απ

N∑
j=1

ln (qj)
{(
Xj+ 1

2
−Xi

) (
ln
∣∣∣Xj+ 1

2
−Xi

∣∣∣− 1
)

−
(
Xj− 1

2
−Xi

) (
ln
∣∣∣Xj− 1

2
−Xi

∣∣∣− 1
)}

(4.10)

Rovnica silovej rovnováhy

g =
N∑
j=1

∆ln(qj) +
ᾱπ

2
= 0 (4.11)

4.3.2. Newtonova metóda

V nasledujúcej časti je uvedená aplikácia Newtonovej metódy na konkrétne riešenie ma-
tematického modelu EHD mazaného ĺıniového kontaktu. Newtonova metóda je spôsob,
akým urč́ıme body, v ktorých je funkcia nulová. Ak je funkcia závislá na niekol’kých pre-
menných, tak je problém poṕısaný nasledovne:

f(u) = o, (4.12)

kde neznámou je vektor u (obdobne ako (4.3), kde neznámou bol vektor x)

N premenných je ṕısaných ako vektor u:

u = [Hc, q2, q3, · · · , qN−1, H0] (4.13)
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Sústava rovńıc (4.4) má tvar:
uk+1 = uk + J−1R, (4.14)

kde R je vektor pravých strán, a je definovaný nasledovne:

R =



f1
f2
...

fN−1
g


Pre jednotlivé členy plat́ı, že Ri = −fi.

Jacobiho matica modelu s členmi Jij = ∂fi
∂uj

:

J =



∂f1
∂Hc

∂f1
∂q2

∂f1
∂q3

· · · ∂f1
∂qN−1

∂f1
∂H0

∂f2
∂Hc

∂f2
∂q2

∂f2
∂q3

· · · ∂f2
∂qN−1

∂f2
∂H0

...
...

...
...

...
∂fN−1
∂Hc

∂fN−1
∂q2

∂fN−1
∂q3

· · · ∂fN−1
∂qN−1

∂fN−1
∂H0

∂g

∂Hc

∂g

∂q2

∂g

∂q3
· · · ∂g

∂qN−1

∂g

∂H0


.

Derivácie jednotlivých zložiek Jacobiánu sú konštruované nasledovne:

∂fi
∂qj

= H3
i (δi+1,j − δi,j) +

{
3H2

i (qi+1 − qi) + ᾱλ∆
} ∂Hi

∂qj
, (4.15)

kde pre posledný člen plat́ı:

∂Hi

∂qj
=

1

πᾱqj
+
{(
Xj+ 1

2
−Xi

) (
ln
∣∣∣Xj+ 1

2
−Xi

∣∣∣− 1
)
−(

Xj− 1
2
−Xi

) (
ln
∣∣∣Xj− 1

2
−Xi

∣∣∣− 1
)}

(4.16)

δi,j =

 1 pre i = j

0 pre i 6= j .

Prvý st́lpec matice:
∂fi
∂Hc

= −ᾱλ∆ (4.17)

Posledný st́lpec matice:
∂fi
∂H0

= 3 (qi+1 − qi)H2
i + ᾱλ∆ (4.18)
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Posledný riadok matice:
∂g

∂H0

= 0 (4.19)

∂g

∂Hc

= 0 (4.20)

∂g

∂qj
=

∆

qj
(4.21)
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4.3.3. Algoritmus riešenia

Obrázok 4.1: Algoritmus riešenia

18



5. Výsledky

V predchádzajúcej kapitole bol poṕısaný numerický model EHD mazaného ĺıniového
kontaktu. Súčasná kapitola zhŕňa výsledky źıskané pomocou navrhnutého algoritmu, ktorý
je nasimulovaný v programovacom prostred́ı MATLAB (kód je dostupný v pŕılohe A).

Pre simuláciu dejov prebiehajúcich v EHD mazanom kontakte je potrebné definovat’

via- cero vstupných parametrov, medzi ktoré patria napŕıklad vlastnosti maziva a ma-
teriálov (tlakovo-viskózny koeficient, moduly pružnosti), geometria telies v kontakte (re-
dukovaný polomer krivosti, pribĺıženie telies), prevádzkové podmienky (sila, rýchlosti te-
lies).

Hamrock a Dowson [7] definovali bezrozmerné parametre, pomocou ktorých sa dá
zńıžit’ počet vstupných parametrov. Pre ĺıniový kontakt sú definované nasledovne:

• parameter zat’aženia

W =
w

ER
,

• parameter rýchlosti

U =
η0um
ER

,

• parameter materiálov
G = αE.

Vd’aka zavedeniu týchto parametrov je možné zredukovat’ počet vstupných velič́ın
na tri. Výpočet požaduje aj defińıciu parametrov, ktorými sú počet diskrétnych bodov N ,
vel’kost’ kroku ∆, tolerancia alebo maximálny počet iterácii, resp. počiatočné aproximácie
tlaku P a pribĺıženia telies H0. Výstupom je priebeh tlaku a hrúbky mazacej vrstvy.

Súčasná kapitola obsahuje výsledky konkrétného zadania. Všetky vstupné parametre
sú uvedené v tabul’ke (5.1).

parameter označenie jednotka hodnota

zat’aženie W [-] 2, 0· 10−5

rýchlost’ U [-] 1, 0· 10−11

materiál G [-] 4, 0· 103

redukovaný model pružnosti Er [GPa] 123, 8
redukovaný polomer krivosti Rx [m] 0, 02
počiatočná aproximácia pribĺıženia telies H0 [-] 0, 5
počiatočná aproximácia integračnej konštanty Hc [-] 1
max počet iterácii MaxIter [-] 30
tolerancia TolFun [-] 1· 10−4

Tabul’ka 5.1: Vstupné parametre.
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6. Diskusia

Riešenie a následná analýza konkrétneho problému EHD mazaného ĺıniového kon-
taktu prináša dôležité závery. Tieto zahŕňajú aj komplikácie, ktoré môžu pri výpočtoch a
simuláciách nastat’.

Už samotné použitie Newtonovej metódy je pri simulácii dost’ obmedzené. Táto metóda
je śıce jednoduchá a priamočiara, prináša rýchle a celkom presné riešenie pre slabé zat’aženia
a malý počet diskrétnych bodov (v našom pŕıpade 200), ale problém prichádza so zvyšujúcim
sa zat’ažeńım.

Algoritmus rieši sústavu rovńıc, kde do Jacobiho matice sú ukladané jednotlivé de-
rivácie (4.3.2). Tieto hodnoty sú v každej aproximácii prepoč́ıtavané. Ak je počet de-
rivácii malý, výpočty sú rýchle. S rastúcim počtom derivácíı sa objem výpočtov zväčšuje,
a prináša tiež značné nevýhody tejto metódy. Vedie to k dlhš́ım výpočtovým časom, alebo
k porušeniu stability riešenia.

Kavitačná podmienka (3.3) nám zaruč́ı, že ak sú rovnice riešené súčasne, potom
výsledný tlak nemôže byt’ záporný. To má za dôsledok fakt, že Jacobiho matica je sin-
gulárna pri vyšš́ıch hodnotách zat’aženia. Toto následne prináša obmedzenia pri výpočte
požadovaného riešenia pomocou Gaussovej eliminačnej metódy.

Ako už bolo spomı́nané v 4.2.1., Newtonova metóda konverguje, ak je zvolená počiatočná
aproximácia dostatočne bĺızko koreňa. Ak by toto nebolo zaručené, konvergencia by ne-
musela vôbec nastat’.

V konečnom dôsledku môžeme zhodnotit’ výpočet v tomto modeli ako čiastočne úspešný.
Pre hodnoty uvedené v tabul’ke 5.1 sa podarilo nájst’ dobrú konvergenciu riešenia, čo
možno vidiet’ aj v grafickom znázorneńı. V programe, ktorý je súčast’ou práce, si už́ıvatel’

môže nastavit’ iné hodnoty vstupných parametrov. Treba brat’ v úvahu fakt, že program
je citlivý na vol’bu počiatočnej aproximácie pribĺıženia telies H0 a taktiež aj na vol’bu
počiatočnej aproximácie integračnej konštanty Hc. Najčajsteǰśım problémom je avšak sin-
gularita Jakobiánu, ku ktorej dochádza, ako už bolo spomı́nané, so zvyšujúcou sa hodno-
tou zat’aženia W.
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7. Záver

Táto bakalárska práca obsahuje popis matematického modelu a numerického riešenia
elastohydrodynamicky mazaného ĺıniového kontaktu. Zahŕňa taktiež výsledky simulácii,
ktorými sú grafické znázornenie vel’kosti a rozloženia tlaku spolu s rozmermi hrúbky ma-
zacej vrstvy v EHD ĺıniovom kontakte.

Druhá kapitola zhŕňa historický vývoj riešenia danej problematiky. Tretia a štvrtá
kapitola je zameraná hlavne na rešerš v oblasti EHD mazaného ĺıniového kontaktu a po-
pis numerických metód, ktoré sú pri výpočte a simulácíı využ́ıvané. Druhá čast’ štvrtej
kapitoly sa venuje konkrétnej aplikácii numerických metód na ĺıniový kontakt. Výsledky
konkrétneho zadania, ktoré je nasimulované v programovacom prostred́ı MATLAB, po-
pisuje a zhŕňa piata kapitola. V diskusii sú uvedené zhodnotenia výsledkov, analýzy
problémov a komplikácíı, ktoré môžu pri výpočte nastat’. Medzi najčasteǰsie patria pre-
dovšetkým konvergencia Newtonovej metódy, pretože nie vždy je zaručená dobrá počiatočná
aproximácia. Ďalej problém pri výpočtoch značne komplikuje Jacobiho matica využ́ıvaná
v Newtonovej metóde. Častým problémom je jej singularita, čo opät’ vedie k obmedze-
niam pri výpočte. Prepočet jednotlivých členov pri väčšom objeme dát je podstatne dlhš́ı
a náročneǰśı, čo má za následok dlhšie výpočtové časy.

Štúdium práce je značne obmedzené na ĺıniový kontakt (t. j. jednorozmerný pŕıpad).
Obsahuje isté zjednodušenia. Uvažujú sa predovšetkým stacionárne javy, hladké povrchy
skúmaných kontaktov a newtonské správanie maziva. Model je možné rožš́ırit’ o tieto ob-
medzenia. V praxi má väčšie uplatnenie aplikácia numerického riešenia na bodový kontakt
(t. j. dvojrozmerný pŕıpad).
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Zoznam použitých skratiek
a symbolov

b Hertzov polomer kontaktu

Er redukovaný modul pružnosti

G bezrozmerný parameter materiálov

h(x) hrúbka mazacieho filmu

h0 pribĺıženie kontatných telies

H bezrozmerná hrúbka mazacieho filmu

N počet diskrétnych bodov

p tlak

P bezrozmerný tlak

ph hertzov tlak

Rx redukovaný polomer krivosti

um stredná povrchová rýchlost’

U bezrozmerný parameter rýchlosti

w sila

W bezrozmerný parameter zat’aženia

x priestorová súradnica

x′ priestorová súradnica

X bezrozmerná priestorová súradnica

z tlakovo-viskózny index

α tlakovo-viskózny parameter

η dynamická viskozita maziva

η̄ bezrozmerná viskozita maziva

η0 viskozita pri atmosférickom tlaku

π konštanta
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ρ hustota maziva

ρ̄ bezrozmerná hustota maziva

ρ0 hustota maziva pri atmosférickom tlaku

Ω oblast’ riešenia
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Zoznam pŕıloh

A.1. Hlavný program

A.2. Gaussova eliminačná metóda
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A. Pŕılohy

A.1. Hlavný program

1 c l c ; c l e a r a l l ;
2 % počet d i sk r é tnych bodov
3 N=200;
4 % t o l e r a n c i a
5 TolFun=1e−4;
6 % maximálny po čet i t e r á c i ı́ ( Newtonova metóda )
7 MaxIter =30;
8 % vektory a matice :
9 % p r i e s t o r o v á s ú radn ica

10 x=ze ro s (N, 1 ) ; xx=ze ro s (N, 1 ) ;
11 % t l a k a redukovaný t l a k ( s u b s t i t ú c i a )
12 p=ze ro s (N, 1 ) ; P=ze ro s (N, 1 ) ; q=ze ro s (N, 1 ) ;
13 % hrúbka mazacej vrs tvy
14 H=ze ro s (N, 1 ) ; h=ze ro s (N, 1 ) ;
15 % vektor k o e f i c i e n t o v − výpočet e l a s t i c k e j de formác ie
16 K=ze ro s (N, 1 ) ;
17 % vektor neznámych a prave j strany , Jacobi án
18 u=ze ro s (N, 1 ) ; f=ze ro s (N, 1 ) ; R=ze ro s (N, 1 ) ;
19 J=ze ro s (N,N) ;
20 % pomocné vektory
21 Pprev=ze ro s (N, 1 ) ; qprev=ze ro s (N, 1 ) ;
22

23 % bezrozmerné parametre
24 W=2.0e−5; % bezrozm . param . zat’ a ž en ia
25 U=1.0e−11; % bezrozm . param . r ý c h l o s t i
26 G=4.0 e3 ; % bezrozm . param . mater i á lu
27

28 H0=0.5; % po č iato čn á aproximácia p r i b l ı́ ž e n i a t e l i e s
29 Hc=1; % po č ia to čn á aproximácia i n t e g r a č n e j konštanty
30 % ( zahr ňu je vplyv hustoty )
31 E=123.8 e9 ; % redukovaný modul p ru žno s t i
32 Rx=0.02; % redukovaný polomer k r i v o s t i
33 a l f a=G/E; % tlakovo−visk ózny k o e f i c i e n t
34 w=W∗E∗Rx ; % s i l a
35 b=s q r t ( (8∗w∗Rx) /( p i ∗E) ) ; % Hertzov polomer kontaktu
36 Ph=2∗w/( p i ∗b) ; % Hertzov t l a k
37 a l f a b a r=a l f a ∗Ph ; % bezrozmerný k o e f i c i e n t a l f a
38 u0eta0=U∗2∗E∗Rx ; % konštanta st redn á r ý c h l o s t’ ∗ v i s k o z i t a
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39 lambda=12∗u0eta0∗Rx∗Rx/(Ph∗b∗b∗b) ; % lambda ( s u b s t i t ú c i a v
Reynoldsovej r o v n i c i )

40

41 % prvý a pos ledný bod
42 xin=−4; xout =1.5;
43 % krok
44 dx=abs ( xin−xout ) /(N−1) ;
45 % def . p o č i a t o č n e j min . hodnoty hrúbky
46 Hmin=1e6 ;
47

48 % d e f i n ı́ c i a d i sk r é tnych bodov a po č ia to čn á aproximác ia t laku
49 f o r i =1:N
50 x ( i )=xin+( i −1)∗dx ;
51 xx ( i )=1−x ( i ) ˆ2 ;
52 i f ( xx ( i ) )>0
53 P( i )=s q r t ( xx ( i ) ) ;
54 e l s e P( i ) =0;
55 end
56 end
57 % s u b s t i t ú c i a : t l a k −−> redukovaný t l a k
58 f o r i =1:N
59 q ( i )=exp(− a l f a b a r ∗P( i ) ) ;
60 end
61 % aproximác ia hodnôt p r i b l ı́ ž e n i a a i n t e g r a č n e j konštanty
62 H0prev=H0 ; Hcprev=Hc ;
63

64 % Newtonova metóda
65 f o r k=1: MaxIter
66 i f (k>1) % hodnoty P ( resp . q ) , H0 a Hc − predchádzaj úca

i t e r á c i a
67 qprev=q ; Pprev=P; H0prev=H0 ; Hcprev=Hc ;
68 end
69 % výpočet hrúbky
70 f o r i =1:N
71 f o r j =1:N
72 H( i )=H0+(x ( i ) ˆ2) /2 +(1/( a l f a b a r ∗ pi ) )∗sum( log ( q ( j ) )

∗ . . .
73 ( ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) )

−1) − . . .
74 ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) )

−1) ) ) ;
75 end
76 % min . hodnota hrúbky
77 i f (H( i )<Hmin)
78 Hmin=H( i ) ;
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79 end
80 end
81 % pravá s t rana f
82 f o r i =1:N−1
83 f ( i )=(q ( i +1)−q ( i ) ) ∗(H( i ) ˆ3)+a l f a b a r ∗ lambda∗dx∗(H( i )−Hc) ;
84 end
85 % rovn ica s i l o v e j rovnováhy
86 f o r j =1:N
87 g=sum( dx∗ l og ( q ( j ) ) ) +0.5∗ pi ∗ a l f a b a r ;
88 end
89 % vektor neznámych
90 f o r i =2:(N−1)
91 u( i )=q ( i ) ;
92 end
93 u (1)=Hc ; u(N)=H0 ; % prvý a pos ledný č l en vektoru − okr . podm

.
94 % vektor prave j s t rany
95 f o r i =1:(N−1)
96 R( i )=f ( i ) ;
97 end
98 R(N)=g ; % posledný č l en vektoru prave j s t rany
99

100 % Jacobi án
101 f o r j =2:N−1
102 J (N, j )=dx/q ( j ) ;
103 end
104 J (N,N) =0; J (N, 1 ) =0;
105 f o r i =1:N−1
106 f o r j =2:N−1
107 d i j =0;
108 i f ( i==j )
109 d i j =1;
110 end
111 d i 1 j =0;
112 i f ( ( i +1)==j )
113 d i 1 j =1;
114 end
115 dHdq=((x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) )

−1) − . . .
116 ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) )

−1) ) / . . .
117 ( p i ∗ a l f a b a r ∗q ( j ) ) ;
118 J ( i , j )=(H( i ) ˆ3) ∗( d i1 j−d i j ) +(3∗(H( i ) ˆ2) ∗(q ( i +1)−q ( i ) )

+ . . .
119 a l f a b a r ∗dx∗ lambda ) ∗(dHdq) ;
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120 end
121 end
122 f o r i =1:N−1
123 J ( i , 1 )=−a l f a b a r ∗ lambda∗dx ;
124 end
125 f o r i =1:N−1
126 J ( i ,N) =3∗(q ( i +1)−q ( i ) ) ∗(H( i ) ˆ2)+a l f a b a r ∗ lambda∗dx ;
127 end
128

129 f o r i =1:N
130 R( i )=−R( i ) ;
131 end
132 % re laxa čn ý f a k t o r
133 RF=0.1;
134 % pomocou GEM urč ı́m nové u
135 zmena=gauss (J ,R) ;
136 f o r i =2:N−1
137 u( i )=u( i )+RF∗zmena ( i ) ;
138 end
139

140 % nové aproximác ie H0 a Hc
141 H0=H0prev+RF∗zmena (N) ;
142 Hc=Hcprev+RF∗zmena (1 ) ;
143

144 % s u b s t i t ú c i a
145 P=−l og (u) / a l f a b a r ;
146 % kavita čn á podmienka
147 f o r i =1:N
148 i f (P( i )<=0)
149 P( i ) =0;
150 end
151 end
152 % okra jov é podmienky
153 P(N) =0; P(1) =0;
154

155 % kontro la
156 SIGNP1=sum( Pprev ) ; SIGNP2=sum(P) ;
157 SIGNH01=H0prev ; SIGNH02=H0 ;
158 SIGNHc1=Hcprev ; SIGNHc2=Hc ;
159

160 ERRP=abs (SIGNP2−SIGNP1) /abs (SIGNP1) ;
161 ERRH0=abs (SIGNH02−SIGNH01) /abs (SIGNH01) ;
162 ERRHc=abs (SIGNHc2−SIGNHc1) /abs (SIGNHc1) ;
163

164 i f (ERRP < TolFun ) && (ERRH0 < TolFun ) && (ERRHc < TolFun ) ;
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165 break ;
166 end
167

168 end
169

170 di sp (ERRH0)
171 di sp (ERRHc)
172 di sp (ERRP)
173 di sp ( k )
174

175 % výs ledky
176 % t l a k ( p r e v i e s t’ z bezrozmerného tvaru )
177 f o r i =1:N
178 p( i )=P( i )∗Ph ;
179 end
180 % hrúbka ( p r e v i e s t’ z bezrozmerného tvaru )
181 f o r i =1:N
182 f o r j =1:N
183 K( j ) =((x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) )−1)

− . . .
184 ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) )−1) ) ;
185 end
186 end
187 f o r i =1:N
188 H( i )=H0+(x ( i ) ˆ2) /2 ;
189 f o r j =1:N
190 H( i )=H( i )−(1/ p i )∗P( j ) ∗ ( ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−

x ( j ) + . . .
191 0 .5∗dx ) )−1)−(x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j )

−0.5∗dx ) )−1) ) ;
192 end
193 end
194

195 f o r i =1:N
196 h( i )=H( i )∗b∗b/Rx ;
197 end
198

199 % výstup :
200 f i g u r e (1 )
201 t i t l e ( ’ Priebeh t laku v EHD l ı́n iovom kontakte ’ )
202 x l a b e l ( ’ kontaktná ob l a s t’ ’ )
203 y l a b e l ( ’ Tlak [GPa] ’ )
204 p lo t (x , p∗1e−9) ; % výs ledok v [GPa]
205

206 f i g u r e (2 )
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207 t i t l e ( ’ Priebeh hrúbky mazacej vrs tvy v EHD l ı́n iovom kontakte
’ )

208 x l a b e l ( ’ kontaktná ob l a s t’ ’ )
209 y l a b e l ( ’ Hrúbka [ $\Mu m$] ’ )
210 p lo t (x , h∗1 e9 ) ; % výs ledok v [nm]

A.2. Gaussova eliminačná metóda

1 f unc t i on x = gauss (A,B)
2 %požadované rozmery matı́c majú tvar NA x NA a NA x NB
3 %funkc ia r i e š i s ú stavu rovn ı́ c Ax = B Gaussovou e l imina čnou

metódou
4 NA = s i z e (A, 2 ) ; [NB1,NB] = s i z e (B) ;
5 i f NB1 ˜= NA, e r r o r ( ’A a B musı́ mat’ požadovaný rozmer ’ ) ; end
6 N = NA + NB; AB = [A( 1 :NA, 1 :NA) B( 1 :NA, 1 :NB) ] ;
7 epss = eps∗ones (NA, 1 ) ;
8 f o r k = 1 :NA
9 [ akx , kx ] = max( abs (AB( k :NA, k ) ) . / . . .

10 max( abs ( [AB( k :NA, k + 1 :NA) epss ( 1 :NA − k + 1) ] ’ ) ) ’ ) ;
11 i f akx < eps , e r r o r ( ’ Matica j e s ingu l á rna , nemá jednoznačn é

r i e š e n i e ’ ) ; end
12 mx = k + kx − 1 ;
13 i f kx > 1
14 tmp row = AB(k , k :N) ;
15 AB(k , k :N) = AB(mx, k :N) ;
16 AB(mx, k :N) = tmp row ;
17 end
18 % Priamy chod
19 AB(k , k + 1 :N) = AB(k , k+1:N) /AB(k , k ) ;
20 AB(k , k ) = 1 ;
21 f o r m = k + 1 : NA
22 AB(m, k+1:N) = AB(m, k+1:N) − AB(m, k )∗AB(k , k+1:N) ;
23 AB(m, k ) = 0 ;
24 end
25 end
26 %spätný chod
27 %vytvor ı́ hornú t ro juho ln ı́ kov ú maticu
28 x (NA, : ) = AB(NA,NA+1:N) ;
29 f o r m = NA−1: −1:1
30 x (m, : ) = AB(m,NA + 1 :N)−AB(m,m + 1 :NA)∗x (m + 1 :NA, : ) ;
31 end
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