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Abstrakt

Bakalafska prace se zabyva analytickymi a numerickymi zpisoby feSeni uloh krutu
prutil s riznou geometrii pficnych prafezii. V prvni ¢asti prace jsou uvedeny teoretické
zaklady problému borceni pficnych prufezti. Nasleduje kratké seznameni se
s moznostmi analytického feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic V piipadech
jednoduchych geometrii pficnych prafezi. Ziskané vysledky jsou srovnany
s numerickym feSenim v kone¢noprvkovém softwaru ANSYS. Numerické vysledky
Jsou Vv zavéreéné cCasti prace doplnény piipady prutli s obecnéj§imi tvary pti¢nych
prufezu.

Abstract

Bachelor thesis deals with the analytical and numerical methods solving the problems of
the torsion of bars with various geometries of cross-sections. The theoretical
background of the problem is introduced in the beginning of the thesis. The possibilities
of the analytical solution of the partial differential equations in the case of the simplified
shapes of the cross-sections are discussed in the following part. These results are
compared with the numerical ones received from the finite element analysis via the
ANSYS software. The numerical results are extended to the cases of the generalized
shapes of the beam cross-sections.
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smykové napéti.
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1 Uvod

Analyza vlastnosti, stavii achovani technickych objektd je dulezitym tkolem
mechaniky a deforma¢né napétova analyza pruznych téles je jeji nedilnou soucasti.
Mechanika kontinua a pfedevsim teorie pruznosti poskytuje matematické nastroje pro
tuto analyzu. [1]

Deformacné napétové analyzy prosly astile prochazeji vyraznym rozvojem.
Analytické pristupy, které v minulosti pievladaly, se Vsoufasné dobé nahrazuji
numerickymi nastroji, jako je napf. metoda konecnych prvkd, metoda konecnych
objemu, hrani¢nich prvkiu apod. Ve srovnani s klasickymi metodami, jsou numerické
metody univerzalni v tom smyslu, ze jejich pouzitelnost je nezavisla na geometrii
soucasti, materidlovych charakteristikach a jinych, pro konkrétni piipad dilezitych
vlastnosti. To by mohlo naznacovat, Ze obdobi analytické pruznosti skoncilo. To je vSak
omyl. Existuji davody, pro¢ je zapotiebi zvladat analytické i numerické ptistupy. [1]

Numerické metody (napt. MKP) umoziuji spocitat hodnoty napéti ¢i deformaci
konkrétniho materialu v jednotlivych bodech pii konkrétnich zatizenich. Na druhou
stranu neposkytuji zadné vzorce, které mohou byt pouzity pro piedpovéd zmény
vypoétenych hodnot vV ramci zmény zatizeni, velikosti télesa, tuhosti apod. Analytické
metody naopak toto umoznuji, avsak za cenu jednodussi geometrie, zatizeni nebo jinych
charakteristik feSeného problému. [1]

Také interpretace vysledkd ziskanych numerickymi vypocty vyzaduje zakladni
znalosti matematické pruznosti. Jeji neznalost mize Vv praxi zpasobovat problémy
s vérohodnosti ziskanych vysledki numerickou cestou. Navic analyticka teorie
pruznosti miize byt nastrojem pro ovéfeni numerickych vysledki. Tyto znalosti, skryty
ve vzorcich ziskanych analytickymi metodami, jsou vhodnym néstrojem pro zjisténi
nebezpeénych mist zatizenych téles. Naptiklad pti krouceni prutl s riznymi tvary
pti¢nych prufezd. [1]

-15-



2 Krut pruti s kruhovym priénym priifezem

Piimy prizmatick}'ll prut s kruhovym pfi¢nym prufezem je nejbéznéjSim konstrukénim
prvkem zatézovanym krutem. Jsou to naptiklad hiidele Vv rota¢nich prvcich motort
a jinych zafizeni nebo zadkladni vzorky pro zkouSky zavislosti smykového napéti
a smykové deformace u vétSiny kovu. [2]

Odvozeni vztaht mezi thlem zkrouceni, smykovym napétim a Krouticim
momentem prutu kruhového prifezu je pomérné jednoduché, diky symetrii jak prifezu,
tak i zatizeni. Vzhledem k symetrii, pficné prifezy zustavaji rovinné akolmé ke
stfednici prutu ibéhem deformace. Ztoho vyplyva, ze radidlni pfimka V ptficném
prufezu orientovana V libovolném uhlu, nejcastéji vzhledem k ose z, zlstava piimkou
i béhem deformace. V disledku toho se smykové slozky deformace (SKoSy) ¥, méni
linearné s rostouci vzdalenosti r od osy htidele (obr 2.1). Touto pomérné jednoduchou
zavislosti deformace, se analyza kruhového hiidele v krutu redukuje na staticky ur€ity
problém. [2]

Uvazujme typicky elementarni prvek ty€e s kruhovym pficnym prifezem namahany
prostym krutem (obr 2.1). Z geometriec deformovaného uvolnéného prvku (oznaceno
¢arkovanou ¢arou) a Hookova zakona zjistime, ze

Yxpdx = T’CT(’)Ax =rde,

kde A¢ je ptirGstek thlu ¢, tj. ptiristek celkového thlu zkrouceni jakékoliv radialni
ptimky Vv pfi¢ném prifezu, t,, je odpovidajici smykové napéti a G je modul pruznosti
ve smyku. Z toho vyplyva, zZe

de
dx '

. Ap
Typ = liMyy o Grﬂ = Gr

N . do . ,
kde tzv. pomérny thel zkrouceni ﬁ je konstantni. [2]

Ax
a) b)

Obr 2.1 (a) Prut kruhového pri¢ného prifezu namahany prostym krutem; (b) uvolnény
elementarni prvek hiidele.

! Prut konstantniho prifezu.
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Kroutici moment dostaneme jako vyslednici momentt od slozek napéti ..,
de do
Mx = ffs r( Txads) = G E ffs T'zdS = G E]p )

kde S je plocha piicného priifezu a J, je polarni kvadraticky moment plochy pfi¢ného
prufezu. Ze statické rovnovahy vidime, Ze

M x = M k -
Ptepsanim ptedchozich vztaht a zavedenim vyrazu

_ dgp
g_dx

dojdeme ke vztahtim klasické teorie krouceni prutti s kruhovym pfi¢nym prifezem

M
Txa = f ) (2-1)
— Mg
0= T (2.2)
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3 Krut prutii s nekruhovym pri¢nym priifezem

V piipadé krutu prizmatickych pruti nekruhového prifezu ztracime argumenty symetrie
a spolu s nimi jednoduchost zakladni teorie. Napiiklad podminka, Zze rovina pfi¢ného
prafezu ziistava béhem deformace tou stejnou rovinou, jiz neplati. UkaZzeme si to na
chovani nékolika elementll prizmatického prutu na obrazku 3.1a. Pro jednoduchost,
elementarni prvky AaD se nachazi v pravouhlych rozich, tudiz smykové napéti
na téchto prvcich nemuze existovat. Jakakoliv slozka smykového napéti, napiiklad na
elementu A, by vyzadovala vznik napé€ti na povrchu prutu, coz je samoziejmé nemozné.
V dusledku toho na tyto prvky neptsobi zadné smykové napéti, coz znamena, ze jejich
rohy budou mit i po deformaci pravé thly. Na prvcich B aC ale smykové napéti
vzniknout mize ve sméru hranicni ¢ary ad. Divodem je, ze smykové napéti smétujici
kolmo k hranici je nulové a neexistuje na povrchu (obr. 3.1b). Z toho vyplyva, Ze kdyz
na stranach prvka B a C vznikne smykové napéti T, prvky A a D se musi natocit stejné,
kvuli zachovani spojitosti (kompatibility) materialu. Proto vné&jsi rohy prvka A a D jsou
pfemistény ven z pfi¢ného prifezu, jak je uvedeno na obr 3.1c. Pokud zvySime pocet
prvki nade vSechny meze a jejich rozméry piiblizime k nule, deformovany tvar hrani¢ni
Cary ad se stane hladkou kfivkou. Smykové napéti na hranicich je rovnobézné
S hrani¢ni kiivkou a je rovno nule v bodech a a d. [2]

X
|

Obr 3.1 (a) Prizmaticky prut nekruhového prufezu; (b) elementy prutu s nemoznym
(¢arkovana cara) a moznym (plna ¢ara) smykovym napétim; (c) deformace rohovych
elementil prutu.
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Ptedpokladame, ze na pticny prafez neplisobi zadné vnéjsi tlaky, které by mohly branit
jeho borceni. Takze neexistuji zadné vnéjsi sily ve sméru osy x. Kromé toho, Ze se
pricné prufezy borti, je jednou zZ nejvyraznéjSich charakteristik chovani prutii absence
normalovych napéti. Pokud vkazdém pficném prifezu je vnitini kroutici moment
M, = konst., borceni vSech ptiénych priufezi je stejné. Potom pomérna deformace ve
sméru osy X je

gxzazol (3.1)

z ¢ehoz pro posunuti vyplyva
u=u(y,z).

Plisobenim momentti se prifezy prutu nataceji, pficemz velikost natoCeni je Umérna
vzdalenosti prifezi. Uhel nato¢eni koncovych prafezi prutu délky x je

¢ =0x, (3.2)

kde 8 je pomérny tihel zkrouceni (zkrouceni na jednotku délky). [2]
Libovolny bod B=[X,y,z] se pfi natoCeni prufezu 0 uhel ¢ posune do nové polohy,
viz obr. 3.2.

|
// *J/J - /\

A 4 tw

Obr. 3.2 Posuv bodu B.

Pokud uhel ¢ povazujeme za velmi maly, posunuti v a w bodu B mlzeme piiblizné
vyjadfit ve tvaru

v=—@rcosa = —0xz, (3.3)
w = @rsina = 6xy . (3.4)

Ve vztahu (3.3) je posunuti v zaporné, protoze kladny kroutici moment vyvola posunuti
bodu B v zaporném sméru osy y. [3]
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Z vyrazu (3.3) a (3.4) vyplyva
v =v(x,2), (3.5
w=w(xy). (3.6)

Pomérné deformace vyuzitim vztaht (3.3) a (3.4) jsou

a a
£y=£=0, ez=%=0. (3.7)

Pro skosy podle Hookova zakona pro ¢isty smyk plati

Yoz =5+ -=-+0y, (3.8)

yyz=g—z+g—vyv=—6x+0x=0.
Za pozornost stoji skutecnost, Ze ¥y, je nula. Z ¢ehoz plyne, ze pticné prifezy se ve
svych rovindch nenarusuji. Jinymi slovy, uhel mezi dvéma piimkami, vedenymi
pficnym prafezem, se v pribéhu deformace neméni. To znamend, Ze deformace
elementarniho prvku, znazornéného na obr. 3.3 nenastane, ajakykoliv bod v roviné
yz se bude pouze natacet kolem stiedu krouceni. [2]

Z\

1

Obr. 3.3 Deformace elementarniho prvku, ktera nenastane, pokud je y,,, nula.
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3.1 Laplaceova rovnice

Laplaceova rovnice je parcialni diferencialni rovnice druhého fadu
—Au =0, (3.9
kde A je Laplacetv operator, definovan jako

9? 9?
A=L + 2
ax2  dy?

na dvourozmérném prostoru, nebo

9? 9? 9?
A=L 4+ & 4 2
ax2 ~ dy? = 0z2

vV piipadé trojrozmérného prostoru. Reseni Laplaceovy rovnice se nazyva harmonicka
funkce. [6]
Nehomogenni forma Laplaceovy rovnice

—Au=f, (3.10)

kde f je funkce definovana na n&jaké oblasti Q , se nazyva Poissonova? rovnice. [6]
Rovnice (3.9) a (3.10) jsou nejcastéji definovany na ohranicené oblasti QQ v dvou
nebo tiirozmérném prostoru realnych ¢isel. [6]
Hranici oblasti Q ozna¢ime jako Q. Napiiklad pokud f je funkce definovana na Q
a g je funkce definovana na 9Q, pak

—Au =fnaQ, (3.11)
u=_gnaoQ (3.12)

se nazyva Dirichletova uloha arovnice (3.12) vyjadiuje Dirichletovu okrajovou
podminku. [6]

Kromé krutu prizmatickych prutdt ma Laplaceova rovnice uplatnéni pii feSeni
mnoha problému matematické fyziky, jako napt. vedeni tepla, kmitani ¢i vInéni.
Poissonova rovnice pak popisuje napf. elektricky potencial, diftzi nebo proudéni
tekutiny. [6]

? Poissonova rovnice je Laplaceova rovnice s nenulovou pravou stranou.
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3.2 Odvozeni Laplaceovy rovnice

Zakladni informace 0 rozlozeni napé€ti v prutu vyplyvaji ze vztahi matematické teorie
pruznosti [3], podle kterych normalova napéti z vyraza (3.1) a (3.7) jsou

0x=ZG(£x+ﬁev)=0,

o, = 26G (ey +$ev) =0, (3.13)

u
o, = za(gz+mev) =0,
kde &y =& té& teg,.
Pro smykova napéti plati

a
Tay = GYxy = G(5, — 62),

a
Tz = G¥az = G(5 + 6) (3.14)
Tyy = GYzy =0.

S vyuzitim Cauchyho rovnic rovnovahy [3] arovnic (3.13) a (3.14) dostaneme pro
smykova napéti rovnice

aTxy 0Ty _

O0Txy _ 0ty

dx ax 0 (3.16)

Pokud dosadime rovnice (3.14) do rovnice (3.15), tedy po derivaci prvni z rovnic
(3.14) podle y a druhé podle z, dostaneme vztah

o, o%u _

o2 oz 0, (3.17)

ktery je parcialni diferencialni rovnici borceni pfi¢ného prifezu prutu. [3]

3.3 Odvozeni Poissonovy rovnice

Pii vypoctu prutd nekruhového prifezu namahaného na krut je vyhodné zavést
napét'ovou funkci ¢(y, z), Z které je mozné urcit rozloZeni smykovych napéti v pticném
prufezu. Funkce napéti musi splnovat nasledujici podminky [3]:

e napéti urené znapétové funkce musi vyhovovat diferencidlnim rovnicim
rovnovahy (3.14) a (3.15),

e funkce napéti musi vyhovovat rovnicim kompatibility a okrajovym podminkam
konkrétni ulohy.
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Uvedenym podminkdm vyhovuje funkce napéti, pro kterou plati

a¢ )
T =5, Ty =t (3.18)

O tom, které znaménko ve vyrazu (3.18) pouzijeme, rozhodneme na zakladé nasledujici
uvahy. Funkce ¢(y,z) predstavuje rovnici plochy nad pfi¢nym prifezem prutu (obr.
3.4). Derivace funkce ¢ udavaji smérnice teCen ty, at, .

Pokud funkce ¢(y, z) piedstavuje vypouklou plochu, plati
99 99
$<0, E<O (3.19)
Pro slozky smykovych napéti v bodé B, pfi kladném krouticim momentu M, , plati
Ty >0, Ty < 0. (3.20)
Porovnanim vztahu (3.19) a (3.20) vyplyva z vyrazu (3.18)

a9 a9
Tyz = —E ) Txy = E . (321)

KdyZ prvni rovnici (3.14) derivujeme podle z, druhou podle y a odeéteme je od sebe,
dostaneme

Otxy _ 0Txz _ _
oz oy 2GHO . (3.22)

Dosazenim vztahti (3.21) do rovnice (3.22) dostaneme Poissonovu diferencialni rovnici
pro krouceni prizmatickych prutti nekruhového pti¢ného prifezu ve tvaru

%p | %9
a_yz ﬁ = —269 . (323)

Xy B B

S

\
N

dy,z) B

/

X

Obr. 3.4 Funkce ¢ (y, z) znazoriujici plochu nad pti¢nym prifezem.
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3.4 Znazornéni slozek smykového napéti

Pokud si ptedstavime ¢ jako zakiiveny povrch nad piicnym prifezem prutu, vidime ze
vztahu (3.21), ze sklon povrchu ve sméru z je smykové napéti ve sméru y a sklon ve
sméru y je napéti v opaéném sméru 0Sy z. Definujeme-li ptimku n svirajici s osou y
uhel «a tak, jak vidime na obrazku 3.5, mizeme napéti sméfujici kolmo k n vyjadiit jako

Tyxz COSQA — Ty, SiN QA .
Sklon plochy ¢ ve sméru ptimky n je podle definice

dp _o0pdy , 0 dz
dn dy dn 0z dn

.- oo L d dz , . . , ,
a pfi vyjadreni ﬁ a —— pomoci goniometrickych funkci

dy dz .
—=cosa,— =sina,
an dan
se dostaneme k vyrazu
d¢ _ . 394
= “Txz COSA + Ty, Sina . (3.24)

Odtud pro sklon plochy ¢ v jakémkoliv sméru plati, Ze je rovny smykovému napéti
kolmému na smér n. [3]

e |

Obr. 3.5 Libovolny smér piimky n v pii¢éném prufezu.
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3.5 Okrajova podminka

Hledana funkce ¢ (y, z) musi samoziejmé spliiovat odpovidajici okrajové podminky. Na
okraji prufezu musi mit smykové napéti T smér teény k obrysové ¢are s (obr. 3.6), coz

vyplyva ze zakona 0 sdruzenosti smykovych napéti. [2]
Takze pro slozky napéti musi podle ptedchoziho platit

—TxzSina + 7y, cosa =0.

Pokud plati ze

dosazenim (3.21) do (3.25) dostaneme

2gdy , dz _

dy ds 0z ds

z ¢eho vyplyva

% =0 = ¢(y,z) = konst

pro body s y a z na obvodu pii¢ného prutfezu. [2]

r————7
o/
a ,

dz ~~/ds
|/
| /

v

Obr. 3.6 Znazornéni slozek smykovych napéti.
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3.6 Vypocet krouticiho momentu

Jakékoliv feSeni rovnice (3.23) vyhovuje rovnicim rovnovahy apodminkam
kompatibility deformaci v pfi¢ném priiezu jakéhokoliv tvaru. Aby bylo zajisténo, ze
vede také k napétim, které spliuji okrajové podminky na koncich prutu (nebo na
jakémkoli prafezu vzhledem k povaze zatizeni), musime také vztahnout ¢ vzhledem ke
krouticimu momentu zatéZujici prut. Ze statické rovnovahy libovolného elementu prutu
pro moment vyvinuty smykovym napétim kolem osy x musi platit

M, = My = ffg(_TxyZ + Tyzy)dy dz

kde se integruje ptes celou oblast pficného prufezu. Dosazenim potencialu ¢ do tohoto
vztahu dostdvame

d 3
M, = —ffs(a—¢z+£y)dydz.

zZ

Nyni pfepiSeme integral do tvaru
Bd¢ D d¢
S (U 2z dz)dy - [(J Sy dy) dz,

kde AaB jsou hrani¢ni body piimky y = konst. a C a D hrani¢ni body piimky
z = konst. Integraci per-partes dostaneme

M, = — f((anZB — hazy — f‘ib dz)dy — f(‘.‘bn}’D —¢cyc — f‘f’ dy)dz,

kde ¢4, P, P @ dp jsou hodnoty ¢ v hrani¢nich bodech, které jsme vyse zminili. Proto
tyto ¢leny z integralu vypadnou a dostavame

My=2[[.pdydz. (3.28)

Vysledny kroutici moment je tedy roven dvojnasobku objemu pod plochou ¢. [2]

Dale vyjadiime kroutici moment pomoci tiech nezavislych veli¢in podobné, jako
tomu bylo u krutu prutu s kruhovym prifezem. Tedy modulem pruznosti ve smyku G,
ktery je materialovou charakteristikou, pomérnym thlem zkrouceni €, a konstantou J,
ktera je geometrickou charakteristikou prifezu. Tuto zavislost miZzeme vyjadfit jako

M, = GJ6 . (3.29)

Z rovnic (3.28) a (3.29) Ize konstantu J formulovat jako

J =g llsbdydz. (330)
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(] ] | 4 O W
4 Elipticky priurez
V této kapitole si ukdzeme algoritmus pro vypocet maximalniho smykového napéti
a posuvu, vzniklého borcenim eliptického pficného priiezu prutu zatizeného krutem
a vysetifime vliv rozdilu rozméra eliptického prifezu na rozlozeni napéti a posuvi
V pfi¢ném priufezu. Zajimat se budeme také 0 limitni pfechod ke kruhovému prufezu.

Obr. 4.1 Elipticky prifez.

4.1 Vypocet maximalniho smykového napéti

K analyzovani chovani prutd riznych prifrezl pii krutu je nutné ziskat presné feSeni
rovnice (3.23), které Casto vede ke slozitym feSenim. Spravna napétova funkce ¢ pro
nékolik tvarti (kruh, elipsa, rovnostranny trojuhelnik a dalsi), lze ziskat vyjadienim
rovnice hraniéni ktivky. [2]

Pro splnéni podminky (3.23) volime funkci napéti ve tvaru

p=cG+5-1), (4.1)

kde C je zatim neznama konstanta.
Substituci funkce (4.1) do rovnice (3.23) ziskame

C(i+i)=—2c;9.

a?  b?
Funkce (4.1) je tedy spravna pokud

a?b2Go

C=—"7. (4.2)
Jestlize nyni dosadime ¢ do rovnice (3.28), dostaneme
2a?b2Go V77 72
_a2+b2f f W( +ﬁ—1>dydz
a po integraci
M, = GO =L 4.3)

a2+b?
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Potom z rovnice (3.29) vyplyva

ma3h3

J = a2+b? (4.4)
ZpZpm, M
a C = — a t = —_k .
J(a?2+b?) mab
Nyni pomoci rovnic (3.21) pfimo spoc¢itame smykova napéti:
_ 3¢ _2C__  2Mz
Txy = az_bzz_ mab3 '’
e 2% _ 2 2y
Xz 9y a2 ga3p’
Jestlize b < a, pak maximalni napéti je 7, v bodech z = + b, tedy
__ 2Myg
Tmax - tab? . (4'5)

4.2 Vypocet posuvu vzniklého borcenim pri¢ného priarezu
Na zakladé¢ ptedchozich odvozeni smykovych napéti, mizeme nyni zrovnic (3.14)
vyjadfit vztah pro posuv u jako

ou T M -2 1
—=ﬂ+92=—k( +—)Z
ay G G \mab3 ]

Po integraci a zjednoduseni potom dostavame

_ M
" mab3

(b? —a®)yz + h(2) ,

kde h(z) je funkce soufadnice z. Podobn¢ integraci druhé rovnice (3.14) a jeji upravou
dostaneme

_ M
" mab3

(b? —a®)yz+g(y) .
Tyto vztahy jsou totozné pouze pokud g(y) a h(z) jsou rovny nule. Z ¢ehoz vyplyva,
ze

_ Mg
" mab3

(b? —a?)yz. (4.6)
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5 Tenkosténné oteviené profily

Zakladni charakteristika tenkosténnych otevienych ptricnych prifezi je, ze tloustka t
profilu je mnohem mensi nez jeho ostatni rozméry. Otevienym profilem se mysli profil,
jehoz tvar neni uzaviena kiivka. V praxi to jsou rizné I, U, T a dalsi profily.

Obr. 5.1 Tenkosténny obdélnikovy pficny pruiez.

5.1 Algoritmus pro FeSeni pruti S tenkosténnym otevienym pruiezem

Podstatu feSeni vySe definovanych tenkosténnych prutl si ukaZzeme na nejjednodussim
pricném prifezu, tedy obdélniku. Na obr. 5.1 jsou znazornény vrstevnicové cary
povrchu funkce ¢(y,z), které jsou podél osy z Vv podstaté rovnobézné a ekvidistantni.
Proto se pfedpokleidé3, ze ¢ je funkci pouze proménné z. Tim padem se ndm rovnice
(3.23) zjednodusi na tvar

a¢ _
-z = —2G0.
Po integraci dostaneme
¢ = _GHZZ + Clz + CZ y (51)

kde C; a C, jsou integraéni konstanty.
Za ptedpokladu, ze v z = + t/2 je napétova funkce ¢ nulova, pak

Got?

C1:O a C2: 4

Dosazenim konstant zpét do rovnice (5.1) dostaneme
t2
¢ = —GO(z? —:) .
Z rovnic (3.21) poté vyjadiime smykova napéti jako

2
Ty = =52 =0 (5.2)

oy =2 = _266z. (5.3)

¥ Nize uvedené numerické vysledky v kapitole 7.2 ziskané metodou koneénych prvki spravnost tohoto
ptedpokladu potvrzuji.
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Vidime, ze smykova napéti napfi¢ tloustkou se meéni linearné a v podélném smeéru jsou
rovna nule. [2]
Dosazenim vyrazu pro ¢ do rovnice (3.28) dostaneme

J =" 222 - 5) dydz,

-b/2J-t/2
tedy
3
== (5.4)
Na zakladé rovnice (3.29) mizeme piepsat rovnici (5.3) do tvaru
Tyy = —Zjﬂz . (5.5)
Maximélni hodnota 7., je v bodech z = + t/2 a méa hodnoty
Myt 3M
Tmax = iTk == btzk (5.6)

Vyrazy pro posuv u snadno dostaneme z rovnic (3.14):

ou
=

u=—0yz + h(y).

Porovnanim s vysledkem prvni rovnice (3.14) vidime, ze h(y) je rovno nule.
, My
Nahrazenim 6 za o dostaneme

— Mk
U=z, (5.7)

Na zdakladé téchto vysledkli jsme nyni schopni feSit témét jakékoliv tenkosténné
oteviené profily, pokud dokaZzeme prifez rozdélit na jednotlivé obdélniky. Dé&lenim
prufezu ziskame geometrickou konstantu | jako soucet dil¢ich konstant vSech
obdélniki. [2]

Na obrazku (5.2) miizeme vidét riizné tvary otevienych tenkosténnych prifezd a jim
odpovidajicich vypoctenych polarnich moment J.

Vztah pro vypocet polarniho momentu slozeného prifezu tedy mizeme formulovat jako

1
=38k bt} (5.8)

Maximalni smykové napéti na jednotlivém prvku i spocitame zrovnice (5.6).
Neuvazujeme vSak cely kroutici moment, ale pouze jeho ¢ast, odpovidajici mife J;
z celkového polarniho momentu J. Tedy ¢ast odpovidajici hodnoté

JiMy/].
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Pro prvek i tedy plati

MyJi

(ti)max M (ti)max
(Tmax)i = / 7 = & ] . (5.9
A celkové maximalni smykové napéti je
M tmax
Tmax = kf . (5.10)
. T - —~ =
i A
t, t,
b, b b,
- 8
e t ?
4b t3+b,t3 bt3 2bit3+b,t3
3 3 3

Obr. 5.2 Typické tenkosténné oteviené priiezy a jejich polarni kvadratické momenty.
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6 Analytické FeSeni vybranych tuloh Kkrutu pruti
S nekruhovym pri¢nym priifezem

V nésledujici kapitole pouziti vySe odvozenych rovnic ilustrujeme na jednoduchych
piikladech. Prvni feSeny piiklad se bude tykat kruhového a eliptického piti¢ného
prufezu. Vyuzijeme Vném tedy vztahd z kapitol 2 a4. Geometrie téchto pfi¢nych
prufezu je jednoducha, proto by ziskané vysledky mély byt velice pfesné, samozicjmé
za splnéni podminky platnosti ptredpokladl, za kterych byly vySe popsané vzorce
odvozeny. Dalsi piiklad se bude tykat tenkosténnych otevienych profili. K jeho feSeni
prafezy a piedpoklady analytického feSeni jsou tudiz silnéjsi, ziskané vysledky mohou
kolidovat se skutecnosti. Spravnost a §ife aplikace vySe uvedenych analytickych vztaht
zhodnotime v dalSich kapitolach, kde je srovname s numerickymi vysledky ziskanymi
metodou konecnych prvki.

6.1 Porovnani maximalniho smykového napéti kruhového a eliptického
prurezu

V této podkapitole si ndzorn¢ ukazeme zavislost smykového napéti pti krouceni prutu
kruhového prifezu pii zméné na elipticky prafez. Budeme tedy ménit pomér hlavnich
poloos z hodnot %z 1 na %> 1. ZvétSovani tohoto poméru budeme provadét za

konstantni velikosti plochy prifezu S.

M¢jme prut kruhového prifezu 0 plose S, ktery je zatizen krouticim momentem M,.
Nasim ukolem je zjistit nejvétsi pomér hlavnich poloos % pii zachovani velikosti plochy
pfi€ného prifezu S tak, aby se maximalni smykové napéti vyvolané momentem M,
zmeénilo nejvyse 0 10%. Tuto hodnotu zmény napéti povazujeme za iinosnou chybu, pfi
niZ by se jesté¢ mohl aplikovat algoritmus krutu prutl s kruhovym prifezem na problém
krutu prizmatickych pruti s eliptickym pficnym prifezem. Méme dany hodnoty
geometrie prutu a jeho zatiZzeni nasledovné

M, = 10° Nmm, S = 100 mm?

Pro pomér poloos % = 1, tedy kruh, spocitame z velikosti plochy S polomér r

S = mr? =>r=\/E= /@i5.6419mm
T T

Pro kruhovy prufez, to znamena ze a = b = r a z rovnice (4.5) plyne

Tmaxt = ook = 2200099 = 354,49 MPa

r3 7-5.64193

Pokud je maximalni povolené napéti 0 10% veétsi nez u kruhového prifezu plati

Tirie = 1.1+ Tgps = 1.1 - 354.49 = 389.94 MPa.
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i : Seli , .
Jestlize plocha elipsy Sejipsq = mab , pak a = % . Dosazenim a do rovnice (4.5)
dostaneme

TkTit=Sz#
. eggsabz
Z toho muzeme vyjadfit b jako
2M 2-100 000
b=—%= =5.123mm
TiritS  389.94-100
Dale pak dopocitame a
Seli 100
q ==t = = 6.213 mm
b m-5.123

Maximalni pomér poloos elipsy pti danych kriteriich a parametrech je tedy

a 6213
; = m =1.21

Jednoduchy pribéh maximalnich hodnot smykovych napéti v kruhovém piicném
prifezu T,,q,1 aecliptickém prafezu Tp,g,2 V zavislosti na zméné poméru velikosti
poloos eliptického prifezu je zobrazen na obrdzku 6.1. Napéti T,,,,1 (zelend barva)
znazoriiuje hodnotu napéti pro piipad kdy je pomér poloos roven jedné a pribeh 7,452
(modra barva) se méni dle rovnice (4.5). Cervenou barvou je vyznaena kriticka
hodnota zmény napéti 010% vzhledem khodnotdam napéti v kruhovém pficném
prafezu.

Pro lepsi predstavu co se piesné d¢je s eliptickym pfi€nym prifezem pii zatizeni
kritickym napétim, ukazuje obrazek 6.2, kde na svislé 0se (0sa z) je vyneseno posunuti
ve sméru stiednice prutu. Obrazek nazorné ukazuje borceni pii¢ného prufezu a tedy
porusovani zékladniho predpokladu zachovani rovinnosti pficného prifezu prutu pfi
jeho zatéZovani.

410 ! ! : ! !

400 |-

390

370

360

250 i i i i i
1 1.05 1.1 1.15 12 125 13
pomér poloos a'b

Obr. 6.1 Graf zavislosti velikosti smykového napéti na pomeéru poloos %.
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Obr. 6.2 Graf znazorfiujici borceni ptiéného eliptického prifezu.

6.2 Analytické FeSeni nékterych uloh krutu primého prutu s pri¢nym
prurezem ve tvaru tenkosténného profilu

Jak uz nazev podkapitoly naznacuje, nyni si nazorn¢ predvedeme postup vypoctu Krutu
pfimych prutd spficnym prifezem ve tvaru nékterych tenkosténnych profili
vyskytujicich se v praxi. Zvolili jsme la T profily, které se nejcastéji pouzivaji jako
ocelové konstrukce, stropni pieklady, stozary elektrickych rozvodt apod. Ukazeme si,
jaky vliv na maximalni smykové napéti bude mit jedna strana navic u profilu I, oproti
profilu tvaru T.

|
C"_ - r‘_

- - - -
\S]
— e e e e

|
|
| b,
|
|

:
e & Y

Obr. 6.3 Slozené tenkosténné | a T profily.
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M¢éjme dva tenkosténné oteviené profily podle obr. 6.3. Nasim ukolem bude dle
vztahii odvozenych v kapitole 5. spocitat a porovnat maximalni smykova napéti v téchto
pti¢nych prifezech prutu vyvolana krouticim momentem M,,. Rozméry zakotovany
V obrazku maji hodnoty: b; = 25 mm, b, = 50 mm, t; = 5 mm, t, = 8 mm, velikost
krouticiho momentu je M, = 100 000 Nmm.

Dle rovnice (5.8) spocitame celkové polarni momenty téchto slozenych profila, viz
tab.6.1.

| profil T profil

t
S=2:(t,2b) 1, (b — 1) §=(t-2b) + 1, (by =)

§$=2-(5-2-25)+8- (50 — 5) = 860 mm? S=(5-2-25)+8-(50 — 2,5) = 630 mm?

_ 4bt] + byt] _ 2byt} + byt
' 3 T 3
4-25-5%+50-83 2-25-53+50-8°
1= 3 = 12 700 mm4 T = 3

=10 616,667 mm*

Tab. 6.1 Polarni momenty profild tvaru l a T.

Poté z rovnice (5.10) dostaneme maximalni smykova napéti, viz tab. 6.2.

| profil T profil
Mty Mty
T =— T =—
max|/ IR maxT JA
100 000-8 100 000-8
Tmaxl = ;00 = 62,992 MPa TmaxT = To 616,667 — 75,353 MPa

Tab. 6.2 Maximalni smykova napéti profilu tvaru la T.

Z vysledkl vidime, Ze diky vétSimu polarnimu momentu, ma | profil témét o 20%
mensi maximalni smykové napéti. To vSak vzhledem k rozdilu velikosti ploch prifezi
(necelych 37%) neni az tak rapidni rozdil a proto je nékdy z hlediska snizeni nakladi na
materidl vyhodné pouzit nosniky s pfi€énym priifezem tvaru T.

-35-



/ Numerické reSeni pomoci MKP

Metoda kone¢nych prvki je obecna numericka metoda, ktera mize byt vyuzita K feSeni
celé fady uloh. Kromé problémi mechaniky (statiky a dynamiky pevnych a poddajnych
téles) se bézné vyuziva pro modelovani proudéni kapalin, pro ulohy vedeni tepla,
k analyze elektromagnetickych poli apod. [4]

Atraktivita metody vyplyva z jeji pomérné velké univerzalnosti a schopnosti popsat
I znan¢ komplikované arozsahlé problémy. Metoda je také velmi snadno
algoritmizovatelna. K ur¢itym nevyhodam patii pomérné¢ velkd vypocetni narocnost —
metodu nelze prakticky pouzit bez vypocetni techniky, a to ani pro Glohy, které by byly
jinou metodou fesitelné rué¢nim vypocétem. [4]

V nadchazejicich kapitolach této prace si numericky spocitame jiz vySe analyticky
feSené piiklady. Modelovani a vypoéty budeme provadét v softwaru ANSYS Classic
15.0, ktery vyuzivad metodu kone¢nych prvkii. Nasim cilem bude porovnat tyto vysledky
s analytickymi vysledky uvedenymi vyse.

Pro modelovani viech prutii budeme pouzivat prvek BEAM188. Je to linearni* 3-D
prvek se Sesti stupni volnosti v kazdém uzlu. Patii mezi né posuvy v oséch x,y,z
a rotace kolem téchto os. BEAMI188 je vhodny pro analyzu stihlych az stfedné tlustych
pruti. Prvek je zaloZen na teorii Timoshenkova® prutu. Prvek je vhodny pro feseni
linearnich uloh, tuloh svelkym natoCenim nebo nelinedrnich tloh s velkym
pretvoienim.[5]

* Je definovan dvéma uzly.
® Timoshenkova teorie prutu zahrnuje smykové u&inky napéti na deformaci.
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7.1 MKP analyza prutu s kruhovym a eliptickym pfi¢énym praiezem

Jako prvni jsme analyticky fesili piiklad, ve kterém jsme hledali zavislost zmény napéti

V pti¢ném priiezu na poméru hlavnich poloos elipsy.

Vychazeli jsme z kruhového prufezu, pro ktery jsme zrovnice (2.1) spocitali
maximalni smykové napéti. Platnost vyroku, ze u kruhového prifezu jsou smykova
napéti na celém povrchu stejnd, si mizeme ovéfit vykreslenim obou smykovych napéti

Ty @ Tyz-
ANSYS

NODAL SOLUTION R15.0

ﬁP:i MY 7 2015
TIME=1 15:33:16
Xz (AVG) PLOT NO. 1
RSYS=0

DWX = 219458
SMN =-354. 509
SMX =354. 509

- W b
-354. 509 -196.95 -39. 3899 118.17 275.729
-275.729 -118.17 39. 3899 196.95 354. 509

Obr. 7.1 Smykova napéti kruhového pti¢ného prifezu 7,,.

ANSYS
REBAL SOLUTTON R15.0
gpj MY 7 2015
Tt 15:33:40
SXY (AVG) PLOT NO. 1
RSYS=0
DMK = 219458
SMN = 354, 509
SMK =354. 509
F—
-354. 509 -196. 95 -39. 3899 118.17 275.729
-275.729 -118.17 39. 3899 196. 95 354. 509

~rw o1

Obr. 7.2 Smykova napéti kruhového pii€ného priifezu 7,,,.
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Na obr. 7.1 a 7.2 vidime, Ze ob¢ slozky smykovych napéti jsou opravdu stejné. Plati
tedy tvrzeni, ze U prutd kruhovych ptiénych prifezi jsou smykova napéti ve vSech
bodech stejné vzdalenych od stfedu stejnd. To si muzeme také znazornit na 3-D grafu,
viz obr. 7.3. Ten jsme vytvofili na zakladé hodnot smykovych napéti v jednotlivych
uzlech sité. Hodnoty jejich soufadnic jsou vyneseny na vodorovnych osach grafu (ose y
a z). Na svislou osu jsme vynasely hodnoty smykovych napéti. Konicky tvar grafu
nazorn¢ ilustruje nulova napéti ve stiedu pii¢ného prifezu a maximalni hodnoty napéti
podél obvodu prufezu. Pokud srovname vysledky analytického a numerického feseni,
vyjde nam témét nulovy rozdil. Tato nepatrna odchylka je v praxi zanedbatelné a proto
vztah pro vypocet smykovych napéti u prutd s kruhovym pficnym prifezem lze bézné
vyuZzivat.

500
400

Z &

Obr. 7.3 Graf zavislosti smykovych napéti na soutadnicich kruhového ptiéného prufezu.

Nyni si zobrazime analyzu prutu s eliptickym pfi¢énym prufezem a s velikostmi
poloos, které¢ jsme v kapitole 4.3 urcili jako kriticke.

Na obr. 7.4 a7.5 jsou znazornéna smykova napéti tohoto prifezu. Maximalni
smykové napéti je v misté lezicim na kratsi poloose, nejdal od stiedu. To je v souladu se
vztahy odvozenymi v kapitole 4.1. Srovnanim analytického feseni s vysledky ziskanymi
MKP dojdeme k rozdilu asi 0,5 MPa, coz ¢ini asi 0,1 %. Vzhledem k tomu, ze pfi
odvozovani vztahii pro hodnoty maximalnich smykovych napéti u prutl s eliptickym
pricnym prufezem jsme nezavedli zddny dodatecny piedpoklad vedouci k zjednoduseni
ulohy anasledného feSeni, mizeme toto feSeni povazovat za piesné achybu
numerického vypoctu, a€ nepatrnou, ptipsat na vrub metody MKP.
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Obr. 7.4 Maximalni smykové napéti 7,,, eliptického piicného prifezu.
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Obr. 7.5 Maximalni smykové napéti 7, eliptického pfi¢ného prifezu.
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7.2 MKP analyza sloZenych tenkosténnych prirezi

Dalsi ulohou v ¢asti vénované analytickému odvozeni vztahli pro maximalni smykova
napéti v pricnych prifezech byla problematika krouceni prutl s pfi€nymi prifezy ve
tvaru tenkosténnych profili | a T. Na obr. 7.6 je analyza prutu S pfiénym prifezem tvaru
I. Rozméry profilti a hodnoty zatizeni prutu jsou dany v kapitole 5.1. V tomto ptikladu
jiz mizeme vidét vétsi odchylky mezi hodnotami ziskanymi analyticky a numericky.
Rozdil maximalnich hodnot smykovych napéti v priifezu €ini ptiblizné 8,3%. Na rozdil
od pfipadu pruti s kruhovym a eliptickym piicnym prifezem, vEtsi spolehlivost
vysledka urcité vykazuje numericky model MKP. Divodem je zavedeni zlehcujicich
predpokladli konstantniho pribéhu smykovych napéti v podélném sméru stojiny
a pasnic v pripad¢ analytického teSeni. Proto lze teSeni MKP prtikladat vétsi vahu,
jelikoz neni zatizené zadnymi dodatecnymi piedpoklady na feSeni problému. Piesto
chyba analytického feSeni neni nijak alarmujici a v fadé ptipadt akceptovatelna.

Pro lepsi piedstavu rozloZeni smykovych napéti v pticném prufezu jsme v softwaru
ANSYS nechali vypsat soutfadnice jednotlivych uzli prvki a v nich vyjadiené hodnoty
smykovych napéti t,,.Vyneseni téchto hodnot do 3-D grafu dobie ilustruje rozlozeni
smykovych napéti v pfiéném prifezu, viz obr. 7.7.

U T-profilu je rozdil ziskanych hodnot smykovych napéti jeSt€¢ 0 néco vétsi.
Zatimco jednoduchym vztahem (5.10) nam vyslo pfiblizné 75,3 MPa, metoda MKP
napéti vycislila lehce ptes 82 MPa. Rozdil hodnot ziskanych numerickym a analytickym
pristupem je pfiblizn€ 9% v neprospéch analytického feSeni. ZdlUvodnéni chyby
analytického feSeni je podobné jako v ptipadé prifezu ve tvaru profilu I. Rozlozeni
smykovych napéti v ptiéném prifezu ilustruji obrazky 7.8 a 7.9.
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Obr. 7.7 Graf velikosti smykového napéti 7,., V pfiéném prufezu tvaru I.
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Obr. 7.9 Graf velikosti smykového napéti 7,., V pfiéném prufezu tvaru T.
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Shrnuti vysledkt ziskanych analytickym a numerickym pfistupem vcetné absolutnich
a relativnich rozdili mezi nimi ukazuje tabulka 7.10.

Maximalni smykové napéti

Piitny | Analytické feSeni | MKP feseni Rozdil

prifez [MPa] [MPa] [MPa] [%]
Kruh 354,49 354,509 0,019 0,005
Elipsa 389,94 390,418 0,478 0,12

I profil 62,992 68,2364 5,244 8,32

T profil 75,353 82,453 71 9,42
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8 Zavér

Cilem prace bylo seznameni s problematikou krouceni pruti s nekruhovymi pficnymi
prufezy, zptisobem jejiho feSeni a dostupnymi analytickymi pfip. numerickymi nastroji
umoziujici tato feSeni nalézt. Prace byla doplnéna konkrétnimi feSenimi krutu pruti
s nekruhovymi pfiénymi priiezy a to jak z analytického tak i numerického hlediska.
Prvni ¢ast prace se vénovala odvozeni zdkladnich vzorcii pro vypocet krutu pruti
S kruhovym piicnym prifezem. Tyto vztahy byly aplikovany na nékteré typické tvary
pfiénych prifezu. Ziskané vysledky byly graficky zpracovany a zaneseny do tabulek.
Nasledujici Cast prace se vénovala numerickému pfistupu feSeni dané problematiky
pomoci metody MKP. Na zavér tyto vysledky byly srovnany s vysledky analytickymi.
Kromé vzajemného srovnani vysledkii ziskanych numerickou a analytickou cestou,
Vv ptipad¢ analytického vypoctu U kruhového a eliptického pti¢ného priifezu bylo cilem
popsat zavislost zmény smykovych napéti na zméné¢ pomeéru hlavnich poloos
eliptického priifezu. Z odvozenych vztahli plyne, Ze tato zévislost je nelinedrni.

Jako dalsi byly analyticky feSeny pruty s ptiénymi prifezy ve tvaru tenkosténnych
otevienych profilt tvaru | a T, které se v praxi ¢asto vyskytuji. Pfi stejném zatizeni bylo
maximalni smykové napéti v profilu tvaru T téméef 0 20% vétsi nez U prifezl ve tvaru
profilu I. Pokud vSak vezmeme v potaz Gsporu materialu (necelych 37%), muze byt
nosnik s timto profilem mnohdy vyhodné;jsi.

Nasledujici kapitoly se vénovaly numerické metodé MKP. V softwaru ANSYS
Classic 15, ktery tuto metodu vyuziva, byly vymodelovany a spocitany pruty
z ptedeslych uloh vedenych v analytickém duchu. Pfi srovnani analytickych
a numerickych vysledkt kruhového a eliptického priiezu byl rozdil takika nulovy. Je to
z ditvodu jednoduchosti geometrie pfi€ného prifezu. Rozdily vSak jiz byly patrné pfi
srovnani analytiky a numeriky u prut S tenkosténnymi pfiénymi prufezy. Zde vlivem

vvvvvv

vvvvvv

tvary pti¢nych prafezi, ptiklady uvedené v predkladané bakalaiské praci ukazuji, ze lze
toto feSeni U specifickych (nicméné v praxi béznych) pficnych prifezi bezpecné pouZzit.
Nespornou vyhodou analytického pfistupu je jednoduchost odvozenych vztaha
vypoctu. Da se vSak ptfedpoklddat, ze ukomplikovangjSich a té€zko
parametrizovatelnych profild je pouziti analytickych vysledkd zna¢né omezené.

-44 -



9 Seznam pouzitych zdroju
[1] FRANCU, J. - NOVACKOVA, P. — JANICEK, P. Torsion od a non-circular bar.
Engineering Mechanics, 2012, vol. 19, no. 1, s. 45-60. ISSN: 1805-4633.

[2] ODEN, J.T. — RIPPERGER, E.A.. Mechanics of elastic structures. 2d ed. New
York: McGraw-Hill, 1981, 460 p. ISBN 0-07-047507-5.

[3] TREBUNA, F. — JURICA, V. — SIMCAK, F. Pruznost apevnost’ II, Kosice,
Vienala, 2000

[4] BROZOVSKY, J., KONECNY, P. Metoda koneénych prvki ve stavebni mechanice.
[online]. Ostrava, 11.9.2012 [cit. 10.3.2015]. Dostupné z:
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/metoda_konecnych_prvku_stavebni_mec
hanika_interaktivne.pdf

[5] ANSYS, Inc., Ansys 15.0 Help

[6] GOCKENBACH, M. S. Understanding and implementing the finite element
method. Philadelphia, PA: Society for Industrial and Applied Mathematics, 2006, 363 p.
ISBN 9780898716146.

=45 -



10 Seznam pouzitych symbolu a zkratek

Symbol Rozmér Veli¢ina

S [mm?] plocha piiéného priifezu

ab [mm] hlavni poloosy elipsy

by, b, [mm] rozméry tenkosténnych profilt

Cy,C, [-] integra¢ni konstanty

G [MPa] modul pruznosti ve smyku

Jp [mm*] polarni kvadraticky moment kruhu

] [mm*] polarni kvadraticky moment obecného prufezu
I [mm*] polarni kvadraticky moment prufezu tvaru |
Jr [mm*] polarni kvadraticky moment prufezu tvaru T
M, [Nmm] kroutici moment

n [mm] libovolna piimka na pfi¢éném prifezu

r [mm] obecny polomér

s [mm] hrani¢ni kiivka

ts2 [mm] tloustky profila

ty [mm] prumét tecny do roviny xy

t, [mm] prumét te¢ny do roviny xz

u [mm] posuv ve sméru osy x

v [mm] posuv ve smeéru osy y

w [mm] posuv ve smeéru osy z

Yxy [°] skos v roving xy

Vaz [ °] skos v roviné xz

Yxo [ °] skos Vv zavislosti na tihlu zkrouceni

Yyz [ °] skos v roving yz

A [-] Laplaceiiv operator

& [-] celkova pomérné deformace

Ex [-] pomérna deformace ve sméru osy x

- 46 -



[-]
[-]

[ °/mm]

[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]
[MPa]

[MPa]

[°]

[mm?]

pomérna deformace ve sméru osy y
pomérna deformace ve sméru osy z
pomérny uhel zkrouceni

Poissoniiv pomér

normalové napéti ve sméru osy x
normalové napéti ve sméru osy y
normalové napéti ve sméru osy z
maximalni povolené smykové napéti
maximalni smykové napéti
maximalni smykové napéti kruhu
maximalni smykové napéti profilu I
maximalni smykové napéti profilu T
smykové napéti v rovin€ xy
smykové napéti v rovin€ xz
smykové napéti v roving yz

smykové napéti v zavislosti na thlu
zkrouceni

uhel zkrouceni
napétova funkce

oblast kde je definovana funkce f
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