KVATERNION 2/2013, 103-109 103

HLEDANI WIEFERICHOVYCH PRVOCISEL

PETR LEZAK

ABSTRAKT. Clanek pojednavé o sou¢asném stavu hledani Wieferichovych prvoéisel.
Jsou zde navrzeny metody, jak toto hledani urychlit, a tyto metody jsou implemen-
tovany v software na jejich hledani. Tento software byl pak pouzit na vyhledani
Wieferichovych prvoéisel o zakladu 2 — 9999 mensich nez 3,5 - 1010 a vysledky jsou
v ¢lanku prezentovany. Déle je v ¢lanku navrzen pravdépodobnostni model pro od-
had hustoty Wieferichovych prvocisel a tento model je porovnan s realnymi daty.

1. Uvop

Podle malé Fermatovy véty plati pro kazdé prvocislo p a prirozené ¢islo a ne-
délitelné p rovnice (1.1), jak je uvedeno napiiklad v [1]. Wieferichovo prvoéislo
o zékladu a navic spliiuje rovnici (1.2), viz [2].

a?"'=1 (mod p) (1.1)
a?” ' =1 (mod p?) (1.2)

Neni-li uvedeno jinak, tak se vétsinou uvazuji Wieferichova prvocisla o zakladu
a = 2, pro néz jsou znama jen dvé feSeni rovnice (1.2): p = 1093 a p = 3511. Ta-
bulka 1 ukazuje, jak se v priubéhu let podafilo rozsifit prozkoumany interval ¢isel.
Udaje jsou ptevzaty z [2] a [3]. Piesto se dosud nepodaiilo najit tteti Wieferichovo
prvocislo. Divody tohoto netspéchu jsou prodiskutovany v sekci 8, kde je navrzen
pravdépodobnostni model hustoty Wieferichovych prvocisel.

Cilem vyzkumu bylo nalezeni prvniho a druhého Wieferichova prvocisla o za-
kladu 2 < a < 9999. V soucasnosti neni znam lepsi algoritmus hledani Wieferi-
chovych prvocisel, nez je prosté dosazovani prvocisel do rovnice (1.2) a ovéfeni
jeji platnosti. Problémem tedy neni, jak Wieferichova prvocisla hledat, ale jak je
hledat co nejrychleji.

Protoze obecné knihovny pro vypocty s velkymi ¢isly jsou pomalé, tak bylo
nutné vytvorit knihovnu optimalizovanou pro danou tlohu. Dale byl v prohledavan
vyuzit fakt, Ze hleddme Wieferichova prvoéisla z velkého rozsahu zakladu.
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Rok Hranice Védec nebo organizace
1940 | 1.6 x 10* Beeger

1960 1x 10° Kravitz

1964 | 5 x 10° Riesel

1971 | 3 x 10° | Brillhart, Tonascia, Weinberger
1981 | 6 x 10° Lehmer

1996 | 6.1 x 1010 Clark

1997 | 4 x 10*2 Crandall, Dilcher, Pomerance
2001 | 4.6 x 10'3 Brown, McIntosh

2005 | 1.25 x 10%° Knauer, Richstein

2013 | 1.07 x 1017 PrimeGrid

Tabulka 1. Prozkoumany interval.

2. VYPOCET WIEFERICHOVYCH PRVOCISEL S RUZNYMI ZAKLADY

Wieferichova prvocisla se stejnym exponentem jsou vzdy hleddna v jednom kroku.
Lze tak vyuZzit riizné optimalizace. Zavedeme-li oznadeni (2.1) pfedstavujici levou
stranu rovnice (1.2), lze ukéazat, ze plati rovnice (2.2).

e(a,p) = a?~! mod p? (2.1)
e(ab,p) = (ab)P~! = a?7 0P~ = e(a,p) - e(b,p) (mod p?) (2.2)

Diky ni je nutné vypocitat hodnoty e(a,p) moduldrnim umociiovdnim jen pro
prvocéiselné zéklady a, hodnoty e(a, p) pro slozené zéklady a lze dopo¢itat mnohem
rychleji pomoci moduldrniho nasobeni. Diisledkem rovnice (2.2) je i fakt, ze je-li p
Wieferichovo prvocislo o zakladu a, pak je p také Wieferichovo prvoéislo o zakladu
a™.

K testovani prvociselnosti je vyuzito Eratosthenovo sito, viz [4]. Protoze je
prosivani pomoci velkych prvocisel neefektivni (prvoéislo 2 odstrani kazdé druhé
sloZené ¢islo, zatimco prvocislo 997 zhruba kazdé tisicé), tak se prohleddvany in-
terval prosiva jen prvocisly do urcité velikosti. Vystupem tohoto kroku jsou proto
tzv. pseudoprvocisla - tedy vsechna prvocisla a néktera slozena ¢isla, ktera prosla
sitem. Déle lze ukazat, Ze z platnosti p | p?, plyne rovnice (2.3).

(xmod p?) modp= (z+ny-p*) +na-p=x+ (np+ng)-p=amodp (2.3)

Toho 1ze vyuzit k provedeni Fermatova testu prvociselnosti téméf bez doda-
te¢né rezie. Hodnotu e(a,p) = a?~! mod p? spocitame pii testovani Wieferichova
prvocisla. Pokud se ukdze, Ze e(a,p) mod p # 1, pak neni splnéna rovnice (1.1)
a p proto neni prvocislo. Nebudeme proto dale poéitat e(a,p) pro ostatni zdklady
a a prejdeme k dalsimu pseudoprvocislu p. Takto lze zavéas rozpoznat slozena
¢isla, ktera prosla Eratosthenovym sitem, dfive, nez jim vénujeme pfili§ mnoho
strojového casu, a pfitom tento test nas prakticky nic nestoji.
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3. MODULARN{ UMOCNOVAN{

Pro ovéfeni platnosti rovnice (1.2) je nutné provadét modularni umocniovani. Pfed
zahajenim vypoctu jsou vypocitany mocniny

r—1

m(a,z) =a” =a-a""" =a-ma,z —1);m(a,0) =1

pro vSechny prvoéiselné zéklady a a pro m(a,z) < 2°4.

Mocnina je pak spocitana podle rovnice (3.1), pfi¢emz n se rozlozi podle vztahu
(3.2) na soucet skupin biti z; zaéinajicich na bitech s indexem s;. Skupiny bitd
x; jsou voleny tak, aby m(a,z;) < p. Tento algoritmus vychézi z [5].

sy

(m(a,z;))>"  (mod c) (3.1)

S
3
If
=

1

M=

n= X - 2Si; $1=0,8; < Si+1 (32)
=1
Dukaz platnosti rovnice (3.1):
. _ k -k k »
a" = aXi= T = [[a™? = H (@) =TT (n(a,2:))*"  (mod ¢)
i=1 i=1 i=1

Rovnici (3.1) lze piepsat iterativng, coz vede k efektivnéjsimu vypoctu:

rr = m(a,xg)

8§ —8i—1
)2

ri—1 = (r; -m(a, ) mod ¢

a” modc=r;

i~ Si

P 2° 1, N , (o, Ly
Vypocet (r;) je realizovan pomoci s;—s;_1 modularniho umocnovani nadru-

hou.

4. REPREZENTACE VELKYCH Cf{SEL A MODULARNI NASOBEN{

Budeme predpokladat, ze vytvoreny program pobézi na 64-bitovém procesoru,
protoze prakticky vSechny nové osobni pocitace maji 64-bitovy procesor. Pro ulo-
zeni maximéalniho prozkoumaného prvocisla p je podle tabulky 1 nutné pouzit 54
bitl. Pokud pro ulozeni prvocisla p pouzijeme 64 bitovy registr, budeme pracovat
s dostatecnou rezervou. Zbytek po déleni p? je pak nutné reprezentovat pomoci
128 bit1, tedy dvou registra.

Pro implementaci modularniho umocnovani je tfeba mit k dispozici algoritmus
modulérniho nasobeni ¢isel. Proto zvolena reprezentace musi byt takova, aby mo-
dularni nasobeni bylo pokud mozno co nejefektivnéjsi. Ptirozené lze zbytek po
déleni reprezentovat dvéma &islicemi g a x; ¢isla v soustavé o zakladu 264, Lepsi
je ale pracovat v soustavé o zékladu p. Libovolné ¢islo 0 < x < p? Ize pak repre-
zentovat podle rovnice (4.1).

r=z1p+z0;0<a,b<p (4.1)
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Vypodet z = x - y mod p? popisuje rovnice (4.2).
z=x-y=(r1p+20) - (110 + Y0) = ©191P” + (21Y0 + Zoy1)p + ToYo

=(x190 + 2oy1)p + Tovo = (1Yo + Toy1 +k — Ip) - p+ (zoyo — kp)  (mod p?),
(4.2)

kde

b — {ﬂfoyoJ [ rlyo-l-xoyri-kJ
p ] P
Rovnici (4.2) lze implementovat pomoci nésledujiciho algoritmu vypoctu:

o Vstupy: £ = x1p + Zo; Y = Y10 + Yo; P
Vystup: z=z1p+20 =2y

o {1 =ZoYo
i[5

p
e zo=1t; —kp
® t2:I1y0+l’0y1+k
o= |k

p
] Zlitgflp

Srovname-li algoritmus s moduldrnim nésobenim ¢isel reprezentovanych v sou-
stavé o zakladu 254, tak odpadne jeden ¢len pii ndsobeni a stadi jen dvé déleni p
oproti redukci modulo p2.

5. REDUKCE

Jak bylo popsano v sekci 4, tak pro modularni nasobeni je tieba provadét déleni
¢isla o velikosti nejvyse 128 bitti ¢islem p o velikosti nejvyse 64 bitti. Na soucasnych
procesorech je vSak déleni cca 14x pomalejsi nez ndsobeni, viz [6]. Proto je vhodné
vyuzit algoritmus, ktery déleni nahradi i nékolika nasobenimi. Jedna z moznosti je
vyuzit Barretttv algoritmus, ktery je detailné popsan v [7]. Algoritmus je vhodny
tehdy, pokud je tfeba provést mnoho déleni se stejnym délitelem p. Vychézi z mys-
lenky, ze d€leni lze nahradit nasobenim pfevracenou hodnotou ¢isla, toto nasobeni

je ale tfeba uzptisobit aritmetice celych ¢isel.
2128

Nejdiive se pro dané p predpocitd pu = L -

J. Déleni se pak provadi podle
rovnice (5.1).

al jp-a

) =]+ o

Prvni ¢len rovnice (5.1) predstavuje odhad podilu a korekce k je odchylka od
skuteéné hodnoty podilu. Cisla p a a maji velikost 128 bitt, kazdé je tedy repre-
zentovano dvéma registry o velikosti 64 bitd. Rovnice (5.2) uréuje zptsob vypoctu
prvniho ¢lenu rovnice (5.1).

poay | (2% + po) - (2%%a1 +ao) | p1ao + poay
o128 | 9128 A paar + 964

(5.2)

pro vypocet zbytku po déleni. Korekce k se dopocita ve smycce po déleni tak, aby
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zbytek déleni r =a —p- {%J spliioval podminku 0 < r < p. Baretttiv algoritmus

zarucuje, ze —1 < k < 2.
6. CELKOVY ALGORITMUS

Nyni vSechny uvedené dil¢i kroky sestavime do algoritmu pro hledani Wiefericho-
vych prvocisel.

e Ptedpocitej hodnoty m(a,z) pro prvociselna a a pro m(a,r) < 254.

e Rozdé€l prohledévany interval na intervaly konstantni délky. V nich vyhledej
pseudoprvocisla Erastothenovym sitem.

e Pro kazdé pseudoprvocislo p délej:

— Pro kazdy prvoéiselny zéklad a < p vypoéitej e(a,p) = a?~! mod p?,
pokud pro néktery prvoéiselny zaklad a plati e(a,p) mod p # 1, tak
dalsi hodnoty e(a,p) jiz nepocitej a pfejdi k dalsimu pseudoprvoéislu
p.

— Kazdy slozeny zéklad a < p rozloz na soucin 2 ¢isel a = b - ¢ a vypo-
¢itej e(a,p) = e(b,p) - e(c,p) mod p?, postupuj od nejnizsiho zdkladu
k nejvyssimu.

— Pokud e(a,p) = 1, tak zapis [a, p] do vysledku.

Hodnoty zékladd a > p nemohou byt timto algoritmem spocitany, protoze by
dochézelo k chybnému moduldrnimu umociiovani, proto byly spoc¢itany s vyuzitim
standardnich knihoven pro praci s velkymi ¢isly. Je jich relativné malé mnozstvi,
proto pomalejsi vypocet nebyl na skodu.

7. DOSAVADNI VYSLEDKY

Nalezena Wieferichova prvocisla jsou umisténa na strance [8] na zalozce files v sou-
boru results/table.txt. V tabulce 7 je vybér nékterych z nich. V intervalu 2 az
3,5 - 102 nebylo nalezeno z4dné Wieferichovo prvoéislo pro celkem 433 zakladii.
Nejvyssi nalezené Wieferichovo prvocislo je a = 4795, p = 34974531887. Na uve-
dené strance jsou i kompletni zdrojové kédy vytvoreného programu volné ke sta-
zeni.

8. HusToTA WIEFERICHOVYCH PRVOCISEL

Mohlo by nas zajimat, kolik Wieferichovych prvocisel bychom méli ve zkoumaném
intervalu najit. Uvazujme hodnotu e(a,p) = a?~! mod p? jako nadhodny pokus.
Vysledek modulo p? miize nabyvat celkem p? riiznych hodnot. Pouze kazda p-ta
hodnota ale zaroveii vyhovuje rovnici (1.1). Pravdépodobnost, Ze prvoéislo p je
Wieferichovo, je proto urcena rovnici (8.1).

P(a’""'=1 (mod p*)) = % (8.1)

Protoze je hustota prvocisel rovna ﬁ, tak je celkovy pocet prvocisel v inter-

valu p; < p < p popsan rovnici (8.2), N zde pfedstavuje pocet zakladi a.
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a | p
2 [ 1093, 3511
3| 11, 1006003
41093, 3511
5| 2, 20771, 40487, 53471161, 1645333507, 6692367337
6 | 66161, 534851, 3152573
7| 5, 491531
8| 3, 1093, 3511
9|2, 11, 1006003
10 | 3, 487, 56598313
11|71
9996 | 72461
9997 | 2, 7, 15973
9998 | 3, 31
9999 | 5, 25763597

Tabulka 2. Vybrand Wieferichova prvocisla.

p2—1 1 P2 dp
n=N 7%1\7/ —— =N {(In|lnps| —In|lnp 8.2
> i =N, oty = VOl -l 62

V této rovnici byla suma aproximovana urcitym integralem. Dosadime do této
rovnice p; = 10F, py = 10F*1 a ziskdme tak pocet ¢isel v k-té dekadé:

In po log 10%+1 1
k)y=N1 =Nlhn|(———)=Nln|1+ -
n(k) n(hun) n( log 10F U

Povsimnéme si, ze lim,,.n(k) = NInl = 0, s rostoucim éislem dekady k tak
klesa pocet Wieferichovych prvocisel v ni obsazenych. Prestoze tedy budeme vy-
nakladat stale vétsi Gsili (pocet prvodisel v dekddé, ktera je nutné prozkoumat,
roste), budeme nachézet stile méné Wieferichovych prvodcisel.

Obrézek 1 zobrazuje predpokladany a nalezeny pocet Wieferichovych prvocisel
v jednotlivych dekddéch. PovSimnéme si, Ze kromé prvnich 2 dekéad, kde je pocet
prvocisel p relativné maly, a nejsou tak splnény predpoklady pouzité pro odvozeni
modelu, model prakticky koresponduje s realnymi daty.

9. ZAVER

Na zékladé uvedeného vyzkumu byla publikovana tabulka obsahujici nalezend Wie-
ferichova prvodisla. Ukazalo se, ze hleddni Wieferichovych prvodisel s N zaklady
soucasné je mnohem méné narocné, nez prohledavani jednotlivych zékladd oddé-
lené. Vytvofeny software je publikovan v [8].

Dalsiho rozsifeni intervalu p je mozné dosdhnout distribuci vypoc¢tu na mnoho
pocitact. Na tomto problému aktualné pracuji a nalezené vysledky budu v bu-
doucnu publikovat.
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Obrazek 1. Cetnost Wieferichovych prvodéisel.
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