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Abstrakt

Cilem diplomové prace je seznamit ¢tenare s diskrétni Fourierovou transformaci DFT a
jejim zavedenim pti spektrdlni analyze diskrétnich signalt. Dale pak popisuje efektivni
vypocet DFT pomoci algoritmu rychlé Fourierovy transformace FFT a vlivy, které se
objevuji pti DFT spektralni analyze, vliv délky DFT, vliv délky segmentu analyzovaného
signalu a prosakovani ve spektru.

Dale je vysvétlena problematika komplexni reprezentace realnych pasmové
omezenych signalli vzakladnim pasmu, nazyvana komplexni obalkou signali. Toto
vyjadreni vyuziva Hilbertovy transformace a analytického signalu. Prace také popisuje
aplika¢ni knihovnu Real Time Toolbox programového prostiedi Matlab/Simulink, ktera
s vyuzitim mérici karty AD622 umoZiiuje pripojovat a zpracovavat skutec¢né signaly
vredlném Case. Svyuzitim téchto prostredk je vprogramovém prostredi
Matlab/Simulink vytvorena laboratorni tloha simulujici komplexni vyjadieni realnych
pasmové omezenych signalli v redlném case.

Klicova slova

diskrétni Fourierova transformace DFT, rychla Fourierova transformace FFT, Hilbertova
transformace, komplexni obalka, Real Time Toolbox, mérici karta AD622

Abstract

The aim of the master’s thesis is to acquaint the reader with Discrete Fourier
Transform DFT and its introduction to spectral analysis descrete time signals.
Furthermore it describes efficient computation of the DFT using the algorithm Fast
Fourier Transform FFT and effects that appear in the DFT spectral analysis, the effect of
the length of the DFT, the effect of the length of the segment of the analysed signal and
the leakage.

Next is explained the issue of the complex representation of real bandpass signals
in the baseband, called the complex envelope of signals. This represenation uses the
Hilbert Transform and the analytic signal. The thesis also describes the application
library Real Time Toolbox of the software Matlab/Simulink, that uses the data acquition
card AD622 allows to connect and process real signals in real time. In Matlab/Simulink
with use this facilities is create the laboratory lesson, that simulating the complex
represenation of real bandpass signals in real time.
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Descrete Fourier Transform DFT, Fast Fourier Transform FFT, Hilbert Transform,
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Uvod

Zpracovani signalli je jednim zobort, ktery umoznil prudky rozvoj modernich
technologii, bez kterych si dnesSni Zivot nedokdZeme predstavit (PC, televizni a
multimedialni technika, mobilni telefony, a dalsi) a ovlivnil vyvoj mnoha dalsich obort.
Metody zpracovani signdli se uplatiuji vSirokém spektru oborl, predevsim
v elektrotechnickych oborech jako je telekomunikacni a sdélovaci technika,
automatizace a méreni a dalsi. Velmi se také uplatiiuji ve zdravotnictvi v diagnostické a
zobrazovaci technice, dale pak v meteorologii a také se vyuZivaji k vyhodnocovani
ekonomickych udajt.

Pojem signal obecné vyjadruje fyzikalni veli¢inu (zpravu) nesouci néjakou
informaci. Sledovanim a naslednou analyzou parametri signalli 1ze uZite¢nou informaci
ze signalu ziskat. Parametry signalu se vétSinou v pribéhu Casu méni. Zpracovani
signalli se tedy zabyva sledovanim a ndaslednou analyzou parametrt signald, které
popisuji chovani néjakého objektu (systému), at’ uz technického nebo biologického typu.

Prvni ¢ast diplomové prace je zamérena na kmitoctovou analyzu, jez je jednou
z hlavnich oblasti oboru zpracovani signali. Nejpouzivanéjsimi prostredky pro
kmitoctovou analyzu jsou Fourierovy transformace, které popisuji vztahy mezi
vyjadrenim signalli v casové a kmitoctové oblasti. Pozornost je predevsim vénovana
diskrétni Fourierové transformaci DFT zpracovavajici signaly v diskrétni (Cislicové)
formé. Je zde popsan algoritmus rychlé Fourierovy transformace FFT, ktery vyrazné
zefektivnil vypocet DFT a uvedena moZnost méreni jeho vypocetni efektivnosti oproti
pfimému vypoctu DFT. Prace dale popisuje vlivy, které ovliviiuji podobu a naslednou
analyzu DFT spektra. Témito vlivy jsou délka (pocet bodli) DFT spektra, délka segmentu
analyzovaného signdlu a tzv. prosakovani ve spektru. Prace je primarné urcena pro
studenty, ktefi se s danou problematikou zpracovani signal seznamuji, proto je kladen
diiraz na praktické ukazky a animace, které mohou slouZit jako vyukové materialy
v kurzech zabyvajicich se problematikou zpracovani signald.

V druhé casti prace je pojednano o mozZné reprezentaci realnych pasmoveé
omezenych signall, které se velice ¢asto objevuji v telekomunikac¢nich systémech. Tyto
signaly se vyznacuji uzkym spektrem soustredénym kolem nosného (stfedniho)
kmitoctu. Komplexni reprezentaci lze tyto signaly vyjadrit v zakladnim pasmu, coZ je
vyhodné napi. pro snadnéjsi simulaci a sniZeni obvodovych a vypocetnich naroki
telekomunikacnich systémi. Toto vyjadieni se nazyva komplexni obalkou signalu. Prace
popisuje vyjadieni komplexni obalky vyuZitim Hilbertovy transformace a analytického
signalu. Pro tuto problematiku je vytvorena v programovém prostiedi Matlab/Simulink
laboratorni tloha, ve které je jako vstupni rozhrani redlnych signalt vyuzita mérici karta
AD622. Simulaci v redlném case zajistuje aplikacni knihovna Real Time Toolbox. Touto
knihovnou se zabyva treti ¢ast prace, kde jsou popisovany funkéni bloky a jejich vyuziti
v modelech pro simulaci v redlném case.

Hlavnim vypocetnim prostiedkem danych metod zpracovani signalii této prace je
programové prostredi Matlab/Simulink, proto jsou vSechny (neni-li uvedeno jinak)
uvedené poznatky vztahovany k diskrétnimu vyjadieni signald.
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1 Kmitoctova analyza signali

Redalné signaly, které jsou v praxi ziskdny napf. mérenim nebo zobrazené na stinitku
osciloskopu, popisuji chovani zkoumaného systému v cCasové oblasti (nezavisle
proménnou je ¢as). KmitoCtova analyza umoZznuje rozloZit libovolny signal na jednotlivé
kmitoctové slozky a popsat tak chovani zkoumaného systému v kmitoCtové oblasti.
Pomoci jednotlivych kmitoctovych slozek lze pak zpétné prevézt signdl do Casové
oblasti. Prechod mezi vyjadienim signalu v ¢asové (vzor) a kmitoctové (obraz) oblasti
umoziuji nejcastéji pouzivané tzv. Fourierovy transformace (nebo rady) vyjadiujici
obraz signalu pomoci ortogonalnich bazovych funkci (harmonickych slozek).
Pro analyzu spojitych periodickych signali je vyuzivana Fourierova fada.

T
12 .
Cp = Tfo(t)e‘ka"fﬂtdt, (1.1)
x(t) = zoo ¢ eliemhot, (12)

Spektrum spojitého periodického signalu x(t) s periodou T je diskrétni, neperiodické a je
tvoreno komplexnimi koeficienty c¢x na k-nasobcich zakladniho harmonického kmitoctu
fo=1/T. Obraz spojitych neperiodickych signalii je uréen Fourierovou transformaci.

X(f) = foox(t)e‘jz’ff‘dt, (1.3)
x(t) = f OOX(f)eﬂﬂffdf. (1.4)

Spektrum X(f) neperiodického signalu x(t) je spojité a neperiodické [1].

1.1 Diskrétni Fourierova rada DTFS

Ze vztahu (1.2) plyne, Ze spojity periodicky signal x(t) lze vyjadrit teoreticky
nekonetnym mnozstvim harmonickych slozek (koeficientli cx). Diskrétni periodické
signaly xp[n] s periodou N lze rozloZit pouze do kone¢ného poc¢tu N harmonickych
slozek. Tedy diskrétni Fourierova rada (DTFS — Discrete Time Fourier Series) je
definovana

1 N1 —jkz—nn
Ck:ﬁz: xp[nle” " N",k=0,1,..,N—1 (1.5)
n=0

N-1 . 2T
xp[n] = Z cke’kW”, —0o<n< oo, (1.6)
k=0

11



Diskrétni periodicky signal x,[n] s periodou N je rozloZen na N kmitoctovych koeficientt

., 2TC
cx vztazenych k harmonickym slozkam e’*~¥™ k = 0,1, ..., N — 1. Spektrum je diskrétni a
periodické s periodou N, tedy plati ck+nv = ¢k [1].

1.2 Fourierova transformace diskrétnich signalt DTFT

Fourierova transformace diskrétniho neperiodického x[n] signalu je definovana

X(eja)) — ZOO x[n]e=jen, (1.7)
x[n] = wtz [ o x(em)ermda (18)

Na rozdil od spektra spojitych signald s kmitoCtovym rozsahem (-oo, o) je spektrum
diskrétnich signali vlivem navzorkovani periodické s periodou wy; = 27fi,

7 WO e . v v s w v v
(v normovaném vyjadieni 2m) a tedy kmitoctové omezené — Z"Z az % (—m az m), kde fi,

je vzorkovaci kmitocet [1].

1.3 Diskrétni Fourierova transformace DFT

V praxi jsou diskrétni signaly zpracovavany diskrétnimi systémy implementovanymi
v signalovych procesorech nebo ve formé vypocetniho softwaru na osobnim pocitaci.
Kmitoctova analyza pomoci prostredkli Fourierovy transformace s diskrétnim c¢asem
(1.7), (1.8) neni vtéchto systémech mozng, jelikoZ spektrum diskrétniho signalu je
spojitd funkce kmitoCtu w pocitana z nekonecného mnozstvi vzorki. Proto se zavadi tzv.
diskrétni Fourierova transformace DFT, kterd pracuje s kone¢nym poctem N vzorki
v Casové i kmitoCtové oblasti [1].

N—-1 2T
X[k] = Z x[nle*"",  k=01,..,N-1 (1.9)
n=0
1 N-1 . 2m
ROTED N I
k=0

Vztahy (1.9) a (1.10) vyjadruji N-bodovou piimou resp. zpétnou DFT. DFT
spektrum X[k] diskrétniho signalu x[n] délky N je diskrétni, obecné komplexni a také
délky N. Porovnanim (1.9) a (1.7) lze zjistit, Ze DFT spektrum vznikne navzorkovanim
jedné periody spojitého spektra DTFT X(e/«) s krokem

2m

ALl & —. 1.11
N ,hormovane N ( )

12



1.3.1  Vypocet DTFT pomoci DFT

Diskrétni spektrum obecné nalezi periodickym signalim (viz Fourierova rada). Pri
vypoctu spektra pomoci DFT se predpoklada, Ze analyzovany signal je periodicky
speriodou N. Tedy signal xp[n] vznikne periodickym opakovdnim s periodou N
analyzovaného signalu x[n]. Aby vzorky spektra vypocitaného pomoci DFT na
kmitoctech w, = k %n, kde N je délka DFT presné odpovidaly DTFT spektru signalu x[n],

musi platit, Ze délka analyzovaného signalu L <N, jinak dochazi ke zkresleni
analyzovaného signalu (c¢asovy aliasing) a tedy knespravnému urceni jeho spektra
(obr. 1.1) [1].

: ""'OTTTT’.f"" :
* ITTTT?Q,,,I TT?Q.“ITTTT?Q n
Tri TTr

C

Obr. 1.1: Periodizace sekvence x[n] pti vypoctu DFT délky N: a) neperiodicka sekvence
x[n] délky L, b) zperiodizovana sekvence xp[n] s periodou N > L, c¢) zperiodizovana
sekvence xp[n] s periodou N < L (¢asovy aliasing).

1.3.2  Vypocet DTFS pomoci DFT

Periodickd posloupnost vzorki xp[n] s periodou Nj je vyjadiena koeficienty cx DTFS
(1.6), které jsou urceny vztahem (1.5). Jestlize délka N analyzovaného signalu x[n] bude
definovana jako celistvy nasobek periody N signalu xp[n], N = mNy, m je celé, pak budou
slozky DFT spektra a koeficienty DTFS ve vztahu

- (1.12)

viz porovnani vztaht (1.9), (1.10) se vztahy (1.5), (1.6) [1].

13



1.3.3  Zakladni vlastnosti DFT

Vycet uvedenych vlastnosti je Cerpan z [1] a [2]. Vzor x[n] a jeho DFT obraz ve spektru
jsou ve vztahu dle (1.9) resp. (1.10), tento vztah bude dale znacen jako

DFT

x[n] — X[k] (1.13)

e Linearita

a, x4 [n] + ayx,[n] pd a, X1[k] + a, X, [k] (1.14)
e Periodicnost
x[n+ N] = x[n] (1.15)
X[k + N] = X[k] (1.16)
Funkce x[n] a X[k] jsou periodické s periodou N.
e Kruhovy ¢asovy posuv
DFT (1.17)

. 2T
x[n —ny] = X[k]e ¥V ™, n celé

N-bodova DFT predpoklada periodické prodlouZeni x[n] na xp[n] s periodou N.
Nedochazi tedy k prostému posuvu x[n] (takto ziskany signal by mél nenulové
vzorky mimo interval (0, V- 1)), ale k posuvu periodického prodlouZeni x[n],
tedy xp[n - no]. Tento posuv se da predstavit jako, kdyZ vysouvané vzorky mimo
interval (0, V- 1) se objevuji na zacatku intervalu (0, V- 1), jsou posouvany po
kruhu, proto kruhovy posuv.

e Kruhovy kmitoctovy posuv

. 27T, DFT 1.18
x[n]e’™" N ¥ X[k — k], k celé (1.18)
Obdobné jako v predchozim bodé, ale v kmitoctové oblasti.
e Kruhova konvoluce v ¢asové oblasti
DFT (1.19)
x1[n] ® x;[n] «— X [k]X,[k],
(1.20)

x1[n] ® x;[n] = Z __Oxl [m]x;[n —m]

Kruhova konvoluce se vyuZziva k urceni linearni konvoluce, viz [1], ktera popisuje
vystupni signal linedrniho Casové invariantniho systému definovaného impulsni
charakteristikou. Samotny vypocet linearni konvoluce probihd v kmitoctové
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oblasti (1.19) s naslednym prevodem do ¢asové (1.10), tomuto postupu se rika
rychla konvoluce.

Kruhova konvoluce v kmitoc¢tové oblasti

x1[n]xz[n] P %Xl [k] ® X,[k] (1.21)

DFT spektrum obracené posloupnosti

DFT 1.22
x[N —n] < X[N — k] (1.22)
DFT spektrum realné posloupnosti
DFT (1.23)

x[n] = X[k] = X*[N — k]

Je-li x[n] redlnd, pak X[k] je konjugované suda. Dale pro DFT spektrum realné
posloupnosti plati

1.24
RIX[K]} = REXIN — k1), (1.24)
~ ~ 1.2
S{X[KI} = —S{XIN - K}, (1.25)
X[kl = IXIN = k]|, (1.26)
1.27
plk] = —p[N — k] (127)
DFT spektrum realné sudé posloupnosti
DFT 1.28
x[n] e X[k] = X[N — k] (1.28)
Je-li x[n] realna sud4, pak X[k] je realna suda.
DFT spektrum realné liché posloupnosti
DFT (1.29)

x[n] «> X[k] = —X[N — k]

Je-li x[n] realna lich4, pak X[k] je imaginarni licha.
Vypocet IDFT pomoci DFT
N-1 2 *
N Lay—o

Vztah (1.30) umoZniuje vypocitat IDFT pomoci algoritmu piimé DFT, coZ je
vyhodné pri praktické implementaci algoritmu v signalovych procesorech.
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1.4 Efektivni vypocet DFT

Defini¢ni vztahy primé DFT a zpétné IDFT (1.9), resp. (1.10) Ize zapsat ve tvaru

N-1 21
X[k] = Z x[nWE, Wy =e W, (1.31)
n=0
1 —N-1
x[nl == X[KIWy™ (1.32)
N Ly

Z defini¢nich vztahi DFT a IDFT (1.9), (1.10) nebo (1.31), (1.32) vyplyva, Ze se jedna
o linearni transformaci, kterou Ize vyjadrit v maticovém tvaru

X[0] 11 1 L x[0]
x[2] |=| 1 wi wyg W x[2] | (1.33)
XIN=11 |1 wi-t w20 w (YOI [N — 1]

Zapis (1.33) vyjadiuje vypocet N-bodové DFT (1.31), maticové zapsany jako

Pro maticovy zapis vypoctu IDFT (1.32) bude ziejmé platit [1]

Xy = lW*NXN. (1.35)
N
Vztahy (1.31) az (1.35) vyjadiuji pfimou metodu vypoctu DFT, resp. IDFT. Je
patrné, Ze pro vypocet kazdého vzorku X[k| je potfeba N komplexnich nasobeni (2N
realnych nasobeni) a N—1 komplexnich s¢itani (2N —2 realnych scitani) a tedy pro
vypocet vSech N hodnot DFT je tifeba N2 komplexnich nasobeni a N(N — 1) komplexnich
sc¢itani. Tato kvadratickd zavislost poctu operaci a tedy ¢asové narocnosti vypoctu na
délce analyzovaného signalu je znacné neefektivni. Proto byly vyvinuty algoritmy, které
se vyznaCuji témér linedrni zavislosti poctu vypocetnich operaci na délce signalu.
Algoritmi existuje nékolik a jsou souhrnné oznacovany jako algoritmy rychlé
Fourierovy transformace FFT (Fast Fourier Transform). Tyto algoritmy jsou zaloZeny na
rozloZeni N-bodové DFT na nékolik mensSich M-bodovych DFT s naslednou kombinaci
vysledkli jednotlivych M-bodovych DFT. Redukce vypocetni narocCnosti spociva
nez komplexni sc¢itani. Nejvétsi vypocetni Uspory je dosaZeno, jestlize pro délku
analyzovaného signalu plati N=2m m je celé, kdy dochazi k postupnému rozkladu
signalu na sudou a lichou ¢ast az jsou pocitany 2-bodové DFT (algoritmus je oznacovan
jako radix 2). Timto postupem je dosaZeno témér linedrni zavislosti poctu komplexnich
nasobeni N/2log2N [1], [3], [4].
Algoritmy FFT vyuZivaji symetrické (1.36) a periodické (1.37) vlastnosti
komplexni exponencialy Wy (viz obr. 1.2)
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w2 = _wk, (1.36)

o (1.37)
Pro ilustraci zde bude uveden postup vypoctu 4-bodové DFT pomoci FFT. Jak jiZ bylo,
reCeno FFT algoritmy redukuji pocet operaci rozloZzenim N-bodové DFT na mens$i M-
bodové DFT. U 4-bodové DFT je tedy vstupni 4-bodova posloupnost rozloZena na dvé 2-
bodové, na které je pak aplikovana klasicka DFT a kombinaci vysledki 2-bodovych DFT
je dana vysledna 4-bodova DFT. Tedy vstupni posloupnost x[n] je rozloZzena na sudou
¢ast x1[n] a lichou ¢ast xz[n]

N
x,[n] = x[2n], n=0,1, ) (1.38)
N
ol =x2n+1),  n=01..5 (1.39)
Vysledna 4-bodova DFT je dana souctem 2-bodovych DFT sudé a liché ¢asti
3 1 1 K(2n+1
X[k] = Z x[n]wkn = Z x[2n]Wkn 4+ Z x[2n + 1JWkED, (1.40)
n=0 n=0 n=0
N=4 N=2
w;
W4_2 W40 I/Vzl 14/20
k k
w,
a) b)

Obr. 1.2: Hodnoty komplexni exponencialy Wy na jednotkové kruznici pro: a) 4-bodovou
DFT, b) 2-bodovou DFT.

Z obr. 1.2 je také patrna dalsi vlastnost komplexni exponencialy Wy
Wi =Wy . (1.41)

Zavedenim této vlastnosti a vyjadreni (1.38), (1.39) do vztahu (1.40), pak je 4-bodova
DFT dana
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X[k]

1
> nmwh e wh Y
n=0

1

n=0

x,[n]WE™ = X, [k] + WEX,[k],k =0,1,...,3

(1.42)

X1[k] a Xz[k] jsou 2-bodové DFT posloupnosti x1[n] a xz2[n] pocitané pro k=0, 1. Pro
ostatni k = 2, 3 se vyuzije toho, Ze X1[k] a Xz[k] jsou periodické (viz 1.16) s periodou N/2
(tedy 2) a dale pak symetri¢nosti Wy (viz 1.36)

X[k] = X [k] + WEX,[k], k=01 (1.43)

(1.44)

X[k + 2] = X,[k] — WEX,[k], k=0,

Pii delSich posloupnostech (N =2m) by se dale postupovalo vrozkladu (na sudou a
lichou cast) az na 2-bodovou DFT. Popsany postup vypoctu 4-bodové DFT pomoci
algoritmu FFT je graficky znazornén na obr. 1.3. Struktura vypoctu se sklada z obecné
log2N sekci, kazda sekce obsahuje N/2 tzv. motylkovych struktur a v kazdé sekci je
provadéno N/2 komplexnich nasobeni, celkem tedy N/2logzN. Vstupni posloupnost je
vlivem rozloZeni na sudou a lichou ¢ast v tzv. bitové reverznim poradji, které je dosazeno
prectenim binarniho zapisu indexu vzorku pozpatku. Timto zdpisem je dosaZeno, Ze
vystupni vzorky DFT jsou ve spravném poradi.

Sekce 1 Sekce 2
x[0] X[0]
w,
x[2] X[1]
-1
w,)
x[1] X[2]
-1
W4° Wf
x[3] X[3]
-1 -1

Obr. 1.3: 4-bodova DFT pomoci FFT.

VySe popsany algoritmus, kdy dochazi krozkladu vstupni posloupnosti na sudou a
lichou ¢ast se nazyva decimace v ¢ase DIT (Decimation In Time). Existuje i algoritmus,
ktery ponecha vstupni posloupnost v nezménéném poradi, pouze ji rozdéli na prvni a
druhou polovinu, coz ma za nasledek, Ze vystupni DFT vzorky jsou v bitové reverznim
poradi. Tento algoritmus se nazyva decimace v kmitoctové oblasti DIF (Decimation In
Frequency). Dale se algoritmy déli dle velikosti provadénych DFT, napi. radix 4
vyzadujici posloupnost délky 4™ a dalsi [1], [3], [4].
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1.4.1  Porovnadni vypocetni narocnosti vypoctu DFT primou metodou a algoritmem FFT

V predchozi kapitole byl teoreticky popsan efektivni vypocet DFT pomoci algoritmu FFT.
Vypocetni uspora FFT je predevSim dana zredukovanim poctu komplexnich nasobeni.
Nejvétsi uspory nastava, je-li délka vstupniho signalu N =2m, kde m je celé. V této
kapitole bude uvedeno praktické ovéreni efektivnosti vypoctu FFT.

Tab. 1.1 ukazuje usporu vypocti DFT algoritmem FFT oproti pfimé metodé
v zavislosti na délce vstupniho signalu N. Pocet komplexnich nasobeni pfi pouZiti primé
metody roste kvadraticky s N, oproti tomu u FFT je tato zavislost témeér linearni
N/2log:N. Z tabulky je dale vidét, Ze uZ pri menSich délkach vstupniho signalu dochazi
k vyrazné uspore vypocetni narocnosti.

Tab. 1.1: Porovnani naroc¢nosti vypoctu DFT pfimou metodou a algoritmem FFT.

Délka Pocet komplexnich Pocet komplexnich nasobeni Vypocetni
signalu N nasobeni primou DFT algoritmem FFT uspora [%]
4 16 4 75

8 64 12 81,25
16 256 32 87,50
32 1024 80 92,19
64 4096 192 95,31
128 16384 448 97,27
256 65536 1024 98,44
512 262144 2304 99,12
1024 1048576 5120 99,51
2048 4194304 11264 99,73

Vypocetni naro¢nost algoritmu piimo souvisi s celkovym ¢asem vypoctu, ktery je
klicovym faktorem pii implementaci algoritmu v aplikacich pracujicich v redlném case.
Méreni ¢asové narocnosti vypoctu DFT bylo provedeno v Matlabu pomoci vestavénych
funkci tic a toc. Tyto funkce slouzi k méreni ¢asu potrebného pro vykonani urcité
sekvence piikazl (programu, funkci atd.). Pfikaz tic spusti asovac, piikazem toc je
Casovac zastaven a je vracena hodnota casovacel. Nasledujici sekvence piikazi méri cas
potifebny pro vypocet DFT vstupni posloupnosti x pri pouziti algoritmu FFT a primé
metody vypoctu:

tic; spusténi casovace

fft (x);
t fft = toc;

vypocet DFT algoritmem FFT

o° o° oo

zastaveni c¢asovace

tic; spusténi cCasovace

o°  o°

dft (x) ;
t dft = toc;

vypoCet DFT primou metodou

o°

zastaveni cCasovace

1 Cas naméieny funkcemi tic a toc je zavisly na vypocetnim vykonu CPU, méfeno na CPU 1,7 GHz
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Vypocet DFT pomoci FFT byl realizovan vestavénou funkci fft (x). Kvypoctu DFT
pfimou metodou byla vytvorena funkce dft (x), ve které je implementovan maticovy
vypocet DFT (viz 1.33). Porovnani ¢asové narocnosti obou pristupi k vypoctu DFT bylo
provedeno skriptem time, jehoZ vystup je znazornén na obr. 1.4.

0.2 T T T T —0.2
° FFT ®

®  prima metoda /

tepy [Ms]
tppr L8]

0 50 100 150 200 250
Délka signalu N

Obr. 1.4: Porovnani casové narocnosti vypoctu DFT algoritmem FFT a pfimou metodou.

Z obrazku jasné vyplyva exponencialni zavislost ¢asové narocnosti vypoctu DFT
piimou metodou na rozdil od témér linearni zavislosti pfi vypoctu algoritmem FFT.
Obrazek 1.4 potvrzuje vypocty uvedené v tab. 1.1. Méreni bylo provadéno do maximalni
délky 256 vzorki vstupniho signalu?, kdy vypocetni ¢as algoritmem FFT je v radech
setin milisekund, kdeZto Cas potrebny pro vypocet pfi pouziti pfimé metody se pohybuje
v desetinach sekund.

Funkce dft pro vypocet DFT primou metodou a skript time pro porovnani
narocnosti vypoctii DFT jsou predlohou pro upravené kédy dft exam a time exam.
Tyto upravené koédy budou slouZzit pro samostatnou praci studentd v pocitacovych
cvicenich, v ramci kterych budou tyto kddy doplnovat a ovérovat tak efektivnost vypoctu
DFT algoritmem FFT. Funkce dft exam bude dopliiovana dle vztahu 1.33. VSechny vyse
uvedené funkce a skripty jsou obsazZeny na priloZeném CD.

2 Pri vétsich délkach vstupniho signalu je vypocet pfimou metodou velmi naroény, dochazi k ndsobeni
matic velkych rozmért
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1.5 DFT spektralni analyza signali

Kurceni spekter spojitych nebo diskrétnich signalli, obecné slouzi Fourierovy
transformace pro spojity ¢i diskrétni cas, které pro sviij vypocet vyzaduji nekonecné
mnoZstvi hodnot signalu. Pri spektralni analyze pomoci DFT (FFT) je ovSem k dispozici
konecné mnozstvi vstupnich dat, coz ovliviiuje vysledny tvar spektra.

Analyzovany signal x[n], ktery byl ziskan navzorkovanim spojitého signalu
vzorkovacim kmito¢tem fi; je omezen na L vzorkil, tedy 0 <n <L-1. Doba trvani
signalu je T = LTy, (Casové okno). Omezeni signalu x[n] na L vzorkd odpovida nasobeni
plivodné neomezeného signalu x[n] ¢asovym oknem w[n] délky L, ¢imzZ vznikne signal
Xw[n]

xwn] = x[n]w(n]. (1.45)

Nasobeni v ¢ase odpovida konvoluci ve spektru, tedy vysledné spektrum signalu xw[n]
bude obecné dano konvoluci spektra x[n] a spektra w[n] (viz 1.21), je tedy nutné znat
spektrum okna, které je nejcastéji obdélnikové. S vyuzitim vztahu pro soucet N prvki
geometrické rady a vyjadieni funkce sinu pomoci komplexni exponencialy je N-bodova
DFT obdélnikového okna délky L dana ([1], [3])

N-1 _om -1, _amn 1 — e Ky
Wikl =Y whle 7Nt =) " (o) =t
n=0 n=0 —Jjk
: 2n
_ kA1) St (kWL)

sin kZ_n .
(k)

(1.46)

1.5.1  Vlivdélky DFT N na podobu spektra

Jak jiz bylo zminéno, jestlize plati N > L, tak N vzork( DFT kompletné reprezentuje
posloupnost délky L. Jestlize N = L, bude pro spektrum obdélnikového okna platit

L, k=0

Wikl = {0, k=12,..,L—1 (1.47)

Pro lepsi vypovidaci schopnost spektra se pti jeho vypoctu voli N > L, ¢imZ se zmensuje
rozdil mezi jednotlivymi vzorky spektra (1.11). Spektrum obdélnikového okna délky
L =10 pro riizné délky N je zndzornéno na obr. 1.5. Je vidét, Ze pro N =L se ve spektru
objevi pouze jeden vzorek hodnoty L (1.47). Se zvétSujicim se N dochazi ke zmenseni
odstupu mezi jednotlivymi vzorky (1.11). Z pribéht je patrné, Ze tvar spektra ziistava
zachovan, pouze obsahuje vice vzorki a je 1épe ¢itelné. Sitka hlavniho laloku spektra je
dana 2N/L (2fwz/L), nulové vzorky jsou na nasobcich N/L (f.;/L). ZvétSovani N se
dosahne doplnénim signalu délky L nulami na délku N, tedy doplnénim N - L nulami [1],

[3].
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L=10,N=10 L=10,N=20

-15-10 -5 0 5 10 15 20 25
k k

Obr. 1.5: N-bodové DFT obdélnikového okna délky L.

1.5.2  Vliv délky signdlu L na N-bodové DFT spektru

Je dan navzorkovany signal x[n] (1.48) délky L, ktery se sklada ze dvou harmonickych
sloZek f1 = 237 Hz a f; = 249 Hz. Vzorkovaci kmitocet f, = 1000 Hz.

x[n] = cos[2mfin] + cos[2mf,n]. (1.48)

Signal bude podroben N-bodové DFT (vypocet pomoci FFT) spektralni analyze a bude
prozkouman vliv délky signalu L a na vyslednou podobu N-bodového DFT spektra
analyzovaného signalu.

Vysledné spektrum signalu x[n] je dano souctem dil¢ich spektralnich sloZek fi a f>.
Pti pouziti obdélnikového okna je Sitka hlavnich laloktl jednotlivych spektralnich slozek
2fvz/L. Jestlize bude platit |f1 - f2| < fvz/L, spektra dil¢ich sloZek se budou piekryvat a ve
vysledném spektru nebudou jednotlivé slozky rozeznatelné. Aby tedy bylo moZné
detekovat obé slozky, musi platit |fi - f2| = fv2/L, CehoZ se dosdhne zvétSenim délky L
analyzovaného signalu, kdy dochazi k ztiZeni hlavniho laloku obdélnikového spektra.
Vliv délky L analyzovaného signalu x[n] na vyslednou podobu N-bodového DFT
(N =1000) spektra je zobrazen na obr. 1.6. Prvni dva priibéhy odpovidaji spektru pro
signal délky L = 50 vzorkd, tieti priibéh pro L = 100 vzorkii.
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L =50, N=1000

[ N [ N N N N N N
— ! 2m237 i
& 04l i cos[2m237n] 1 i
S m 7T cos[2m249n] H
< 021 H “ i
O T M A Ve = 5 AF Y -
-500 400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500
f[Hz]
L =50, N =1000
0.6 L L L L L L
§ 0.4 |- cos[2m237n] + cos[2m249n]
N
>
=
0 = ca ~ r
-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500
f[Hz]
L =100, N=1000
0.6 L L L L L L L
§ 0.4 |- cos[2m237n] + cos[2m249n] |
N
R
< 021 i
0° .3 WWWywwwy MAMIA VYWV WWWWWAr~A [
-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500
f[Hz]

Obr. 1.6: Vliv délky signalu L na DFT délky N = 1000 bodd, fv- = 1000 Hz.

Z obrazka 1.5 a 1.6 plyne, zZe zvySovani délky N-bodové DFT dochazi pouze ke
zlepSeni Citelnosti spektra pri zachovani jeho tvaru. Naopak zvySovani délky
analyzovaného signalu L zpisobuje zménu tvaru spektra a zvétSuje rozliSovaci
schopnost ve spektru. Na priloZeném CD je obsaZen skript zero pad realizujici
jednoduché animace pro demonstraci obou vySe zminénych vlivii na vysledny tvar
spektra. Na obrazcich 1.7 a 1.8 jsou zachyceny vytezy jednotlivych animaci. Obr. 1.7
zachycuje krok animace demonstrujici vliv délky DFT N na vysledny tvar spektra signalu
délky L =50, délka DFT N je ménéna v Kkrocich 50, 100, 500, 1000, 10000 vzorkd.
Nasledujici obrazek 1.8 zachycuje animaci vlivu délky signalu L pti konstantni délce DFT
spektra N = 1000 v kroku L = 500, délka signalu L je ménéna v krocich 50, 75, 100, 500,
1000 vzorkd.
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Délka signalu L =50

2 T T T T T T T T T =
1 i
=
= o .
- W\*“
1 el
{ —®  cos[2m277nT] + cos[2m287nT]
d r r r r r r r r
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045
nT[s]
Délka DFT N=10000
r T T X T T T T T T r
0.6 - — cos[2m277nT) -
= T cos[2m287n
5 04 [ 1 |
S, cos[2m277nT) + cos[2m287nT]
=
0.2 i
0 k ) LparS SO N Y SO TR X k
-500 -400 300 -200 100 0 100 200 300 400 500
f[Hz]

Obr. 1.7: Vytez animace demonstrujici vliv délky DFT N, pii konstantni délce signalu L na
spektralni analyzu

Délka signélu L= 500

L =
|
hA il ‘ ‘ M\ ‘{
E I'!l l lll!ll y ‘ll'l il' | ' ] l llll“’l ' m|l I'l" l "‘ I “ 'l |’ H\ QLH @% \H P
) . i' ' ' ' ! ll , ‘U*\ U\‘MU‘\‘\QMI“ ‘
v cos[27c277nTj + cos[21t287nT]
005 0.1 0.2 025 03 035 04- 045
nT [s]
Délka DFT N=1000
0.6¢ [ [ L L L L L L L
cos[2m277nT] + cos[2m287nT]
= 0.4+ =
5
N 02} |
-%(-)O _4(;0 -300 -2(30 -1(r)0 (; 1(;0 2(;0 300 4(;0 500
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Obr. 1.8: Vytez animace demonstrujici vliv délky signalu L pti konstantni délce DFT N na
spektralni analyzu
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1.5.3  Prosakovdni ve spektru (leakage)

Z obrazki v predchozi kapitole je také vidét, Ze spektrum jednotlivych harmonickych
sloZek neni soustfedéno vjednom kmitoctovém vzorku, ale je rozprostfeno do celého
kmitoctového rozsahu. Tento jev je oznacovan jako prosakovani ve spektru (vykon jedné
kmitoctové sloZKy prosakne do ostatnich sloZek). Dochazi k nému vlivem omezeni délky
analyzovaného signalu casovym oknem. Spektrum je tedy pri pouZziti obdélnikového
okna dano konvoluci spekter analyzovaného signalu a obdélnikového okna (1.46).

Prosakovani je nejpatrnéjsi pro harmonicky signal xp[n]. Analyzujme tedy signal
x[n] délky L, ktery je dan zkracenim ptivodné nekone¢ného harmonického signalu x,[n].
JestliZe plati

L = mN,

b m celé (1.49)

kde N, je perioda signalu xp[n], pak periodické prodlouzeni x[n] (DFT predpoklada
periodické prodlouZeni analyzované posloupnosti) odpovida signalu xp[n]. Vzorky DFT
spektra padnou na nasobky N/L a vysledné DFT spektrum je soustiedéno do jedné
kmitoctové slozky, neni rozmazano (odpovida DTFS signalu xp[n]). Pri nesplnéni
podminky (1.49) periodické prodlouzZeni signalu x[n] neodpovidda harmonickému
signalu xp[n], obsahuje nespojitosti a v jeho spektru se objevuji dal$i kmitoctové slozky
(spektrum je rozmazano), viz obr. 1.9.

™ M A
N w

x[n]

0 40
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Obr. 1.9: DFT spektrum signalu x[n] délky, levy sloupec: celo¢iselného nasobku periody,
pravy sloupec: neceloc¢iselného nasobku periody.

Pro zmirnéni prosakovani (nelze odstranit dplné) se pouZivaji riizna casova okna,
kterych dnes existuje cela rada3. JednotlivdA okna se lisi tvarem a spektralnimi
vlastnostmi (viz obr. 1.10). Pro spektralni analyzu jsou dtlezitymi parametry S$itka

3 Matlab disponuje knihovnou wintool pro generovani oken
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hlavniho laloku, vy$ka postrannich laloki a s tim souvisejici strmost jejich klesani. Uzky
hlavni lalok umoziiuje velkou rozliSovaci schopnost ve spektru (viz obr. 1.6), nizké
postranni laloky potlacuji prosakovani spektra do okolnich kmitoctd. Idedlni okno, které
ma uzky hlavni lalok a nizké postranni laloky neexistuje a vZdy tedy pfi jejich pouZziti
dochazi ke kompromisu mezi rozliSovaci schopnosti ve spektru a potlaCenim
prosakovani. Obdélnikové okno ma nejvyssi postranni laloky, proto pfi jeho pouziti
dochazi k nejvétsSimu prosakovani, naopak rozliSovaci schopnost je vlivem nejuzsiho
hlavniho laloku nejvétsi. Ostatni okna se vyznacuji nizs$imi postrannimi laloky, a tedy

jsou vhodné pro potlaCeni prosakovani, ale naopak zhorsuji rozliSovaci schopnost

spektra.
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Obr. 1.10: Vybrana ¢asova okna a jejich spektra.

VétSina pouzivanych oken je tvaru zvonu (viz obr. 1.10) a tedy zperiodizovany signal
vynasobeny (vahovany) oknem nevykazuje nespojitosti (obr. 1.11) a dochazi k redukci
prosakovani do okolnich kmitocti. Je nutné poznamenat, ze kdyz se pouzije ¢asové okno
(jiné neZ obdélnikové) na signal spliujici podminku (1.49) dojde vlivem Sirsiho hlavniho
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laloku k rozprostreni spektra kolem hlavniho kmitoctu, tedy k prosaknuti. Je zfejmé, ze
vahovanim signalu dojde ke zmenSeni jeho energie a tedy velikost spektralnich car
vahovaného signdlu je mensi neZ ptivodniho nevdhovaného signalu. Proto se spektrum
vahovaného signalu normuje vzhledem k ptivodnimu spektru

X[k] = XW[k]L/Z ;Ow[n], (1.50)

kde Xw[k] je spektrum vadhovaného signalu oknem w[n] a X[k] je vysledné spektrum po
normovani [4]. Je zfejmé, Ze normovanim ve spektru dochdzi ke zménam v Casové
oblasti, normovani se tedy pouZziva pro porovnani spekter nevahovaného a vahovaného
signalu.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

b)

Obr. 1.11: Zperiodizovany signal nespliiujici podminku (49) vynasobeny:
a) obdélnikovym oknem, b) Blackmanovym oknem.

1.5.4  VyuZiti casovych oken pri DFT spektrdlni analyze

Uved'me praktické ukazky potlaceni prosakovani pomoci vahovacich oken a moZnosti
jejich pouziti pri kmitoctové analyze. Jak jiz bylo feCeno, prosakovani je nejvice vyrazné
pro harmonické signaly. Tedy je dan harmonicky signal o kmitoctu fi = 240 Hz ktery je
navzorkovan s kmito¢tem fi = 1000 Hz. Pro analyzu je k dispozici L = 64 vzorki takto
navzorkovaného signalu x[n]. Signal x[n] nespliiuje podminku (1.49) a dochazi tedy
vijeho DFT spektru k prosakovani. DFT je pocitana pro N =1000 vzorkl nejdiive pro
signadl nevahovany (obr.1.12a; obdélnikové okno) a poté pro signal vahovany
Hammingovym oknem (obr.1.12b). Je vidét, Ze spektrum signalu vahovaného
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Hammingovym oknem ma daleko niz§i postranni laloky, dochazi k potlaceni
prosakovani aZ o 50 dB (u obdélnikového okna max. o 34 dB). Proto jsou vahovaci okna

vV

40
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r r r r r r r r r
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Obr. 1.12: DFT spektrum signalu x[n] = cos[2m240n]: a) nevahovaného (obdélnikové
okno), b) vAhovaného Hammingovym oknem po normovani.

Méjme tedy signal x[n], ktery je slozen ze dvou harmonickych signald, ze
silnéjstho signalu samplitudou A;, s kmito¢tem f1=240Hz a slabSiho signalu
s amplitudou A2 =0,141V, s kmitoCtem f, =280 Hz. DFT spektrum takto sloZeného
signalu je na obr.1.13, pro obé slozky signalu nastava prosakovani. Pri pouziti
obdélnikového okna je ve spektru slabsi signal obtiZné (zda-li viibec) detekovatelny
vlivem prosakovani silnéjSiho signalu (obr. 1.13a). Bude-li signal pred vypoctem DFT
spektra vAhovan Hammingovym oknem, dojde k redukci prosakovani silnéjSiho signalu
do ostatnich kmitoctovych sloZzek a slabsi signal bude mnohem lépe detekovatelny
(obr. 1.13b). Zarovein vSak dojde vlivem pouZiti okna k rozsifeni hlavnich lalok. Pti
pouzivani oken je tedy nutné brat v ivahu nejen vysku jejich postrannich lalokd, ale také
Sirku hlavniho laloku, ktery urcuje rozliSovaci schopnost ve spektru. Aby bylo mozné
slabsi signal detekovat, musi byt kmitoCtové vzdalen od silnéjSiho signalu alespon
o polovinu $ifky hlavniho laloku okna.
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Obr. 1.13: DFT spektrum signalu x[n] = 5cos[2m240n] + 0,5cos[2m280n] :
a) nevahovaného (obdélnikové okno), b) vahovaného Hammingovym oknem.

Vybér ¢asového okna zalezi na konkrétni aplikaci. Vliv vybranych oken na ¢asovy
pribéh a spektrum signdlu demonstruje jednoducha animace skriptu win, jeZ je obsazen
na priloZzeném CD. Vyiez animace je zobrazen na obr. 1.14, kde je vidét porovnani
Casovych pribéht a spekter signalu pti pouziti obdélnikového okna a Hannova okna. Na
CD je také obsaZen skript win exam, ktery je urfen ksamostatné praci studenti
v pocitacovych cviceni a je zaméren na vyuziti Casovych oken pti DFT spektralni analyze.

x[nT] = 5cos[2m220nT] + 0.5cos[2m280nT]

T

IX(¢/*™)| [dB]

w

IX_(2)| [dB]

- : 0k he e b
0 0.02 0.04 0.06 -500 0 500

nT(s] f1Hz]

Obr. 1.14: Vyfez animace demonstrujici vliv riznych ¢asovych oken na ¢asovy pribéh a
spektrum signalu
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2 Reprezentace pasmové omezenych signaltu

Vystupem prace bude laboratorni tloha simulujici zpracovani signali v redlném case.
Uloha bude zaméiena na komplexni reprezentaci redlnych pAsmové omezenych signald.
V nasledujici kapitole bude tedy vysvétlen pojem pasmové omezeny signal a bude
odvozena komplexni reprezentace téchto signalii nejdiive v analogové podobé a poté
v podobé diskrétni. Na tuto kapitolu navazuje priloha A, kde je teoreticky popsana
laboratorni tloha zamérena na tuto problematiku. V tloze jsou popsany a realizovany
rizné metody komplexniho vyjadieni redlnych pasmové omezenych diskrétnich signalti.

Signaly oznacované jako pasmoveé omezené (bandpass) se vyznacuji tim, Ze jejich
spektrum je soustfedéno do uzkého kmitoctového pasma B obklopujictho nosny
kmitocCet fc (obr. 2.1). Pro tyto signaly tedy ve vétSiné pripadu plati, Ze nosny kmitocet
fc=(fu+fp)/2 je daleko vétsi nez Sirka pasma B = fi - fp. PAsmové omezené signdly se
velice casto vyskytuji vtelekomunikacnich systémech, kdy informacni signal je
namodulovan na nosnou vinu a poté prenasen riiznymi médii (kroucené pary, satelitni
prenos, opticky kabel atd.). Oznac¢ime-li takto ziskany (namodulovany) signal s(t), ktery
je spojity a realny, jeho spektrum S(f) vykazuje symetrii kolem nulového kmitoctu
(obklopuje kmitocty fc a —fc) a nese tedy dvojndsobné mnozstvi informace. Spektrum S(f)
je obecné komplexni (obsahuje informaci o fazi spektralnich slozek) a slozky na
kladnych a zapornych kmitoctech jsou ve vztahu

S(f) =5 (=1, (2.1)

kde symbol * znac¢i komplexné sdruzeny par. Signal s(t) tedy miize byt kompletné
popsan pouze jednou polovinou svého spektra, aniZ by doslo ke ztraté informace. Toho
1ze dosahnout s vyuzitim komplexniho vyjadreni signali [5].

IS(

: J
Tu 'fc Tp 0 o fc Sy

f[Hz]
Obr. 2.1: Amplitudové spektrum pasmové omezeného signalu.

30



2.1 Vyuziti komplexnich signali pro reprezentaci pasmové omezenych
signala

S vyuzitim komplexnich signdlli lze vyjadrit libovolny pasmové omezeny signal pouze
jednou polovinou jeho spektra a nasledné také jeho nizkofrekvenénim ekvivalentem
v zakladnim pasmu. Vyjadieni v zakladnim pasmu je vyhodné s ohledem na snadnéjsi
simulaci komunikac¢nich systémf, snizeni obvodové a vypocetni naroc¢nosti zpracovani
signalli apod.

Nejdrive bude vyjadren redlny signal cos2mfct pouze pomoci kladné ¢asti svého
spektra. Tento signdl Ize také zapsat jako

1 . 1 .
cos 2mfct = Ee‘ﬂ”fct + Eeﬂ”fct. (2.2)

Zapis (2.2) vyjadruje spektrum realného signalu cos2mfct, které je komplexni a obsahuje
dvé spektralni slozky s amplitudou % na kmitocCtech fc a -fc (viz 2.1). Ekvivalentné muze
byt redlny signal cos2mfct vyjadien jako redlna ¢ast komplexniho signalu

cos 2mfct = 2R {% ejZ"fct}. (2.3)

Ze vztahu (2.3) plyne, Ze redlny signdl cos2mnfct bude ve spektru popsan pouze svou

kladnou ¢asti (f = fc). Amplituda kladné ¢asti spektra je zdvojndsobena aby nedoslo ke
ztraté informace vlivem vynechani zaporné slozky spektra [1].

Pristup k vyjadreni redlného signalu cos2mfct pouze jeho kladnou polovinou

spektra popsany v predchozim odstavci lze aplikovat na libovolny redlny pasmové

omezeny signal s(t). Zavedenim zpétné Fourierovy transformace lze tento signdl vyjadrit
prostrednictvim spektralnich sloZek na kladnych a zapornych kmitoctech

co 0 [e%)
s(t) =] S(f)efzﬂftdf=j S(f)efzﬂftdf+f S(f)el?™tdf, (2.4)
— 00 — 00 0

Podobné jako vztah (2.2) lze vztah (2.4) svyuzitim vztahu (2.1) a zaménou f za -f
v integralu s mezemi od —oo do 0 zapsat jako

s(t) = jws*(f)e‘jz”ftdf + fOOS(f)efzﬂftdf (2.5)
0 0
a obdobné jako ve vztahu (2.3) plati
s(t) = 2R { f OoS(f)ejZ”f fdf} = R{s,(O)}. (2.6)
0
Vztah (2.6) je tedy také vyjadirenim realného signalu s(t) jako realné c¢asti komplexniho

signalu sa(t) a je popsan pouze pomoci spektralnich sloZek na kladnych kmitoctech.
Komplexni signdl sa(t) je oznacovan jako analyticky signal signalu s(t)
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sa(t) = zf S(fel*™taf, (2.7)
0
Spektrum analytického komplexniho signalu tedy obsahuje pouze slozky na kladnych
kmitoCtech s dvojnasobnou amplitudou oproti slozkdm spektra redlného signalu [1].

Analyticky signal sa(t) plné popisuje realny signal s(t) prostrednictvim jedné casti
(kladné) spektra S(f) signalu s(t). Vztah (2.6) ukazuje, Ze signal s(t) je realnou casti
signalu sa(t), z cehoZ plyne, Ze analyticky signdl sa(t) lze ziskat z redlného signalu s(t).
K odvozeni jakym zplsobem se toho dosahne, miize byt spektrum analytického signalu
Sa(f) vyjadireno pomoci jednotkového skoku ve spektru U(f), pro ktery plati U(f) = 1, pro
fz0aU(f)=0,prof<0

Sa(f) = 28(HU). (2.8)

V kmitoctové oblasti k ziskani analytického signalu staci vynasobit spektrum S(f) signalu
s(t) spektralnim jednotkovym skokem (nasobeni dvéma kompenzuje vynechani
zapornych kmitoctl). Zavedenim zpétné Fourierovy transformace kmitoctového
jednotkového skoku

J

—— 2.
2mt (29)

u(t) = fooU(f)efZ”ftdf = %6(1:) +

kde 4(t) oznacuje jednotkovy impuls a ndasledné svyuzitim konvolu¢niho teorému
(ndsobeni v kmitoctové oblasti odpovida konvoluci v ¢asové oblasti) lze popsat
analyticky signal v Casové oblasti

1 j 1
s,(t)=2 {S(t) ¢ [E 6(t) + Zj—m]} = s(t) +jE *s(t) = s(t) + js(t). (2.10)

Ze vztahu (2.10) je patrné, Ze realnou Cast analytického signalu sa(t) tvori realny signal
s(t) aimaginarni ¢ast je dana

1 1
50 = 5@ =+

® s(1)

o —dr. (2.11)

Tedy signal §(t) je ziskdn konvoluci impulsni charakteristiky 1/t se signalem s(t). Jinak
reCeno signal §(¢t) je vystupnim signalem filtru s impulsni charakteristikou

1
hy(t) = — <t< oo, (2.12)

na jehoZ vstup je priveden signal s(t). Vztah (2.11) reprezentuje Hilbertovu
transformaci4. Filtr definovany vztahem (2.12) se nazyva Hilbertlv transformator a jeho
kmitoctova charakteristika (obr. 2.3) je dana Fourierovou transformaci impulsni odezvy

4 Hilbertova transformace neni ve smyslu jako Fourierovské transformace transformaci mezi casovou a
kmitoctovou oblasti. Vstupni i vystupni funkce Hilbertovy transformace jsou funkci ¢asu.
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Hur (/) = f_w hun(t)e™FrTtde = {_j j{z v (2.13)
T
| -5 f>0
Hyr(f) = |Hyr(f)|e/*D, |Hyr (f)] =1, o(f) =1 r : (2.14)
5 <0

s() Risa(0} 7\ sa(6) = (1) +j5(0)

3{sa(t)}

Obr. 2.2: Vypocet analytického signalu pomoci Hilbertovy transformace.

Vztahy (2.13) a (2.14) popisuji vlastnosti Hilbertova transformatoru v kmitoctové
oblasti, znichz plyne, Ze HilbertGv transformator vystupuje jako fazovaci clanek
(allpass) ménici fazi spektralnich slozek vstupniho signalu s(t) o + m/2. Analyticky signal
nyni Ize pomoci Hilbertovy transformace vyjadrit jako

s, (t) = s(t) +js(t). (2.15)

Hilbertova transformace tedy slouzi k ziskdni imaginarni c¢asti komplexni analytické
reprezentace realného signalu s(t) (obr. 2.2) [1], [5].

S 1 '
F
jani
=
0
0
fIHz]
a)
72
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_72/2
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Obr. 2.3: Kmitoctové charakteristiky Hilbertova transformatoru: a) amplitudové
spektrum, b) fazové spektrum.
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Analyticky signal sa(t) pasmové omezeného signalu s(tf) ma spektrum
soustifedéno v pasmu B obklopujicim kladny kmitocet fc. V nékterych aplikacich je
Zadouci toto pasmo posunovat po kmitoCtové ose (f>0) popripadé ho vyjadrit
vzakladnim pasmu -B/2<f<B/2, fc=0. Zmodula¢ni vlastnosti Fourierovy
transformace vyplyva, Ze kmitoCtovy posun o —fc odpovida v ¢asové oblasti ndsobeni
komplexni exponencialou e ~/27/ct

Sur(8) = 54 (D)e T2t S S, (F) = S.(f + fo). (2.16)

Komplexni signal su¢(t) se nazyva komplexni obalkou pasmové omezeného realného
signalu s(t) a vyjadruje nizkofrekvencni ¢ast redlného pasmové omezeného signalu s(t).
Vyvoj spektra pii komplexnim vyjaddreni redlného pasmové omezeného signalu je
znazornéno na obr. 2.4 [1], [5].
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Obr. 2.4: Vyvoj amplitudového spektra pri komplexnim vyjadreni realného pasmové

omezeného signalu: a) amplitudové spektrum readlného pasmové omezeného signalu,

b) amplitudové spektrum analytického signalu, c) amplitudové spektrum komplexni
obalky.

Komplexni reprezentace redlnych diskrétnich signali je obdobna jako v pripadé
signali spojitych. Objevuji se zde ale drobné modifikace a omezeni, které musi byt
zavedeny s ohledem na periodi¢nost spektra S(e¢/«) diskrétniho realného signalu s[n].
Stejné jako v analogové podobé bude zaveden analyticky diskrétni signal sai[n] a jeho
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spektrum S.(e/®). Vzhledem ktomu, Ze spektrum S$(e/«) vykazuje periodicitu se
vzorkovacim kmito¢tem w.,, nemize byt vyzadovano, aby spektrum S.(e/®) pro w<0
bylo nulové. S ohledem na toto omezeni bude spektrum analytického signalu ziskano

jako
. w
_ 25(e’®), O0<w< sz
S.(e/®) = Wy : (2.17)
0, - <w<O0

Idedalni diskrétni Hilbertlv transformator je definovan

. wVZ
, —J 0<w<—=
Hyr(el®) = Do (2.18)

i, ——<w<0
J) 20)

a tedy stejné jako vanalogové podobé vyjadiuje fazovaci c¢lanek, ktery méni fazi
vstupniho signalu o + /2. Spektrum Sa(e/*) je obecné komplexni a plati pro néj

Sa(e/®) = S(e/?) + jS(e’*), S(e/®) = Hyr(e’®)S(e’®). (2.19)

K urceni analytického signalu v ¢asové oblasti je nutné znat impulsni charakteristiku
Hilbertova transformatoru danou zpétnou Fourierovou transformaci s diskrétnim ¢asem
kmitoctové charakteristiky (2.18)

1 0 Wyz

. 1 .
hyr[n] = — jel“"dw — f ’ jel“"dw (2.20)
0

Wy ——wz" Z Wy

VyteSeni integralt vede na impulsni charakteristiku v podobé

. o (TN
hyr[n] = Ew' n#0=

- n 2 (2.21)
0, n=20

—, n liché

{ 0, n sudé
m

Analyticky signal sa[n] v diskrétni podobé bude ziskan stejnym zpiisobem jako v ptipadé
spojitého signalu, kdy imaginarni c¢ast analytického signalu bude tvofena vystupnim
signalem diskrétniho Hilbertova transformatoru

s,[n] = s[n] + js[n]. (2.22)

Posun diskrétniho analytického signalu s.[n] do zakladniho pdsma -B/2<f<B/2, fc=0
a tedy ziskani komplexni obalky snfn] diskrétniho signalu se provede obdobnym
zplsobem jako v analogovém piipadé (2.16) se zaménou diskrétniho ¢asu n za spojity t

[11, [6].
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Obr. 2.5: Charakteristiky idedlniho diskrétniho Hilbertova transformatoru: a) impulsni
charakteristika, b) amplitudové spektrum, c) fazové spektrum.
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3 Real Time Toolbox

Real Time Toolbox (dale jen RTT) je rozSirujici knihovna programového prostredi
Matlab/Simulink pro praci se skutenymi redlnymi signaly. RTT obsahuje
vstupné/vystupni (dale jen I/0) bloky, kterymi je moZné realné signaly pripojit do
Simulinku, tam je pomoci navrzeného modelu zpracovat a dale distribuovat jako realné
signaly. VSe probéhne vrealném case. Komunikace s okolim je zajiSténa podporou
ovladact pro I/0 zarizeni od nékolika vyrobcl [9]. Signaly pro zpracovani mohou byt
analogové i digitalni a s vypocetnim jadrem realného ¢asu se vzorkovacim kmitoCtem az
25 kHz je mozné experimentovat s fidicimi systémy nebo se systémy pro zpracovani
signalli. Nize uvedené popisy bloki jsou cerpany z literatury [7].

Jak jiz bylo receno v predchozi kapitole, vystupem prace bude laboratorni tloha
simulujici zpracovani signalii v redlném case. Jako 1/0 zarizeni pro pripojeni realnych
signali do Matlab/Simulinku bude vyuzita PCI mérici karta AD622, komunikaci mezi
kartou a Matlab/Simulinkem bude zajiStovat pravé knihovna RTT. Karta disponuje osmy
14 bitovymi A/D a osmy D/A pirevodniky srozsahem # 10V (analogové vstupy a
vystupy). K pripojeni digitalnich signali karta nabizi osm 8 bitovych TTL vstupi a

vvvvv

31 Prace s bloky

Prace s bloky RTT je obdobna jako s bloky standardnich knihoven Simulinku. Nastaveni
jednotlivych blokd je intuitivni pomoci grafického rozhrani. RTT se sklada ze vstupnich a
vystupnich blokl (obr. 3.1) reprezentujicich externi signaly a z bloku zastupujici dané
[/0 zarizeni, ktery je pro funkénost RTT klicovy a umoZiuje komunikaci RTT s okolnim
svétem.

W8 Library: rtib [E=EEE—)

File Edit View Format Help

Real Time Toolbox 4.0

Copyright 1991-2007 Humusoft s.r.0

l RT In I> )! RT Out I
2 RT In RT Out

I RT Asyncin |> )‘ RT Async Out |
RT Asyncin RT Async Out
| o l RT BufIn |> >[ RT Buf Out |
Process
RT Simulink Frocess RT Buf In RT Buf Ot
| AT Sync | I RT Frame In |> )[RT Frame om|
RT Sync AT Frame In AT Frame Out
E3 E3
Reshtime AT Trig In AT Trig Out
Demos
AT Tig In AT Trg Out

Obr. 3.1: Knihovna blokd Real Time Toolbox.
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Prvnim krokem pfi vytvareni modelu je tedy nastaveni bloku zastupujici dané 1/0
zatizeni oznaceného jako Adapter a v knihovné je zobrazen jako méfici karta (obr. 3.1).
Tento blok nema Zadné vstupy ani vystupy a nevykonava béhem simulace v Simulinku
zadné operace. Zajistuje nacteni ovladace pro dané zarizeni a zprostredkovava pristup
kvypocCetnimu jadru RTT. Ksamotnému nacteni ovladace dojde aZ prii spuSténi
simulace. Pro vétSinu aplikaci nenf nutné ménit pocatecni nastaveni adaptéru, pokrocilé
nastaveni zavisi na pouzitém zarizeni (obr. 3.2). Takto jednoduse se zajisti komunikace
mezi Simulinkem a I/O zatizenim bez potieby detailni znalosti hardwaru daného
zarizeni.

Vkladani dalsich bloki z knihovny RTT a jejich nastaveni zaleZi na dané aplikaci.
Dale zde budou uvedeny jednotlivé bloky a popis jejich nastaveni. Bloky obsaZené v RTT
by se daly rozdélit vstupni bloky, vystupni bloky a bloky pro specialni pouziti.

B untitied * %
0 SE& o) » fioe [Nomal =
Adapter B Humasoft AD622 = L]
Humusoft
ADS22 (suto) Device crder v Auto-getect
oK Revert| | Cancel

Ready 100% FoedStepDiscrete

Obr. 3.2: Nastaveni ovladace mérici karty AD622.

3.1.1  Vstupni bloky

Vstupni bloky slouzi pro cteni vstupnich kanalt v readlném case. Kazdé 1/0 zarizeni
disponuje nékolika vstupnimi kanaly (porty), ze kterych je moZno nacitat vstupni signal.
Jednotlivym vstupnim blokiim lze prifadit jeden nebo vice vstupnich kanalt (Input
channels), jeden vstupni blok miiZe tedy reprezentovat jeden nebo vice vstupnich
signald. DalSim dllezitym parametrem je vzorkovaci perioda (Sample time) a dale je
nutné specifikovat adaptér (DAQ Adapter), ktery zastupuje dané zatizeni, ze kterého
budou signdly cteny. RGzné aplikace zpracovavaji signaly rliznym zplisobem, a proto
vyzaduji razné typy vstupnich bloki. RTT obsahuje vstupni bloky standardni, buffer,
frame (ramcové neboli segmentové), asynchronni a spoustéci vstupni bloky.

Standartni vstupni bloky (RT In) nacitaji vstupni signdly vzorek po vzorku.
Jakmile je vzorek nacten, je zpracovan a objevi se na vystupu tohoto bloku. Specifickym
parametrem je Maximum ticks missed. Tento parametr udava pocet vzork, které miizou
byt zmeSkany, aniZ by doslo k zastaveni simulace a chybnému hlaseni, coZ je ovlivnéno
vzorkovacim kmito¢tem a dobou simulace, kdy pfti vysokych vzorkovacich kmitoctech a
dlouhé dobé simulace blok nestihd zpracovat vSechny vzorky vstupniho signalu.
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Aktudlni pocet zmeskanych vzorkl je moZné zobrazit parametrem Show missed ticks
port.

DalSim typem vstupnich blokd je buffer (RT Buf In). Tento blok resi problém se
zmeSkanymi vzorky a umoZiuje tedy vytvaret systémy svysokym vzorkovacim
kmitoCtem. Vstupni signdl je navzorkovan, vzorky jsou ukladdny do paméti (velikost
paméti urCuje parametr Buffer size), a jakmile je pamét naplnéna dochazi k vycteni
vzorek po vzorku na vystup bloku.

Podobnym typem jako predchozimu bloku je frame blok (RT Frame In). Tento
blok slucuje funkce bloku RT Buf In a Buffer bloku z knihovny Signal Processing Blockset.
Data jsou nactena do paméti a vycitdna nejsou vzorek po vzorku ale po segmentech
urcité délky (Frame length). Dale umoziuje nastavit presah vystupnich segmentl
(Frame overlap) a proto je vhodny napriklad pro aplikace kmito¢tové analyzy. Parametr
Initial condition urcuje vystup bloku pred prvnim naplnénim daty. Velikost vstupni
paméti je moZné nastavovat rovnéz pomoci Buffer size.

Asynchronni vstupni blok (RT Async In) se pouziva v aplikacich, kde vstupy
nejsou rizeny casovacem. Nacteni signalu je vykonano na zakladé poZadavku dalSiho
bloku pripojeného na vystup.

Spoustéci blok (RT Trig In) umoZiiuje Fizené ¢teni vstupnich signalt. Rizeni je
na zakladé parametru fidictho signalfi. Cteni miiZe nastat p¥i vzestupné, sestupné nebo
jiné hrané ridiciho signalu (Trigger type).

3.1.2  Vystupni bloky

Vystupni bloky jsou vystupy celého modelu a slouzi k distribuci signalti na vystupni
kanaly [1/0 zarizeni. Stejné jako u vstupnich blokli je nutné nastavovat prirazeni
k jednotlivym kandliim, vzorkovaci periodu a adaptér zastupujici dané zatizeni.
Vlastnosti parametri vystupnich blokl jsou obdobné srozdilem toho, Ze zastupuji
vystupni signdly. Parametrem, ktery je navic u téchto blokil je nastaveni pocatecnich a
konec¢nych hodnot vystupu (Initial a Final output value). Pocate¢ni hodnota se objevi na
vystupu bloku pfi startu simulace, nez dojde k nacteni vstupnich dat a kone¢na hodnota
je na vystupu po skonceni simulace a ziistava na vystupu, dokud neni spusténa dalsi
simulace.

Vstupni i vystupni bloky umoZnuji praci sanalogovymi i digitalnimi vstupy
daného I/0 zarizeni. Pfi praci s analogovymi vstupy a vystupy je moZné nastavit vstupni
poptipadé vystupni rozsah signalu (Input nebo Output range) a jednotku (Input nebo
Output units; u nékterych zarizeni jsou tyto parametry neménné). U digitalnich vstupi a
vystupl se nastavuje reprezentace digitalnich signalt (Input/Output mode). Bit mode
vyjadiuje data jako posloupnost bitli 1 a 0 daného kandalu. Pfi reprezentaci dat v Byte
mode je pti kazdém vzorku po sobé nacteno 8 kanalli, nasledné sloZzeno do jednoho
bajtu. Data jsou tedy vyjadreny bajty v rozmezi 0 az 255. Nékteré /0 zarizeni podporuji
dalsi vstupné/vystupni bloky jako rtizné ¢itace a kodéry.

39



3.1.3  Bloky pro zvlastni pouZiti

Mezi tyto bloky patii blok pro synchronizaci (RT Sync) modelu v Simulinku s ¢asova¢em
RTT. Blok nema Zadné vstupy ani vystupy a nevyzaduje Zadny adaptér zastupujici [/0
zarizeni. Jeho nastaveni spociva v urCeni vzorkovaci periody, na kterou se bude model
synchronizovat a pocet zmeskanych vzorkd.

Dale do této skupiny spada blok pro fizeni priority (RT Simulink Process). Tento
blok umozZiiuje nastavit systémovou prioritu pro vykonani modelu v Simulinku.
ZvySenim priority miiZze nastat sniZeni vykonu celého opera¢niho systému nebo
zplsobit nedostupnost riznych aplikaci, proto je tieba tento blok pouZivat s rozvahou.

RTT ma sva omezeni, které se tykaji vypocetniho jadra. Jadro se sklada ze dvou
objektd, z ¢asovadii a ovladaci. Casovace zastavaji funkci ¢asovani I/0 operaci. Nékteré
bloky pro svou cCinnost potiebuji zvlaStni ¢asova¢ (vyuziti ¢asovaci viz RTT [7]).
Maximalni pocet Casovacl je omezen na 128, tedy model miiZze obsahovat maximalné
128 blokil vyZadujicich ¢asovac. Ovladace zajiStuji rozhrani mezi vypocetnim jaddrem a
/0 zatizenim. V jednom modelu miize byt vyuzito maximalné 32 I/0 zarizeni.

Dal$i omezenti se tyka pouzitého vzorkovaciho kmitoctu. Pii vysSich vzorkovacich
kmitoctech vypocetni vykon klesd z divodu toho, Ze vSechny bloky RTT jsou
implementovany jako S-funkce, které maji vétSi vypocetni cas neZ béZné bloky
Simulinku. Aby nedoslo ke sniZeni vypocetniho vykonu je nutné pro vzorkovaci kmitocty
nad 10 kHz pouzivat bloky typu frame a zpracovavat je jako vektor blokil specifikujici
vektor prislusnych kanald. Samoziejmé vypocetni vykon je také dan typem I/0 zatizeni.
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4 Zaver

Cilem prvni Casti prace bylo seznamit ¢tenare s diskrétni Fourierovou transformaci DFT
a jejiho vyuziti pii spektralni analyze diskrétnich signal(i. Byl zde popsan algoritmus
rychlé Fourierovy transformace FFT, ktery vyrazné zefektivnil vypocet DFT v porovnani
s pfimou metodou vypoctu. Efektivnost algoritmu FFT byla ovérena v programovém
prostiedi Matlab, kde byl implementovan primy vypocet DFT a porovnan s vypoctem
pomoci FFT, knémuZ byla vyuZita vestavéna funkce v Matlabu. Vystupem tohoto
porovnani je graficka zavislost vypocetniho ¢asu obou metod na délce vstupniho signalu.
Tato zavislost je pri pouziti FFT témér linearni oproti exponencialni zavislosti pfi pouziti
pfimé metody vypoctu, coz potvrzuje efektivnost vypoctu DFT algoritmem FFT. Dale
prace popisovala vliv délky DFT a vliv délky analyzovaného signalu na vysledny tvar
DFT spektra. Pro vyukové ucely byly vytvoreny praktické ukazky a jednoduché animace
demonstrujici oba zminéné vlivy na DFT spektralni analyzu. Také byl popsan dtlezity
jev, ktery se v praxi ptri DFT spektralni analyze Casto objevuje a ovliviiuje tvar spektra
tzv. prosakovani ve spektru. Byla uvedena prakticka ukazka vyuziti ¢asovych oken pro
jeho potlaceni a vytvorena animace demonstrujici vliv riznych oken na casovy priibéh a
tvar spektra signalu.

Praktickym vystupem prace je laboratorni uloha realizovana v programovém
prostiedi Matlab/Simulink, kterd s vyuzitim mérici karty AD622 a aplika¢ni knihovny
Real Time Toolbox simuluje zpracovani signadli vrealném case. Tematicky je uloha
zaméfena na komplexni reprezentaci redlnych pasmové omezenych signald, jez byla
popsana vdruhé Kkapitole prace. Popis aplikacni knihovny Real Time Toolbox a
pouzivani jednotlivych blokd byl uveden ve tieti kapitole. Text vypracované laboratorni
ulohy a schéma zapojeni jsou uvedeny v priloze A, resp. priloze B.
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Seznam pouzitych zkratek, veli¢in a symboli

AD622 Mérici karta

A/D Prevodnik analog/digital

DIT (Decimation In Time) Decimace v Case

DIF (Decimation In Frequency) Decimace v kmitoctové oblasti

DFT (Descrete Fourier Transform) Diskrétni Fourierova transformace

DP Dolni propust

DTFS (Descrete Time Fourier Series) Diskrétni Fourierova rada

DTFT (Descrete Time Fourier Transform) Fourierova transformace diskrétnich signalt

D/A Pievodnik digital /analog

FFT (Fast Fourier Transform) Rychla Fourierova transformace

FIR (Finite Impulse Response) Cislicovy filtr s kone¢nou impulsni
charakteristikou

IDFT (Inverse DFT) Zpétna diskrétni Fourierova transformace

[/0 (Input/Outpu) Vstupné/vystupni

PCI (Pheripheral Component Interconnect)  Sbérnice pro pripojeni periférii k zakladni
desce PC

RTT (Real Time Toolbox) Aplikac¢ni knihovna Matlab/Simulink

TTL (Transistor - Transistor Logic) Technologie digitalnich obvodt

Ck

t)
fe

/o
fmod
fo
fvz

hut(t)
Hur(f)
hHT[n]

S(e/v)
3(0)
§[n]

Amplituda signalu [V]

Kmitoctové pasmo [Hz]

Koeficienty Fourierovy rady

Jednotkovy impuls

Kmitocet signalu [Hz]

Nosny kmitocet [Hz]

Horni mezni kmitocCet [Hz]

Dolni mezni kmitocet [Hz]

Kmitocet modula¢niho signalu [Hz]

Zakladni harmonicky kmitocet [Hz]

Vzorkovaci kmitocet [Hz]

Fazova charakteristika

Impulsni charakteristika analogového Hilbertova transformatoru
Kmitoctova charakteristika analogového Hilbertova transformatoru
Impulsni charakteristika diskrétniho Hilbertova transformatoru
Kmitoctova charakteristika diskrétniho Hilbertova transformatoru
Imaginarni ¢ast

Délka diskrétniho signalu

Délka DFT spektra

Perioda diskrétniho periodického signalu

Realna cast

Spojity pAsmové omezeny signal

Spektrum spojitého pasmové omezeného signalu

Diskrétni pasmové omezeny signal

Spektrum diskrétniho pasmové omezeného signalu

Imaginarni ¢ast spojitého analytického signalu

Imaginarni ¢ast diskrétniho analytického signalu
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Spektrum imaginarni ¢asti diskrétniho analytického signalu

Spojity analyticky signal

Spektrum spojitého analytického signalu

Diskrétni analyticky signal

Spektrum diskrétniho analytického signalu

Nizkofrekvencni ekvivalent spojitého pasmové omezeného signalu
Spektrum nizkofrekvenc¢niho ekvivalentu spojitého pasmové omezeného
signalu

Nizkofrekvencni ekvivalent diskrétniho pasmové omezeného signalu
Spektrum nizkofrekvencniho ekvivalentu diskrétniho pasmové omezeného
signalu

Redalna cast nizkofrekvenc¢niho ekvivalentu diskrétniho pasmové omezeného
signalu

Imaginarni ¢ast nizkofrekvenc¢niho ekvivalentu diskrétniho pasmové
omezeného signalu

Doba trvani diskrétniho signalu [s]

Spojity jednotkovy skok

Spektrum jednotkového skoku

Napéti Spicka - Spicka [V]

Diskrétni ¢asové okno

Koeficienty DFT spektra diskrétniho casového okna

Komplexni exponenciala

Spojity signal

Spektrum spojitého signalu

Diskrétni signal

Spektrum diskrétniho signalu

Koeficienty DFT spektra diskrétniho signalu

Periodicky diskrétni signal

Vahovany diskrétni signal

Koeficienty DFT spektra vahovaného diskrétniho signalu
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A  LABORATORNI ULOHA

Komplexni reprezentace realnych pasmové omezenych signala
Cil ulohy

Seznamit se s moznostmi komplexniho vyjadieni redlnych pasmové omezenych
signalli v zadkladnim pasmu. Jednotlivé varianty komplexniho vyjadieni realizovat a
porovnat spektra vystupnich signali.

Seznam pouzitych piistrojii a pomiticek

e Funk¢ni generator Agilent 33220A

e Meéfrici karta AD622 s vyvedenou svorkovnici

e Matlab/Simulink: zakladni knihovny + Real Time Toolbox, Signal Processing
Blockset a Signal Processing Toolbox

e Propojovaci kabel

Teoreticky avod

Signaly, které maji spektrum soustredéno do uzkého kmitoctového pasma B
kolem stfedniho (nosného) kmito¢tu fc se oznacuji jako pasmové omezené. Pro tyto
signaly plati B =fu-fp a také fc>> B (obr. 1). V praxi se tyto signaly vyskytuji velice
Casto, napr. v telekomunikacnich systémech hojné vyuzivané modulované signaly jsou
pasmové omezené, kdy informacéni signdl moduluje (ovliviiuje parametry nosné viny)
nosnou vilnu s kmitoctem fc a vysledny modulovany signdl je dale pfenasena raznymi
prenosovymi médii. Tyto signdly jsou spojité (analogové), nabyvaji redlnych hodnot, a
tudiz jejich spektrum obsahuje slozky soustredéné kolem kladného i zaporného
kmitoctu fc. Navic Sitka pasma modulovaného signalu B obklopujici nosny kmitocet fc je
dvojnasobna oproti $ifce pasma modulacniho (informacniho) signalu a tedy nese
dvojnasobné mnoZzstvi informace. Tyto vlastnosti jsou pri zpracovani signalu omezujici,
napft. v systémech kmitoctového multiplexu by vlivem zminénych vlastnosti dochazelo
k neefektivnimu vyuziti $ifky pdsma prenosového kanalu (média).

Cislicovymi systémy je moZné snadno zpracovavat signaly také v komplexni
podobé a zavadét metody vyuzivajici komplexniho vyjadreni signali. Komplexni signal
konec¢né délky muize obecné nést dvojndsobné mnoZzstvi informace nez signal realny
stejné délky. Pomoci komplexniho vyjadieni signali lze vySe uvedené vlastnosti
realnych pasmové omezenych signalt eliminovat.
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Obr. 1: Amplitudové spektrum realného pasmové omezeného signalu

Hilbertova transformace a analyticky signal

Libovolny realny pasmové omezeny signal s(t) lze vyjadrit pouze jednou
polovinou jeho spektra. Toto vyjadreni je oznacovano jako analyticky signal sa(t) signalu
s(t). Analyticky signdl sa(t) je obecné komplexni a sklada se z redlného signalu s(t) a
Hilbertovy transformace redlného signalu s(t)

sa(t) = s(t) +j3(0). (1)

Imagindrni Cast je pravé dana Hilbertovou transformaci, neboli vystupnim signalem
Hilbertova transformatoru

N 1 1 (% s(7)
S(t)—E*S(t)—Eﬁwt_TdT. (2)
Impulsni odezva a kmitoCtova charakteristika Hilbertova transformatoru jsou dany
hyur(t) ! <t< (3)
= — 6 —00 (00)
HT Tt ) )
i - ~j, >0
Hyr(f) = J_oo hyr(t)e 72" tdt = { j, F<0 (4)
[
Hur(f) = Hur(NI?P,  Hue(DI=1, 0N =1 1 : (5)
> f<0

Z analytického signalu lze snadno ziskat nizkofrekvenc¢ni vyjadreni redlného pasmové
omezeného signalu s(t) s vyuzitim modulacni vlastnosti Fourierovy transformace

Suf(£) = 5, (D)e et & §,(F) = §,(f + fo). (6)

Takto ziskany signal se nazyva komplexni obalka redlného pasmové omezeného signalu
s(t) ajeho spektrum se nachazi v zakladnim pasmu -B/2 < f< B/2, fc = 0.
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Komplexni vyjadieni diskrétnich redlnych pasmové omezenych signall s[n] se
mirné odliSuje od vyjadieni ve spojité podobé. Odlisnosti jsou dany dileZitou vlastnosti
spektra diskrétnich signali a to je jejich periodicita se vzorkovacim kmitoctem wy;.
S ohledem na tuto vlastnost nemize byt spektrum analytického signalu nulové pro
zaporné kmitocty. Diskrétni Hilbertliv transformator je ve spektru definovan

. -, 0<w<m
Hyr(e’®) 2{ j, —m<w<0 (7)

a jeho impulsni charakteristika je dana zpétnou Fourierovou transformaci kmitoctové
charakteristiky

. mn
10 1 ZSIHZ(T)
hyr[n] = —f jel*dw — — jelondy ={=———==, n#0
a)VZ —% VZ Y( n n 0 n= (8)
0, n sudé ’
- {—, n liché
mmnm

Analyticky signal sa[n] a komplexni obalka sn[n] diskrétniho pasmové omezeného
signalu s[n] jsou ziskdny obdobné jako v analogovém pripadé (1), (6) se zaménu
spojitého casu t za diskrétni n.

Ze vztahu (8) vyplyva, ze diskrétni Hilbertiv transformator v idealni podobé neni
kauzalni. TudiZ ho nelze prakticky realizovat, pouze pribliZné aproximovat. Mozné
pristupy k priblizné realizaci vychazeji z aproximace Hilbertova transformatoru FIR
filtrem slinearni fazi v ¢asové nebo zaproximace analytického filtru v kmitoCtové
oblasti. Existuje ale i zcela odliSny zptsob komplexniho vyjadieni signalii a to pomoci
kvadraturnich modulatori [2], [3].

Aproximace v casové oblasti

Aproximace v ¢asové oblasti vychazi z idedlni impulsni charakteristiky Hilbertova
transformatoru, kdy dochazi k jejimu symetrickému zkraceni a naslednému zpoZzdéni
o polovinu zkracené délky (obr. 3). Postup vypoCtu analytického signalu sa[n] je
zobrazen na obr. 2. Blok z vyrovnava zpozdéni M, které vklada do vypoctu imaginarni
Casti analytického signalu FIR filtr aproximujici Hilbertlv transformator. Toto zpozdéni
M odpovida poloviné radu aproximujiciho FIR filtru, z ¢ehozZ plyne, Ze 1ad filtru musi byt
sudy [3].
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R{sa[n]}
. M
s[n] sa[n] = s[n-M] + j$[n]
# FIR
AT | Ssalnny

Obr. 2: Vypocet diskrétniho analytického signalu pomoci FIR filtru aproximujiciho
Hilbert(iv transformator
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0
=
g
R
= -10|-
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-200 wvz/z
o[rads™]
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Obr. 3: Charakteristiky aproximace Hilbertova transformatoru v ¢asové oblasti FIR
filtrem s linearni fazi: a) impulsni charakteristika, b) amplitudové spektrum, c) fazové
spektrum
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Aproximace v kmitoctové oblasti

Jedna z diilezitych vlastnosti Fourierovy transformace diskrétnich signali je tzv.
modulacni vlastnost neboli kmitoCtovy posun

s[n]etson & S(e/(@Fhw)), (9)

Tato vlastnost 1ik4, Ze pokud bude jakykoli diskrétni signal s[n] vynasoben (vzorek po
vzorku) komplexni exponencialni posloupnosti e/2“™ bude jeho ptvodni spektrum
posunuto o Aw. Této vlastnosti je vyuZito pri aproximaci kmitoctové charakteristiky
Hilbertova transformatoru pomoci idealni dolni propusti s meznim kmitoCtem wy./4 a
jejim posunutim o wy,/4. Je zfejmé, Ze idealni dolni propust je nerealizovatelna a vzdy se
tedy bude jednat pouze o aproximaci, jejiZ presnost je ddna presnosti navrhu dolni
propusti. Je tfeba poznamenat, Ze vysledna impulsni charakteristika aproximovaného
Hilbertova transformatoru je na rozdil od ¢asové aproximace komplexni (viz obr. 4
pravy horni graf impulsni charakteristiky). Vystupnim signalem filtru je piimo
analyticky signal sa[n], proto oznacovan také jako aproximace analytického filtru [3].

0.4
=
—. 0.2
(=)
=0
-0.2 :
0 10 20
n n
— 1 — 1
& 0.5 & 0.5
a T
= T
0¥ L 0
0 o, /4 @, /2 0 @, /2
w [rad.s'l] w [rad.s'l]
0
7 2 T s
K 4 5
) ) _10
g 6k g
>0 >
S 8- 1 S .15+
0 a)vz/4 a)vz/z 0 a)vz/z
w [rad.s'l] o [rad.s'l]

Obr. 4: Aproximace analytického filtru kmito¢tovym posunem dolni propusti. Levy
sloupec: charakteristiky FIR dolni propusti, pravy sloupec: charakteristiky
aproximovaného filtru
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Komplexni vyjdadreni signdlii pomoci kvadraturnich moduldtorti

Predeslé metody vyuzZivaji k vyjadreni komplexni obalky realného pasmové
omezeného signalu Hilbertovy transformace (transformatoru), kterouje ziskan
analyticky signal, a ten je nasledné posunut do zakladniho pasma. Pomoci kvadraturnich
modulatort l1ze komplexni obalku sne[n] vyjadrit primo z redlného pasmové omezeného
signalu s[n]. Kvadraturni modulatory jsou zaloZené na jiZ zminéné modulac¢ni vlastnosti
Fourierovy transformace (9). Komplexni obalka sufn] realného signalu je obecné
komplexni a miize tedy byt zapsana jako

Snf[n] = Snfi [n] +j5an[n]- (10)

Dale pro komplexni obalku vyjadfenou kmitoc¢tovym posunem analytického signalu
sa[n] o nosny kmitocet wc plati

sniln] = s5[nle /9™ = (s[n] + js[n])e /@, (11)

Po dpravé vztahu (11), dosazeni vztahu (10) do (11) a oddéleni redlné a imaginarni
slozky je ziskan vztah pro popis pasmové omezeného signalu pomoci nizkofrekvencnich
sloZek komplexni obalky

s[n] + js[n] = snelnle/“c™ = (spuln] + jsnrqlnl)(cos[wen] + j sin[wen]) (12)
s[n] = R{snelnle/2c™} = spqln] cos[wen] — speqln] sin[wen] (13)
S[n] = S{Snf[n]ej“’cn} = spa[n]sinfwcn] + speqln] cos[wen]. (14)

Pro urceni komplexni obalky snf[n] z redlného signalu s[n] je vychazeno z predpokladu,
ze spektrum komplexni obalky odpovida spektru pasmového signal v zakladnim pasmu
a tedy s vyuzitim vztahu (9) plati

spen] = s[n]e~/@cm, (15)

Dosazenim vztahti (10), (13) do vztahu (11), naslednou tUpravou s vyuzitim vztaht pro
nasobeni goniometrickych funkci a oddélenim realné a imaginarni slozky dostavame

safiln] + jsneq[n] = (spaln] cos[wen] = syqn] sinfwen])(cos[wen] — jsinfwen]),  (16)
2s[n] cos[wcn] = span] + spaln] cos[2wen] — speqln] sin[2wen], (17)
2s[n](=sin[wcn]) = speqln] — sneqlnl cos[2wen] — spp[n] sin[2wcn]. (18)

Ze vztahii (17) a (18) je patrné, Ze po nasobeni redlného signalu komplexni
exponencialou se ve spektru vysledného signalu objevi slozky na kmitoc¢tech 2 wc, které
musi byt odstranény dolni propusti. Po odfiltrovani vyssich harmonickych jsou ziskany
readlnd (soufazova) €ast spa[n] a imagindrni (kvadraturni) ¢ast snfq[n] komplexni obalky

sni[n] [1], [2].
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cos[wcn] cos[wcn]
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sniq[n]

DP

S::f[n] = snfi[n] + jsnfq[N]

Obr. 5: Blokové schéma vypoctu komplexni obalky pomoci kvadraturnich modulatort

1r s[n]cos[a)cn] 7
0.8 DP: FIR tadu 20 -
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Obr. 6: Amplitudové spektrum signalu po nasobeni cos[wcn] v redlné (soufazové) vétvi a
kmitocCtova charakteristika DP pro odstranéni sloZek na vyssich kmitoctech

Zadani

1) Seznamte se sfunkcénim generatorem Agilent 33220A [4], knihovnou Real Time
Toolbox prostiedi Matlab/Simulink [5] a mérici kartou AD622 [6]. Pomoci
generatoru vygenerujte pasmové omezeny signal, zobrazte jeho ¢asovy pribéh a
amplitudové spektrum v Matlab/Simulinku.
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2) Dale se seznamte s moZnostmi vyjadreni komplexni obalky realnych pasmové
omezenych signall. Jednotlivé metody aproximace Hilbertova transformatoru
v Casové, kmitoCtové oblasti a vyjadreni komplexni obalky pomoci kvadraturnich
modulatorl realizujte v Matlab/Simulinku, sledujte vyvoj ve spektru a porovnejte
spektra komplexnich obalek jednotlivych realizaci.

Postup méreni

1) Vytvorte novy model v Matlab/Simulink. Nastavte parametry simulace Simulation —
Configuration Parameters. V menu Solver nastavte diskrétni vypocet simulace Type:
Fixed-step a Solver: discrete (no continuous states) (obr.8). Propojte vystup
generatoru se vstupnim analogovym kanalem (se vstupnim analogovym portem
vyvedené svorkovnice) karty AD622 (obr.7). Nactéte ovladac¢ karty AD622 do
vytvoieného modelu (obr. 9) Real Time Toolbox — Adapter.

PC s kartou AD622 Vyvedena Agilent 33220A
. svorkovnice
a Real Time Toolboxem

Obr. 7: Zapojeni pracovisté

-
& Configuration Par : untitled/Configuration {Active) =)
' Select: I Simulation time -
~Solver | Starttime: 0.0 Stop time: ts
- Data Import/Export
- Optimization Solver options
<~ Diagnostics
i~ Sample Time Type: [Fixed-step v] Solver: [discrete (no continuous states) &
i Fixed-step size (fundamental sample time): auto
ype Conversion
onnectivity
ompatibility Tasking and sample time options e
lodel Referencing Periodic sample time constraint: [Unconstrained -
Tasking mode for periodic sample times: [Auto v I
~Hardware Implementati...| 7] Automatically handle rate transition for data transfer
- Model Referencing
& || Higher priority value indicates higher task priority
=~HDL Coder
L. Clahal Sattinae '
< m »
7 ] [ ok || cancel |[ Help |[ apply |

Obr. 8: Nastaveni diskrétniho vypoctu simulace
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Obr. 9: Nacteni ovladacCe karty AD622 do modelu

Pomoci generatoru vygenerujte pasmové omezeny signal: AM modulovany signal,
nosna: sinusoida, fc = 1000 Hz, V,p = 2 V, modulacni signal: sinusoida, fmod = 200 Hz,
hloubka modulace = 100 %.

Vytvoite skript, ve kterém nastavte inicializatni parametry simulace: vzorkovaci
kmitocet (fvz > 4fc) a Cas simulace. Skript uloZte (bude dale upravovan). Prirad’te
vytvoreny skript k inicializa¢ni funkci modelu. File = Model Properties — Callbacks
— InitFcnh — ndzev vaseho skriptu. Inicializa¢ni funkce modelu bude tento skript
spoustét pred zacatkem kazdé simulace. Pri nastavovani parametri simulace a
jednotlivych blokli vyuZivejte proménnych definovanych vtomto skriptu,
nezapominejte ukladat zmény ve skriptu.

Prived’te vygenerovany signal do modelu. Jako vstupni blok signalu vyberte RT Buf
In z knihovny Real Time Toolbox a nastavte prisluSné parametry, vzorkovaci
periodu, velikost bufferu s ohledem na cas simulace a vzorkovaci kmitocet, vstupni
kanal dle portu na svorkovnici. Zobrazte casovy pribéh a spektrum signalu.
Spektralni analyzator volte Signal Processing Blockset — Signal Processing Sinks —
Spectrum Scope, u kterého nastavte délku vstupniho bufferu (alespont 512), presah
(volte polovinu délky bufferu), priimérovani z 10 spekter a zobrazeni v rozmezi

—fvz/2 AZ fu2/ 2.

2) Aproximace Hilbertova transformadtoru v ¢asové oblasti
Vinicializacnim skriptu navrhnéte FIR filtr aproximujici Hilbertiv transformator
(obr. 3). VyuZijte k tomu navrhové metody firls s parametrem hilbert (viz help).
Volte velmi malou strmost prechod@i (do 100 Hz). Rad filtru definujte jako
proménnou ve skriptu. Pro kontrolu si miiZete zobrazit jeho kmitoctovou
charakteristiku pomoci freqz nebo fdatool. NavrZeny filtr implementujte do
modelu Signal Processing Blockset — Filtering — Filter Designs — Digital Filter, kde
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nastavte prenosovou funkci typu FIR a koeficienty vami navrzeného filtru. Na vstup
filtru prived’te signal z generatoru a dle obr. 2 vypoctéte analyticky signdl a zobrazte
jeho spektrum. Blok zpozdéni Discrete — Integer Delay.

Analyticky signal kmitoctové posunte do zakladniho pasma viz vztah (6). VyuZijte
goniometrického vyjadireni komplexni exponencily e ~/«ct.

Aproximace analytického filtru v kmitoctové oblasti

Do skriptu doplnte aproximaci analytického filtru kmito¢tové posunutou dolni
propusti (obr. 4). Nejprve navrhnéte dolni propust s meznim kmitoctem f../4. Pro
navrh filtru vyuZijte metodu firls nebo f£ir2. Rad volte stejny jako v predchozi
aproximaci. Snazte se priblizit k idealni dolni propusti, tedy pri navrhu filtru zadejte
nulové prechodové pasmo. Vzorky impulsni charakteristiky navrzené dolni propusti

.Wyz

poté vynasobte vzorek po vzorku komplexni exponencidlou e’™= ". Je tedy nutné
vytvorit vektor ¢asovych vzorkli délky navrZzené impulsni charakteristiky, odstup
mezi vzorky je dan vzorkovaci periodou (posloupnost vzorki 0 az délka impulsni
charakteristiky —1  podélte fi;). Vynasobenou impulsni charakteristiku
implementujte do modelu opét jako Digital Filter. Vystupem filtru je primo
analyticky signal, zobrazte jeho spektrum a porovnejte s piedchozi aproximaci.
Ménte rady filtra (v desitkach) a pozorujte, jak se méni spektra.

Vystupni signal analytického filtru opét posurite do zakladniho pasma.

Vyjadreni komplexni obdlky kvadraturnimi moduldtory

Dle obr. 5 vypoctéte komplexni obalku sne[n]. Dolni propusti navrhnéte dle spektra
signalu za kvadraturnim moduldtorem (nasobic¢kou) viz obr. 6 a vztahy (13), (14).
Porovnejte spektra komplexnich obalek jednotlivych realizaci.

Zpétné rekonstruujte pasmové omezeny signal znizkofrekvenc¢nich sloZek
komplexni obalky dle obr. 5. Porovnejte Casové priibéhy pasmového signalu
z generatoru a rekonstruovaného signalu.
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C VLASTNOSTI MERICI KARTY AD622

Analogové vstupy
Pocet kanala:
A/D prevodnik:
Doba prevodu:

Vstupni rozsah:

Vstupni impedance:

Spousténi:

Aanalogové vystupy
Pocet kanali:

D/A prevodnik:
Vystupni rozsah:
Vystupni proud:
Cas ustélent:

Digitdlini vstupy
Pocet kandlu:
Urovné:

Digitdlni vystupy
Pocet kanalt:
Urovné:

VsSeobecné udaje
Odbér proudu:

Pracovni teplota:
Konektor:
Sbérnice:

8

14 bit

1,6 ps 1 kanal

1,9 ps 2 kanaly

2,5 us 4 kanaly

3,7 us 8 kanalt

+ 10V, ochrana + 18V
>1010Q

Programové, Casové, externé

8

14 bit
+10V

10 mA max.

31 pus max. FS zména + %2 LSB

8

TTL

log. 0: 0,8 V max.
log. 1: 2,0 V min.

8

TTL

log. 0: 0,5 Vmax. @ 24 mA
log. 1: 2,0 Vmin. @ 15 mA

500mA@ +5V
150mA @ +12V
150mA @ -12V
0°Caz70°C
DB-37 F
PCI5Vnebo 3,3V
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