VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA INFORMACNICH TECHNOLOGII
FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY

USTAV INTELIGENTNICH SYSTEMU
DEPARTMENT OF INTELLIGENT SYSTEMS

FUZZY MODUS PONENS

FUZZY MODUS PONENS

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR’'S THESIS

AUTOR PRACE VACLAV PRIBYL
AUTHOR

VEDOUCI PRACE doc. RNDr. DANA HLINENA, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2025



VYSOKE UCEN{ | FAKULTA
TECHNICKE ' INFORMACNICH
V BRNE ' TECHNOLOGII

r

Zadani bakalaiské prace |||||||||||||||||||

Ustav: Ustav inteligentnich systému (UITS) 163658
Student: Pribyl Vaclav

Program: Informacni technologie

Nazev: Fuzzy modus ponens

Kategorie: Uméla inteligence

Akademicky rok: 2024/25

Zadani:
1. Seznamte se s problematikou fuzzy mnoZzin a fuzzy logiky.
2. Nastudujte si konstrukci fuzzy logickych spojek, zejména fuzzy implikace a fuzzy modus ponens.
3. Nastudujte modelovani fuzzy modus ponens pomoci diskrétnich spojek.

4. Zkoumeijte vlastnosti fuzzy modus ponens a nové zpusoby jeho konstrukce.
5. Dle pokyn( vedouci vyuzijte ziskané teoretické vysledky pro mozné praktické aplikace.

Literatura:

1. Baczynski, M., Jayaram, B., Fuzzy implications, Studies in Fuzziness and Soft Computing, Vol. 231,
2008

2. E.P. Klement, R. Mesiar, E. Pap, Triangular norms, Berlin, Heidelberg, Germeny, Springer, 2000

3. Kolesarova, A., Kovacova, M., Fuzzy mnoziny a ich aplikacie, STU v Bratislave, 2004

Pfi obhajobé semestralni ¢asti projektu je pozadovano:
Prvni tfi body zadani.

Podrobné zavazné pokyny pro vypracovani prace viz https://www fit.vut.cz/study/theses/

Vedouci prace: Hlinéna Dana, doc. RNDr., Ph.D.
Vedouci Ustavu: Ko¢i Radek, Ing., Ph.D.

Datum zadani: 1.11.2024

Termin pro odevzdani: 14.5.2025

Datum schvaleni: 31.10.2024

Fakulta informacnich technologii, Vysoké u¢eni technické v Brné / Bozetéchova 1/2 /612 66 / Brno



Abstrakt

Tato prace se vénuje fuzzy logickym spojkdm, zejména fuzzy implikacim. Hlavni ¢ast prace
je zamérend na fuzzifikaci odvozovaciho pravidla modus ponens. Byl proveden experiment
modelovani odvozovaciho pravidla na zakladé empirickych dat. Experiment zkouma, jakym
zpusobem lidé v bézné fe¢i vnimaji zavislost mezi platnosti predpokladu a néasledku.

Abstract

This paper focuses on fuzzy logical conjunctions, in particular fuzzy implications. The main
part of the work is focused on the fuzzification of the modus ponens inference rule. An
experiment has been conducted to model the inference rule based on empirical data. The
experiment investigates how people in ordinary speech perceive the dependency between
the validity of the premise and the consequent.
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Kapitola 1

Uvod

V bézném zivoté se setkdvame s vagnimi tvrzenimi. Obecné se jednd o informace, které jsou
obohaceny o néjakou zastienou hodnotu, kterou lze i v rdamci skupiny jednotlived vnimat
odlisnym zpusobem. Ovsem pokud se snazime tyto informace prevést na troven dat, ktera
zpracovavame vypocetnim médiem, muze se jednat o netrividlni problém. A to z duvodu, ze
vétsina tvrzeni zaznamenanych v datovych sadédch jsou bud pouze binarni hodnoty pravda—
nepravda, nebo ¢isté konkrétni ¢iselné hodnoty.

Pokud napiiklad zpracovavame vyrok v bézné, lidské feci , Jsem pomérné unaveny, na
chvili si dachnu“, nevime konkrétni hodnotu tnavy jedince, ani to, jakou dobu planuje
stravit odpocinkem. Tyto vagni informace jsme schopni zpracovat vyuzitim fuzzy logiky,
ktera informacim pfifazuje hodnotu v rozsahu [0, 1], oproti dvouhodnotové klasické logice.
Zapisem [0, 1] je ve fuzzy prostoru znacen uzavieny interval (0, 1), otevieny interval (0, 1)
se zapisuje také pomoci hranatych zavorek jako ]0,1[. Podobné jako v klasické logice mame
logické spojky, ve fuzzy prostoru vyuzivame jejich monoténni rozsireni v podobé fuzzy
logickych spojek.

Prvni kapitola prace vysvétluje zdkladni koncepty fuzzy mnozin, jejich souvislosti s teorii
klasickych mnozin. Taktéz popisuje fuzzy mnozinové operace, z nichz nas ve zbytku prace
budou doprovazet triangularni normy, které jsou nejcastéji vyuzivanou abstrakci pro fuzzy
konjunkeci, a triangularni konormy, které nejcastéji modeluji fuzzy disjunkci.

Druhé kapitola je vénovana konceptu fuzzy logiky, ktery podobné souvisi s fuzzy mno-
zinami jako klasicka logika s klasickymi mnozinami. Popisuje zptisoby, kterymi lze konstru-
ovat fuzzy implikaci, kterda tvori zaklad pro vyhodnocovani fuzzifikovaného odvozovaciho
pravidla. Préace v tomto ohledu navazuje na prace Ing. Vojtécha Havleny, PhD. [2], ktery
se vénoval modelovani fuzzy konjunkce a disjunkce, a Be. Veroniky Jirmusové [7], ktera se
vénovala modelovani fuzzy implikace.

Treti kapitola objasnuje principy diskretizace fuzzy logickych spojek. Toto téma je kli-
¢ové pri modelovani fuzzy modus ponens z empiricky namérenych dat. Tudiz, je to dulezité
pri hledanych funkcich a optimalizaci mnozstvi vypoc¢ta nad ziskanymi daty, které se trans-
formuji do kompaktnéjsi podoby.

Posledni kapitola se vénuje praktické aplikaci diskretizovanych logickych spojek na em-
pirickd data a dale nad nimi provadi experiment. Déale predstavuje novy pohled na kon-
strukci hledané funkce pro odhad platnosti fuzzy pravidla modus ponens zobecnénim jejiho
predpisu.



Kapitola 2
Fuzzy mnoziny

Diky tomu, ze lidska fe¢ neni formalnim jazykem, lze v ni velice jednoduse zkonstruovat in-
formace, které obsahuji néjaké mnozstvi nejistoty, dokonce i zminénd informace o ,néjakém
mnozstvi nejistoty* toto zpusobuje. Rozsifujici pojmy jako ,témér, velice* nebo ,trochu*
nadm dodavaji informaci, kterou nelze exaktné vyjadrit. S touto nejistotou jsme schopni se v
ramci klasické (crisp) logiky popasovat pouze na zdkladé rozdéleni pravda-nepravda. A tato
informace, kterou ziskdme, je zcela jednoznacné urcena tim, zda prvek patii do mnoziny, ¢i
nikoliv. Ovsem tato filosofie pohledu mé sva tskali, nebot nékteré informace nelze rozlisit
jako ¢ernou a bilou, protoze se muzou nachézet na pomezi v néjaké sedé zéné. Za tcelem
feSeni problému, které vznikaji uzitim vagnich pojmu, vznikaly prubézné vicehodnotové
logiky (trojhodnotova Lukasiewiczova logika), az se dopracovali k fuzzy mnozindm, které
popsal L. A. Zadeh, a na nich postavené fuzzy logice. Také by se dalo Fici, ze v nékterych
ohledech se pri aplikaci klasické logiky zanedbava pohled vice do hloubky, pokud vezmeme
v tvahu napt. signal prenasejici nuly a jednicky, v rdmci prechodu se hladina nachézi v tzv.
metastabilnim stavu, kdy omezenym pohledem na oba extrémy, bez néjaké rozsirené rezie
pro zpracovani nelze urcit, ke které hodnoté stav nalezi.

2.1 Fuzzy mnoziny

Fuzzy podmnoziny obsahuji prvky, jejichz ¢lenstvi je urceno funkei ptislusnosti prvku dané
mnoziné v rozsahu [0, 1]. Takovou trochu naivni interpretaci, kterd neni iplné korektni, je
vylozenti si této hodnoty jakozto ,pravdépodobnostni funkci“ toho, ze prvek nélezi do dané
podmnoziny. Za zékladni prostor pro vsechny fuzzy mnoziny budeme uvazovat univerzum
X. Pro fuzzy mnozinu oznacenou M poté modelujeme funkei piislusnosti pups : X — [0, 1],
ktera kazdému prvku z mnoziny X udéva stupen prislusnosti vlastnosti, kterou sledujeme.
Protoze je kazda fuzzy mnozina M definovana svou funkci prislusnosti pys, jsou tyto dva
pojmy povazovany za totozné.

Pro priklad si mizeme uvést mnozinu ur¢enou vyjadirenim ,voda je vlazna“, kde pro toto
rozpéti rozumime napi. teplotu vody v rozsahu 32-37 °C. Charakteristicka funkce mnoziny
teplot vlazné vody V, pak vypada néasledovné:



Vi () 1 pokud x € [32,37],

v \T) =
0 jinak.

z[°C]

I i i I
T T T T

2T 32 37 42

Obrazek 2.1: Graf V()

Diky popisu pomoci klasickych mnozin se pak dostaneme k zavéru, ze voda s teplotou
31,7 °C neni vlazné ani trochu. Zde by se ndm hodil néjaky pravdivostni prechod, ktery by
nam umoznil vyrovnat se s preklenutim hrani¢nich hodnot a s nimi spjaté nejistoty, ktery
je klasickou logikou zahozen. O nélezitosti prvku fuzzy mnoziné lze pak fici, ze prvek nalezi
mnoziné jen do néjakého stupné. Fuzzy mnozina vlazné vody by mohla vypadat takto:

v, ()
1 1
x—27
222 pokud x € [27,32),
( ) pOkud x € ]32>37]7
"L‘ pr—
nv, 42sz pOk}ud T € ]377 42]7
0 Jinak. i

27 32 37 42
Obrazek 2.2: Graf py, (z)

Pro priklad nejasnosti interpretace muzeme naptiklad uvazovat pripravu steaku. Zde
méme celou $kdlu ,findlnich“ stavu pripravy {rare, medium-rare, medium, medium-well,
well-done}, které se odlisuji propecenim masa, ale nejsou definovany presné hranice. Zatimco
medium-rare steak by nékomu mohl pripadat témér tepelné neupraveny, nékdo jiny by ho
mohl vnimat jako spravné pripraveny, nebo dokonce i tak, Ze steak uz byl pretazeny.

Poznamka 1. Systém vsech fuzzy podmnozin zdkladniho prostoru X oznacujeme jako F(X).

2.2 Zakladni operace nad fuzzy mnozinami

Jakozto zékladni operace nad fuzzy mnozinami rozumime operace pruniku, sjednoceni a do-
plinku. Ve fuzzy prostoru lze kazdou operaci modelovat nespocetnym mnozstvim rozliénych
zpusobli. Nejprve zavedeme tzv. standardni zakladni operace, zavedené L. A. Zadehem.

Definice 1. [9] Necht X je zdkladni prostor, A, B € F(X).

o Standardnim prianikem fuzzy mnoZin A, B je fuzzy mnozina AN B € F(X) s
funkct prislusnosti

panp () = min(pa(z), pp(r))-
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o Standardnim sjednocenim fuzzy mnoZin A, B je fuzzy mnozina AUB € F(X) s
funkct prislusnosti
pa0n () = max(jua(z), s ().
o Standardnim doplitkem mnoZiny A je fuzzy mnozina A € F(X) s funkci prislus-
nosts
pa(z) =1—pa(z).

V nasledujici kapitole se budeme vénovat triangularnim normam a konormam, pomoci
kterych jsou tyto zdkladni operace zobecnény.

Priklad 1. Na ilustraci uvvdadime priklad dvou fuzzy mnozin A, B € F(X) a standardni
mnoZzinové operace na nich.

pa(z)
1,,
x—1 pokudx € [1,2],
pa(z) =493 —x pokud x €12,3],
0 jinak, .
1 2 3 4

Obrdzek 2.3: Fuzzy mnoZina pa(x)

pp(x)
1 1
x—2 pokud x € [2,3]
1 pokud x €13, 4],
,UB(I') =N 6-=2
5% pokud x € 4,6,
0 jinak. . T

1 2 3 4 5 6

Obrdzek 2.4: Fuzzy mnozZina pup(x)

a) Urc¢ime pranik fuzzy mnoZin panp(z).
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z—2 pokud z € [2,3], Y \

pan(z) = 3—xz  pokud z € 13, 3], / N
0 jinak. / T

1 2 3 4 5 6

Obrazek 2.5: Prinik fuzzy mnoZin

pans(z)
b) Urcime sjednoceni fuzzy mnozin paup(z).
taus (@)
x—1 pokud x € [1,2], 1
3—x pokud z €]2,3],
x—2 pokud x € ]%,3],
€Tr) =
Haup (@) 1 pokud x € ]3,4], .
6— f { t ; 1 ‘ |
5% pokud x € ]4,6], 1 2 3 4 5 6 7
0 jinak.
Obrazek 2.6: Sjednoceni fuzzy mmnozin
pauB(r)
c) Urcime doplnéek mnoziny fia(x).
fra(z)
1 4

2—2x pokud x € [1,2],
a(x) =< x—2 pokud x €]2,3],

1 Jinak. —
12 3 4 5 6 7

Obrdzek 2.7: Doplnék fuzzy mnoZiny
pa(x)

2.3 Triangularni normy a konormy

V této Casti si definujeme funkce, pomoci kterych nejcastéji modelujeme mnozinové operace
nad fuzzy mnozinami, trianguldrni normy, konormy. Dale je budeme také potrebovat v
kapitolach zabyvajicich se fuzzy logikou, nebot nimi modelujeme nejcastéji pouzivané spojky

vvvvvv
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2.4 Triangularni normy

Triangularni normy jsou funkce dvou proménnych, kterymi lze modelovat prinik fuzzy
mnozin.

Definice 2. [9] Funkce T : [0,1]2 — [0, 1] se nazjvd trianguldrni norma (zkrdcené t—norma),
pokud Yz, y, z € [0,1] plati axiomy:

(T1) T(z,y) =T(y, ), komutativita
(T2) T(2,T(y,2)) = T(T(x,y),2), asociativita
(T3) T(z,y) <T(x,z), pokud y < z, monotonnost
(T4) T(x,1) ==z. hranic¢ni podminka

Priklad 2. Ndsledujici funkce splnuji tri ze ¢tyr zminénych axioma, lze tedy vidét, Ze axi-
omy jsou na sobé nezdvislé a funkce neni t—normou, pokud nespliuje vSechny ctyri axiomy
naraz.
a) Funkce Fy : [0,1]2 — [0,1] dand predpisem
Fi(z,y) =z,
spliuge (T2), (T3) a (T4), ale nespliuje (T1).
b) Funkce F»:[0,1]?> — [0,1] dand predpisem
Fy(z,y) =z -y -max(z,y),
splnuge (T1), (T3) a (T4), ale nespliuje (T2).

c¢) Funkce F3:[0,1]?> — [0,1] dand predpisem

0.5 pokud (z,y) €10,1[%,

min(z,y) jinak.

Fg(l',y) = {
splnuje (T1), (T2) a (T4), ale nesplriuje (T3).
d) Punkce Fy : [0,1]2 — [0,1] dand predpisem
F4(337 y) =0
spliuge (T1), (T2) a (T3), ale nesplruje (T4).

Priklad 3. Pro modelovani fuzzy priniku se nejcastéji pouzivaji tyto trianguldrni normy:

o Ta(z,y) = min(z,y), minimovd t—norma
o Tp(z,y) =2y, soucinovd t—norma
o Tr(z,y) =max(0,z+y—1), Lukasiewiczova t—norma

13



min(z,y)

o Tp(x,y) = {

0 jinak.

pokud max(x,y) =1,

drasticky soucin

Jejich grafy vidime na obréazcich 2.8, 2.9, 2.10, 2.11.

Obrazek 2.10: Lukasiewiczova t—norma

L e ! LW
Y e v e L s e A
A wn v

Obrézek 2.11: Drasticky soucin

Triangularni normy klasifikujeme podle jejich vlastnosti, které mohou splnovat. Zacneme

vlastnostmi diagonaly.

Definice 3. [1] Existuje-li prvek x, pro ktery plati f(z,x) = x, pak je x idempotentni prvek.

Pro libovolnou t—normu jsou idempotentni prvky 0 a 1, proto jsou oznacovany jako tri-
vidlni idempotentni prvky. Funkci povazujeme za idempotentni, pravé tehdy, pokud vSechny
prvky defini¢niho oboru jsou idempotentnimi prvky. Idempotentni t—norma je pouze mini-

mova t—norma.

Poznamka 2. [9] Trianguldrni normy jsme si definovali jako funkci dvou proménngch
nad prostorem [0,1]2. Definici lze, diky vlastnosti asociativity, rozsirit na libovolns pocet
argumenti, tedy zavést funkce T : [0,1]" — [0,1],n € N,;n > 2:

T(x1,....xy) =

14
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Diky tomu muzeme definovat mocninu t—normy, kterd je ddna rekurentnim predpisem

in] x pokud x =1,
= T <m£ﬁ_1],x) pokud x > 1.

Diky operaci mocniny t—normy lze popsat archimedovské funkce. Trianguldrni norma

je archimedovska, pokud pro vSechna z,y €10, 1] existuje takové prirozené ¢islo n, pro které

plati x[;ﬂ < y. Co je jenom jinak zapsana limita

o
fim e =0

Poznamka 3. Lze ukdzat, Ze minimovd t—norma archimedovskd neni, naopak Tp,Tr, ar-
chimedovské t—normy jsou.

Pro t—normy si nadefinujeme pojmy jako délitel nuly a nilpotentni prvek.

Definice 4. [1] Prvek z €10, 1] nazveme délitelem nuly dané t—normy, pokud Jy €10, 1]
takové, ze T'(x,y) = 0.

Definice 5. [1] Prvek x €0, 1[ oznacime jako nilpotentni prvek dané t—normy, pokud
dn € N takové, Ze :U[;] = 0.

Poznamka 4. Nad grafy drive zminéniych t—norem si lze vsimnout, zZe Ths a Tp nemaji
delitele nuly ant Zddny nilpotentni prvek. Naopak u Ty, a Tp je délitelem nuly © nilpotentnim
prokem kazdé x €10, 1].

Definice 6. [1] Rekneme, Ze t—norma je spojitd, pokud funkce T : [0,1]?> — [0, 1] je spojitd
v kaZdém bodé¢ (z,y) € [0,1]2.

Poznamka 5. Jedinou ze zminéngch t—norem, kterd nespliuje tuto vlastnost, je Tp.

Velice dilezitou vlastnosti je monotdnnost, kterou pozorujeme u vsech fuzzy rozsireni
funkci. U triangularnich norem pak lze rozlisit vice druht monoténnosti.

Definice 7. [1]
o Trianguldrni norma je striktné monotonnt, pokud pro ni plati:

Pokud  €10,1] ay < z, pak T(x,y) < T(x, 2).

o Trianguldrni norma je sdruZené strikiné monoténnit, pokud pro ni plati:
Pokud v < 2’y </, pak T(z,y) < T(z',v).
Poznamka 6. Trianguldrni normy Ths a Tr, jsou sice spojité, ale ne strikiné monotonni.
Strikini monotonnost ovsem plati pro Tp.

Na zavér si uvedeme definici pro vlastnosti t—norem, které ndm funkce rozdéluji do trid
nilpotentnich a strikinich t—norem.

Definice 8. [1] Trianguldrni normu oznacujeme jako nilpotentni, pokud je spojitd a Vx €
10, 1] jsou jeji nilpotentni prvky. Trianguldrni normu oznacujeme jako striktni, pokud je
spojitd a striktne monotonni.

Poznamka 7. Pro zminené zikladni t—normy plati, Ze Strikini t — norma je pouze Tp,
naopak nilpotentni t—norma je pouze T,
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2.5 Triangularni konormy

K triangularnim normam existuji jejich dudlni funkce, které oznacujeme trianguldrni ko-
normy. Pomoci nich 1ze ve fuzzy prostoru modelovat sjednoceni fuzzy mnozin.

Definice 9. [9] Funkce S : [0,1]2 — [0,1] se nazjvd trianguldrni konorma (zkrdcené
t—konorma, oznaceni S je zamysleno jako suma), pokud Vz,y,z € [0, 1] plati:

(81) S(z,y) = S(y, ), komutativita
(82) S(x,S(y, z)) = S(S(x,y), 2), asociativita
(83) S(x,y) < S(x,2), pokud y < z, monoténnost
(84) S(z,0) ==z hranicni podminka

Poznamka 8. Lze si vsimnout toho, Ze pruni tri vlastnosti jsou stejné jako u t—mnorem.

Tvrzeni 1. Trianguldrni konormy jsou dudlni funkce k trianguldrnim normdm, vzdjemné
jsou mezi sebou odvoditelné pomoci predpisi:

T(x,y)=1-S(1—=z,1-1y),
S(z,y) =1-T(1 —z,1—vy).

Priklad 4. Pro modelovdni sjednoceni ve fuzzy mmnozindch jsou mejcastéji pouzivané tyto
trianguldrni konormy:

o Sy(z,y) = max(x,y) maximovd t—konorma
o Sp(x,y) =z +y— xy, pravdépodobnostni soucet
o Sp(x,y) =min(l,z +y) Lukasiewiczova t—konorma

Y k d i Y = 07
e Sp(z,y) = Tlax(x v) 5;;; min(z, y) drasticky soucet

Jejich grafy vidime na obrdzcich 2.12, 2.13, 2.14, 2.15.

O

1 SeeeeeE
=
G}
A
©n
0
1
Y 1
00
T
Obrazek 2.12: Maximovd t—konorma Obrdzek 2.13: Pravdépodobnostni soucet
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Sp(x,y)

Obrdzek 2.14: Lukasiewiczova
t—konorma

Obrazek 2.15: Drasticky soucet

2.6 Zobecnéné mnozinové operace

Jak jiz bylo dfive zminéno, pomoci trianguldrnich norem a konorem jsme mezi fuzzy mnozi-
nami schopni modelovat operace priniku a sjednoceni. Proto standardni prinik a sjednoceni
muzeme zobecnit nasledovneé:

Definice 10. [9/

o Prinik fuzzy mnozin A, B € F(X) zaloZeny na t—normé T je fuzzy mnozina ANy B €
F(X) s funkci prislusnosti

pangB(®) =T(pa(x), pp(z)).

o Sjednoceni fuzzy mnozin A, B € F(X) zaloZené na t—konormé S je fuzzy mnoZina
AUg B € F(X) s funkci prislusnosti

pavss(z) = S(pa(z), pp(x).

Navazeme na priklady priniku a sjednoceni z podkapitoly o standardnich zdkladnich
operacich s tim, ze je budeme modelovat pomoci ¢tyTt zdkladnich t—norem a t—konorem.

Priklad 5. Necht X =R je univerzum, A, B € F(X).

x—1 pokud x € [1,2], '% pokud x € [0, %] )
3—z pokudx€]2,%}, T —2 pokudﬂze]%i’)],

pa(z) =<1 pokudaze]%,%] , up(z) =<1 pokud x € ]3,4],
4—x pokudxe]%,él], 6%“” pokud x € )4, 6],
0 jinak. L0 jinak.
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— pa(x)
— pB()

1 2 3 45 6 7

Obrdzek 2.16: pa(x) a pup(z)
Urc¢ime ANy B pro T € {Ty,Tp,T1,Tp}.

o Minimovd t—norma Ths, ndm vyjadruje standardni prinik.

NAQT]WB('CE) =

Ve

r—1 pokudzx € [1,

O = NIy

[E—

pokud x € ]
pokud x € ]
pokud x € ]

I IENEN ISR

—

[NSIEN RIS N[

jinak.

e Soucinovd t—norma Tp vytvori funkci

NAQTP B (.’13) =

o Lukasiewiczova t—norma T, vytvori funkci

—2243x
5

S = -

[ELANE I i I I B

I QO pojot
NG CTEN BGUIIN I3

jinak.
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Obrdzek 2.17: Prunik A, B pomoci
T

0.5 1

Obrdzek 2.18: Prunik A, B pomoci
Tp



ILLAQTL B (CU) -

e Drastickym soucinem Tp ziskdme predpis

HANT, B (l‘) =

6z
5 2
_ 4z
5
_ 5
T =3
1
2
4 —x
0

S = ol ot
|
I3

pokud x €
jinak.

pokud x = 2,
pokud x € [3
pokud x € ]

29

jinak.

\V)

B NN Qo Nlot

[ i N B Wl

7%])
74]’

0.5 1

Obrdzek 2.19: Prunik A, B pomoci
Ty,

0.5 |

Obrdzek 2.20: Prunik A, B pomoci
Tp

Priklad 6. Necht X =R, A, B € F(X), a pravdivostni funkce pa(x), pp(x) jsou totoiné s
predchozim prikladem (5).
Urcime AUg B pro S € {SM,SP,SL, SD}.

e Maximouvd t—konorma vyjadruje definici standardniho priniku mnoZin.

MAUSJ\/[B(x) =

pokud x € [0,
pokud x € |3,

]
pokud x € ]
pokud x € ]

]
]

5
4
2
5
29

pokud x €

3
pokud x € |4

)

jinak.

4
6

)

I

7]
2],
5]
3],

)

]
I
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HAus,, B (QC)

0.5+ A

Obrazek 2.21: Sjednoceni A, B po-
moct Spy



e Pravdepodobnostnim souctem ziskdme predpis

taus, B(7)
1 4
(2 pokud x € [0,1],
% pokud x € ]1,2],
1‘2—7%15 pokudxe]27%:| , 05 ....... g
have, @) = 25L pokudz €]3,3],
1 pokud x € ]3,4], x
Ea pokud z € 14,6], 1 2 3 45 6 7
0 jinak.
Obrdazek 2.22: Sjednoceni A, B po-
moci Sp
o fukasiewiczovou t—konormou ziskame predpis
HAUs, B (l’)
1 1
H pokud x € [0, 1],
69”5’5 pokud x € ]1, %} , 0.5 1
IU/AUSLB(x) = 1 pOkUd HAS ] ga 4:| )
6%“"3 pokud = € 14, 6], T
0 jinak. 1 2 3 4 5 6 7
Obrdzek 2.23: Sjednoceni A, B po-
moct St,
e Drasticky soucet vytvori funkci
:LLAUSD B (:l?)
1 i
£ pokud x € [0, 1], 05 |
(2) 1 pokud x € |1,4], ’
xr) =
Havsp B 552 pokud x €4, 6],
0 jinak. z,
7

Obrdzek 2.24: Sjednoceni A, B po-
moci Sp
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Definice 11. Fuzzy dopinék lze zobecnit jako:

fa(x) = n(pa(z)),
kde n je nerostouci funkce splnujici podminky n(0) =1 a n(1) = 0.

Priklad 7. Na ukdzku uvddime nejzndméjsi z fuzzy doplnki, zndmy jako Zadehuv doplnek:

| a(x)

0.5 |
@) = 1 — pala).

—_

0.5
Obrazek 2.25: Zadehiv doplnék

Nerostouct funkci n lze ddle upravit riznymi parametry, aby vyhovovala konkrétnim potre-
bdm chovdni pro danou aplikaci. Takto dostdvame parametrické tridy doplnkad. Pro ilustraci
wvddime Sugenovu tridu doplnki:

17/,67(56) — prop=0
—prop=—3
— prop=1
1 pa(a) 0.5 1
- — T
pa(r) = Gy, p> L N
0.5 1

Obrdzek 2.26: Sugeniv doplnék

Pomoct parametru p jsme schopni urcit, rychlost klesini hodnoty doplnku. Lze si vsim-
nout toho, Ze pri dosazeni 0 za p ziskdme Zadehuv doplnék.
Dalsi parametricka trida je Yagerova:

fia(x) —prop=1
1 —— prop =2
—prop= %
0.5 1
pa(z) = /(1 — pa(x)?), p>0.
z
05 1

Obrazek 2.27: Yageriv doplnek

Pomoci parametru p ovliviiujeme rychlost klesini hodnoty doplriku. Napr. prop =1 se
jednd o Zadehiv doplnék a pro p = 2 o visec jednotkové kruznice.

Priklad 8. Necht X =R je univerzum, A € F(X).
Urcime doplnék fuzzy mnozZiny A zaloZeny na funkci n(x) = ;—8”;,:6 € 10,1], kterd vychdzi
ze Sugenova doplriku.
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x pokud x € [0, 1],
pa(xr) =492—x pokud x €1,2],
0 jinak.

Predpis dopliiku se ndm rozdeli na intervaly pro funkcni predpis

11—‘:813[: pOkUd T e [07 1]7
wi(r) = £=%  pokud x €]1,2],

1 jinak.

- pal(z)
pia ()

0.5+

0.25 oo X

\

0.25 1 1.75 2

Obrazek 2.28: Graf k prikladu 8

Poznamka 9. Lze si vSimnout toho, Ze pri priniku pa(z) s p’(z) by ndm nevznikla funkce
konstanitni nuly jako v klasické teorii mnozin, ale funkce s dvéma vrcholy vijsky 0.25 v bodech
0.25,1.75 a nenulovymi hodnotami na intervalu 10,1[U]1,2[.
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Kapitola 3
Fuzzy logické spojky

V této kapitole se zamétime na fuzzy logiku a zejména na konstrukei jednotlivych logickych
spojek, diky kterym budeme schopni vyjadrit podobu fuzzy implikaci, které vyuzijeme pro
odvozovaci pravidla v ramci aplikace nad fuzzifikovanym pravidlem modus ponens.

3.1 Fuzzy logika

Fuzzy mnoziny nam umoznily novy pohled na nélezitost prvku mnoziné, kterou nam vy-
jadrovala funkce prislusnosti. Pomoci fuzzy logiky se muzeme divat novym pohledem na
pravdivost logickych vyrokii. Pro ty bude platit, ze pravdivostni hodnota 0 je absolutni ne-
pravda, 1 je absolutni pravda a hodnoty mezi nimi odpovidaji ur¢itému stupni pravdivosti.

Budeme pracovat s fuzzy logickymi spojkami, které jsou monoténnim rozsirenim klasic-
kych logickych spojek. To znamend, ze fuzzy logické spojky vychazeji z klasickych logickych
spojek, tedy pro hrani¢ni hodnoty musi zachovavat hodnoty z klasické logiky a dale v celém
prostoru mezi nimi jsou monoténné dodefinovany.

Pomoci nich budeme schopni vyjadrit hodnotu neurcitosti a nejistoty v ramci logickych
operaci, oproti klasické logice, kde pravdivostni hodnota muze nabyvat pouze hodnot pravda
a nepravda.

3.2 Fuzzy negace

Protoze je fuzzy logika monoténnim rozsitenim klasické logiky, 1ze zde definovat unarni
operaci fuzzy negace nasledovné:

Definice 12. [9] Libovolnd nerostouci funkce N : [0,1] — [0,1] se nazyvd negaci, pokud
Va,b € [0,1] plati

e N(0) =1,
« N(1) =0.

Vyse uvedené definici vyhovuje nespocet moznych funkci, pro dalsi uziti si budeme chtit
vybrat ty funkce, které ndm budou splnovat i silnéjsi kritéria.

Definice 13. [1] Negace budeme nazgjvat:

o Striktni fuzzy negace, pokud je klesajici a zdroven spojitd.
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o Silnd fuzzy negace, pokud je involutivni, tzn. Vo € [0,1]; N(N(z)) = =.
Definice 14. [9] Dudlni negace zaloZend na negaci N je ddna predpisem

Ni(z)=1-N(1—2x).

Priklad 9. Uvedeme si pdr prikladi fuzzy negact, véetné parametrickyjch trid negaci :

Ng(x
. s(z)
_ silnd  negace, stan-
* Ns(@)=1-z 0-5 dardni fuzzy negace
x
05 1
LN (x)
. strikini, ale ne silnd
o Ni(z) = cos® (%) 0.5 |
negace
x
05 1
11 NGl (.’I})
0 pokud x =1, nespojitd, Godelova
* Ng, (z) = p 0.5 | .pvjw
1 jinak. nejuetsi fuzzy negace
xr
— >
05 1
1 NGz (.’L’)
1 pokud x =0, nespojitd, Gaodelova
. Noy(@)=4 " 0.5 e
0 jinak. nejmensi fuzzy negace
xr
0.5 1

e Ny(z,n)=¥1—-2"n>0

Yagerova, silnd negace

Obrizek 3.1:  Grafy
fuzzy negacit

Poznamka 10. V poslednim prikladu se jednd o priklad fuzzy negace z Yagerovy tridy
fuzzy negact, pro ktery byla zvolena hodnota parametru n = 2.
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Poznamka 11. MidzZeme si vsimnout, Ze negace je involutioni, pokud jsou jeji funkcni
hodnoty soumeérné podle osy x = y.

Poznamka 12. Podobné, jako jsme uvedli priklad Yagerovy tridy fuzzy negaci, je mozné
zkonstruovat i parametrické fuzzy negace Sugenovy tridy, které vychdzeji ze vztahu

3.3 Fuzzy konjunkce a disjunkce

Pomoci fuzzy konjunkce lze zietézit dvé a vice logickych podminek, kdy bereme v potaz
vagnost informace. Po aplikaci operace ziskame informaci, do jaké miry je pravidlo splnéno,
oproti klasickému ,,ano®“, ¢i ,ne

Definice 15. [S] Neklesajici zobrazeni C : [0,1]> — [0,1] se nazjvd konjunkce, pokud
Va,b € [0, 1] plati

e C(a,b) =0, pokud a =0, nebo b =0,
. O(1,1) =1.

Fuzzy konjunkce byva nejcastéji vyjadirena pomoci triangularnich norem, které uz jsme
si definovali v ramci fuzzy mnozin. Stejné, jako v klasické matematice, také ve fuzzy pripadu,
logické spojky a mnozinové operace spolu souvisi.

Podobné lze urcit i rozsiteni disjunkce do fuzzy prostoru.

Definice 16. [8] Neklesajici zobrazeni D : [0,1]? — [0, 1] se nazgvd disjunkce, pokud Ya,b €
[0, 1] plati

e D(a,b) =1, pokud a =1, nebo b =1,
« D(0,0) = 0.

Fuzzy disjunkce byva nejcastéji modelovana pomoci trianguldrnich konorem.

3.4 Fuzzy implikace

Pro urceni inferenc¢nich pravidel modu ponens se v klasické logice pouzivd implikace. Ve
fuzzy prostoru budeme predpokladat stejny pozadavek na tuto logickou spojku. Zavedeme
si tedy obecnou definici fuzzy implikace, jako funkci I : [0,1]2 — [0,1], ktera si bude
zachovavat klasické hodnoty (1(0,0) = 1(0,1) = I(1,1) = 1,1(1,0) = 0) a monoténnost.

Definice 17. [9] Fuzzy implikace je libovolnd funkce I : 0,12 — [0,1], kterd spliuje
vlastnosti

e 1(0,0) = 1(0,1) = I(1,1) =1,
o I(1,0) =0,
e je nerostouci v prunim argumentu,

e je neklesajici ve druhém argumentu.
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Konstrukce fuzzy implikace se obvykle realizuje na zakladé znamych tautologii z klasické
logiky. V klasické logice je znama tautologie:

A= B < —-AVB.

O tuto tautologii se opira konstrukce implikaci, znamych jako (S, N)—implikace. Jedna se
o tiidu implikaci, ktera vychazi primo z uvedené tautologie, kde disjunkce je modelovana
t—konormou S a negace fuzzy negaci N :

Isn(z,y) = S(N(z),y).
Lze se také setkat s oznacenim S-implikace, které je vyznamové totozné.

Piiklad 10. [9] Uvedeme si (S, N)-implikace zaloZené na zdkladnich t—konormdch Syr, Sp
a St a jako fuzzy negaci pouZijeme standardni fuzzy negaci N(x) =1 — x.

o Pri pouziti maximové konormy Sy ziskdvame Kleene-Dienesovu implikaci danou
predpisem

Is,, n(z,y) = Su(N(z),y) = Su(l —z,y) = max(1l — z,y).

o Pri pouziti konormy pravdépodobnostniho soucinu Sp ziskime Reichenbachovu im-
plikaci danou predpisem

Isp N(2,y) = Sp(N(7),y) = Sp(l—z,y)=(1-z)+y—(1-z)y=1-0+2-9.

o Pri pouZiti Lukasiewiczovy konormy Sp ziskdme fukasiewiczovu implikaci danou
predpisem

Is, n(2,y) = SL(N(2),y) = SL(1 — 2,y) = min(1, (1 — z) + y) = min(1,1 — 2 + y).

Jejich grafy lze vidét na obrdzcich 5.2, 3.3, 3./.

e
R

1
p=>
)
z
[
2
0
0
T 1
10
)
Obrazek 3.2: Kleene-Dienesova implikace Obrazek 3.3: Reichenbachova implikace
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Obrazek 3.4: Lukasiewiczova implikace

Dalsim z mnoha moznych zpusobu konstrukce implikace ve fuzzy prostorech jsou tzv.
rezidudlni implikace. Predpoklddejme, ze T je zleva spojitd trianguldrni norma. Potom
funkce

Ir(z,y) = sup{z € [0,1]; T(z, 2) <y}, (2,y) € [0, 1],
je rezidudlni implikace zalozend na zleva spojité t—normé T

Priklad 11. [9] Uvedeme si R-implikace zaloZené na zdkladnich spojitych t—normdch
TM,TP a TL.

o Pri pouZiti minimové t—normy Ths ziskdme Godelovu implikaci danou predpisem
Ity (x,y) = sup{z € [0,1]; min(z, z) < y}.
Predpis se nam rozlozi na tyto pripady

— Pokud je x <y, pak pro z = 1 plati min(z,1) = z <y, takZe nejvétsi hodnota,
kterou z mize nabyvat je z = 1.

— Jestlize je x > y, pak je vyhovujici z € [0,1] takové, pro které min(z,z) = z,
protoZe x > y. A tedy nejuetsi takové vyhovujici z = y.

1 =<y,
Yy oz >y.

Ity (z,y) = {
o Pri pouziti soucinové t—normy Tp ziskame Goguenovu implikaci danou predpisem
It (z,y) =sup{z € [0,1];z.2 <y} = min <g’ 1) )
x

o Pri pouziti Lukasiewiczovy t—normy T ziskame fukasiewiczovu implikaci, je-
Jiz predpis by mel byt totozny jako u (S, N)—implikace zaloZené na Lukasiewiczové
t—konorme

Ir, (xz,y) = sup{z € [0, 1];max(0,z + z — 1) < y} = min(1,1 —z + y).
Vzhledem k tomu, Ze R-implikace zaloZend na Lukasiewiczové t—normé je vyjddrena

totozné jako (S, N)—implikace pro Lukasiewiczovu t—konormu, Is N, = I, , budeme
jt ddle oznacovat jenom jako Iy, .
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Jejich grafy lze vidét na obrdzcich 3.5, 3.0, 3.4.

ITJ\/I (:L’, y)

Obrazek 3.5: Godelova implikace Obrazek 3.6: Goguenova implikace

Poznamka 13. V této kapitole jsme si ukdzali pouze zikladni fuzzy implikace a zpusoby
jejich konstrukci. Fuzzy implikace jsme schopni generovat za uZiti funkce jedné promenné,
o tom se lze docist vice z []] nebo treba ve [5].

3.5 Modus ponens

Hlavnim divodem analyzy fuzzy implikaci bylo jejich zuzitkovani v rdmci studia fuzzifi-
kovaného pravidla modus ponens, a to z divodu, ze odvozovaci pravidla jsou ve vétsiné
piipadu zapsana pravé jako implikace, které jsou formulovany do tvaru POKUD — PAK
(z anglického IF' — THEN).

V klasické logice se setkavame s pravidlem modus ponens v takové podobé, ze pokud
mame v bazi znalosti podminény vyraz A — B a vime, ze vyrok A plati, pak také plati B.

Priklad 12. [10] Necht vijrok A znamend venku prsi a B znamend vezmi si s sebou destnik,
potom pri spojeni A — B ziskdme vijraz.

POKUD wvenku prsi, PAK si s sebou vezmi destnik.
Pokud tedy vime, Ze plati predpoklad venku prsi, tedy A je platné, dokdzZeme pri uzZiti modu

ponens usoudit platnost ndsledku B, tedy to, Ze si s sebou mdme vzit destnik.

Poznamka 14. Pri slovnim popisu pravidel pouzivime tzv. lingvistické proménné, které
ndm urcuji hodnotu ve slovni podobe. Jelikoz mdme v klasické logice pouze 2 logické hodnoty,
budeme schopni jeden vyrok obmeénit pouze za uzZiti negace. Z minulého prikladu by pak
negovany predpoklad = A byl vyjddren slovné: Venku neprsi.

3.6 Fuzzy modus ponens

V klasické logice jsme zapsali modus ponens pomoci logickych spojek nasledovneé:

AN (A= B)
e :
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Prepis do fuzzy prostoru pak vypada takto:

B'(y) = sup(T(A'(z), I(A(z), B(y))))-
zeX
Pomoci fuzzifikovaného modu ponens budeme schopni zohlednit v odvozovani zavéru
na zakladé predpokladi, které jsou obohaceny néjakou vagnosti, coz muze byt v nékterych
aplikacich napt. v ramci expertnich systémi, ¢i zpracovani informaci v redlném case kritické.

3.6.1 Fuzzy lingvistické proménné

Pri fuzzy odvozovani informaci je dulezity pojem tzv. fuzzy lingvistickych proménngch,
zavedeny L. A. Zadehem. Obecné lze Tici, Ze jazykova proménna je proménnd, jejiz hodnota
je vyjadrena slovné. Tedy napriklad, pokud bychom urcovali jazykovou proménnou vlhkosti
vzduchu, tak misto ¢iselného vyjadreni budeme vlastnost popisovat pomoci slov, napf.
velmi nizkd, nizkd, stredni, vyssi, vysokd, velmi vysokd, atd. Podobné lze vyjadrovat i jiné
vlastnosti jako jazykovou promeénnou, napr. teplota vody jako ledovd, studend, chladnd,
vlaznd, tepld, horkd, vrouct, atd.

Definice 18. [9] Fuzzy lingvistickd proménnd je pétice (X, T(X),X, G, M), kde
e X je jméno lingvistické proménné,
o T(X) je mnozina slovnich hodnot lingvistické proménné,
e X je univerzum jejich hodnot,

o (G je gramatika, kterd obsahuje syntaktickd pravidla pro vytvdreni hodnot lingvistické
pPromenneé,

o M je sémantické pravidlo, které kaZdé slovni hodnoté prirazuje fuzzy podmonozinu
univerza X, ¢imz definuje jeji vyznam.

3.6.2 Zobecnény modus ponens

Pro zobecnéni pravidla modus ponens budeme uvazovat vstupy, které budou popsany obec-
nym pravidlem, na zakladé kterého budeme chtit zpracovat vstupy obohacené jazykovou
proménnou. Motivaci pro jeho konstrukci bude modifikace stavu B’ takovym zpisobem, Ze
A a A’ se nutné nemus{ rovnat.

Pravidlo: POKUD z je ANy je B.
Pozorovdni: x je A'.
Zaveér: PAK y je B'.

Priklad 13. Pro pochopeni odlisnosti klasického postupu odvozovdani a jeho zobecnénim si
uvedeme priklady:

Pravidlo: POKUD je vygrobek oblibeny, PAK je jeho dostupnost omezend.
o Pozorovani:  Vyrobek je mimorddné oblibeny.

Zaver: Dostupnost vijrobku je znacné omezend.

Pravidlo: POKUD je kvalita sluzby vysokd, PAK je zdkaznik stédry s dyskem.
e Pozorovani:  Kualita sluzby je velmi vysokd.

Zaver: Dysko je velice stédré.
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Je tedy treba toto zobecnénd brat jako jisté zjednodusent pozZadavku na aplikovatelnost predpo-
kladu, a misto odvozent klasickym zpisobem jako plati—neplati provést skdlovdani na zdkladé
podobnosti, namisto totoZnosti mezi predpisem a skutecnosti. Na zdkladé toho, zda pozo-
rované A’ je platné vice, ¢i méné neZ A uréené pravidlem, lze pak transformovat disledek
ziskany v zdveru podobnym zpusobem.

Pro dusledkova pravidla se uvadi odhad modu ponens jako

(B,b),(B—H,r)
H,f,(br)

Vime, ze implikace (B — H) je platnd (nejméné) az do pravdivostniho stupné r. Tudiz H
musi byt pravdivé az do néjakého stupné h takového, ze I(b,h) > r.

Potiebujeme tedy uréit nejnizsi vyhovujici hodnotu h s touto vlastnosti, aby bylo zaru-
¢eno, ze ohodnoceni H bude alespon h. Necht I je funkce implikace —, pak funkce f_, je
rezidudlni konjunkce implikace I, zapsana jako

= = i f I > .
.f—> Cl(ba 7’) hér[}),l] (ba h) ZT

Priklad 14. /3] Pro zndame (S, Ng)—implikace, kde S je postupné Spyr,Sp a S, a N stan-
dardni negdtor, dostdvame rezidudlni konjunkce:

0 pokudb+r <1,

r  jinak,

CISM,N (b,r) = {

0 pokud b+1r <1,
Cropn (0:7) = {b+r1
b

jinak,
Cr,, (b,r) = max(0,b+r —1).

Jejich grafy vidime na nasledujicich obrdzcich.

CISM,N (bv T)
CISP,N (b7 T)

Obrdzek 3.7: Konjunkce zaloZend na Ig,, Obrdzek 3.8: Konjunkce zaloZend na Ig,
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Obrdazek 3.9: Konjunkce zaloZend na Iy,

3.6.3 Agregacni deficit

Jiny zpisob, jak vypocitat dolni mez pravdivostni hodnoty H, je za pomoci tz. agregacniho
deficitu. Je to operator zalozen na fuzzy disjunkci D a to tak, zZe jsou splnény omezujici
podminky:

x < D(c,a) Ny < D(b,1—a),

¢> Rp(a,z) Nb> Rp(1 —a,y).
7 ¢ehoz lze vyvodit nasledujici definici.

Definice 19. [6] Necht D je fuzzy disjunkce, potom agregacni deficit je funkce ddna pred-
pisem
Rp(z,y) = inf{z € [0,1]; D(z, z) > y}.

Poznamka 15. Tento zdpis trochu vzddlené pripomind predpis, kterym jsme si definovali
R-implikace.

Priklad 15. Na ilustraci uvddime agregacni deficity odvozené ze zndmgch trianguldrnich
konorem.

0 pokud x > v,

RSM (1‘, y) = {

Yy jinak.

0 pokud x > y.

RSP (x7 y) = { y—z

0 pokud x > v,

RSL(:E7y) = {

y—1x jinak.
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Obrézek 3.11: Agregacni deficit pravdeé-

Obrazek 3.10: Agregacni deficit maxi-
podobnostniho souctu

mové t—konormy

Obrézek 3.12: Agregacni deficit Lukasiewiczovy t—konormy

Pomoci agregac¢niho deficitu lze pak zkonstruovat tzv. pravdivostni funkci rezoluce fr,, :
[0, 1] — [0, 1], kterd je klicova pro formulaci vysledku tiplné rezoluce. Tato funkce je uréena

predpisem
fRD (:L‘v y) = aér[gfl]{D(RD(aa :L‘)a RD(l —a, y))}

Priklad 16. Pro agregacni deficity z predchoziho prikladu dostdvde postupné pravdivostni

funkce:
fRSM (‘7}7 y) = aei?fl]{D(RSM (CL, :13), Rg,, (1 —-a y))} =
. 0 okud x +y <1,
inf {SM(RSM(avx)vRSM(l _aay))} = . p Y
a€0,1] min(z,y) jinak.
0 pokud x +y < 1,
fRSP (:E, y) = g;—|—y—1 .. k
max(z,y) Jinak.
e (1) 0 pokud x +y <1,
T,Y) =
fis, WY r4+y—1 jinak.
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fRsP (xa y)

———
T e v
e ———
e e e
e o o v
R e
e

Obrdazek 3.13: Funkce f maximové  Obrdzek 3.14: Funkce f pravdépodobnost-
t—konormy niho souctu

fRsL (z,y)

X

e

-

e
-

Obrazek 3.15: Funkce f Lukasiewiczovy t—konormy

Priklad 17. [3] Pro ziskini odhadu pro modus ponens zaloZeného na klauzulich, je treba
provést toto pozorovdni: Necht D : 0,12 — [0,1] je komutativni disjunkce. Pokud pro
libovolné b,r € [0,1] plati

(B,b) N(-BVH,r)= (H,gp(b, 7)),

potom
r<D(1—-0bh)=r<Dh,1—-b)=h>Rp(l—>br).

Tudiz nejlepsi mozny odhad pro h je

gD(bv T) = bl’gbeD(l - b,a T)‘

Diky tomu, Ze agregacni deficit Rp je nerostouct v pronim argumentu, pak plati

RO ,1) = Rl ,7)

z cehoZ pak plyne platnost
gp(b,r) = Rp(1 —b, 7).

33



Pro lepsi pochopeni uvadime grafy funkci gp odvozené ze znamych t—konorem Sp, Sy
as L-

Obrazek 3.16: Funkce g pravdépodob- — Obrazek 3.17: Funkce g maximové
nostniho souc¢tu t—konormy

Obrazek 3.18: Funkce g Fukasiewiczovy
t—konormy
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Kapitola 4

Diskretizovany fuzzy modus
ponens

Prestoze fuzzifikaci ziskdvame znacné rozsirené spektrum platnosti informace, je nutné tento
koncept vnimat i tak, ze nutné nepotfebujeme vypocitavat pro vsechny prvky mnoziny
zvlast jejich funkéni hodnoty a pro kazdy podusek nam vznikne plocha s agregovanou
hodnotou. Tudiz budeme jednotlivé obrazy vzori normovat do podintervali, které jsou
urceny libovolnym krokem n, kde n € ]0,1]. V rdmci navazujictho praktického uziti budeme
pracovat s krokem n = 1—10, tak aby jednotlivé plochy tvorené podintervaly mély totoznou
velikost.

Kdyz bude uzivatel vyjadirovat své preference X a Y jako fuzzy hodnoty, pripadné
uzitim lingvistickych proménnych z a y, budeme pomoci téchto hodnot vyvozovat odhad
pro modus ponens s pouzitim diskretizovanych spojek.

Pro nasledujici definice si zavedeme tii koeficienty k, [, m, kterymi vyjadiime pocet poli
normované velikosti. Obecné tedy jednotlivé koeficienty budeme chapat takto:

k  pocet podintervald na ose x,
[ pocet podintervalt na ose y,
m  celkovy pocet podintervalu plochy, tedy m =k - [.

Definice 20. [3] Necht C : [0, 1]
1

am=k-l. Zobrazeni C} : [0,1]

— [0,1] je konjunkce, k € {5,6,7,8,9},1 € {5,6,7,8,9}
%

[0,1] definovdno ndsledovné

Ciulx,y) = [m C<:’; - ﬂ (4.1)

2
2

se nazyvd diskretizovand konjunkce.

Je ziejmé, ze zobrazeni vyjadiuje konjunkci, okrajové podminky a monoténnost zarucuje
konjunkce C'. Pokud je konjunkce C' komutativni, pak je komutativni i diskretizovana kon-
junkce O} z ni odvozena. Asociativita konjunkce C' nezaruci asociativitu piislusné diskre-
tizované Konjunkce Wy, tudiz takto skonstruovana konjunkce nemusi mit nutné vlastnosti
t-norem. ’

Konstrukce diskretizované disjunkce je dana rovnosti na zakladé duality konjunkce a
disjunkce.

Tvrzeni 2. [3] Necht C : [0,1]> — [0,1] a D : [0,1]*> — [0,1] jsou dudini konjunkce a
disjunkce, které jsou spojité, k € {5,6,7,8,9},1 € {5,6,7,8,9} a m = k-1. Potom je dudlni
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diskretizovand disjunkce k C}'y zobrazeni Dy, : [0, 1)?2 — [0,1] takové, Ze

o Lmen (e )| )

Z,Ll(x7y - m

Poznamka 16. [3] Podobné, jako konjunkce C a disjunkce D jsou vzdjemné dudlnimi
operacemi, 1 jejich diskretizované varianty budou proti sobé dodrzovat vlastnost duality.
Tudiz pokud plati D(z,y) =1 —C(1 — 2,1 —y), pak bude platit i Dil(z,y) =1 — C}y(1 —
x,1—y).

Pro libovolnd k € N at € [0,1], plati [k —k-t] =k—|k-t] ak—|k-t| =|k—Fk-t].

Na zdkladé techto dvou fakti lze pak jednoznacné dokdzat:

[m C([k ka:] [1— zm)"
)=1- =

m

oo fi=tta)] ot 0]

m m

DZ?;(:II,y

Na ilustraci uvadime priklad vypoctu jedné hodnoty diskretizované konjunkce.

Priklad 18. Necht C je soucinovd t-norma Tp a koeficienty jsou: k=4,1=4, m=k-I,
potom

mﬁgc2)P6T<“”[“W1ﬁ@n@&ﬂn@ag

3’3 16 16 16 8

Po ukazce vypoctu nasleduje diskretizovand konjunkce a disjunkce odvozené postupné
z Tp,Sp a Ty, T, pro lepsi ndzornost uvadime grafickou a tabulkovou interpretaci.

y\e | 01]0.4]) | Ja5] | Jo:d) [ ]34 | 3
0 |o] o0 0 0 0 | ==
a,
10,5] 0] 1 8 16 I =
3 |0] 3 i 5 3
]34 |0 & | 8 i | i
3.1 0] 1 3 i 1

Tabulka 4.1: Diskretizovand konjunkce

(Tp)}&(ﬂv,y) Obrazek 4.1: (TP) y(x,y)
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y\e | [0.3[ | [l | [33[ | [B[]1] % I!!!‘!‘!:‘:‘,,

[O l[ 0 1 1 3 1 ;52 “=,‘,
- 4 2 1 =5

NIRRT

@] % | % | 8 | o |1

Tabulka 4.2: Diskretizovand  disjunkce
(SP)e% (=, v)

y\e |0]]0.5] | J5o] |]5.3] 151 | 2
0 (0| © 0 0 0 23
=
odlol 3 [ 4 [ 3 13 [
Jial [0 & | 5 | 5 | 3
38l |0 & | 5 | & | 3§
jpufol & [ 5 [ % [

Tabulka 4.3: Diskretizovand  konjunkce
(Tar)ia (@, y)

y\e | 01]0.4] | o8] |Jooal |181] |
0 |0 © 0 0 0 | ==
Jo,i] o o 0 0 : g
Bifof o [ o [ 43
Jooal |0 0 | 3 | 5 | 7§
el + T3 12 [

Tabulka 4.4: Diskretizovand konjunkce
(T1)1% (@, y)

Poznamka 17. 7 faktu, Ze funkce [x] je spojitd zleva a |x]| je spojitd zprava, lze usoudit,
ze konjunkce v predchozim prikladé je spojita zleva, co zobecnuje nasledujici turzend.

Tvrzeni 3. [3] Necht C : [0,1]> — [0,1] je spojitd konjunkce, pak diskretizovand konjunkce
CYY je spojitd zleva a diskretizovand disjunkce D), je spojitd zprava.

Poznamka 18. Necht C : [0,1]?> — [0,1] je konjunkce a D : [0,1]2> — [0,1] je disjunkce. Z
nerovnosti r < % a monotonnosti konjunkce plyne

c<cp,
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z dudlni nerovnosti x > % a monotonnosti disjunkce vyplyvd

D > Dy

Podobné, jako ve spojitém pripadé, lze vyjadrit diskretizovanou variantu agregacniho
deficitu Rp. Diskretizovanou variantu agregacniho deficitu ozna¢ime jako R},. Potom

e =t {z € 01 mp (2L 1551 5 ).

Vzhledem k monoténnosti disjunkce lze uvedeny predpis vyjadrit bez pouziti infima
nasledovné:

Tvrzeni 4. [3] Necht D : [0,1]> — [0,1] je spojitd disjunkce a DYy je diskretizovand

disjunkce. Ddle necht Rp : [0,1]*> — [0,1] a R}, : [0,1]*> — [0,1] jsou agregacni deficity
zaloZené postupné na D a D7Y. Pak plati ndsledugjici rovnost:

R (2,y) = [k RD(; T ﬂ (4.3)

Analogicky se provede diskretizace funkce gp, kterd slouzi k odhadu modu ponens. Jeji
diskretizovanou variantu oznacime jako g7, a jeji konstrukci popisuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5. [3] Necht gp : [0,1]2 — [0,1] a g% : [0,1]? — [0,1] jsou odhady modu ponens
zaloZené na komutativnich disjunkcich D a D};. Potom pro gy, plati ndsledujici rovnost:

o ([EB] [mer]
g5 (b,r) = {k gD( Z L ﬂ (4.4)

Na zavér si ukazeme grafy takto zkonstruovanych funkei odhadu fuzzy modus ponens
pro koeficienty k =4, =4,m =k - .
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(95.)3% (b, 7)
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Kapitola 5

Modelovani diskretizovanych
funkci na zakladé empirickych dat

V ramci své bakalarské prace jsem se zabyval modelovanim funkce gp, v této kapitole jsem
popsal, jak jsem experimentdlné zkoumal, jak lidé vnimaji zavislost odvozovani informace v
bézné teci. Data pro experiment byla sbirdna formou dotazniku, ktery jsem rozsiroval mezi
studenty informatické fakulty, studenty maturitniho ro¢niku gymnazia, ale i mezi osoby
pracujici v rozliénych oborech. Respondenty jsem takto vybiral z divodu, ze lze ocekavat,
ze osoby mimo obor informatiky budou zavislosti mezi vyroky vnimat odliSnym zptisobem.

Dotaznikem bylo ziskdno celkem 152 odpovédi.

Experiment byl provadén nad pétici trojic vyrokt, kde se kazda trojice sklada z pred-
pokladu, nasledku a spojenim predpokladu i nasledku pro vyjadieni odvozovaciho pravidla.

Zkoumany byly tyto skupiny vyrokii:

1. Na obtizné testy se pripravuji disledné.
Z obtiznych testti dostavam zpravidla péknou znamku.

Pokud se pripravim na obtizny test, pak z néj dostanu péknou znamku.

Jsem zodpovédny tidic.
Pokuty za rizeni dostavam vzacné.

Jestlize jsem zodpovédny tidi¢, pak mi je udélena pokuta velice ziidka.

Vétsinou chodim spat pozdé.

Pokud jdu pozdé spat, pak jsem néasledujici dopoledne unaveny.

Casto chodim cvicit do posilovny.
Mam dobrou fyzickou kondici.

Protoze pravidelné navstévuji posilovnu, udrzuji si dobrou fyzickou kondici.

Byvam casto ve stresu.

)
)
)
)
)
)
)
b) Dopoledne byvam ¢asto znaveny.
)
)
)
)
)
) Konicky jsou pro mé odpocinkova aktivita.
)

Jestlize jsem pod tlakem, rad si odpocinu u néjakého svého konicka.
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5.1 Aplikace pro sbér dat

Dotaznik byl zpracovan formou jednoduché webové aplikace napsané v jazyce PHP'. Ziskana
data byla uklddana za pomoci databazového systému MySQL.

Kazdy vyrok v dotazniku byl ohodnocen celoc¢iselnou hodnotou od 0 do 10, ktera je
v ramci nésledného zpracovani normovéna do intervalu [0, 1]. Pfedpoklad a nasledek ndm
slouzi pro urceni souradnice, kam se v prostoru promita nase odhadované hodnota vysled-
ného tvrzeni. Zaznamy v databézi maji nésledujici strukturu:

question data
string Premise int  Pscore
H—hasO
string Consequence int  Cscore
string ModusPonens int  MPscore

Obréazek 5.1: Diagram entit v databazi

5.2 Zpracovani dat

Zpracovani dat je provadéno skriptem zpracovanym v jazyce Python. Z nestandardnich
knihoven skript vyuziva knihovnu NumPy a Matplotlib.

Hodnoty platnosti jednotlivych zdznamt v databéazi maji celo¢iselnou hodnotu 0 az
10, a proto je musime pro normovani do fuzzy prostoru vydélit deseti, ¢imz ziskdvame sit
jednotlivych vazenych bodu. Protoze pro kazdy bod méame jiny pocet ziskanych odpovédi,
jsou tato ziskana data agregovana aritmetickym primérem s tim, ze kazdy bod ma dale
prifazenou vahu na zakladé poctu ziskanych odpovédi v tomto uzlu.

5.2.1 Stavovy prostor

Vyjadrit hodnotu jednotlivych ploch podintervalu lze vice zpusoby. Pro ilustraci v nasledu-
jicich podkapitolach si zavedeme pomocné proménné a, b, kde a,b € N A a,b < 10, pomoci
kterych budeme oznacovat souradnice uzlovych bodu stavového prostoru.

Ziskané hodnoty se ndm promitaji do plochy, kterd je vyjadfena obrazkem 5.2.
1 | |
|

09 ___¢ _

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 !

Obrazek 5.2: Padorys stavového prostoru Obrézek 5.3: Plocha podintervala dle C*

Dotaznik je dostupny pod odkazem: Dotaznik — Fuzzy Modus Ponens
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Pokud se pro konstrukci fuzzy modus ponens budeme drzet déleni na podintervaly dle
definice diskretizované konjunkce (20), vznikne izolovand, spojitd pfimka po obvodu pro-
storu pro kazdy uzel, kde pro jeho souradnice plati, Ze = 0 nebo y = 0. Diky promitnuti
podintervali, které neobsahuji své infimum, a faktu, ze nami ziskané hodnoty jiz jsou dis-
kretizovany, 1ze usoudit, ze do celé plochy ]al—_ol, 1%] X ]1;1—_017 1—1’0] se nam promitne vazend
hodnota bodu (%, 1—1’0). Toto je znazornéno na obrazku 5.3.

Agregované hodnoty ziskanych dat pomoci diskretizované konjunkce pak pro jednotlivé
sady vyroka vypadaji nasledovné:
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Obrézek 5.4: Agregované hodnoty
prvni sady vyroku jako 01189[0

Obrézek 5.5: Agregované hodnoty
druhé sady vyroku jako Cllgﬂo
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Obrézek 5.6: Agregované hodnoty
treti sady vyroku jako 01187010

Obrézek 5.7: Agregované hodnoty
¢tvté sady vyroku jako 01189[0
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Obréazek 5.8: Agregované hodnoty paté sady vyroku jako 0118’010

Pro druhou a ¢tvrtou sadu vyrokt jsou agregované hodnoty pomérné monoténni, ale v
ostatnich pripadech se ukazuji empirickd data jako prilis zasuména a chaoticka, aby se v
nich timto zpisobem daly hledat souvislosti.

Jinym zptisobem je rozdélit prostor na podplochy o totoznych rozmérech s tim, ze bu-
deme povazovat vSsechny vrcholy tohoto ¢tverce za stejné dilezité pro ziskani plochy mezi
nimi prolozené. V tomto pripadé tedy agregujeme hodnotu mezi ¢tyimi uzlovymi body plo-
chy [%, %] X [bl_—ol, %]. Hodnota plochy je vysledné ur¢ena primeérnou hodnotou kazdého
uzlu ¢tverice se zohlednénim jeho kumulované vahy. To je zndzornéno obrazkem 5.9.

Grafy ziskané timto novym pohledem do shlukovani vaZenych bodu do ¢tveric pak mi-
zeme vidét na obrazcich 5.10, 5.11, 5.12, 5.13 a 5.14

Obrazek 5.10: Agregované hodnoty
prvni sady vyrokt jako fezy pro-
storu

Obrazek 5.9: Plocha podintervala
uréend fezem
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Obrézek 5.11: Agregované hodnoty =~ Obrazek 5.12: Agregované hodnoty
druhé sady vyrokua jako fezy pro-  treti sady vyrokiu jako Tezy pro-
storu storu

Obrézek 5.13: Agregované hodnoty ~ Obrazek 5.14: Agregované hodnoty
¢tvté sady vyrokia jako fezy pro-  paté sady vyroku jako Tezy pro-
storu storu

U graft sestrojenych nad ¢tvericemi muzeme vidét hladsi pfechody mezi uzly a grafy
vypadaji méné zasuméné. Ovsem principy diskretizovanych spojek jesté uzijeme v nadcha-
zejicich c¢astech.

Samoziejmé moznosti agregace blizkych bodt je obrovské mnozstvi. Byla by moznost
vytvaret shluky nad hvézdicovou podobou okoli, kde by se stifedovému bodu mohla dat
vyssi vaha (napf. %) a Ctyri okolni body by se podélily rovnomeérné o zbyvajici podil vahy
do 1, coz by kazdému ze sousednich ¢tyr bodu dalo vahu %.

5.2.2 Zpracovani empirickych dat

Prvotnim zptsobem zpracovani dat bylo uvazovat hodnoty platnosti predpokladu (Pscore)
a nasledku (Cscore) za souradnice a zprumérovanou hodnotu vyroku modus ponens (MPscore)
pfimo za ndmi hledanou pravdivostni hodnotu. Tomuto zpracovani odpovidaji predeslé
grafy agregovanych hodnot do ¢tvefic.

Dalsim zptisobem zpracovani dat je za pomoci vzorci uvedenych v predeslé kapitole 4.
Bylo v8ak nutné lehce upravit sémantiku zapisu (5). Puvodni diskretizované spojky jsou
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funkce, které transformuji pouze dva vstupy. Data ziskanad dotaznikem jsou vsak trojice,
jejichz prvky si oznacime:

pravdivostni hodnota predpokladu

y | pravdivostni hodnota nasledku

z | platnost odvozovaciho pravidla

Pro empiricka data bylo tedy treba vytvorit novou funkci konstruujici gp, ta svou pod-
statou vychdzi z predpisu drive definované diskretizované konjunkce 20, ktera je modelovana
implikaci, konstruovanou diskretizovanou disjunkci. Ptedpis této funkce vypada nasledovneé:

1-0(x, :
{k O,y (L2 [my] )W
k

Cry (2,9, 2) = (5.1)

Timto predpisem vyjadiujeme vyznam puvodniho pravidla modus ponens, pro spravné
pouziti s empirickymi daty, jelikoz teoretické vzorce urcovaly hodnoty pouze v zavislosti
na hodnotach predpokladu x a néasledku y, a empirickd data obsahuji i vyjadreni platnosti
vztahu mezi x,y a jeho skutecny vliv na platnost celého tvrzeni, které vyplyva z platnosti
vyroka x,y. Tuto slozku oznacujeme jako z. Jednoduché vyjadreni souvislosti vyrokovou
formuli je nasledovné:

Va,y,z € [0,1]: (x A z) = y.

Nad empirickymi daty jsem experimentdlné ovéroval vlastnosti funkci, které vznikaji
kombinaci tfid implikaci, tedy (S, N)—implikace a rezidudlni implikace se spojitymi trian-
guldrnimi normami. Zjistil jsem, ze (S, N)—implikace jsou méné restriktivni na silu pouzité
t—normy nez rezidualni implikace.

5.2.3 Zpracovana data

Pro ilustraci se v této kapitole budeme podrobné vénovat vyhodnoceni dat nad patou
sadou vyrokd, jejiz ziskané hodnoty porovname s odpovidajicimi jiz zavedenymi funkcemi
pro modelovani fuzzy logickych spojek a pravidel.

Vyhodnoceni je provedeno nasledujicim zptsobem. Empirickd data agregujeme na fezy
prostoru za uziti metody ¢tveric sousednich vazenych bodu 5.9. Nad takto ziskanou matici
vazenych bodu je zkonstruovdna empiricka funkce Cyr, dle 5.1. Tuto funkei lze obecné
vytvorit kombinaci riznych t—norem a fuzzy implikaci. Uvedeme si tedy postupné priklady
empiricky vytvorené konjunkce a implikace, které dale srovname s jejich odpovidajicimi
funkcemi, jiz zavedenymi pro modelovani téchto logickych spojek.

Jak jiz bylo zminéno, vyhodnoceni si ukazeme pro patou sadu, tedy pro néasledujici
skupinu vyroku:

a) Byvam casto ve stresu.
b) Konicky jsou pro mé odpocinkova aktivita.

c¢) Jestlize jsem pod tlakem, rad si odpocinu u néjakého svého konicka.
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Jako prvni ukdzku si ukdzeme grafy diskretizovanych funkei Ty, a Cp , konstruovanymi
M
nad empirickymi daty.

Obrazek 5.16: ngM vytvorena po-

Obrézek 5.15: Tj; mezi a) a c) , L
moci empirickych dat

Poznamka 19. U obrdzku 5.15, 5.19 a 5.23 je nutné si uvédomit, Ze se v tomto zpracovdni
nejednd o konjunkce v pravém slova smyslu, spise o sadu n funkci, kde kazda z nich pritazuje
vahu dileZitosti vyroku = pro platnost vysledného vy, coz je vyjddreno pomoci viroku z. Za
konjunkci lze tuto funkci povazovat az pri jejim spojeni v kontextu s vgrokem y, toto uz lze
vidét v grafu 5.16 pro jeden z modeli odhadu modus ponens.

Grafy diskretizovanych funkei (obrazky 5.15 a 5.16) muzeme porovnat s grafy spojitych
znamych funkei T/ a gg,,:

Obrazek 5.18: Odhad modus po-

Obrazek 5.17: Minimova t—norma . y
nens na zékladé gg,,
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Dalsi diskretizované funkce, Tp a Cfy , konstruované nad empirickymi daty zaloZené
P
na Tp a Sp, vidime na nasledujicich obrazcich:

izek 5.20: * fena _
Obrazek 5.19: T mezi a) a c) Obrz}xze 5 ‘O /CISP vytvorend po
moci empirickych dat

A opét pro srovnani uvddime grafy soucinové t—normy a funkci gg,:

SXRRKK,
CRIKHREK
K SRR

KRS

Obrazek 5.22: Odhad modus po-

Obréazek 5.21: Souéinova t—norma , .
nens na zakladé gg,,

Na zévér ukazeme moznost kombinovat R—implikace a t—normy pro diskretizované
spojky nad empirickymi daty a na porovnani také pro spojité fuzzy spojky pravidla. Za-
¢neme s YLukasiewiczovou t—normou a na ni zalozenou R—implikaci, ktera je identicka s Iy,

implikaci, znamou jako Fukasiewiczova implikace. Ptislusné diskretizované spojky jsou na
obrazcich 5.23 a 5.24.
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Obrazek 5.23: T} mezi a) a c) I?IEZ?ZQIEPL;izctygfid;ytvorena po-

Opét 1ze pribéhy diskretizovanych funkei porovnat s grafy prislusnych spojitych funkei:

L0 ’000 Lo .0 0‘
08 00090909, 08 LXK
0090909049’ ’.".0”"”.0’0"".

0.2

0.0

Obrazek 5.25: FLukasiewiczova  Obrazek 5.26: Odhad modus po-
t—norma nens na zékladé gg,

Poznamka 20. Lze si vsimnout, Ze grafy 5.25 a 5.206 jsou totozné. Tato vlastnost je zpiso-
bena nilpotenci (8) Lukasiewiczovy t—normy. Podobnd zdleZitost probihala u implikaci, kde
jsme zjistili, Ze Lukasiewiczovu implikaci lze klasifikovat jako (S, N)—implikaci, ale i jako
R—implikaci. Totozné grafy jsou ddle i s funkcems fRsL a Cr,.

A jesté si ukdzeme grafy diskretizovanych funkci, které jsou zalozené na Goguenove
implikaci a postupné na minimové a souc¢inové t—normeé.
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Obrézek 5.27: Cpz,  vytvofend po-  Obrdzek 5.28: Cjz  vytvofend po-
M P
moci empirickych dat moci empirickych dat

Po prevedeni ziskanych dat vzorcem pro odhad fuzzy pravidla modus ponens si mizeme
vsimnout, ze hodnoty jsou oproti zavedenym, spojitym funkcim obcasné stazeny k nule v
hodnotéach souradnic od priblizné 0.6. Ale obecné vzato, funkce vypadaji velice podobné
svym prislusnym spojitym funkcim. Lze tedy usoudit, ze usuzovaci pravidlo modus ponens
si v lidské Teci obecné vykladdme korektnim zpusobem.

Ostatni sady vyrokid se vsemi kombinacemi fuzzy logickych spojek jsou zpracovany v
prilohéach prace B, C, D, E a F, véetné paté sady vyroki.

5.3 Zobecnéni funkce gp
Dtive jsme uvedli predpis pro vypocet odhadu hodnoty fuzzy modus ponens jako:
gp(b,r) = Rp(1 —b,r).
Tento predpis odpovida zapisu
gp(b,r) = Rp(Ng(b),r).

Pokud standardni fuzzy negaci nahradime za negaci obecnou, lze pak zobecnit predpis
pro gp nasledovné:

gpyN(b, T‘) = RD(N(b),T).

V posledni ¢asti prace si ukazeme vliv negaci s riznymi vlastnostmi na priubéhy odhado-
vanych funkci gp, které budou déale srovnatelné i s odhady vytvorenymi na empirickych
datech v prilohach prace.

5.3.1 Pouziti silnych fuzzy negaci

Jako alternativy standardni negace, které jsou taktéz silné, lze pouzit napft. parametrické
tTidy fuzzy negaci, konkrétné fuzzy negace Yagerovy nebo Sugenovy ttidy.

U obou tiid jsou hodnoty parametru n omezené tak, aby funkce nabyvala hodnoty z
intervalu [0, 1] a byla definovdna. Budeme testovat hodnoty parametru n v hodnoté blizké
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téchto hranic a dale v béznych hodnotach néjakého standardniho rozpéti hodnot. Pripomi-
name, ze pro Sugenovu tiidu dostaneme pro n = 0 standardni negaci Ng a pro Yagerovu
tridu dostaneme standardni negaci pro n = 1.

a) Modus ponens pro hrani¢ni hodnoty parametru n :

Hrani¢nimi hodnotami myslime hodnotu parametru n takovou, ktera se blizi hrani¢ni
hodnoté, pro kterou je parametrizovana fuzzy negace jesté definovana. Pro Sugenovu
tfidu zvolime hodnotu parametru n = —0.99 a pro Yagerovu tiidu volime n = 0.01.
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Obrézek 5.29: Zobecnéni gg,, s  Obrazek 5.30: Zobecnéni gg,, s
Ngy(z,—0.99) Ny (z,0.01)
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Obrézek 5.31: Zobecnéni gs, s  Obrazek 5.32: Zobecnéni gg, s
Ngy(x,—0.99) Ny (x,0.01)
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Obrazek 5.33: Zobecnéni gg, s  Obrazek 5.34: Zobecnéni gg, s
Ngy(z,—0.99) Ny (z,0.01)

Lze pozorovat to, ze pro extrémni hodnoty jsou krivky prilis deformovany oproti
kiivce, kterd vznikla pomoci standardni negace. Rozebereme si podrobnéji dynamiku
obou parametrickych trid. Pro Yagerovu tfidu se zac¢ina znatelné ménit pribéh az pro
hodnoty n > 0.2, do té doby funkce vypada spise jako linedarni zavislost na hodnoté y.

Prubéh negaci ze Sugenovy tiidy je konkavni pro n €]—1,0] a konvexni pron € [0, oo|.
Pro Yagerovu tifidu plati, ze negace jsou konkdvni pro n € [1,00] a konvexni pro
n €10, 1].

Modus ponens pron = 1.5:

Pro hodnotu parametru n = 1.5 je mozné lépe srovnavat pribéhy zobecnénych funkci.
Lze pozorovat jistou dualitu mezi témito dvéma zvolenymi t¥idami fuzzy negaci. Pro
hodnoty na ose x lze pozorovat zakriveni odpovidajici pribéhu zvolené fuzzy negace.
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Obrézek 5.35: Zobecnéni gg,, s  Obrazek 5.36: Zobecnéni gg,, s
Ngy(z,1.5) Ny (z,1.5)
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Obrazek 5.37: Zobecnéni gg, s  Obrazek 5.38: Zobecnéni gg, s
Ngy(z,1.5) Ny (z,1.5)

Obrézek 5.39: Zobecnéni gs, s  Obrazek 5.40: Zobecnéni gg, s
Ngy(x,1.5) Ny (z,1.5)

¢) Modus ponens pro n =10 :

Pro vyssi hodnoty n lze pozorovat podobny prubéh Yagerovy tfidy se Sugenovou tii-
dou pro hodnotu parametru blizkou spodni hranici prijatelnych hodnot parametru n.
Za vyssi hodnotu parametru lze povazovat jiz hodnotu n = 10. Pro vyssi hodnoty se
prubéh téchto funkci zdsadné neméni.

Pro n > 10 se bude zobecnéna funkce gp zalozena na Yagerové negaci limitné blizit
spodni hranici prostoru krychle. Bude se tedy limitné priblizovat pribéhu drastického
soucinu. Pribéh funkce zalozené na Sugenové negaci se bude priblizovat linedrni za-
vislosti na hodnoté druhé soradnice. Tedy se limitné blizi k roviné z = y. Jedna se o
dudlni zaménu prabéht vici grafim v kapitole vénujici se pouziti hrani¢nich hodnot
parametru n v ¢asti a).
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5.3.2 Pouziti striktni fuzzy negace

V tomto pripadé aplikujeme negaci, kterd nespliuje vlastnost involuce, tudiz neni silna.
Jako piiklad takové negace miizeme pouzit napiiklad funkci Neos(z) = cos? (%x) Oproti
predeslé podkapitole se nejednd o parametrickou tiidu negaci, proto zde nebudeme Tfesit
parametrizaci a tudiz nas tsudek bude tvoren pouze pomoci tfi vzorku odvijejicich se od

pouziti {—konormy.
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Obrazek 5.48: Zobecnéni
Ncos(x)

Obrazek 5.47: Zobecnéni gg,, s
Ncos(w)
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Obrazek 5.49: Zobecnéni gs, s Neos(x)

gsp S

Lze si vSimnout, Ze chybéjici vlastnost involuce ma vliv na pribéh funkce gg,,, ktery
lze vidét na pfilozenych obrazcich. Pokud pro urcitd z,y €10, 1 plati, ze gp(z,y) > 0, pak
z toho jesté nutné neplyne platnost také gp(y,z) > 0. Toto lze pozorovat u vSech tif grafa

5.47, 5.48, 5.49 u hodnot v blizkosti vedlejsi diagondly.
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Kapitola 6
Zaver

Tato préce se vénovala fuzzifikaci odvozovaciho pravidla modus ponens. V tivodnich kapito-
lach byl predstaven teoreticky zaklad pro préci s fuzzy mnozinami a logikou, zejména fuzzy
logickymi spojkami. Duraz byl kladen hlavné na vysvétleni fuzzy konjunkce a implikace,
nebot pomoci pravé téchto spojek je vyjadreno pivodni odvozovaci pravidlo. Vzhledem k
tomu, Ze fuzzy konjunkce se obvykle modeluji pomoci triangularnich norem, byl jim po-
skytnut vétsi prostor.

Hlavni témou prace je konstrukce fuzzy pravidla modus ponens. Tato problematika byla
zpracovana z teoretického, ale také praktického hlediska. Dilezitou ¢ast teoretické prace
tvori analyza funkce gp. Je to funkce, pomoci které se modeluje fuzzy odvozovaci pravidlo
modus ponens. Hlavnim pfinosem teoretické ¢asti bylo zobecnéni funkce gp aplikovinim
obecné fuzzy negace.

Vyznamnou ¢asti prace je diskretizace fuzzy logickych spojek a odvozovacich pravidel.
Tato konstrukce byla aplikovdna v experimentu pfi zpracovani empirickych dat. V ramci
experimentu bylo cilem zjistit, jak v bézné re¢i vnimame zavislost mezi platnosti predpo-
kladu a jeho vlivem na platnost nasledku. Experiment ukézal, ze obecné je tato zavislost
naplnéna.

Pro zpracovani empirickych dat byly predstaveny nové zpusoby agregace dat v matico-
vém prostoru a byla ukdzana konstrukce nové diskretizované funkce modelujici odvozovaci
pravidlo mezi predpokladem a zavérem.

Prace by se v budoucnu dala doplnit studiem fuzzifikace jiného inferen¢niho pravidla,
napfi. modus tollens, pripadné nadstavbou v podobé prevodu systému rezoluce.
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Priloha A

Obsah odevzdaného archivu

Odevzdany archiv obsahuje:

e bp_xpriby22.pdf — text pisemné prace ve formatu PDF,

e latex/ — zdrojové kédy pisemné prace ve formatu TEX,

e questionnaire/ — zdrojové kody dotaznikové aplikace,

e fuzzyModusPonens/ — zdrojové kddy programu pro zpracovani ziskanych dat,

e README.md — popis obsahu archivu.
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Priloha B

Vyhodnoceni prvni sady vyroku

a) Na obtiZzné testy se pfipravuji disledné.
b) Z obtiznych testi dostavam zpravidla péknou znamku.

c) Pokud se pfipravim na obtizny test, pak z néj dostanu péknou znamku.

B.1 Odhad konjunkci zalozenych na empirickych datech

Obrézek B.1: Tj; mezi a) a c) Obréazek B.2: T} mezi a) a c)

Obrézek B.3: T} mezi a) a c)
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B.2 Odhad gp nad Kleene-Dienesovou implikaci

Obrazek B.4: Odhad CI§M v kom-  Obrazek B.5: Odhad CI§M v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek B.6: Odhad CIEM v kom-
binaci s 17
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B.3 Odhad gp nad Reichenbachovou implikaci

Obrazek B.7: Odhad CIEP v kom-  Obrazek B.8: Odhad CIEP v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek B.9: Odhad ngp v kom-
binaci s 17
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B.4 Odhad gp nad Lukasiewiczovou implikaci

Obrazek B.10: Odhad CI§L v kom-  Obrazek B.11: Odhad CI§L v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek B.12: Odhad CI§L v kom-
binaci s 17
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B.5 Odhad gp nad Godelovou implikaci

Obrazek B.13: Odhad C' 1,V kom-  Obrazek B.14: Odhad C 1,V kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek B.15: Odhad C' 1,V kom-
binaci s 17
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B.6 Odhad gp nad Goguenovou implikaci

0.6
Qsc% 0.4

0.2 0.2
0.0 0.0

Obrazek B.16: Odhad C 7,V kom-  Obrazek B.17: Odhad C I,V kom-
binaci s T, binaci s T'5

Obrazek B.18: Odhad C I3,V kom-
binaci s 17
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Priloha C

Vyhodnoceni druhé sady vyroktu

a) Jsem zodpovédny ridic.
b) Pokuty za fizeni dostavam vzacné.

c) Jestlize jsem zodpovédny ridi¢, pak mi je udélena pokuta velice ziidka.

C.1 Odhad konjunkci zaloZzenych na empirickych datech

Obrazek C.1: T}, mezi a) a c) Obrazek C.2: T mezi a) a c)

Obréazek C.3: T} mezi a) a c)

64



C.2 Odhad gp nad Kleene-Dienesovou implikaci

Obrazek C.4: Odhad OI§M v kom-  Obrazek C.5: Odhad CI§M v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek C.6: Odhad C’IgM v kom-
binaci s 17
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C.3 Odhad gp nad Reichenbachovou implikaci

Obrazek C.7: Odhad CIEP v kom-  Obrazek C.8: Odhad CIEP v kom-
binaci s T, binaci s T'5

Obrazek C.9: Odhad Clgp v kom-
binaci s 17
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C.4 Odhad gp nad Lukasiewiczovou implikaci

Obrazek C.10: Odhad CIEL v kom-  Obrazek C.11: Odhad CIEL v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek C.12: Odhad ngL v kom-
binaci s 17

67



C.5 Odhad gp nad Godelovou implikaci

Obrazek C.13: Odhad CI;M vkom-  Obrazek C.14: Odhad CIJ*“M v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek C.15: Odhad CI;M v kom-
binaci s 17
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C.6 Odhad gp nad Goguenovou implikaci

Obrazek C.16: Odhad C’I,;P v kom-  Obrazek C.17: Odhad CIZT“p v kom-
binaci s T, binaci s T'5

Obrazek C.18: Odhad C’I;;,P v kom-
binaci s 17
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Priloha D

Vyhodnoceni treti sady vyroku

a) Vétsinou chodim spat pozdé.

b) Dopoledne byvam ¢asto znaveny.

c¢) Pokud jdu pozdé spat, pak jsem nésledujici dopoledne unaveny.

D.1 Odhad konjunkci zaloZzenych na empirickych datech

Obrézek D.1: T}, mezi a) a c)

Obréazek D.2: T mezi a) a c)

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

10

0.2 0.2

0.0 0.0

Obréazek D.3: T} mezi a) a c)
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D.2 Odhad gp nad Kleene-Dienesovou implikaci

Obrazek D.4: Odhad CI§M v kom-  Obrazek D.5: Odhad CI§M v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek D.6: Odhad ClgM v kom-
binaci s 17
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D.3 Odhad gp nad Reichenbachovou implikaci

Obrazek D.7: Odhad CIEP v kom-  Obrazek D.8: Odhad ngp v kom-
binaci s T, binaci s T'5

Obrazek D.9: Odhad ngp v kom-
binaci s 17
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D.4 Odhad gp nad Lukasiewiczovou implikaci

Obrazek D.10: Odhad C I, v kom-  Obrazek D.11: Odhad C I, v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek D.12: Odhad C I, v kom-
binaci s 17
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D.5 Odhad gp nad Godelovou implikaci

Obrazek D.13: Odhad C 1,V kom-  Obrazek D.14: Odhad C 1,V kom-
binaci s T, binaci s T'5

Obrazek D.15: Odhad C 1,V kom-
binaci s 17
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D.6 Odhad gp nad Goguenovou implikaci

Obrazek D.16: Odhad C 1,V kom-  Obrazek D.17: Odhad C 1,V kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek D.18: Odhad C 7,V kom-
binaci s 17
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Priloha E

Vyhodnoceni ¢tvrté sady vyrokii

a) Casto chodim cvicit do posilovny.
b) Mam dobrou fyzickou kondici.

c¢) Protoze pravidelné navstévuji posilovnu, udrzuji si dobrou fyzickou kondici.

E.1 Odhad konjunkci zaloZzenych na empirickych datech

0.2 0.2
0.0 0.0

Obrézek E.2: T} mezi a) a c)

Obréazek E.3: T} mezi a) a c)
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E.2 Odhad gp nad Kleene-Dienesovou implikaci

Obrazek E.4: Odhad CI§M v kom-  Obrazek E.5: Odhad OI§M v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek E.6: Odhad CIEM v kom-
binaci s 17
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E.3 Odhad gp nad Reichenbachovou implikaci

Obrazek E.7: Odhad Clgp v kom-  Obrazek E.8: Odhad Clgp v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek E.9: Odhad Clgp v kom-
binaci s 17
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E.4 Odhad gp nad Lukasiewiczovou implikaci

Obrazek E.10: Odhad ngL v kom-  Obréazek E.11: Odhad ngL v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek E.12: Odhad CIEL v kom-
binaci s 17
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E.5 Odhad gp nad Godelovou implikaci

Obrazek E.13: Odhad C' E kom-  Obrazek E.14: Odhad C E kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek E.15: Odhad C E kom-
binaci s 17
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E.6 Odhad gp nad Goguenovou implikaci

Obrazek E.16: Odhad CI;P v kom-  Obrazek E.17: Odhad Cl%p v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek E.18: Odhad C’I;P v kom-
binaci s 17
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Priloha F
Vyhodnoceni paté sady vyroku

a) Byvam casto ve stresu.
b) Konicky jsou pro mé odpocinkova aktivita.

c) Jestlize jsem pod tlakem, rad si odpocinu u néjakého svého konicka.

F.1 Odhad konjunkci zaloZzenych na empirickych datech

Obrézek F.3: T} mezi a) a c)
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F.2 Odhad gp nad Kleene-Dienesovou implikaci

Obrazek F.4: Odhad CI§M v kom-  Obréazek F.5: Odhad CIEM v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek F.6: Odhad ClgM v kom-
binaci s 17

83



F.3 Odhad gp nad Reichenbachovou implikaci

Obrazek F.7: Odhad CIEP v kom-  Obréazek F.8: Odhad CIEP v kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek F.9: Odhad ngp v kom-
binaci s 17
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F.4 Odhad gp nad Lukasiewiczovou implikaci

Obrazek F.10: Odhad CI§L v kom-  Obréazek F.11: Odhad CI§L v kom-
binaci s T, binaci s T'5

Obrazek F.12: Odhad CI§L v kom-
binaci s 17
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F.5 Odhad gp nad Godelovou implikaci

Obrazek F.13: Odhad C 7,V kom-  Obrazek F.14: Odhad C E kom-
binaci s 1%, binaci s T'5

Obrazek F.15: Odhad C E kom-
binaci s 17
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F.6 Odhad gp nad Goguenovou implikaci

Obrazek F.16: Odhad C’I;P v kom-
binaci s 1%,

Obrazek F.17: Odhad CI;P v kom-
binaci s T'5
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0.2 0.2

0.0 0.0

Obrazek F.18: Odhad CI:*rP v kom-
binaci s 17
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