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ABSTRAKT

Tato diplomova praca sa zaobera problematikou farbenia grafu a hladanim kliky
v grafe, s dorazom na popis algoritmov a ich aplikacie. Farbenie grafu je proces
priradovania farieb jednotlivym vrcholom grafu tak, aby susedné vrcholy mali odlisné
farby. Tato problematika je dolezitéa pre rieSenie roznych optimalizac¢nych tloh. Praca
sa zameriava aj na hladanie kliky v grafe, o je dolezity problém v analyze socidlnych
sieti alebo rozpoznavani obrazov. Cielom préace je poskytniut komplexny prehlad
o farbeni grafu, hladani kliky v grafe, predstavit a analyzovat existujice algoritmy

a ukazat ich aplikacie v praxi.

ABSTRACT

This thesis deals with the problem of graph coloring and finding cliques in a graph,
with a focus on the description of algorithms and their applications. Graph coloring
is the process of assigning colors to individual vertices of a graph so that adjacent
vertices have different colors. This issue is important for solving various optimization
problems. The work also focuses on finding cliques in a graph, which is an important
problem in social network analysis or image recognition. The aim of this thesis is to
provide a complex overview of graph coloring, finding cliques in a graph, introduce

and analyze existing algorithms and show their applications in practice.
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1 Uvod

Zmalost tedrie grafov je neoddelitelnou sicastou mnohych oblasti modernej infor-
matiky. Grafy slizia na to, aby vyjadrovali stuvislosti medzi objektami. St na-
zorné a daji sa jednoducho implementovat. Vdaka tomu sa presadili ako mate-
maticky model vhodny na popis roznych problematik, jednoduchych aj komplikova-
nych.

Teoriu grafov vynasiel Leonhard Euler v roku 1736. Pouzil ju na problém
mostov v pristave Kénigsberg!. Problém pozostéval z otazky, ¢ je mozné pesia ttra
po meste tak, aby sa kazdym mostom preslo prave raz. Na nasledujicom obrazku
je jednoduchy nakres mesta, na ktorom je znazornené, ako Euler pretransformoval
hadanku na matematicki tlohu z oblasti grafov. Nezalezalo na vzdialenostiach ani
na velkostiach jednotlivych oblasti, ale iba na poradi, v akom mali byt navstivené.
Oblasti oznacil ako body a spojil ich oblikmi, ktoré prechadzali cez mosty. Odtialto

pochadza slovné spojenie Fulerovsky tah [1].

North Bank

South Bank

Obr. 1: Problém mostov v Kénigsbergu [2]

Farbenie grafov je jednou z disciplin teérie grafov. Jeho vznik sa datuje do 19.
storocia, ked sa po prvykrat objavil problém farbenia mapy. Tento problém spoci-
val v tom, ako priradit farby jednotlivym regiénom mapy tak, aby susedné regiony
nezdielali rovnaka farbu. Matematici si lamali hlavy na otazke, aky pocet farieb
je postacujuci. Dnes uz je zname, Ze na vyfarbenie kazdej mapy stacia styri farby,
ale dokazovanie tohto tvrdenia trvalo viac ako sto rokov. Farbenie grafov sa neskor
zovseobecnilo a v dnesnej dobe sa aplikuje na rozne problémy, ktoré sa daju repre-
zentovaf grafom a s geografickymi mapami nemaji ni¢ spolo¢né. Podobne aj klika
v grafe ma rad aplikécii, napriklad v lekarstve alebo pocitacovom videni. Oba prob-
lémy su NP-uplné, takze ich optiméalne riesenie sa zatial nedé ziskat v polynomial-
nom c¢ase. Pristupuje sa k nim heuristickymi algoritmami, ktoré si v polynomialnom

¢ase schopné najst postacujice riesenie [3].

L dne$ny Kaliningrad - mesto bolo zaloZené na poéest ¢eského krala Piemysla Otakara II.






2 Pojmy a definicie

Je nevyhnutné najprv objasnit niektoré teoretické pojmy. Tymi sa bude zaoberat
tato kapitola. Nasledujice definicie a vety su Cerpané z [4, 5]. Graf vseobecne zné-

zornuje zavislosti medzi prvkami.

Obr. 2: Prosty graf

Definicia 2.0.1. Nech V a F st neprazdne konecné mnoziny. Prosty graf je potom

usporiadand dvojica G = (V, E).

Poznamka. Prvok v € V(G) sa nazyva vrchol a prvok e € E(G) sa nazyva hrana.

Hrana je obvykle oznacovana dvojicou vrcholov, ktoré spaja.

Graf mdze byt neorientovany alebo orientovany. Rozdielom medzi nimi je,
ze v orientovanom grafe je hrana usporiadand dvojica. Na obrazkoch sa znaci sipkou.
Hrany (a,b) a (b,a) sa v orientovanom grafe rozlisuji. Naopak v neorientovanom

grafe by oznacovali jednu a tu istu.

Definicia 2.0.2. Mnozina susedov vrcholu v je mnozina vsetkych vrcholov,

ktoré si s v spojené hranou. Oznacuje sa N (v).

Definicia 2.0.3. Podgrafom grafu G je lubovolny graf H na podmnozine vrcholov
V(H) CV(G)

Definicia 2.0.4. Stupnom vrcholu v v grafe G rozumieme pocet hran (resp. pocet

susedov) vychadzajicich z v.
Najvyssi stupen v grafe G sa oznacuje A(G). Najnizsi zase 6(G).

Definicia 2.0.5. Sledom grafu G je alternujtica postupnost jeho hran a vrcholov,
ktora zacina a konci vrcholom grafu. Musi platit, Ze vrchol a hrana, ktoré nasleduju

po sebe, st incidentné.

Sled moze byt uzavrety alebo otvoreny. Uzavrety sled mé pociatocny a kon-

covy vrchol rovnaké. Otvoreny ich mé rozne.

Definicia 2.0.6. Tah je sled, v ktorom sa neopakuji hrany.



Definicia 2.0.7. Neorientovana cesta je sled, v ktorom sa neopakuji vrcholy.

Definicia 2.0.8. Kruznica je uzavrety tah, v ktorom sa neopakuju vrcholy (okrem

prvého a posledného).
Definicia 2.0.9. Slucka je typ hrany, ktora je incidentnd iba s jednym vrcholom.

Definicia 2.0.10. Graf sa nazyva stuvisly, ak kazdé jeho dva vrcholy st dosiahnu-

telné neorientovanou cestou.

Definicia 2.0.11. Mnozina vrcholov K grafu G sa nazyva klikou v grafe GG, pokial
kazdé dva rdzne vrcholy z mnoziny K sa spojené hranou a K je naviac maximalna

mnozina s touto vlastnostou.

Definicia 2.0.12. Klikovost grafu je celé, ¢islo, ktoré udava velkost najvacsej kliky

v danom grafe. Klikovost grafu sa znaci w(G).



3 Farbenie grafov

Této kapitola vysvetluje zdkladné typy farbenia grafu [6, 7].

3.1 Typy farbenia grafov

3.1.1 Vrcholové farbenie
Definicia 3.1.1. Vrcholovym farbenim grafu G' sa mysli lubovolné zobrazenie
c:V(G)—{1,2,...} (1)

Poznamka. Mnozina {1, 2, ...} predstavuje farby, pricom ¢iselné hodnoty sa pouzi-

vaju pre zjednodusenie.
Definicia 3.1.2. K-farbenie grafu G je farbenie s pouzitim prave k farieb.

c:V(G) = {1,2,....k} 2)

Obr. 3: Priklad vrcholového farbenia grafu

Definicia 3.1.3. Farbenie grafu sa nazyva kompletné, ak ma kazdy vrchol pride-

lena farbu.

Definicia 3.1.4. Ak kazdé dva susedné vrcholy maju rozdielnu farbu, ide o riadne

farbenie grafu.

Definicia 3.1.5. Farbenie sa nazyva uskutoc¢nitelné, pokial je kompletné a riadne

Zaroven.

Definicia 3.1.6. Chromatickym ¢islom x(G) grafu G sa nazyva najmensie priro-

dzené ¢islo, pre ktoré existuje riadne farbenie grafu.
Definicia 3.1.7. Graf sa nazyva k-farebnym < x(G) =k

Definicia 3.1.8. Nezavisla mnozina vrcholov je takd mnozina A € V(G), kde
ziadna hrana e € F(G) nespojuje vrcholy z mnoziny A. Pocet prvkov maximalnej

nezavislej mnoziny vrcholov sa oznacuje a(G).
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3.1.2 Hranové farbenie

Definicia 3.1.9. Hranovym farbenim grafu G sa mysli lubovolné zobrazenie

c: BE(G)—{1,2,..} (3)

Obr. 4: Priklad hranového farbenia grafu

Definicia 3.1.10. Chromatickym indexom x'(G) grafu G sa nazjva najmensie pri-

rodzené cislo, pre ktoré existuje riadne hranové farbenie grafu G.

3.1.3 Uplne farbenie

Uplné farbenie je spojenie vrcholového a hranového farbenia. Pri riadnom tplnom
farbeni musi platif, ze Ziadne dva susedné vrcholy ani uzly nesmi mat prideleni
rovnaku farbu. Naviac, ani incidentné vrcholy a hrany nesmu mat prideleni rovnaki

farbu.

LN

Obr. 5: Priklad uplného farbenia grafu
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3.2 Vlastnosti chromatického ¢isla

V tejto kapitole budi uvedené chromatické ¢isla pre rozne typy grafov [8]. VSeobecne
pre kazdy graf G = (V, E) plati:

xX(G) < V| (4)
Dalsie vlastnosti chromatického &isla:

Veta 3.2.1. H je podgraf grafu G. Plati:

X(H) < x(G) (5)

Veta 3.2.2 (Brooksova veta). Nech G je suvisly graf rozny of upiného grafu alebo

kruznice. Potom plati:

X(G) < A(G) (6)

Zdroven, pre kazdy graf G plati:

Y(G) < A(G) + 1 (7)

Veta 3.2.3 (Vizingova veta). Pre kazdy prosty graf plati: A(G) < X' (G) < A(G)+1

3.2.1 Typy grafov a ich chromatické cisla

Uplny graf je taky neorientovany graf, ktorého kazdé dva vrcholy s prepojené

hranou.

(a) (b)

Obr. 6: Uplné grafy

Pre tplny graf plati: x(G) = |V/|

Biparitny graf je graf, ktorého mnozinu vrcholov V' je mozné rozdelit na dve dis-
junktné mnoziny tak, ze ziadne dva vrcholy z rovnakej mnoziny nie st spojené

hranou.
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Obr. 7: Biparitny graf

Pre biparitny graf plati: x(G) = x'(G) = 2

Strom je jednoduchy suvisly graf T' bez kruznic.

Obr. 8: Stromovy graf

Pre stromovy graf plati: x(G) = x'(G) = 2

Planarny graf je graf, ktory mozno nakreslit tak, aby sa jeho hrany nekrizili.

Obr. 9: Planarny graf

Kazda geografickd mapa sa dé reprezentovat plandrnym (rovinnym) grafom. O chro-

matickom ¢isle planarneho grafu hovori slavna veta o Styroch farbach:

Veta 3.2.4 (Veta o styroch farbach).

X(G) <4 (8)
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4 Klika v grafe

Podla uz spomenutej definicie 2.0.11 a doplnenia znalosti o iplnom grafe a podgrafe,
je maximalna klika v grafe G najvacsi uplny podgraf. Kliky patria medzi zédkladné
problémy v teorii grafov a su aplikovatelné do Sirokého spektra tloh. Vlastnosti kliky

sa Casto pouzivaju pri rieSeni problému farbenia grafu.

Na nasledujicich obrazkoch je vyznacend maximalna klika v grafe.

KK

Obr. 10: Maximalna klika v grafe

Zaujimavé je podotknut, ze vztah kliky a maximalnej nezavislej mnoziny
z Definicie 3.1.8 je komplementny. Ak existuje klika s poc¢tom vrcholov k v grafe G,

tak v jeho hranovom doplnku G’ existuje maximalna nezavisla mnozina tiez s po¢tom

vrcholov k [9)].
G G’

Obr. 11: Vztah maximéalnej kliky a maximélnej nezavislej mnoziny

Pre kliku a nezavisli mnozinu plati:
w(G) = a(G) (9)
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Hodnota w(G) predstavuje pocet vrcholov maximélnej kliky v G a hodnota

a(G") pocet prvkov maximalnej nezavislej mnoziny G’

Dalsfm dolezitym pozorovanim je vztah klikovosti w(G) a chromatického &isla y(G)
[9]. Ak graf G obsahuje kliku s po¢tom vrcholov k&, tak len na samotné farbenie kliky
je nutné pouzit k farieb. Tym pddom chromatické ¢islo x(G) musi byt aspon také

velké ako k. Pre graf s klikovostou w(G) plati:

X(G) = w(@) (10)

Pokial sa k tomuto zisteniu prida Brooksova veta 3.2.2; tak obe hrani¢né hodnoty

chromatického cisla x(G) st:

w(G) < X(G) < AG) +1 (11)

Zaujimavym doplnenim tejto kapitoly je Specialna trieda grafov — perfektné
grafy. Perfektné grafy boli uvedené zaciatkom 60-tych rokov minulého storocia Claude
Bergeom. Spajaji rozne matematické discipliny zaujimavym sposobom a maji mnoho

uplatneni.

Definicia 4.0.1 (Lovaszova veta). Graf G sa nazyva perfektny, ak kazdy jeho in-
dukovany podgraf H C G mé chromatické ¢islo x(H) = w(H).

Medzi perfektné grafy patria napriklad biparitné grafy, uplné grafy a chor-
dalne grafy. Velkou vyhodou perfektnych grafov je to, ze tlohy farbenia, maximalne;j

kliky a nezavislej mnoziny moézu byt vyrieSené v polynomidlnom case [9].



5 Vypoctova naroc¢nost

Pojem algoritmus v informatike predstavuje konecnii postupnost instrukcii obvykle
spustanu v pocitaci. Algoritmus slizi na vyriesenie nejakych problémov alebo tlohy.
Na vyriesenie konkrétnej tlohy je potrebna postupnost konkrétnych definovanych
instrukcii, ktora je spustend na pocitaci, aby vykonala specifickta tlohu. Instrukcie
mozu byt definované réznymi sposobmi, v roznom poradi a stéle plnif ten isty ucel.
Dolezitu tlohu hra vyber datovych struktir a programovacieho jazyka, vzhladom
na ktory sa moze forma podania instrukcii odliSovat napriklad i v syntaxe. V ne-
poslednom rade samotny pocita¢ — procesor, pamate, operacny systém - ovplyviuje
vykonnost algoritmu [10, 11].

Pomocou ¢asu a priestoru je mozné definovat efektivnost algoritmov podobne,
ako moze byt definovany akykolvek fyzicky objekt v prirode. Pre rozne typy problé-
mov existuju rozne algoritmy, ktoré sa odliSuju vo svojej optimalnosti, efektivnosti
a dalsich vlastnostiach. Efektivnost sa da zhodnotif pomocou casovej a pamétovej
narocnosti. Ich zohladnenie méze dopomdct k optimalnemu fungovaniu programu.

Pre znacenie narocnosti bola definovand tzv. asymptotickd notacia.

5.1 Asymptoticka notacia

Naroc¢nost je vyjadrend prostrednictvom funkcie. Aby bolo mozné algoritmy utriedit
na zaklade ich narocnosti, je vhodné vyjadrif ich funkciami, medzi ktorymi st roz-
diely zrejmé a funkcie sa daju kategorizovat do jednotlivych tried. Funkcie log n, n, 2™
st na pohlad velmi rozdielne, avsak to plati aj pri funkcidch n, 10n, 100n. Hlavné
myslienka za asymptotickou notaciou je nasledujica predstava. V momente, kedy
by sme sa z velkej dialky pozerali na skupinu funkcii, ktoré sa odlisuji len v multip-
likativnej konstante, rozdiely medzi nimi by v podstate zanikli. Rozlisit by sa dali
iba tie funkcie, medzi ktorymi je priepastny rozdiel — teda log n, n, 2™ [11].
Definicia 5.1.1 (Notécia O). Nech f: N — N a g : N — N st funkcie. Potom:
f(n) = O(g(n)) <» 3 konstanty ¢ > 0 a ng > 0 také, ze ¥Yn > ng plati: f(n) < c-g(n)
Poznamka. Znamena to, ze funkcia f nerastie rddovo rychlejsie ako funkcia g.
Definicia 5.1.2 (Notacia Q). Nech f: N — N a g: N — N st funkcie. Potom:
f(n) =Q(g(n)) <» 3 konstanty ¢ > 0 a nyg > 0 také, ze Vn > ng plati: f(n) > c-g(n)
Poznamka. Notéacia €2 slovami popisuje, ze funkcia f rastie radovo aspon tak rychlo
ako funkcia g.

Definicia 5.1.3 (Notécia ©). Nech f: N — Na ¢g: N — N st funkcie. Potom:
f(n) =6O(g(n)) < f(n) = O(g(n)) a f(n) = Qg(n))

Poznamka. Notacia © vyjadruje, ze f a g rasti radovo rovnako rychlo.



5.2 Casova naroc¢nost

Dolezitou vlastnostou algoritmu je casova narocnost jeho vypocétu. V teérii algorit-
mov sa Casova narocnost nezistuje pomocou merania vypoctu pre rozne data, ale
analyzou samotného algoritmu. Neskima celkovi diZku vypoctu programu, ale vy-
jadruje informéciu o zmene (zvysenie alebo znizenie) v ¢ase vykonania, ked sa pocet
operacii zvysi alebo znizi [10, 11].

Vyjadruje mnozstvo casu, ktoré potrebuje algoritmus na vypocet. Mnozstvo
casu predstavuje pocet krokov, ktoré algoritmus vykona a kroky si v tomto pri-
pade operacie, napriklad aritmetické, ale aj priradenie hodnoty alebo vyhodnotenie

podmienky. Casova nérocnost T je funkcia zévisla od dlzky vstupu n:
T(n):N—N

kde T'(n) je maximélny pocet krokov, ktoré algoritmus vykond pri vstupnych da-
tach velkosti n. Zvyknu sa uvazovat tri druhy casovej narocnosti: ¢asova narocnost
v najlepsom, najhorsom a priemernom pripade. Casova naroc¢nost ukazuje priamu

koreldciu medzi vstupnymi datami a ¢asom vypoctu [10, 11, 12].

V nasledujtcej tabulke sa nachadzajui niektoré nazvy casovych narocnosti a ich

zapisy, kde n je velkost vstupu:

nazov oznacenie n =10 n=10> n=10> n=10°
logaritmicky cas O(log n) 3.3 6.7 10 20
linedrny cas O(n) 10 102 10° 10°
kvadraticky cas O(n?) 102 10* 10° 10"
exponencidlny cas O(2") 1024  13-10%° 11103 00
faktorialny cas O(n!) 36-10° 93-10%7 40 -10%°7 00

Tab. 1: Tabulka ¢asovych naro¢nosti [11]

Hodnoty casu, ktoré algoritmy s danymi naroc¢nostami pri zvysujicom sa n,

potrebuji na vypocty, si v tabulke urc¢ené poctom operacii.

Najviac ziaduca je konstatnd ¢asovd naroc¢nost O(1), pretoze umoznuje vy-
pocty s konstantnym ¢asom bez ohladu na velkost vstupu. Ak ma algoritmus ¢asovi
narocnost (1), jeho ¢asova narocnost by mala byt rovnaka pre akukolvek velkost
vstupu. V praxi sa vSak dosahuje iba pre jednoduché operacie, ako je pristup k pa-

mati alebo aritmetické operacie s konstantami.



Narocnosti v tabulke st zoradené od najlepsej po najhorsiu. Konstantna ca-
sova narocnost nezavisi od velkosti vstupu, preto je najlepsia. Ako ndhle sa v prog-
rame vyskytne cyklus, ¢asova naroc¢nost sa zvysi. Prikladom logaritmickej casovej
narocnosti su napriklad funkcie binarneho hladania. Prikladom exponencialnej ca-

sovej narocnosti je rekurzivna Fibonacciho postupnost [13].

5.3 Pamatova narocnost

Paméatova narocnost je dalsi dolezity aspekt na zvazenie pri rozhodovani o efektiv-
nosti algoritmu [10, 11]. Program, ktory vykonédva operacie, vSeobecne potrebuje
pamét na to, aby mohol ukladat docasné data (premenné a konstatné hodnoty), in-
strukcie programu alebo koncovy vysledok. Mnozstvo paméte, ktoré je vyzadované
algoritmom na vypocet konkrétnemu problému, sa nazyva paméiatova naroc¢nost al-
goritmu. Je vhodné zmienit sa o tom, ze pamatova narocnost zavisi od programo-
vacieho jazyka, kompilatoru, aj parametrov pocitaca, na ktorom program algoritmu

bezi. Pri prebiehani vypoctu sa pouziva pamét hlavne na tieto ucely:

o pamat instrukcii — pamat, do ktorej sa uklada skomplilovand verzia instrukcia
o zasobnik prostredia — pri volani funkcie vo vnutri funkcie

o pamat pre premenné a konstatny






6 Reprezentacia grafov

Vseobecne musi reprezentacia grafu G = (V, E) popisovat vrcholy aj hrany medzi
nimi. Preto vznikli jednoducho implementovatelné reprezentacie grafu, ktoré sa po-

uzivaju v pocitacoch [7, 14]. Reprezentacie budi znazornené na nasledujicom grafe:

@ @

© O

Obr. 12: Neorientovany graf

Zoznam hran

Jednoduchy typ reprezentacie grafu je zoznam hran. Je intuitivny a prehladny. Hrana
je jeden prvok zoznamu a je zlozenda z dvoch vrcholov — pociatoéného a koncového.

V pripade neorientovaného grafu nezélezi na poradi vrcholov [5].

Matica susedstva

Matica susedstva grafu G = (V, E) je stvorcova |V| x |V| matica. Pre jej prvky plati:

1 vrcholy 7 a 7 st susedné
Qi 5 = . - , ,
0 vrcholy 7 a j nie si susedné

Vyhodou matice susedstva je jednoducha implementacia. Odstranenie hrany
zaberie O(1) ¢asu. Naopak nevyhodou je paméitovd ndrocnost O(|V|*). V pripade
neorientovaného grafu bude matica susedstva symetrickd. Matica susedstva grafu
z Obr.(12) bude:

— = =) O
—_ o O =
_ o O =
O = ==

Obr. 13: Matica susedstva grafu



Matica incidencie

Matica incidencie pre graf G = (V, E) je obdlznikova matica s dimenziou |V| x |E.

Pre jej prvky plati:

(12)

1 vrchol 7 je spojeny s hranou j
Qi 5 = C L .
! 0 vrchol 7 nie je spojeny s hranou j

Pri orientovanych grafoch matica incidencie obsahuje prvky 0, 1 a -1. Rozsirenie
upresnuje, ¢i je vrchol pociatoénym vrcholom hrany alebo koncovym. Matica inci-
dencie pre graf z obrazku Obr.(12) bude:

S O = ==
O R O O -
_ o O = O
e e = =)

Obr. 14: Matica incidencie grafu

Vyhodou matice incidencie je, ze Setri miesto - O(|V| + |E|), v najhorsom
pripade O(|V'|?) [7, 14].

Zoznam naslednikov

Dalsim typom reprezentécie grafu G = (V, E) je zoznam. Jeho dlzka je definovana
velkostou mnoziny vrcholov |V|. Zoznam teda obsahuje vrcholy a zaroven kazdy
vrchol obsahuje ukazovatel na mnoziny susednych vrcholov. Zoznam naslednikov

ma paméatovi narocnost O(|V|+ |E|).



7 'Triedy zlozitosti

V oblasti pocitacovej narocnosti sa problémy uvadzaju ako rozhodovacie problémy,
ktoré vyzaduju binadrnu odpoved ,,Ano/Nie“. Vdaka tomu je mozné ich studo-
vat z pohladu formalizovanych jazykov, ¢o umoznuje vyvoj matematickych metod
na analyzu a rieSenie problémov [9, 10]. Okrem toho, rozhodovacie problémy su
lahsie transformovatelné na iné typy problémov, ktoré sa v praxi castejsie vysky-
tuju. Napriklad, farbenie grafu GG s pouzitim k farieb by sa mohlo transformovat na

rozhodovaci problém pouzitim otazky , Existuje uskutoc¢nitelné k-farbenie grafu G7*

Algoritmus, ktory riesi konkrétny rozhodovaci problém sa nazyva ,,dobry“,
pokial sa ¢as vypoctu da vyjadrit polynémom. Pri tychto problémoch nedochadza
ku kombinatorskej explozii - ich trieda sa nazyva P, ako polynomialne-¢asové prob-

lémy. Patria sem jednoduché tlohy ako sc¢itanie dvoch ¢isel alebo triedenie zoznamu.

Nie vSetky problémy st tak jednoducho riesitelné, a preto existuje trieda NP
ako nedeterministické polynomialne-casové problémy. NP problémy st problémy;,
ktoré odpovedaji ,Ané“ pre kandiddtske rieSenie a ziroveri existuje algoritmus,
ktory v polynomialnom case dokéze potvrdit tito odpoved pre to dané riesenie.
To vsak neznamend, ze existuje algoritmus, ktory by NP problémy dokazal riesit
v polynomialnom case.

Prirodzene, P C NP, pretoze pre P problém sa riesenie dokaze overit algorit-
mom v polynomialnom case. Zatial nie je zname, ¢i plati P = NP, ale predpoklada
sa opak, a to P # NP.

Tym vznika trieda NP-uplnych problémov. Kedze NP-tuplné C NP, riesenie
NP-tuplnych problémov by mohlo byt overené v polynomialnom case, ale zatial ne-
existuje ziadny algoritmus, ktory by efektivne dokézal rieSenie najst. Stavové pries-
tory NP-tuplnych problémov rastii exponencialne s velkostou problému, takze nie je
znamy algoritmus, ktory by ziskal rieSenie v polynomialnom case [9]. Do tejto triedy
patri vypocet chromatického ¢isla grafu, maximalnej kliky v grafe alebo maximélne;j
nezavislej mnoziny v grafe, problém obchodného cestujiceho, pripadne problémy
z inych matematickych oblasti, ako napriklad knapsack problém.

Nakoniec existuju problémy, ktoré su aspon také tazké ako NP-tuplné, ale
nemusia nutne patrit do NP-triedy. Nazyvaju sa NP-tazké a patri sem problém
suctu podmnozin.

Na nasledujicom obrazku st znazornené mnoziny tried narocnosti za pred-

pokladu, ze P # NP.
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Obr. 15: Triedy naroc¢nosti



8 Algoritmy vrcholového farbenia grafov

Najzakladnejsia otdzka ohladom problému farbenia grafov je, aky algoritmus je
schopny ho vyriesit. Slovo vyriesit je pouzité v zmysle vyriesit pre kazdy graf a vzdy
vratit optimalne rieSenie - farbenie grafu s minimalnym poctom farieb [9]. Jedna
z metdd riesenia farbenia grafov je vyskusat kazdé mozné priradenie farieb a potom
vratit to najlepsie z nich. Tymto sposobom by farbenie bolo uskutocnitelné a zaro-
ven by zistilo aj chromatické ¢islo vstupného grafu. Najprv je potrebné zistit hranice
chromatického ¢isla. Pre kazdy graf G = (V, E) plati:

L <x(G) < V]

Prvym odhadom, ktory by urcite zarucil uskutoc¢nitelné riesenie, by bolo postavit
X(G) rovno jeho hornej hranici. Problémom tohto pristupu je to, kolko kombinécii
by generoval. Pre graf s n vrcholmi s n moznostami farieb by bolo moznosti kom-
binécii n™. Toto ¢islo rastie prudko s rasticim n. Tym padom by tato tloha bola
velmi problematicka na vyriesenie. O nieco lepsi pristup by bolo rozdelit mnozinu
vrcholov V' do mnozin k podla farieb. Mnozina V' by bola tvorend disjunktnymi
podmnozinami V' = {V},...V,}. Tieto podmnoziny sa nazyvaji nezavislymi mno-
zinami. Problém by sa previedol na minimalizdciu hodnoty k. Bohuzial, ani tento
pristup nezjednodusuje problematiku. V podstate ziadna metdda, ktora by urcovala
farbenie na zaklade prehladavania stavového priestoru, nie je vhodné, pretoze jej
uskutocnenie by zaberalo prilis vela casu. AvSak, existuju algoritmy farbenia grafu,
ktoré obvykle najdu uspokojivé riesenie v polynomialnom c¢ase. Vyuzivaju heuristiky
a pripadne aproximécie. Dalsou délezitou informéciou je, ze veobecne je farbenie
grafov NP-iplny problém, ale nie pre vsetky grafové instancie. V kapitole 3.2 su
spomenuté chromatické ¢isla pre niektoré typy grafov. Dokonca pre konkrétne typy

grafov heuristické algoritmy prindsaji presné riesenie [9)].

8.1 Greedy algoritmus

Greedy alebo sekvencny algoritmus je asi najzakladnejsi algoritmus, ktory dokéaze
urcit uskutocnitelné farbenie grafu. Je principidlne jednoduchy a vykazuje dobré
vysledky. Je zaloZeny na intuitivnom farbeni vrcholov grafu [9, 15]. Funguje tak, ze
prechadza vrcholy jeden za druhym a pouzije na ne prvi dostupni (zatial nepouziti)

farbu. Nech G je graf a postupnost vrcholov vy, ..., v,. Farby budt oznacené cislami.



Postup

Algoritmus 1 Greedy algoritmus
c(vy) =0
for v := vy to v,, do

Prirad vrcholu v najnizsiu dostupnu farbu tak, aby nebola v konflikte
medzi v a jeho susednymi vrcholmi.

end for

Tento algoritmus pracuje tak, ze vykona prvé mozné rozhodnutie bez ohladu
na mozné dosledky. Prave na tomto niekedy zlyhava — nemusi najst chromatické

¢islo. Avsak vzdy najde uskutocnitelné farbenie grafu.

8.1.1 Usporiadanie vrcholov grafu

Vysledné farbenie grafu zavisi na tom, ako st vrcholy zoradené v postupnosti [15].

Existuje niekolko zakladnych pristupov k ich zoradeniu:

Heuristika First Fit

First Fit je najjednoduchsi pristup usporiadania vrcholov. Vrcholy sa spracovavaju
v poradi, v akom boli na¢itané. V tomto pripade sa neuvazuje o sekundarnom uspo-

riadani vrcholov pred pridelovanim farieb.

Nahodné usporiadanie vrcholov grafu

Néhodné usporiadanie je dalsi pristup k spracovaniu vrcholov. Ide o jednoduchu

a rychlu stratégiu s ¢asovou naro¢nostou O(|V|).

Welsh-Powellova heuristika

Welsh-Powellov heuristicky princip funguje tak, ze usporiada vrcholy v zavislosti
od ich stupna. Prvy vrchol, ktorému sa prideli farba, bude ten s najvic¢sim stup-
nom. Tato heuristika je intuitivne lepsia ako nahodnd, pretoze vrcholy s velkym
mnoZstvom susedov budi vyriesené ako prvé. Casova narocnost Welsh-Powellovej
heuristiky je O(|V]?).

Heuristika DSatur

DSatur je iterativna heuristika [16]. Pracuje tak, ze vrchol, ktorému sa prideluje
farba, sa vyberie v kazdom kroku heuristicky. Vyber zavisi od hodnoty saturacie
vrcholu v ¢iastocnom farbeni grafu. Saturacia vrcholu je definovana ako pocet sused-
nych vrcholov, ktoré maju pridelent roznu farbu. Jedna z vlastnosti tejto heuristiky
je, ze pokial sa graf sklada z niekolkych c¢asti, tak vrcholy v rdmci jednej ¢asti buda

maft pridelené farby pred zvysnymi ¢astami. Casova zlozitost je opit O(|V]?), ale



DSatur dosahuje lepsie vysledky ako Welsh-Powell. DSatur vseobecne poskytuje su-
boptimalne riesenie farbenia grafov, ale pre niektoré typy grafov je dokonca exaktny

(biparitné, kruznice, kolesové grafy) [9].

8.2 Rekurzivny algoritmus nezavislych mnozin

V predoslej kapitole bolo spomenuté, ze problém farbenia grafov sa da previest na
problém nezavislych mnozin. Mnozina vrcholov V' sa rozdeli na disjunktné nezavislé
mnoziny V;. Kedze vrcholy v jednotlivych nezavislych mnozinach nie si susedné,
mozu mat v rdmcei mnoziny pridelent rovnaku farbu. Algoritmus Recursive Largest
First bol vytvoreny Leightonom v 1979 [17]. Algoritmus funguje tak, Ze pomocou
heuristiky najde maximéalnu nezavisli mnozinu a potom ju odstrani a proces sa
opakuje, az kym nie je graf prazdna mnozina [18].

Pre jednoduchost bude maximdlna nezavisla mnozina vrcholov dalej oznaco-
vana skratkou MIS.

8.2.1 Rekurzivny MIS

Rekurzivny Algoritmus hladania MIS iteruje cez vSetky vrcholy grafu. Kazdy vrchol
ma dve moznosti: je alebo nie je obsiahnuty v MIS. Na zaciatku je postupnost
{v1, ..., v, } vrcholov. Vyberie sa vrchol v; a zmaze sa z grafu. Tym sa vylaci z MIS.
Rekurzivne sa pre zvysok grafu najde MIS. Druhd moznost je, ze vrchol sa v MIS
nachadza. V tom pripade sa z grafu zmazu jeho susedné vrcholy. Z tychto dvoch
moznosti sa vyberie t4, ktora obsahuje viac vrcholov. Proces sa zopakuje pre vsetky
vrcholy [19].

Nech G je graf, v; je aktudlny vrchol, N(v;) je mnozina susednych vrcholov
v;, G(v;) je graf s jedinym vrcholom v;. Potom rekurzivny algoritmus hladania MIS

ma nasledujici pseudokdd:

Algoritmus 2 Rekurzivny algoritmus hladania MIS

function RECURSIVEMIS(G)
if size(G) = () then
return 0
end if
soll = RECURSIVEMIS(G — v;):
sol2 = G(v;) + RECURSIVEMIS(G — v; — N(v,,))
return max{soll, sol2}

end function

Problém hladania MIS vrcholov je NP-tiplny problém. Rekurzivny algoritmus

ma Casovi ndroc¢nost O(2").



8.2.2 Algoritmus farbenia grafu

Algoritmus farbenia pomocou MIS v kazdej iteracii najde MIS a zmaze ho z grafu

G. Vypocet sa opakuje, az kym nie je graf G prazdna mnozina.

Algoritmus 3 Farbenie grafu pomocou RecursiveMIS
while G # () do
MIS = RECURSIVEMIS(G2)
Prirad farbu mnozine MIS
G := G- MIS
end while

V idedlnom pripade by pre vzniknuté k-farbenie (Vi, V5, ..., V)) grafu malo
platit: ak V; je MIS grafu G, potom V5 je MIS grafu (G — Vy), V3 je MIS grafu
(G — (V1 UV3)) a podobne [9].

Algoritmus farbenia vrcholov grafu pomocou rekurzivnej MIS obvykle dosa-
huje lepsie vysledky ako Greedy algoritmus, avsak za cenu naroc¢nejsej implementacie

a horsej ¢asovej naroc¢nosti.

8.3 Zlepovaci algoritmus

Farbenie grafu heuristickymi algoritmami obvykle vedie na rozdelenie mnoziny vr-
cholov na nezavislé mnoziny. Predosly algoritmus hladal nezavislé mnoziny rekur-
zivne a nasledujici vyuziva operéciu zlepovanie vrcholov [18].

Zlepovanie paru vrcholov grafu je operdcia produkujica novy graf, v ktorom
sa dva vrcholy spoja do jedného. Vysledny vrchol je susedny so zjednotenim sused-
nych vrcholov kazdého z pdvodného paru vrcholov. Algoritmus farbenia pomocou
zlepovania vrcholov funguje tak, Ze zlepi vrcholy, ktoré nemaju spolo¢nych susedov,
az dokym nevznikne uplny graf. Vrcholom v dplnom grafe sa pridelia rézne farby
a potom sa graf spédtne rozlozi na povodny, nezlepeny graf. Tym padom budi mat

skupiny nesusednych vrcholov — nezavislé mnoziny — pridelené rovnaké farby:.

Vyber dvoch vrcholov, ktoré sa spoja sa méze zobrat ndhodne, ale algoritmus
dosahuje lepsich vysledkov, ak sa vybera dva vrcholy, ktoré maji najviac susednych

vrcholov [20] a vrcholy sa usporiadaji podla stupna zostupne [17].

Velmi dolezité je overit uplnost grafu. Kedze pri algoritmoch farbenia sa uva-
Zuju neorientované prosté grafy, tak plati, ze kazda hrana ma dva koncové vrcholy.
S pomocou jednoduchych kombindtorskych znalosti sa da pocet hran neorientova-

ného grafu s n vrcholmi bez sluciek a multihran spocitat nasledujicim vzorcom:



B = Cy(n) = (n) _ n! n(n—1) (13)

8.3.1 Algoritmus

Nech G = (V, E) je graf, V' = vy, ..., v, je mnozina jeho vrcholov a N(v) je mno-
zina vsetkych susednych vrcholov vrcholu v. Zlepovaci algoritmus méa nasledujici

pseudokod:

Algoritmus 4 Zlepovaci algoritmus

while G nie je uplny do
for each v € V do
for each v € (V — N(v)) do
Vyrob novy vrchol (v,v’) tak, ze N(v,v") = N(v') U N(v)
Zmaz povodné vrcholy v a v/
end for
end for
end while
Postupne prirad farby vrcholom tplného grafu

Rozlep graf na povodny

8.4 Tabu Col

Zatial spomenuté algoritmy funguji na zaklade heuristik. Nasledujuci algoritmus je

metaheuristicky a optimalizacny. Funguje na principe Tabu search [21].

8.4.1 Tabu search

Tabu search patri medzi metédy lokalneho vyhladéavania. Lokalne vyhladavanie
je princip, ktory kontroluje v okoli aktualneho riesenia jeho najblizsich susedov —
v zmysle podobnosti — v nadeji, ze niektoré zo susednych rieseni méze byt o nieco
lepsie ako aktualne. Lokalne vyhladédvanie ma tendencie uvéznit sa v lokalnych opti-

maéch.



Cielom Tabu search je pohybovat sa iteracne od pociatoc¢ného riesenia ob-
vykle kombinatorskej optimalizacnej tlohy k rieseniu, ktoré minimalizuje ucelovia
funkciu f(s), kde s € S je riesenie z mnoziny rieSeni. Zacne sa vygenerovanim po-
¢iatocného rieSenia s a k nemu sa vygeneruje vzorka susednych rieSeni N(s). N(s) st
riesenia blizke s vo vyzname podobnosti. Z tychto rieseni sa potom vyberie najlepsie
rieSenie sx. Vyber rieSenia zavisi od kritéria akceptacie, ktoré sa obvykle odvija od
ucelovej funkcie f(s).

Aby sa vypocet nezastavil pri lokdlnom optime, Tabu search mé nasledu-
jucu vlastnost: pouziva zoznam, ktory obsahuje informacie o nedavno prejdenych
rieSeniach a zakazuje navrat k nim. Aj toto kritérium sa zohladnuje pri vybere sx.
Vypocet pokracuje, pokial sa nesplni nejaké ukoncovacie kritérium. Mo6ze to byt ma-
ximalny pocet iteracii, dosiahnutie pozadovanej hodnoty tcelovej funkcie, dosiahnu-

tie urcenej kvality rieSenia alebo akceptovanie ur¢itého poc¢tu zhorseni riesenia [21].

8.4.2 Popis Tabu Col

Tabu Col je optimaliza¢ny algoritmus farbenia grafu, ktory pouziva Tabu search.
Pociatocné riesenie v tomto probléme je ndhodne vygenerované farbenie grafu, ktoré
dokonca nemusi byt uskutoc¢nitelné.

Nech je G = (V, E) graf. Pociatotné riesenie s = {V1, Vs, ..., Vi } je rozdelenie
mnoziny vrcholov V' na fixny pocet k — tento pocet sa neskor moze znizovat. Vrcholy
v jednotlivych V; maju prideleni rovnaki farbu. Ak E(V;) je mnozina hrén, ktoré

st spojené s V; oboma koncami (maji rovnakd farbu), potom sa definuje tcelova
funkcia f(s):

1(s) = Y- 1B (VD) (14)

Aby s bolo uskutoc¢nitelné k-farbenie, musi platit: f(s) = 0. Najlepsia hod-
nota tejto funkcie sa odhadne ako fx = 0. Z riesenia s sa vygeneruje mnozina susedov
N(s), napriklad tak, Ze sa v rieSeni s zmeni farba jedného vrcholu na inu, este nepou-
zitu farbu, pripadne sa vyberie najmenejkrat pouzita farba pri tomto vrchole. Tabu
zoznam sa aktualizuje tak, ze vzdy pri zmene farby vrcholu z, sa prida do zoznamu
dvojica (x,7) vrcholu a jeho pridelenej farby. Vyberie sa najlepsie sx € N(s). Iteruje
sa az kym sa neziska rieSenie s také, ze f(s) = fx alebo sa nepresiahne maximalny

pocet iteracii.



Vstupom do Tabu Col algoritmu je graf G = (V, E), k € N — pocet farieb,

rep — pocet susedov vo vzorke a maximalny pocet iterdcii itmax [21].

Algoritmus 5 TABUCOL
Require: G=(V,E)k,|T|rep,itmax
Ensure: k-farbenie grafu, ak f(s) >0
Vygeneruj ndhodne riesenie s = {V;, ..., Vi }
it=20
while f(s) > 0 and it < itmax do
Vygeneruj susedov N(s)

Vyber sx ako najlepsieho suseda
Aktualizuj zoznam T a zmaz najstarsiu tabu podmienku
S 1= S
it ++
end while

8.5 Geneticky algoritmus

Geneticky algoritmus simuluje proces prirodzenej selekcie. Iba ti jedinci, ktori sa
dokazu prisposobit zmene prostredia, su schopni prezif a reprodukovat. Populacia
sa skladd z jedincov, ktori su reprezentovani chromozémami (skupinou génov) —
napriklad refazcami charov, integerov, floatov alebo bitov. Tieto kody v réznych
optimalizacnych problémoch predstavuji rozne vlastnosti rieSeni. Na rozliSenie sil-
nejsich jedincov od slabsich je fitness funkcia. Kazdému jedincovi priradi hodnotu,
na zaklade ktorej sa moze vybrat na parenie, pretoze silnejsi jedinci maju vacsiu
sancu vytvorif pomocou svojich génov lepsich jedincov. Fitness funkcia pri optima-
lizacii problémov slizi na to, aby indikovala, ako blizko je chromozém k ziadanemu
rieseniu [22, 23].

Existuje niekolko sposobov selekcie jedincov na parenie. Turnajova selekcia
funguje tak, ze sa ndhodne vyberie niekolko jedincov a z nich sa vyberie ten s najlep-
Sou hodnotou fitness. Ruletova selekcia je metdda, ktorad priradi kazdému jedincovi
cast kolieska rulety podla jeho fitness funkcie. Nésledne sa generuje ndhodne ¢islo
z intervalu (0,1) a vyberie sa jedinec, ktorému ¢islo spada do jeho ¢asti.

Dalej nasleduje parenie. Kedze chromozém je reprezentovany polom hodnét,
urcéi sa miesto krizenia, ktoré predstavuje index v poli. Na tomto indexe sa spoji cast
genetickej informéacie prvého jedinca a cast genetickej informacie druhého jedinca.
Aby sa riesenie neuvéznilo v lokalnom optime, tak eSte nasleduje procedira mutéacia.
Novi jedinci mozu byt ndhodne podrobeni mutéacii tak, ze sa chromozém zmeni na

jednom alebo viacerych miestach. Akondhle sa parenim silnych jedincov nevytvara



lepsia populacia, populacia konverguje k rieseniu problému. Okrem toho zvykne
byt pouzité aj nejaké ukoncovacie kritérium. Zjednoduseny pseudokdd genetického

algoritmu moze byt popisany napriklad takto:

Algoritmus 6 Geneticky algoritmus

Inicializacia ndhodnej populacie
Vypocitanie fitness populacie
while Nesplnena ukoncovacia podmienka do
Selekcia najlepsich jedincov
Generacia novych jedincov pomocou parenia
Mutécia novych jedincov
Vypocitanie fitness novych jedincov
Ak st novi jedinci lepsi, nahradia najhorsich jedincov v populacii

end while

Problém farbenia grafov je tiez optimalizacny problém, pokial sa prevedie
na minimaliza¢ni tlohu, kde sa minimalizuje k v k-farbeni [24, 25]. V inicializdcii
sa k oznaci ako horna hranica chromatického ¢isla a postupne sa znizuje, az kym
sa neporusi uskutoc¢nitelnost farbenia. Cielom algoritmu je najst také riesenie, kde
ziadne dva susedné vrcholy nemaju pridelenii rovnaku farbu. Geneticky algoritmus
pokracuje, az kym také riesenie nenajde alebo sa prekro¢i maximalny pocet iteracii.

Kazdy jedinec predstavuje nejaké k-farbenie grafu G, kde sa na zaciatok
k postavi rovné hornej hranici chromatického ¢isla podla Vety 3.2.2: k = A(G) + 1.
Nech G = (V, F) je graf s n vrcholmi a m hranami. Ak ¢(7) je farba pridelena vrcholu
i, potom C' = {¢(0),¢(1),...,c¢(n)} je farbenie grafu. Prvd ndhodné populécia je teda
matica, kde sa v riadkoch nachadzaji farbenia C; v tvare vektoru, ktory obsahuje
prirodzené ¢isla od 1 po k.

Nasleduje definicia fitness funkcie. Budu sa penalizovat farbenia grafu, ktoré
obsahujui susedné vrcholy s rovnakymi farbami. Najprv sa definuje funkcia
penalty(i, j), kde 7, j s dva rozne vrcholy. Ak ¢(i) = ¢(j) a vrcholy 4, j st susedné,
potom penalty(i, j) = 1, v inom pripade penalty(i, j) = 0.

Fitness hodnota farbenia C sa spocita ako stucet penalty(i, j) cez vSetky hrany

grafu.
fitness(C) = penalty(i, j) (15)

KedZze cielom algoritmu je najst uskutocnitelné farbenie grafu, silni jedinci st
v tomto pripade ti, ktori maju ¢o najmensiu hodnotu fitness funkcie a idealne nulov.
Selekcia moze byt napriklad ruletova, teda na zaklade relativnej fitness hodnoty

medzi jednotlivcami a pravdepodobnosti.



Po selekcii jedincov nasleduje ich parenie. Na zvolenom indexe — vrchole —
sa prehodia farby medzi jedincami a vznikne nové farbenie grafu. Mutacia nového
jedinca zabezpeci, aby sa algoritmus nezasekol v lokdlnom minime, takze s urcitou
pravdepodobnostou sa vyberie vrchol, ktorému sa zmeni farba. Sanca na mutéciu
sa zvykne pohybovat do 5% alebo 10%. Pokial sa podari v iteracnom rozsahu ndajst
uskutoc¢nitelné k-farbenie (také, kde je hodnota fitness funkcie nulovd), tak bola
optimalizacia tspesna. Potom sa moze postupne k znizovat a hladat dolnti hranicu
chromatického ¢isla. Algoritmus nezarucuje néjdenie uskutocnitelného k-farbenia,
ale upravenim ukoncovacieho kritéria sa za cenu pripadného dlhsieho vypoctu, da

Sanca zvysit [24, 25].

8.6 Algoritmus linearneho programovania

Linedrne programovanie je optimalizacna matematicka metdda, ktord umoznuje rie-
sit linedarne problémy s linearnymi obmedzeniami.

Problém farbenia grafu sa moze previest na problém linearneho programova-
nia, ktory minimalizuje pocet pouzitych farieb a zaroven nedovoluje pridelit dvom
susednym vrcholom rovnaki farbu [26, 27]). Nech G = (V, E) jegrafa V. = {vy, ..., v, }
je mnozina jeho vrcholov. Ak vrchol v ma pridelent farbu ¢, potom premenna x,; = 1,
inak z,; = 0. Pouzitie farby 7 reprezentuje premenna w;. Ak je farba pouzita, tak
w; = 1, inak w; = 0. Najvacsi potrebny pocet farieb je oznaceny H. Farbenie grafu
G = (V, E) sa da upravit na problém linedrneho programovania nasledujicim spo-

sobom:

minZlSiSH w; (16)
s.t. Zil =1 YoeV (17)
Tyi + Ty <w;  V(u,v) € Ei=1,..,H (18)
Toisw; € {0,1} Yo eV,i=1,..,H (19)
w; < ZUEV Tyi i=1,..H (20)
w; < w;i_q 1=2,....H (21)

Objektova funkcia (16) predstavuje pocet pouzitych farieb v grafe. Ulohou je
ju minimalizovat, pri¢om rieSenie musi spliiat rad podmienok. Podmienka (17) slizi
na to, aby sa zarucilo, ze kazdy vrchol méa pridelent prave jednu farbu. Podmienka
(18) zamedzuje, aby mali susedné vrcholy pridelent rovnaki farbu. Podmienky (20)
a (21) zarucuju to, aby farba i mohla byt pridelend vrcholu iba, ak farba ¢ — 1 uz je

pridelend nejakému inému vrcholu [26, 27].



8.7 Backtracking algoritmus m-farbenia grafu

Backtracking je vseobecny postup, ktory sa pouziva na hladanie rieseni niektorych
vypoctovych problémov. Prehladava stavovy priestor. Stavovy priestor je reprezen-
tovany stromovym grafom, kde jednotlivé vrstvy predstavuju rozhodnutia a koncové
vrcholy samotné rieSenia. Backtracking prehladéva stavovy priestor do hibky [9]. Ak
zisti, ze prehladdvany stav nevedie na vypocet platného rieSenia, tak ho upusti.
Forma backtracking vypoctu bola uvedena aj pri rekurzivnom hladani maximéalne;j
nezavislej mnoziny. Nasledujici algoritmus poskytuje m-farbenie grafu, ak existuje
[28]. Vyuziva na to prehladavanie do hibky. Postupne skisa farby od 0 po m na vr-
choloch tak, aby neboli v kolizii s farbami susednych vrcholov. Ak ku kolizii déjde,
tak sa farba zvysi, a pritom sa stale kontroluje, ¢i uz sa vypocet dostal k poslednému
vrcholu. Pri dosiahnuti posledného vrcholu sa vrati True pre kazdé tispesné prira-
denie farby. V pripade, ze sa pocas farbenia zisti, ze aktualny vrchol nemoze byt
ofarbeny v rozsahu pozadovanych farieb, zmeni sa farba posledného vrcholu, kde
je to mozné. Prehladavanie stavového priestoru bude naznacené na nasledujicich

obrazkoch.

@ @

® O

Obr. 16: Vstupny graf

Bude sa kontrolovat, ¢i existuje uskutoc¢nitelné farbenie s pouzitim dvoch
farieb. Stavovy strom je naznaceny na nasledujicom obrazku, pricom vetvy, ktoré

nevedu na uspokojivé riesenie, si oznacené krizikom.

Start

Obr. 17: Stavovy priestor [28]



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brng, 2023 m

(Cisla 1-4 predstavuju vrcholy, v ich vrstve je im priradend farba — bud modra,
alebo zelena. Z obrazka je zrejmé, ze st dve mozné riesenia 2-farbenia grafu oznacené
fajkou, pricom jediny rozdiel v nich je opacné priradenie farieb. Po ziskani uskutoc-

nitelného farbenia vrati algoritmus za kazda vrstvu True a vrati sa z rekurzie.
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9 Algoritmy hladania kliky

Problém hladania kliky sa deli na dva druhy problémov. Prvym problémom je vy-
pocet maximalnej kliky v grafe a druhym problémom je zistit, ¢i pre k € N existuje
klika v grafe velkosti aspon k. Problémy maji rovnaki naroc¢nost, jedinym rozdie-
lom je pridany parameter k. Problém kliky je tiez NP-tuplny problém. Existuja rézne
metody na urcenie maximalnej kliky. Niektoré algoritmy budu predstavené v tejto
kapitole [12].

9.1 Bron—Kerbosch algoritmus

Algoritmus Bron-Kerbosh bol navrhnuty v roku 1973 holandskymi vedcami Coen-
raad Bron a Joep Kerbosch. Pracuje s troma mnozinami - P, R, X. P ako possible
candidates je mnozina moznych kandidatov vrcholov, ktoré mézu byt obsiahnuté
v klike. R ako temporary result je mnozina aktualneho vysledku — teda je to klika,
ktora este moze byt rozsirena o dalSie vrcholy. Mnozina X obsahuje vrcholy, ktoré
v klike obsiahnuté nebudu. St to napriklad vrcholy, ktoré uz boli vylacené z vypoctu
kliky. Na zaciatku mnozina P obsahuje vSetky vrcholy grafu a zvysné mnoziny si
prazdne. Funkcia Bron-Kerbosh pracuje tak, zZe prechadza postupne vsetky vrcholy
v P. Ziska susedov aktudlneho vrcholu N(v) a rekurzivne sa zavold pre mnoziny
R=RUuv,P =PNN(@®),X = XN N(v). Ide o prehladévanie do hibky, ktoré
zistuje, do akej vrstvy st vrcholy susedné, pricom sa stale kontroluje, ¢i st mnoziny
P a X prazdne [29, 30].

Algoritmus 7 Bron-Kerbosh algoritmus

function BRON-KERBOSH(R, P, X)
if P=0and X = then
R je maximélna klika
end if
for each v € P do
BRON-KERBOSH(R U v, PN N(v), X N N(v))

P=P—v
X=XUv
end for

end function

Bron-Kerbosh algoritmus existuje uz pol storocia, pocas ktorého bol oboha-
teny heuristikami. Stale sa pouziva a dokonca ho niektori znalci uprednostnuju pred

alternativami.



9.2 Bron—Kerbosch algoritmus s heuristikami

Zakladna heuristika, ktora vylepsuje a zrychluje Bron-Kerbosh algoritmus, je vyber
vrcholu v cykle for, tzv. pivot. Pivot Setri pocet vnoreni a tym aj potrebny cas na
vypocet. Vyber je zalozeny na tom, Ze existuju dve moznosti pre kazdy vrchol v,
a to: v sa nachadza v klike alebo jeden z jeho nesusednych vrcholov sa nachadza
klike. Takze iba v a jeho nesusedné vrcholy musia byt otestované ako moznosti pre

vyber do kliky v rekurziach.

Dalsie vylepSenie spo¢iva v tom, v akom poradi sa vrcholy spracuji. Na to sa
vyuziva usporiadanie vrcholov podla stupnia degenerécie (degeneracy ordering). Toto
usporiadanie je v podstate usporiadanie vrcholov, ktoré sa ziska opakovnym odstra-
nenim vrcholu miniméalneho stupna v zostavajucom podgrafe. Degeneracia grafu je
najmensie ¢islo d také, ze kazdy vrchol ma najviac d susedov, ktori st usporiadani
dalej za nim. Idea, podla ktorej je usporiadanie podla stupna degeneracie lepsie ako
ndhodné, spociva v tom, Ze pri ndhodom usporiadani | P| moze byt az tak velké, ako
maximalny stupen grafu, ale pri usporiadani podla stupna degeneracie nemoze byt
| P| vacsie ako degeneracia grafu. Degenerdcia grafu je mensia ako maximalny stuper
grafu a dokonca byva tato hodnota nizka aj pri velkych grafoch, ktoré predstavuju

realne problémy [29, 31].

Algoritmus 8 Bron-Kerbosh algoritmus
function BRON-KERBOSH2(R, P, X)
if P=0and X = () then
R je maximélna klika
end if
for each v € degeneracyordering do
Pivor(RUv, PN N(v),X N N(v))

P=P—v
X=XUv
end for

end function

Bron—Kerbosch algoritmus na vypocet nezavislych mnozin

Vzhladom na to, ze vzfah kliky a MIS je komplementy, algoritmus Bron-Kerbosh
sa da jednoducho upravit tak, aby jeho vystupom boli vSetky maximalne nezavislé
mnoziny v grafe. Sta¢i vstupny graf nahradit jeho hranovym doplnkom. Algoritmus

najde mnozinu klik v G" a tym aj vsetky nezavislé mnoziny v G.



9.3 Algoritmus linearneho programovania

Problém maximélnej kliky sa dé tiez definovat pomocou linearneho programovania
s pouzitim modelu z ¢lanku [32]. Nech G = (V| E) je graf, kde V' = {vy,...,v,}
je mnozina jeho vrcholov. Ak K je mnozina vrcholov kliky v G, potom sa defi-
nuje bindrna rozhodovacia premenna x;, ktora nadobida hodnotu 1, ak sa vrchol
v; nachadza v klike a 0, ak sa v nej nenachadza. Problém sa formuluje s poc¢tom

obmedzeni O(n?) tymto spdsobom:

max Zl<i<n ZT; (22)
st. xi+z; <1 V(uy,v) ¢E (23)

Formulacia je intuitivna a najbeznejsie pouzivana. Na definovanie nasleduju-
cej formuldcie [33] s poctom obmedzeni O(n) je nutné uviest niekolko notécii. Pre
kazdy vrchol sa definuje mnozina vSetkych nesusedov NN (j) vrcholu v;, pricom sa-
motny vrchol v; sa nepovazuje za nesuseda sebe samému. Velkost mnoziny NN (j)

sa oznadi:

= { INN(j)|  ak NN(j) #0 (24)

1 ak NN(j) =0

S vyuzitim tejto premennej sa formuluje linedrny problém maximalnej kliky v grafe
takto:

max Zl<i<n €T; (25)
s.t. hjil?j + ZiGNN(j) T; < hj VJ = 1, ., n (26)
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10 Implementacia algoritmov

V tejto kapitole budi predstavené casti implementacie algoritmov riesiacich prob-
lémy vrcholového farbenia grafu a kliky v grafe v jazyku Python a GAMS. Pre vsetky
programové spracovania v Pythone bola pouzitd kniznica NetworkX [34], ktora obsa-
huje datové struktury a rozne funkcie pre grafy. Vstupné grafy boli nacitané z texto-
vyrch stiborov ako zoznamy hran alebo matice susedstva. Dalej sa v implementéciach
pouziva stibor graphtools.py, ktory obsahuje niektoré funkcie, ktoré sa opakuju pri

viacerych programoch. Kompletné implementéacie sa nachadzaja v prilohe.

10.1 Greedy algoritmus

Heuristika DSatur je najzlozitejsia zo spominanych heuristik Greedy algoritmu,
a preto je najvhodnejsie ukazat cast jej implementacie v jazyku Python. Vstup-
nym parametrom je graf ako struktira kniznice NetworkX v Pythone. Vystupom je

mnozina vrcholov s pridelenymi farbami.

Vypis 1: DSatur Greedy coloring algoritmus

def GreedyColor (graph):

lenColorArray = gt.maxNode (graph)+1
minNode = gt.minNode (graph)

colors = [NOT_DEF_COLOR]*lenColorArray

list_of_nodes = list(graph.nodes) #pole vrcholov
sat = [0]*lenColorArray #inticializacia pola saturdcie
sat [:minNode]=[NOT_DEF_COLOR]

#vyberte sa prvy vrchol na farbente ndhodne:

node = int(random.choice(list_of_nodes))

while (True) :
#vrchol sa zmaZe z mnoZiny vrcholowv
list_of _nodes.remove(str(node))

sat [node] = -1 #saturdcia vrcholu sa oznaci ako nedostupnd

#pomocné pole na uloZenie dostupniych fariebd

available_colors = [Truel*xlenColorArray

#najde sa najnizZsia wvolna farba, ktord memajid susedia
#vrcholu
for neighbor in nx.neighbors(graph,str(node)):

if ((colors[int(neighbor)]) != NOT_DEF_COLOR):
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VALACHOVA, Alzbeta. Barveni grafu, klika v grafu, algoritmy a aplikace

available_colors[colors[int (neighbor)]]

cr = 0
#hladda sa najnizZsSia pouzitelnd farba
while cr < lenColorArray:
if (available_colors([cr]):
break

cr += 1
colors[(node)] = cr
if len(list_of_nodes)==0:

break

else: #vyber dalSieho vrcholu

sat = Satur2(graph,colors,list_of_nodes,str(node),sat)

#vybertie sa vrchol s maxz saturdciou

node = np.argmax(sat)

return colors

False

Prikladom vstupu je nasledujici 11-vrcholovy graf s ndzvom myciel3 [35].

Obr. 18: Vstupny graf

Graf na obrazku bude definovany zoznamom hran. Inicializuje sa mnozina
farieb a mnozina saturacie. Po nac¢itani grafu sa vyberie prvy vrchol ndhodne a zmaze
sa z mnoziny vrcholov. Prideli sa mu najnizsia mozna farba, v tomto pripade 0.
Hodnoty saturacie susedov aktualneho vrcholu sa aktualizuji a vyberie sa ten vrchol,
ktory ma hodnotu najvyssiu. Opat sa mu prideli najnizsia mozna farba a saturacné
hodnoty sa aktualizuji. Proces pokracuje, az kym nie je farbenie kompletné. Na

nasledujicom obrézku sa nachadza vysledné farbenie grafu.
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Obr. 19: Farbenie grafu s pouzitim DSatur

Vysledkom metédy je 4-farbenie grafu. Podla [35] je chromatické cislo x(G) =

4. Algoritmus teda nasiel minimalny pocet farieb.

10.2 Rekurzivny algoritmus nezavislych mnozin

Algoritmus farbenia pomocou MIS obsahuje dve funkcie. Funkcia getMisSet ob-
sahuje cyklus, ktory postupne vola funkciu getMis, ktora hlada MIS z aktualneho
grafu. Najdena MIS sa zmaze z aktualneho grafu a vypocet sa opakuje, az kym graf
neobsahuje ziadne vrcholy. Odportuca sa vyuzif nahodné prehddzanie vrcholov pred
spracovanim a sledovat zmeny vo vysledkoch. Uvedeny algoritmus je v jazyku Pyt-
hon. Vstupnym parametrom je graf ako struktira NetworkX. Vystupom je mnozina

vrcholov s pridelenymi farbami.

Vypis 2: Rekurzivny algoritmus nezavislych mnozin

1 def getMis (graph):

2

3

4

5

10

11

12

13

14

15

16

if len(graph) == O0:
return []
elif len(graph) == 1:

return list (graph.nodes)

graph2 = graph.copy() #kdpia grafu

allnodes = list(graph2.nodes)

random. shuffle(allnodes) #pomieSanie wvrcholowv
vertexCurrent = allnodes [0] #aktudlny vrchol
#1.mozZnost -> wrchol sa nenachddza v MIS

graph2.remove_node (vertexCurrent) #wvrchol sa zmazZe

soll = getMis(graph2) #1.riesenie
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def

#2.mozZnost -> wrchol sa nachddza v MIS -> zmazanie jeho susedov
for neighbors in graph.neighbors(vertexCurrent):

graph2.remove_node (neighbors)
sol2 = [vertexCurrent] + getMIS(graph2) #2.riedenie

#vybertie sa to rieSenie, ktoré obsahuje wviac vrcholow

return max(soll, sol2, key=len)
getMisSet (graph):

graphCopy = graph.copy ()
misNodes = [] #inicializdcia

#vgpocet vsSetkych MIS
#cyklus, ktory postupne ndjde vsSetky MIS a zmazZe ich
while True:
size = len(graphCopy)
if size == 1: #MIS je samotny wvrchol
MIS = list(graphCopy.nodes) [0]
graphCopy.remove_node (MIS) #zmazanie vrcholu
misNodes.append ([MIS]) #pridanie MIS do misNodes
elif size == O0:
break #koniec vypocltu
else:
MIS = getMis (graphCopy)
graphCopy.remove_nodes_from(MIS) #zmazanie MIS
misNodes.append (MIS) #pridanie MIS do misNodes

return misNodes

10.3 Zlepovaci algoritmus

Nasledujuci algoritmus hlada nezavislé mnoziny tak, Ze spaja nesusedné vrcholy do

skupin. V kazdej iteracii sa pre aktualny vrchol vyberie nesusedny vrchol, ktory ma

s aktualnym najviac spolo¢nych susedov. Vrcholy sa zlepuji, az kym nie je mno-

zina nesusedov aktualneho vrcholu prazdna, potom sa prejde na dalsi vrchol. Vypo-

cet skonci, ked je graf uplny. Program obsahuje funkciu GetNextUnprocessedNod,

ktora vybera dalsi vrchol na spracovanie z tabulky pravdivostnych hodnét. Vstup-

nym parametrom je graf ako Struktira NetworkX. Vystupom je mnozina vrcholov

s pridelenymi farbami.
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Vypis 3: Zlepovaci algoritmus

1 def ContractionColor (graph):

2

3

4

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

graphCopy =

graph.

copy OO

#tabulka, podla ktorej sa wvyberda nasledujiuci vrchol na farbenie
dispatchModeTable

connections

= [Falsel*(gt.maxNode (graph)+1)

= [J*len(graphCopy)

#vrcholy sa zoradia podla stupna zostupne

allnodes = gt.DescendingDegree (graphCopy)

while True

#aktudlny wvrchol

node = GetNextUnprocessedNod(allnodes ,dispatchModeTable)

if node == ’Nothing’:
break
con = [] #pomocny list pre zaptis

con.append (node) #wvloZenie vrcholu do listu

if (len(list(nx.non_neighbors (graphCopy ,node)))) != 0:
noNeighbor = ’init’ #4nticializacnd hodnota
while (noNeighbor != ’Nothing’):
nonNeighbor = ’Nothing’
commonNeighbors = []
#vybrat majvhodnejsSieho nesuseda - vyberie sa

— graphCopy,

— best))

#nesused s majviac spolocénymi susedm?

max =

0

for noNeighbor in nx.non_neighbors (graphCopy ,node):

commonNeighbors = list(nx.common_neighbors(

node ,
if

if max

noNeighbor))
len(commonNeighbors) > max:
max = len(commonNeighbors)

best = noNeighbor

= 0 & len(commonNeighbors) == O:

best = noNeighbor

if noNeighbor == ’Nothing’:

break #presun na dalsSi vrchol

else:

#susedia vrcholu best

bestNeighbors = list(nx.neighbors (graphCopy,

for neighbor in bestNeighbors:

#susedia best sa pridajiu k vrcholu

graphCopy.add_edge (node, neighbor)
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#zmazanie wvrcholu best
graphCopy.remove_node (best)

#zoradenia vrcholov podla stupfia

allnodes = gt.DescendingDegree (graphCopy)
con.append (best) #zlepenie wvrcholow

connections.append (con)

#kontrola Uplnosti grafu

if isCompleted (graphCopy):
return True, connections

else:

return False

Na nasledujicom obrazku sa nachddza vstupny graf s 5 vrcholmi. Tento graf

je pomerne jednoduchy, ale na ukazku fungovania algoritmu je vhodny.

Obr. 20: Graf hviezda

Nasleduju obrazky s postupom algoritmu. Pri zlepovani vrcholov sa prioritne

vyberaju tie nesusedné vrcholy, ktoré maju najviac spolo¢nych susednych vrcholov.

5 f 3 5

3.4

(a) (b)

Obr. 21: Postup zlepovacieho algoritmu

Zlepené vrcholy predstavuji nezavislé mnoziny. Po dosiahnuti aplného grafu
sa graf rozlepi na pévodny a v ramci nezavislych mnozin sa vrcholom pridelia rovnaké

farby.
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Obr. 22: Farbenie grafu zlepovacim algoritmom

10.4 Geneticky algoritmus

Genetické algoritmy st skupinou optimaliza¢nych algoritmov, ktoré su zaloZené na
evolicii. Zaoberaju sa minimalizaciou fitness funkcie, ktora definuje konkrétny prob-
lém. V tlohe farbenia grafu je fitness funkcia postavena tak, aby penalizovala rie-
senia, v ktorych maju susedné vrcholy pridelené rovnaké farby. V pripade nulovej
hodnoty fitness konkrétneho farbenia grafu G plati, ze farbenie je uskutoc¢nitelné. Na
zaciatku sa vygeneruje nahodna populécia rieseni farbenia grafu pomocou k farieb,
kde sa k nastavi ako horna hranica chromatického c¢isla. Este predtym sa vsak vy-
skusa polozit k& rovné polovici hornej hranici. V pripade netispechu sa k£ opat nastavi
na hornt hranicu a vypocet sa tym predizi len o jednu iterdciu. Pomocou selekcie
a mutacie sa vytvarajui nové riesenia tak, aby sa ich fitness hodnota vylepsovala. Ak
sa najde v populdcii individual, pre ktorého plati fitness(individual) = 0, hodnota
k sa nastavi na k — 1 a opat sa pouzije geneticky algoritmus. Pokial sa za urcity
pocet iterdcii nenajde individual s nulovou fitness hodnotou pre farbenia s pouzitim
k farieb, tak sa zistené chromatické ¢islo polozi x(G) = k+1 [24]. Vstupnym paramet-
rom je graf ako struktira NetworkX. Vystupom je mnozina vrcholov s pridelenymi

farbami.

Vypis 4: Geneticky algoritmus

def GeneticColoring(graph,max_num_colors,test_number):
global popSize, selectionSize, maxIT #globalne premenné

k = test_number
valid = False
bestInd = {0}

while(condition and k > 0):

population = initPop(k, len(graph)) #init populdcia
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bestFitness = fitnessEval (graph, population[0]) #fitness
MAX_FITNESS_VAL #init najlepStieho jedinca
betterInd = population [0]

bestFitness
gen = 0
while(bestFitness != 0 and gen != maxIT):

gen += 1 #posun na noudu generdciu

#selekcia

population = rouletteSelections (graph, population)

newPop = []

random. shuffle (population)

for i in range(0, selectionSize-1, 2): #pdrenie

childl,child2 = crossover (graph,population([i],

— population[i+1])

newPop.append (childl)
newPop.append (child?2)

for individual in newPop: #mutacia
if (gen < 200):

individual = mutationl (individual ,k,len(graph))
else:
individual = mutation2(individual ,k,len(graph))
population = newPop

#ziskanie jedinca s najlepSou hodnotou fitness
bestFitness = MAX_FITNESS_VAL
for individual in population:
fitval = fitnessEval(graph, individual)
if (fitval < bestFitness):
bestFitness = fitval
betterInd = individual
#v populactii sa hlada uskutocl. k-farbenie
if (bestFitness == 0):
bestInd = betterInd
valid = True #walidita navr. hod

break #vypocet mnemusi pokracovat

#vuypts

print ("Polet farieb", k)

print ("Generacia: ", gen)

print("Najlepsia hodnota fitness: ", bestFitness)

print ("Najlepsi jedinec: ", bestInd)
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if (bestFitness != 0): #koniec vypocltu
break
else:

k -= 1 #2zniZenie poltu faried

print("Validita: ,valid, " Najlepsie farbenie: ",bestInd)

return valid,bestInd

10.5 Algoritmus linearneho programovania

Problém farbenia grafu je mozné implementovat v softvéri GAMS kvdli tomu, ze
sa da upravit na model linedrneho programovania [27]. V jednotlivych sekcidch
programu su definované prislusné premenné a funkcie. V sekcii PARAMETERS
je vstupny graf reprezentovany pomocou matice susedstva E(V'1,V2). V sekcii VA-
RIABLES je definovana premenna X (V'1,C), pre ktoru plati:

1 vrchol V1 ma pridelent farbu C'

27
0 inak (27)

X(V1,0) = {
Dalsou délezitou premennou je W(C), ktord nadobtida hodnotu 1, ak je farba C
pouzita a 0, ak nie je. V sekcii EQUATIONS st do prostredia GAMS implementované

obmedzenia a objektova funkcia (16).

Obr. 23: Graf peterson

Vypis 5: GAMS

$TITLE Vertex colouring
$0FFSYMXREF
$0FFUELLIST
$0FFUELXREF

SETS
V1l vertices /1%21/;
ALIAS(V1,V2);
ALTIAS(V1,C);

PARAMETER
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H;

H=CARD (V1) ;

* H = an upper bound of the number of the colours, at most |V|

TABLE E(V1,V2)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 01 0 0 1 1 0 0 0 O
2 i1 0 1 0 0O 0O 1 0 0 O©
3 0 1 0 1 0 0 0 1 0 O
4 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
5 i 0 0 1 0 0O O 0 0 1
6 i1 0 0 0 0 O 0 1 1 O
7 0o 1 0 0 0 O O 0 1 1
8 0 0 1.0 0 1t 0 0 o0 1
9 0O 0 0 1 0 1 1 0 0 O
10 0 0 0 0 1 0 1 1 0 O

VARIABLES
X(vi,C)

* X(V1,C)=1 if vertex V1 is assigned to color C and X(V1,C)
— otherwise

W(C)

* W(C)=1 if and only if color C is used in the colouring (i

— 1,...,H).

Cmin objective function (minimal number of colours);

BINARY VARIABLE X;
BINARY VARIABLE W;

EQUATIONS
EQ2 (V1)

EQ3(V1,V2,C)

EQ5(C)
EQ6 (C)

OBJFCE number of colours;

]
o

EQ2 (V1) ..SUM(C,X(V1,C))=E=1;
EQ3(V1,V2,C)$(ORD(V1) NE ORD(V2))..(X(V1,C)+X(V2,C)-W(C))*E(V1,
— V2)=L=0;

EQ5(C) .W(C)-SUM(V1,X(V1,C))=L=0;

EQ6 (C)$(ORD(C) GE 2)

O0BJFCE

.W(C)-W(C-1)=L=0;
.Cmin=E=SUM(C,W(C));

MODEL COLOURING /ALL/;
SOLVE COLOURING USING MIP MINIMIZING Cmin;
DISPLAY X.L, W.L, Cmin.L;

Vystupom programu je matica X, ktora reprezentuje, aké farby st pouzité na vrcholy
podla (27), premennd W, ktora vyjadruje pouzité farby a nakoniec pocet farieb sa

nachddza v minimalizovanej objektovej funkcii Cmin.



10.6 Algoritmus m-farbenia

Nasledujuci algoritmus nehladda minimalny pocet farieb, ale pomocou sktsania kom-

binacii zistuje, ¢i konkrétne m-farbenie grafu je uskutoc¢nitelné.

Skladé sa z funkcie backtrackColor, ktora vola funkciu backtracking, ktora
sktsa pridelit vrcholom grafu m farieb tak, aby bolo farbenie uskutocnitelné. Na kon-
trolu pouziva funkciu isSafe. Ta kontroluje, ¢i vrchol méze byt ofarbeny konkrétnou
farbou vzhladom na svojich susedov.

Vstupnym parametrom je graf ako struktira NetworkX a m € N. Algoritmus

vrati farbenie grafu vo forme zoznamu vrcholov s priradenymi farbami, ak existuje.

Vypis 6: Backtracking algoritmus

1 def isSafe(node, graph, color, c):

2 for neighbor in nx.neighbors (graph,str(node)):

3 if color[int(neighbor)] == c:
4 return False
5 return True

6

7 def backtracking(graph, m, color, v, firstNode):

8 if v == len(graph) + firstNode:

9 return True

10

11 for ¢ in range(l, m+1):

12 if isSafe(v, graph, color, c):

13 color[v] = ¢

14 if backtracking(graph, m, color, v+1, firstNode):
15 return True

16 color[v] = 0

17 return False

19 def backtrackColor (graph, m):

20 allnodes = list(graph.nodes)

21 firstNode = int(min(allnodes)) #najdi najmensi vrchol:
22 color = [0] * (len(graph) + (firstNode))

23 if backtracking(graph, m, color, firstNode, firstNode):
24 return color

25 return None

10.7 Bron-Kerbosh algoritmus

Zéakladny Bron-Kerbosh algoritmus je implementovany podla pseudokédu Algorit-
mus 7. Pracuje tak, ze iteruje cez vsetky mozné podmnoziny vrcholov a kontroluje, ¢i

netvoria kliku. Jeho ¢asova narocnost je O(3"/3). Vstupnym parametrom je graf ako
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struktira NetworkX. Vystupom funkcie je list, ktory obsahuje vSetky maximalne

kliky v neorientovanom grafe a vykreslenie.

Vypis 7: Bron-Kerbosh algoritmus

1 def bron_kerbosch(graph):
cliquesSET = []

2

3

4

10

11

12

13

14

15

16

def

for

cliques(R, P, X):
if not P and not X:
cliquesSET.append(R) #klika ndjdend

return

node in P.copy ()

neighbors = list(nx.neighbors (graph,node)) #susedia vrcholu
cliques (R.union ({node}), P.intersection(neighbors), X.
intersection(neighbors))

P.remove (node) #vrchol sa zmaZe z mnoZiny possible candates

X.add(node) #wrchol sa pridd do mnozZiny

cliques(set (), set(graph.nodes()), set()) #prvé zavolanie

return cliques

10.7.1 Bron-Kerbosh algoritmus s heuristikou

Jednoduchy Bron-Kerbosh algoritmus prehladava aj moznosti, ktoré mozu byt zby-

tocné. To samozrejme zvysuje ¢asovi narocnost. Preto boli navrhnuté heuristické

tpravy. Vyber pivotu a nové usporiadanie vrcholov zmensuje stavovy priestor [36].

Vstupom je opét graf ako struktira kniznice NetworkX a vystupom list maximalnych
klik.
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Vypis 8: Bron-Kerbosh algoritmus s heuristikou

1 def cliques (graph):

10

11

12

20

21

22

23

24

26

27

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

P = set(graph.nodes) #possible candidates
R = set() #temporary result
X = set()

cliques = []

for node in degenOrdering(graph):

neighbors = list(nx.neighbors(graph,node))

pivot (graph, R.union([nodel]), P.intersection(neighbors),
— intersection(neighbors), cliques)

P.remove (node)

X.add (node)

return sorted(cliques, key = lambda x: len(x), reverse=True)

def pivot(graph, R, P, X, cliques):

if not P and not X:
cliques.append(R) #nasla sa klika
else:
u = next(iter (P.union(X)))
Pdif = P.difference(list(nx.neighbors (graph,u)))
for node in Pdif:
neighbors = list(nx.neighbors (graph,node))
pivot (graph, R.union([nodel]), P.intersection(neighbors)
— X.intersection(neighbors), cliques)
P.remove (node)
X.add (node)

def degenOrdering(graph):

graphCopy = graph.copy ()
ordering_set = []

nodes = sorted(graphCopy.degree, key=lambda x: x[1], reverse=
— False)
while len(nodes) >0: #zmaZe sa vrchol s mnajmensim stupriom
min = nodes [0]

graphCopy.remove_node (min [0])

ordering_set.append (min [0])

nodes = sorted(graphCopy.degree, key=lambda x: x[1], revers
— False)

ordering_set.reverse ()

return ordering_set

X.
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10.8 Algoritmus linearneho programovania

Algoritmus linedrneho programovania je implementovany v prostredi GAMS. Vstupny

graf je reprezentovany maticou susedstva. Maximéalna klika v grafe ma 5 vrcholov.

Obr. 24: Vstupny graf

V sekcii PARAMETERS sa podla modelu (25) ziskaji pocty nesusedov pre
kazdy vrchol a v sekcii VARIABLES sa implementuji obmedzenia a objektova fun-

kcia. Ulohou je maximalizovat objektovi funkciu za pouZitych podmienok.

Vypis 9: GAMS

$TITLE Maximum clique
$0FFSYMXREF
$0FFUELLIST
$0FFUELXREF

SETS
J vertices /1%x5/;
ALTIAS (K, J);
ALIAS(I,J);

TABLE E(J,K)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0
2 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0
3 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1
4 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1
5 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0
6 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
7 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
8 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
9 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
10 O 0 1 1 0 0 0 0 0 i g
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TABLE NN(J,K) non-neighbours of vertex j;

PARAMETERS

H(J) cardinality of non-neighbours set of vertex j;

LOOP (J,
H(J)=0;
LOOP (K,
IF (E(J,K)=0,
NN(J,K)=1;
H(J)=H(J)+1;
ELSE
NN (J,K)=0;
)
);
D §
LOOP (J,
NN(J,J)=0;
H(J)=H(J)-1;
IF (H(J)=0,
H(J)=1;
) §
)
VARIABLES
X3

Cmax objective function (number of vertices in the maximum
— clique) ;
BINARY VARIABLE X;

EQUATIONS
EQ1(J)

OBJFCE number of verices in the maximu clique;

EQ1(J) .. H(J)*X(J)+SUM(I,X(I)*NN(J,I))-H(J) =L= 0;
0BJFCE .. Cmax =E= SUM(J,X(J));

MODEL CLIQUE /ALL/;
SOLVE CLIQUE USING MIP MAXIMIZING Cmax;
DISPLAY NN, X.L, Cmax.L;

Vystup programu pozostava z premennej X, ktord obsahuje vrcholy, ktoré sa
nachadzaji v maximalnej klike a vyslednej hodnoty objektovej funkcie C'maz. Pre
dany vstupny graf Cmax = 5, ¢o sihlasi s Obr.(24). Vysledkom vypoctu je jedna

klika s maximalnym poc¢tom vrcholov.



Na nasledujicom obrazku je vstupny graf s vyznacenou klikou. ZIté vrcholy
patria do maximalnej kliky. Maximalna klika ma 5 vrcholov, ¢o stihlasi s hodnotou

objektovej funkcie a premennd X obsahuje vrcholy {1,2,3,4,5}.

7

<57
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Obr. 25: Maximalna klika v grafe

Na nasledujicom obrazku sa nachddza graf queenll 11 [35] so 121 vrcholmi.
Maximalna klika najdena Bron-Kerbosh algoritmom s heuristikami ma 11 vrcholov
a je vyznacena fialovou. Bron-Kerbosh algoritmus riesenie ziskal za 0.5 sektiind, s he-

uristikami 0.15 sekind a Algoritmus linedrneho programovania za 1.6 sekundy.

Obr. 26: Graf queenll 11

Bron-Kerbosh algoritmus vyuziva rekurziu. Prechadza vrcholy grafu tak, aby
nasiel ¢o najviac navzajom susednych vrcholov. Vystupom algoritmu je mnozina
maximalnych klik grafu. Pouzitim heuristiky sa niektoré vetvy stavového priestoru
nebert do tvahy a tym sa skrati ¢as vypoctu. Pri pocte vrcholov do 100 dokaze
vypocitat riesenie do niekolkych sekind a pri velkych grafoch sa netimerne zvysuje
casova narocnost vypocétu. Rychlost vypocétu vSetkych algoritmov na vypocet klik
sa odvija aj od hustoty grafu (28), pricom grafy s via¢sou hustotou st néro¢nejsie pre
vypocet. Vypocet Algoritmu linedrneho programovania maximalnej kliky pozostéava
z maximalizacie poc¢tu vrcholov, ktoré mézu byt v klike. Vystupom je jedna klika

s najvacsim poc¢tom vrcholov.



11 Porovnanie algoritmov farbenia

V tejto kapitole budta porovnané algoritmy farbenia grafov s pouzitim benchmark
grafov [37, 35]. Merania boli vykonané na notebooku s CPU Intel(R) Core(TM)
i7-7700HQ CPU @ 2.80GHz a s RAM 16GB. Vsetky algoritmy okrem Algoritmu
linearneho programovania pouzivaju Python, takze vypocet sa predvolene vykonava
na jednom CPU jadre.

Dolezity pojem je hustota grafu, ktorda vyjadruje pomer poctu hran grafu
k maximalnemu moznému poctu hran — rovnica (13). Pre graf G s n vrcholmi a m

hranami sa jeho hustota vyjadri tymto vztahom:

1(G) = s (28)

Najprv sa porovnaju ¢asovo menej narocné algoritmy na nasledujich grafoch:

Cislo Graf Pocet vrcholov x(G) d(G)
1 flat1000_76_0 1000 76 0.49
2 le450_ 25 450 25 0.081
3 flat300_28 0 300 28 0.48
4 myciel7 191 8 0.13
5 miles1500 128 73 0.64
6 queenll 11 121 11 0.27

Tab. 2: Tabulka benchmark grafov I

Algoritmus Greedy s heuristikami Random, Welsh-Powell a DSatur a zle-
povaci algoritmus boli pouzité na farbenie grafov z tabulky Tab. 2. Ziskané pocty

pouzitych farieb k a ¢asy vypoctu v sekundach sa nachadzaji v nasledujicej tabulke.

Greedy R Greedy W-P Greedy DS Zlep Algo

Graf G x(G) . . . .
k cas k cas k cas k cas

1 76 127 0.485 123 0.404 114 94.7 104 181.1
2 25 28 0.018 25 0.032 25 0.555 25 216
3 28 47 0.014 45 0.035 42 2798 39  6.456
4 8 9 0.005 8 0.005 8 0.128 8 2.739
5 73 74 0.011 73 0.01 73 0.428 73 0.348
6 11 17 0.005 19 0.004 16 0.099 14 0.667

Tab. 3: Tabulka merani |



Algoritmus Greedy s heuristikou Random a Welsh-Powell vypocet farbenia
grafu zvladol najrychlejsie. Vzhladom na to, ze vrcholom prideluje farby za radom,
nemusi sa priblizif optimalnemu farbeniu, ako to aj vyplyva z merani. Pri 1000
vrcholovom grafe sa pocet pouzitych farieb k velmi odlisuje x(G). Pri grafe 1le4d50 25
s nizkou hustotou sa vSetkym algoritmom podarilo najst chromatické cislo, okrem
Greedy Random, ktory sa mu ale velmi priblizil.

DSatur a Zlepovaci algoritmus vykazuju lepsie vysledky v ramci poctu fa-
rieb. Samotny Zlepovaci algoritmus mé najblizsie vysledky k chromatickému ¢islu,
ale jeho vypocet je casovo naroc¢nejsi, pretoze obsahuje vela cyklov. Iba vyber vrcholu
na dalsie spracovanie prechadza cely graf, pretoze sa zakazdym vrcholy preusporia-

daju zostupne podla stupna.

Na dalsie testovanie boli vyuzité grafy s mensim poc¢tom vrcholov:

Cislo Graf  Pocet vrcholov x(G) d(G)

1 myciel6 95 7 0.27
2 david 87 11 0.11
3 queen9 9 81 10 0.326
4 queen6_ 6 36 7 0.46
) queend_ 5 25 ) 0.53
6 myciel4 23 ) 0.28

Tab. 4: Tabulka benchmark grafov II

Nasledujuca tabulka obsahuje testovanie grafov z Tab. 4 na algoritme Greedy s he-
uristikami Random, Welsh-Powell a DSatur.

Greedy R Greedy W-P Greedy DS

Graf G x(G) k cas k cas k cas

1 7 7 0.003 7 0.007 7 0.038
2 11 12 0.001 11 0.001 11 0.006
3 10 15 0.003 15 0.001 13 0.069
4 7 10 0.001 9 0.001 8 0.017
5 5 8 0.001 6 0.001 5 0.003
6 5 5 0001 5 0.001 5 0.004

Tab. 5: Tabulka merani I1/1

Greedy algoritmus pre vSetky heuristiky zvladol vypocet farbenia tychto gra-

fov velmi rychlo, pri nizkej hustote grafov su pocty farieb blizke az rovnaké chroma-



tickému ¢islu. Nevyhodou Greedy algoritmu je jeho nespolahlivost v hladani chro-
matického ¢isla. Najlepsia heuristika vzhladom na pocet farieb je DSatur.
Nakoniec budii porovnavané algoritmy Zlepovaci, Algoritmus farbenia pomo-

cou nezavislych mnozin, Geneticky algoritmus a Algoritmus linearneho programo-

vania.
Graf G (G) Zlepv Algo Rec VMIS Genv Algo Lin Valgo
k cCas k cas k cas k cas

1 7 7 0355 - - 8 13633.7 - -

2 10 11 0.300 - - 12 7663.2 11 2.895
3 10 11 0.216 10 134.7 13 8596.8 10 545.8
4 7 0.025 10 0442 8 865.8 7 113
5 5 5 0.014 5 0079 5 154.2 5 3.281
6 5 5 0.009 5 0293 5 599 5  3.240

Tab. 6: Tabulka merani 11/2

Zlepovaci algoritmus vykazuje dobré a rychle vysledky pre vacsie aj mensie
grafoch v redlnom case rieSenie nemusi najst. Jeho presnost je ovplyvnena aj tym,
ze v kazdom vnoreni vybera vac¢siu z dvoch mnozin. Pokial st obe mnoziny rov-
nako velké, jedna z nich je odignorovana, aj ked moze viest nakoniec k lepsiemu
rieSeniu. Pocet vrcholov nie je jedina vlastnost, ktoru je nutné zvazit pred pouzitim
rekurzivneho algoritmu — grafy stromového typu st menej vhodné.

Geneticky algoritmus je mozné prisposobit poc¢tom iteracii a velkostou popu-
lacie a tym zvysit Sancu na lepsi vysledok, ale na druhej strane pocet iteracii zvysuje
¢asovi narocnost vypoctu. Jednotlivé k-farbenia generuje nahodne, optimalizuje ich
selekciou, krizenim a mutaciou, ale aj tak nemusia viest k pozadovanému vysledku.
Algoritmus linearneho programovania bol implementovany v prostredi GAMS. Al-
goritmus nemal problémy s mensimi grafmi, pri hustejsich bol vypocet ¢asovo naroc-
nejsi. Pri grafe myciel6 ani v zvySenom ¢asovom limite na 10 000 s neziskal konecny
vysledok.

Grafy s nizkou hustotou nie si vyzvou takmer pre ziadne algoritmy. Vynim-
kou je Geneticky algoritmus, ktory rieSenia generuje a optimalizuje, takze hustota
grafu neovplyvnuje jeho vysledok. Podobne rekurzivny algoritmus vzhladom na pre-
hladavanie velkého stavového priestoru. Pred rieSenim problému farbenia grafu sa
odportca zistit pocet vrcholov a hustotu grafu. Na velké grafy s nizkou hustotou
staci jednoduchy Greedy algoritmus — idedlne Welsh-Powell alebo DSatur. Na os-
tatné grafy je potrebné pouzif zlozitejsi algoritmus a ocakavat dlhsi vypocet na

ziskanie uskutoc¢nitelného rieSenia.






12 Aplikacie farbenia grafov

VsSeobecne sa grafy pouzivaju na modelovanie prekvapivo velkého mnozstva prob-
lémovych oblasti. Farbenie grafov sa okrem problému map vyuziva v chémii, elek-
trickom inzinierstve, pocitacovych sietach, satelitnej navigacii, ale aj pri donaskach

balikov, socidlnych sietach a vSeobecne v planovani.

12.1 Farbenie map

Farbenie mapy je najpriamejsia aplikacia farbenia grafu. Zacalo sa skimat v 19.
storo¢i v suvislosti s problémom "farebnych mép". Tento problém bol spociatku
rieSeny manualne, ale neskor sa zacali pouzivat matematické pristupy. Cielom bolo
vytvorit mapu, kde kazda oblast bude mat svoju vlastni farbu, pricom susedné
oblasti budi mat roézne farby. Najprv sa jednotlivé krajiny alebo regiony v krajine
nahradia vrcholmi umiestnenymi v ich strede. Regiony, ktoré zdielaju hranicu, sa
spoja hranou. Zistilo sa, ze hrany sa daju nakreslit vzdy tak, aby sa nekrizili —
kazdd mapa sa d& previest na planarny (rovinny) graf. Podla vety 3.2.4 plati, ze
na farbenie akejkolvek mapy stacia Styri farby, ale cesta k tomuto tvrdeniu bola
pomerne dlha.

Datuje sa spat do roku 1852. Francis Guthrie bol anglicky matematik, ktory
sa jedného dna snazil vyfarbit mapu Anglicka. VSimol si, Ze na to stacili styri farby.
Spolu so svojim bratom si nad tym lamali hlavy. Neskor v roku 1878 bol prob-
lém uvedeny pre verejnost ako hadanka. O rok neskor Alfred Kempe vydal prvy
dokaz, ktory nikto nespochybnil az 10 rokov. V 1880 Peter Tait vydal iny dokaz,
ktory ale bol vyvrateny. Jeho aj Kempeho dékazy vsak mali prinosy (napriklad
Kempeho retaze). O viac ako 40 rokov neskor sa americkému matematikovi Phil-
lipovi Franklinovi podarilo dokazat vetu o styroch farbach pre mapy s najviac 25
plochami. Dalsi matematici sa pomocou jedného zo starsich netspesnych dékazov
dostali k myslienke redukovatelnosti a vybijania naboja, ktoré su zakladnymi mys-
lienkami konec¢ného dokazu. V 1976 Kenneth Appel a Wolfgang Haken publikovali
svoj dokaz vety o Styroch farbach, ktory doteraz nebol spochybneny. Niektoré casti

dokazu st prili§ naro¢né a zdlhavé a na ich overenie je nutny pocitac [3].
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Napriklad mapa Eurépy sa da previest na graf takto:

Obr. 27: Mapa Eurdpy (9]

12.2 Planovanie

Farbenie grafu sa da aplikovat na rozne tlohy planovania. Mo6zu to byt problémy
priradovania 1iloh réznym ¢lenom timu, planovanie odchodov vlakov, autobusov, od-
letov lietadiel. V grafovom modeli planovania vrcholy grafu predstavujua tlohy, ktoré
sa maju planovat, a hrany reprezentuji zavislosti medzi nimi. Cielom je priradit
farbu (napriklad pracovnika) kazdej tlohe tak, aby sa zohladnili mozné kolizie tiloh.
Algoritmy farbenia grafov st schopné efektivne riesit tieto problémy, minimalizovat

cas a naklady a zlepsit celkovi efektivitu planovania [38].

12.3 Planovanie rozvrhov

Planovanie skolskych rozvrhov je dalsia aplikacia farbenia grafov. V problémoch
tohto typu je dand mnozina udalosti ako napriklad prednasok, testov alebo tried-
nych schodzok s mnozinou ¢asovych tsekov. Problémom je priradit udalosti ¢asovym
usekom v stlade s obmedzeniami tak, aby nedoslo k neziadiicemu stretu udalosti.

Napriklad, ak ma aspon jeden Student zapisané dva predmety, nesmie sa stat, ze
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budt prebiehat v rovnaky cas. Problém rozvrhu sa da previest na problém farbe-
nia grafu jednoducho. Vrcholy grafu budu predstavovat udalosti a spojené budu tie
udalosti, ktoré nemozu prebiehaf stucasne. Nasledne je tilohou néjst uskutocnitelné
farbenie grafu s ¢o najnizs$im poctom farieb. Farby predstavuju ¢asové tseky. Sku-
piny vrcholov s rovnakou farbou st teda tie udalosti, ktoré mézu nastat v rovnakom
case bez kolizii. Problém je variabilny, nemusi sa zaoberat prave koliziou studentov,

ale tiez miestnosti, kde m6zu dané udalosti prebiehat, pripadne koliziou ucitelov [9].

12.4 Uskladnenie chemickych latok

Okrem problému map je dalsia velmi znama aplikacia farbenia grafov uskladnenie
chemickych latok. Nech firma vyrdaba n chemikdlii oznacenych Cf,...C,,. Niektoré
dvojice chemikalii st nekompatibilné a nesmu byt umiestnené pri sebe, nakolko by
mohlo dojst k neziaducim reakciam. Aby k nim nedoslo, firma potrebuje navrhnut
sklad na tieto latky tak, aby bol rozdeleny do niekolkych casti, kde mozu byt che-
mikalie bezpecne ulozené. Problémom je zistif, aky je najmensi pocet priehradok
v sklade, aby sa firma vyvarovala moznym rizikam. Modelom tejto problematiky
bude graf G' s vrcholmi V' = {vy,...v, }, kde vrcholy predstavuji chemické latky. Vr-
choly v; a v; st susedné, ak latky C; a Cy st nekompatibilné a nesmt byt umiestnené
pri sebe. Chromatické ¢islo grafu G predstavuje pocet skupin, do ktorych sa musia
rozdelit chemické latky tak, aby nedoslo k neziaducim nasledkom. Tieto skupiny
st vlastne nezévislé mnoziny vrcholov. Uloha by sa tymto pozmenila na hladanie

najmensicho po¢tu nezavislych mnozin [§].

12.5 Sudoku

Zaujimavou matematickou oblastou, ktora moze vyuzit farbenie grafov, si latinské
stvorce. Latinsky stvorec je mriezka n x n obsahujtica n symbolov, ktoré sa v riad-
koch ani stlpcoch neopakuji. Samotné latinské Stvorce sa mdzu pouzit na dizajn

experimentov, generdciu hesiel, pri pldnovani alebo v sudoku. [9].

Sudoku je znama logicka hra pre jedného hraca. Hraci plan sudoku sa sklada
z tabulky o velkosti 9 x 9 policok, do ktorych sa dopisuju ¢isla od 1 po 9. Niektoré
policka su predvyplnené a cielom hraca je doplnit zvysné tak, aby v kazdom riadku,
stipci a podoblastiach 3 x 3 bola kazd4 ¢islica prave jedenkrat. Riesit sudoku je
mozné aj pomocou vrcholového farbenia grafu. Hadanka obsahuje niekolko vyzna-
c¢enych hodnot tak, aby riesenie bolo vzdy jednoznacné, ale ukazkovy priklad bude
zamerany len na vyplnenie prazdnej tabulky velkosti 4 x 4. Jednotlivé policka budua

oznacené indexami od 1 po 16 ako na nasledujicom obrazku:
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Obr. 28: Sudoku tabulka 4 x 4

Prevod sudoku tabulky na graf je jednoduchy. Vytvori sa graf tak, aby in-
dexy z Obr.28 predstavovali vrcholy. Hranami budd prepojené prave tie vrcholy,
ktoré sa nachddzaji v rovnakych riadkoch, stipcoch a 2 x 2 vyznacenych podoblas-
tiach. Algoritmus farbenia pomocou zlepovania vrcholov nasledne rozdeli vrcholy do
styroch skupin tak, aby v ziadnej skupine neboli dva susedné vrcholy. Skupinam sa
potom pridelia farby. Vysledné farbenie grafu je uskutoc¢nitelné a vzniknuty graf je
znazorneny na nasledujicom obrazku:

Obr. 29: Graf sudoku

Policka v sudoku sa nafarbia podla grafu a farby sa nakoniec nahradia ¢isli-
cami, tak, ako sme zvyknuti sudoku riesit. Riesenie 4 x 4 sudoku tabulky je znazor-

nené na nasledujicom obrazku.

121314
516|178
9 10|11 |12
131141516

Obr. 30: Jedno z moznych rieseni sudoku
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12.6 Fazovanie svetelne riadenej krizovatky

S narastajucim poctom vozidiel sa dopravna premévka stava problémom kazde;
krajiny. Z tohoto dovodu je potrebné optimalizovat algoritmy regulacie svetelnych
krizovatiek, aby sa zamedzilo zdrziavaniu premavky. Neraz sa vo velkych mestach
nachadzaju zlozité svetelné krizovatky s vela priadmi a moznostami pohybu. Pokial
krizovatka pretina stvorpridové cesty, ktoré naviac obsahuju elektrickové trate, na
prvy pohlad nie je zrejmé, ako ju ¢o najlepsie usmernit. Pridy sa rozdelia do niekol-
kych fazovych skupin tak, aby postupne dostavali zelent. Zaroven, v ramci jednej
skupiny pridov musi byt pohyb vozidiel bezkolizny. Medzi ukoncenim jednej fazy
a zacatim druhej musi existovat nejaka doba, ktora slizi na vyprazdnenie krizovatky.
Optimalizacia tohto problému by sa skladala z minimalizacie poétu faz a zaroven
minimalizécie casu, ktory je potrebny na vyprazdnenie krizovatky po kazdej faze
[39, 40]. Kedze opét ide o kombinatorsku tlohu s uréitymi koliziami, vrcholové far-
benie grafu sa javi ako uzitocné. Vrcholy grafu st v tomto pripade jednotlivé prudy
a spojené su tie, medzi ktorymi existuje relacia koliznosti - dva prudy su kolizne, ak
ich drahy maja spolo¢ny bod. Vozidla nemdézu vchédzat do koliznych pridov naraz,
pretoze by mohlo d6jst k narazu. Riesenim je rozdelif prady do faz - skupiny pru-
dov, ktoré v semafére naraz dostanu zeleni. Na nasledujicom obrazku je uvedeny

priklad krizovatky, ktorej riesenie je jednoduché a na znézornovacie tucely postaci.
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Obr. 31: Krizovatka
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V prvom kroku sa krizovatka prevedie na model grafu, kde vrcholy pred-
stavuju prudy a hrany predstavuja reldciu koliznosti. Na nasledujicom obrazku sa
nachadza graf popisujici dani krizovatku:

Obr. 32: Model krizovatky

Na graf sa pouzije algoritmus farbenia, ktory prudy rozdeli do faz. Pruady
v ramci fazi moézu mat naraz zelent, pretoze nie st kolizne. Na nasledujicom obrazku

sa nachadza vrcholové farbenie grafu s pouzitim 4 farieb.

Obr. 33: Vysledné rozdelenie pridov

Samotny algoritmus farbenia grafu nezarucuje, ze sa krizovatka spravne vy-
riesi. Pokial program nie je Specidlne prisposobeny tomuto problému, je nutné vy-
sledné nezavislé mnoziny skontrolovat, aby sa zistilo, ¢i sa rieSenie moze pouzit. Ak
by totiz naraz zelent dostali len chodci, pripadne nejaka faza by bola tvorena len
jednym prudom, riesenie by sice z matematického hladiska bolo spravne, ale v re-

alite by sa urc¢ite nepouzilo. Jedno z moznych rieseni je pridat hrany medzi vsetky
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prudy, ktoré by nemali ist naraz, pripadne osetrif niektoré moznosti. Okrem toho,
pri riadeni krizovatky musi byt este zohladneny Cas nutny na vyprazdnenie krizo-
vatky medzi jednotlivymi fazami a najlepsie poradie, v akom by mali dostaf fazy

zelent. Tato uloha sa zvykne previest na tlohu obchodného cestujiceho.

12.7 Alokacia registrov

Kompilator je programovaci nastroj, ktory sltzi na prekladanie zdrojového kédu
vo vyssom programovacom jazyku na strojovy koéd. Vyssie programovacie jazyky
umoznuju pouzitie velkého az neobmedzeného poc¢tu premennych, zatial ¢o typicky
mikroprocesor umoznuje efektivny pristup len k malému poc¢tu premennych, nazy-
vanych registre, a potom menej efektivny pristup do hlavnej pamate. Z dévodov
efektivnosti je motivaciou umiestnit ¢o najviac premennych do registrov a ¢o naj-
menej do paméte, pretoze pristup k registrom a aktualizacia ich hodnot si ovela
rychlejsie. Procesory majua iba obmedzeny pocet registrov. Niektoré premenné sa
v pocitacovom programe pouzivaju len v urc¢itom case. Pokial sa to d&, je vyhodné
priradif jednému registru viacero premennych tak, aby sa navzajom nerusili. Regis-
trovy konflikt nastane, ak sa dve premenné pouzivaji v rovnakej instrukcii a boli
priradené do rovnakého registra. V tomto pripade musi procesor ulozit jeden z vy-
sledkov do pamaéte, ¢o mdze spomalif vykon programu.

Modelom tohto problému je graf, kde vrcholy predstavuju jednotlivé pre-
menné. Hrany grafu reprezentuju zavislosti medzi premennymi a instrukciami. Ak
hrana vedie z vrcholu A do vrcholu B, znamena to, Ze premenné reprezentovana, vr-
cholom A sa pouziva v instrukecii, ktord pouziva premennu reprezentovanu vrcholom
B. Cielom problému je minimalizovat pocet registrov, ktoré st potrebné na ulozenie

vSetkych premennych a medzivysledkov [9].

12.8 Pridelovanie frekvencii

Pridelovanie frekvencii je aplikacia farbenia grafu, ktora sa zaobera radiovymi sta-
nicami. Predpokladom je, Ze existuje niekolko radiovych stanic na ploche so sturad-
nicami x a y. Problémom je pridelit frekvencie kazdej stanici tak, aby stanice, ktoré
st blizko seba, mali rozne vysielacie frekvencie. V opa¢nom pripade by mohol nastat
sum v prijimaci kvoli interferencii. Tento problém sa podoba na problém farbenia
map, avSak s mensim rozdielom. Ak by bolo vela radiovych stanic v malom regione,
boli by vsetky prilis blizko seba a tym padom by tvorili kliku. Preto sa na riesenie
frekvencii pouziva jednotkovy diskovy graf. Kazdy vrchol ma okolo seba znazorneny
kruh s jednotkovym priemerom, ktory naznacuje dosah frekvencie. Ak sa dva kruhy

stanic prelinaju, tak su regiony, v ktorych sa nachadzaji, susedné [38].
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Obr. 34: Jednotkovy diskovy graf



13 Aplikacie kliky v grafe

Klika je uplny podgraf. VSeobecne, ak vrcholy nejakého grafu predstavuju data
a hrany relaciu podobnosti, klika moze reprezentovat skupinu predmetov, Iudi alebo
udalosti s podobnymi vlastnostami. Vrcholové farbenie sa zvykne zaoberat tilohami,
ktoré sa snazia minimalizovat kolizie a klika naopak hlada podobnost. M&a mnoho ap-
likacii v problémoch selekcie, klasifikdcie, poc¢itacovom videni, ekondémii, socialnych

siefach aj v biolégii [41].

13.1 Clustering

Détovy clustering alebo zhlukovanie sa zaobera delenim dét na podmnoziny (zhluky),
pricom objekty v rovnakych podmnozinach si podobné vo vyzname nejakej skima-
nej vlastnosti. Vyuzitie kliky na zhlukovanie dat je uzito¢né najméa v pripadoch,
ked st data reprezentované grafom a je nutné identifikovat skupiny podobnych dat.
Vrcholy su reprezentované datovymi bodmi a algoritmus kliky identifikuje podobné
skupiny. Vela zhlukovacich algoritmov je zalozenych na hladani kliky konkrétnej vel-
kosti [42]. Kliky vSsak mézu byt velké a zlozité a kedze podstata vacsiny algoritmov

je backtracking, vypocet to znac¢ne spomaluje.

13.2 Pocitacové videnie

Klika v grafe sa pouziva v pocitacovom videni ako jeden z néastrojov pre detekcie
a rozpoznanie objektov v obraze. Segmentacia pomocou Markovskych nahodnych
poli je metéda automatického rozdelenia obrazu na zaklade pravdepodobnosti. Ob-
raz sa viima ako mriezka bodov, kde kazdy bod reprezentuje pixel obrazka. Kazdy
pixel je klasifikovany do jednej z niekolkych tried, ktoré zodpovedaji roznym oblas-
tiam obrazka. Cielom je urcit pravdepodobnosti priradenia kazdého pixelu do urcitej
triedy na zaklade pravdepodobnosti priradenia susednych pixelov do rovnakej triedy.
Kliky sa m6zu pouzit na definovanie podmienenej pravdepodobnosti, ktora popisuje
vztahy medzi pixelmi a ich okolim. Vyuzitie klik umoznuje modelovat komplexnejsie

vztahy medzi pixelmi, ako napriklad zdvislosti na textire alebo farbe [43, 44].

13.3 Kliky v biolégii a lekarstve

Kliky maju rozne aplikacie v biolégii, napriklad sa daju pouzit pri porovnavani pro-
teinov. Praca [45] sa zaobera vytvorenim zdsuvného modulu pre softvér Cytoscape.
Proteiny reprezentované grafmi sa porovnavaji pomocou algoritmu zalozenom na

hladani maximalnej spoloc¢nej kliky. Porovnavanie proteinov méze bioldgom pomoct



skiumat predpokladané funkcie neznamych proteinov, pripadne ich pouzitie v lieci-
vach.

V préci [46] je navrhovany algoritmus, ktory by mohol automatizovat hlada-
nie mozgovych nadorov pomocou klik. Obvykle sa na tuto problematiku vyuzivaju
neurénové siete, ktoré sa natrénuju na velkom mnozstve snimok z magnetickej re-
zonancie. Algoritmus, ktory pouziva kliky, sa zaobera segmentaciou obrazu na graf.
Prvym krokom algoritmu je zostrojenie susedstiev na zaklade vzdialenosti a podob-
nych vlastnosti. Potom sa hladaju vsetky kliky s konkrétnou velkostou &k na zistenie
korelacii v pixeloch, podla ktorych by sa mohol identifikovat nador.

Doteraz nie je iplne zname, ako presne mozog spracovava informacie. Praca
[47] vyuziva grafovi topolégiu na reprezentovanie smeru toku informécii v synap-
siach. Graf nervovej siete je orientovany, jeho vrcholy predstavuji neurénové bunky
a hrany synaptické spojenia, po ktorych sa siria vzruchy. Nervové siete sa ¢asto analy-
zuju z hladiska vrcholov, ktoré st navzajom prepojené, teda klik. Ked sa orientované
kliky vhodne naviazu zdielanim neurénov, ale nevytvoria velké kliky kvoli chyba-
jucim spojeniam, vytvaraju tzv. dutiny. Orientované kliky opisuji tok informaécii
v sieti lokalne a dutiny poskytuju globalnu mieru toku informécii. Na nasledujicom

obrazku sa nachadza prevod nervovej ststavy na grafova strukturu.

A Rekonstruovany okruh \ B1 Matica spojitosti

5 neurénova klika

Obr. 35: Nervova ststava [47]

Charakterizacia chemickych zloziek komplexnych roztokov je velmi délezita
v oblastiach biochémie. Nuklearna magneticka rezonancia je nastroj, ktory sa po-

uziva na analyzu roztokov bez nutnosti fyzickej separdcie ich zloziek. Jej pouzitie



sa ukazalo ako velmi uzito¢né na identifikaciu zndmych metabolitov, ale aj nezna-
mych metababolitov. Vysledné spektra si komplikované a ich analyzu je vyhodné
automatizovat. Pre tento ucel sa da pouzif algoritmus hladania klik v grafe, ktory

reprezentuje spinové systémy [48].

13.4 Kiliky v socidlnych sietach

Socialna siet predstavuje mnoziny vztahov medzi ¢lenmi socidlnych systémov vo
vsetkych vyznamoch. Analyza socialnych sieti skiima interakcie medzi individualmi
a organizaciami. Velkym medznikom v studovani socidlnych sieti bol experiment
amerického psycholéga Stanleyho Milgrama. Experiment pozostaval z posielania lis-
tov od Tudi z Nebrasky Tudom do Bostonu. Listy sa mali posielat iba z ruky do ruky
cez znamych. Ked listy dosiahli svoju cielovii destinaciu, presli priemerne cez Sest
Iudi. Tento experiment viedol k zavedeniu idey o Siestich stupnoch odlicenia. Tato
myslienka tvrdi, Ze pre kazdého cloveka je kazdy iny ¢lovek vzdialeny priblizne Sest
socidlnych kontaktov [49].

Okrem toho, analyza socidlnych sieti sa zaobera prieskumom cloveka o jeho
priateloch, zverejiovanim dat s ich dovolenim, ukladanim a sledovanim. Aplikacie,
ktoré vyuzivajui koncept tvorenia spojov medzi priatelmi a priatelmi priatelov ako
Facebook a LinkedIn, tieto data poskytuji. Socidlne aplikacie vyuzivaju grafy na
reprezentaciu pracovnych skupin, politickych skupin, pripadne Sportovych timov
alebo radikalnych skupin. Pokial je socidlna siet reprezentovand grafom, ktorého
vrcholy predstavuju ludi a hrany medziludské vztahy, klika je potom skupina Tudi,

kde sa kazdy pozna s kazdym.






14 Zaver

Diplomovéa préaca sa zaobera vrcholovym farbenim grafu, klikou v grafe, ich algorit-
mami a aplikdciami. Vrcholové farbenie grafu je zobrazenie, ktoré prideluje jednot-
livym vrcholom farby, obvykle reprezentované ¢islami. Ulohou je ndjst také farbenie
grafu, ktoré kazdym dvom susednym vrcholom prideluje rozne farby. Optimalne far-
benie grafu je farbenie s minimélnym poc¢tom farieb, obvykle zna¢enym x(G). Klika
v grafe predstavuje tGplny podgraf. Ulohy farbenia grafu a kliky v grafe si tizko
spojené, v istom slovazmysle komplementné.

Oba problémy si NP-tuplné, takze neexistuju algoritmy, ktoré by ich vyriesili
v polynomialnom case. Pristupuje sa k nim heuristickymi alebo optimaliza¢nymi
metodami, ktoré dokazu priniest uskutocnitelné riesenie v redlnom case. Najzaklad-
nejsim algoritmom farbenia grafu je Greedy algoritmus, ktory postupne priraduje
farby vrcholom, pricom ich pred spracovanim usporiada podla nejakej heuristiky.
Iny pristup je rozdelit mnozinu vrcholov na disjunktné mnoziny, ktoré neobsahuji
ziadne susedné vrcholy - na tomto principe funguje Algoritmus farbenia pomocou
nezavislych mnozin a Zlepovaci algoritmus. Problém farbenia grafu sa da definovat
ako linedrny problém, a preto je linearne programovanie dalsim moznym pristupom.
V neposlednom rade st optimaliza¢né metody, ktoré generuji nahodné riesenie a po-
stupne sa ho snazia vylepsif pomocou fitness funkcie.

Najznamejsi algoritmus na vypocet maximalnej kliky v grafe je algoritmus
Bron-Kerbosh. Presiel mnohymi tipravami a vylepseniami, avsak vyuziva rekurziu,
a preto je casovo narocnejsi pre velké grafy. Problém maximalnej kliky v grafe sa
da tiez definovat ako linedarny problém a riesif pomocou maximalizacie objektovej
funkcie.

Vrcholové farbenie grafu vzniklo, ked sa prvykrat Tudia snazili farbif geo-
grafické mapy tak, aby kazdé dva susedné regiény mali rozne farby. Dnes sa tato
problematika vyuziva vseobecnejsie a ma rozne aplikacie v problémoch, ktoré maju
ciel vyhnut sa koliziam. Pouziva sa pre rozne typy tloh planovania, v riadeni pre-
mavky, pri rieseni latinskych stvorcov, pri priradovani frekvencii radiovym staniciam
a dalsich problémoch. Klika v grafe ma tiez vSeobecnejsie pouzitie ako len podgraf,
napriklad sa pouziva pri zhlukovani dat, pri spracovani obrazu, v socialnych sietach

a v lekarstve.
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ZOZNAM SYMBOLOV A SKRATIEK

MIS maximalna nezavisla mnozina
d(G) hustota grafu G

N(v) mnozina susedov vrcholu v
A(G) najvyssi stupen v grafe G
(G) hustota grafu G

d(G) najnizsi stupeni v grafe G
w(G) klikovost grafu G

a(G) pocet prvkov maximalnej nezavislej mnoziny grafu G
X(G) chromatické ¢islo grafu G

N mnozina prirodzenych c¢isel
G’ hranovy doplnok grafu G

O notacia “Velké O”
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