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ABSTRAKT:

Bakalarska praca pojednava o metddach na rieSenie pratovych ststav a ich vzajomnom
porovnani. V prvej Casti tejto prace je uvedeny teoreticky zaklad pre nasledny vypocet
uvedeny v d’alSej Casti tejto prace.

Grafické, analytické a numerické metoddy pre rieSenie pratovych stustav su aplikované
na vzorové ulohy. Kazdd zuloh obsahuje teoreticki Cast kde su spomenuté vyhody,
nevyhody a vhodnost’ pouzitia danej metédy. Na danych pratovych sustavach je aplikovany
numericky vypocet pomocou metody konecnych prvkov v programe ANSYS .

Zaver je zamerany na zhrnutie prace a porovnanie vysledkov. Analytické vypocty boli

prevedené vo vypoctovom software MATHCAD 14.

ABSTRACT:

The bacalors thesis deals with methods of solving stress rod bar systems and their
mutual comparasion. In the first part of this work is mentioned theoretical basic for the
subsequent calculations.

Graphical, analytical and numerical methods of solving stress rod bar systems are
applied to representative examples. Each of the examples contains theoretical part where are
mentioned advantages, disadvantages and suitability for use of the methods. Due to Finite
Element Method in ANSYS software is carried out a numerical calculation on the solved rod
bar systems.

Conclusion is intent on summary of work and comparation of results. Analytical
calculations were carried out in MATHCAD 14 software.



KEUCOVE SLOVA:

Pratova sustava, metdoda koneénych prvkov, osova sila v prute, Castiglianova veta, metody

rieSenia pratovych sustav

KEYWORDS:

Bar system, Finite Element Method, axial force in the rod, Castigliano’s theorem, methods of

solving bar systems



BIBLIOGRAFICKA CITACIA:

LAMRICH, M. Metody feSeni namahani pruti prutové soustavy. Brno: Vysoké uceni
technické v Brn¢, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2011. 70 s. Vedouci bakalaiské prace Ing.

Zdenék Florian, CSc..






CESTNE PREHLASENIE:

Prehlasujem, Ze som tuto bakalarsku pracu vypracoval samostatne pod odbornym

vedenim vediceho bakalarskej prace za pouzitia uvedenej literatiry.

V Brne m4j 2011

Martin Lamrich






PODAKOVANIE:

V tomto odstavci by som chcel predovsetkym pod’akovat’ vediicemu mojej bakalarskej
prace panovi Ing. Zdenkovi Florianovi Csc. za vel'mi cenné rady a pripomienky, tiez za jeho
ochotu a obetavost. Dalej by som chcel podakovat mdjmu kolegovi Janovi Koufilovi za

drobné postrehy, tykajlice sa rieSenia problému a samozrejme mojim rodi¢om za podporu po

celi dobu mojho studia.






Bakalarska praca | 2011

Obsah
Lo VOt e e nb e e e nree e 11
2. Ciele bakalarskej Prace............ccccooooiiiiiiiiiiicnices e 13
3o RESIZ ... 14
4. Namahanie Pruta ..............cccooooiiiiii e 16
4.1, Prosty tah a tlak ... 16
4.2, Vzpernd stabilita Prita .......cccoooiiiiiiiiiiie e 17
4.2.1.  Kriticka sila vzperu u viazan€ho prita .........cccccveiiieeiiiieeiiies e 18
5. Metody rieSenia staticky urcitych pritovych sastav ..., 19
5.1.1.  Urcenie pohyblivosti SUStAV tElI€S ........ccuviiiiiiiiiiiiic i 19
5.1.2.  StatiCKA UTCIEOST ...cueiiiieitie ettt 21
5.2, StyCnikKOVA MetOda.......ccoeiiiiiiiiiiiie e 22
5.2.1.  Sty¢nikova metdda (ODECTIA) ......ccuevieiiiiiiiiieiieeie e 23
5.2.2.  Sty¢nikova metdda (POSTUPNA) ....eoveireriieiiiiiiiiese e 26
5.3, Cremonova MELOAA .........eeieiiiiiiiie ittt 28
5.4, PrieseCnd metOda ........cccviiiiiiiiiiiiiii 30
5.4.1.  Priesecnd metdda (RILLEIOVA) ....cccvviviiiiiiiieiecce e 30
5.4.2.  Priesesnd metoda (CulmMannova) .........ccceeiveeiiienieiisec e 32
5.5.  Metoda ndhradnych pratov (Henneberg) ..........ccoovvvviiiiiiiiiie e 35
5.6. Metdda zjednoduSOVANia SUSTAV .......eevvieiirieiiiiieiie e 41
5.7.  Metdda NeUICite] MICTKY .....ociviiiieirieirie s 43
VUT - FSI 9 Ustav mechaniky téles,

mechatroniky a biomechaniky



2011 | Bakalarska praca

6. Staticky neur€ité pratové Sustavy............cccoovriiiiiniiiicn 49
6.1.  Castighian0va VEIA........cciiiiiiiiiesie e 49
7. Metoda koneénych PrvKov ............cccoooiiiiiiiiiiiiie 55
7.1.  Vypocet rieSenych Gloh pomocou MKP.........ccocoiviiiiiiiii 57
711 UL EISI0 L. cooririiceiceieisiseie s 58
7.1.2. UL EIS10 2. cvoovireeiiieieicieie s 59
7.1.3. U0 EIS10 2.1, ovvveiiircrieicieie et 61
714, UL EIS10 3. oooereiceiciiseice s 62
8. Zhodnotenie a porovnanie vysledKov..............ccccooiiiiiiiniiiiiiciee 63
8.1, UL0hA &ISI0 L. coeuucereercercercereescesceee ettt 63
8.2 ULONA EIS10 2. covueuiicerireieiieeiees sttt 65
8.3, U0 &ISI0 3. coeuueereercercerceeeeces ettt 66
8.4.  Zhodnotenie VYSIEdKOV........ccooviiiiiiiiiiiii s 67
0. ZLAVET ...t 68
10. Zoznam pouZitych Zdrojov...........ccccccviiiiiiiiiiii 69
11. Zoznam pouzitych symbolov a skratieK...............c.cocovveiiiiiiii i, 70
VUT - FSI 10 Ustav mechaniky téles,

mechatroniky a biomechaniky



Bakalarska praca | 2011

1. Uvod

Priehradové konstrukcie su z historického hl'adiska vyznamnym typom konstrukcie.
Vypoctovym modelom priechradovej konstrukcie je pratova sustava. V minulosti bola prave
priehradova konStrukcia jedna z mala konsStrukcii, ktorh bolo mozné vypoctovo modelovat’
a riesit’ pomocou jednoduchych vypoctovych a grafickych metdd. Tato skutocnost’ ovplyvnila
vyvoj mnozstva $pecidlnych metdd, na ktoré v stcasnej dobe nie je vo vyucbe ¢as. Dalsim
faktorom , ktory zatienil tieto metédy je rozvoj pocitacového priemyslu a hlavne rychly
rozvoj numerickych metéd mechaniky. Co ma nepochybne radu vyhod, avsak zakladné
uvahy, algoritmy avysledky rieSeni pochadzajuce zprave tychto metod mozu byt

aplikovatel'né v inych oblastiach mechaniky telies.

Prutové ststavy predstavuju Specidlne ststavy telies, ktoré sa vyuzivaji hlavne pri
navrhovani vel'korozmernych nosnych konstrukcii v mostovom a pozemnom stavitel'stve na
konStrukciu mostov, stoZiarov a stre$Snych konstrukcii z dovodu ekonomickej nenaro¢nosti

V porovnani s ramovymi, alebo betonovymi konstrukciami.

Praktické priklady pratovych sustav : stoZiare vysokého napitia, osvetlovacie veze a

rampy, stre$né a mostové konstrukcie, anténne systémy, a pod.

" A

AN
“‘14111\""“'“

Obr. 1.1 Obr. 1.2 Obr. 1.3
Stoziar vysokeho Nosna a stresna konstrukcia Mostova konstrukcia
napdtia [9] Stadionu [10] [11]
VUT - FSI 1 1 Ustav mechaniky téles,
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Teoreticky je pratova sustava vymedzena ako (vypoctovy) model priehradovej
konstrukcie , ktora sa sklada znehmotnych, nezatazenych, binarnych c¢lenov s dvomi
rotaCnymi (v rovine), sférickymi (v priestore) vdzbami , ktoré sa nazyvaju pruty. Pratom
rozumieme modelové teleso, ktoré je jednoznacne urcéené strednicou, ktora je spojnicou tazisk
prieCnych prierezov aV pripade prutovych sustav hovorime vyhradne o priamych pratoch.
Spojenim viacerych prutov v spolo¢nych bodoch, ktoré sa nazyvaju stycniky (uzly) vznika
pratova sustava. Ststava prutov vytvara nepohyblivé prutové teleso.

Stycniky (sty¢nikové telesd) spajaja dva alebo viac pratov, priCom stredy sférickych
(priestor) respektive rotacnych (rovina) kinematickych dvojic splyvaju. VonkajSie sily
posobia iba na styénikové telesa. Prierezova plocha pritov méze byt’ rozna a po dizke pruta je

spravidla konStantna. [1]

Na obrazku 1.5 je zobrazené spojenie prichradovej kons$trukcie z obrazka 1.4 a jej
model s kibovou vizbou. Zakladnou podmienkou pre pouZitie tohto modelu je , Ze osy pratov

sa pretinaji v jednom bode.

styénik A

@

Pruty

Obr. 1.4 [1] Obr. 1.5 [1]

VUT - FSI 1 2 Ustav mechaniky téles,
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Podla priestorového usporiadania prutov delime pratové ststavy na rovinné (obr.1.6)
a priestorové (obr.1.7). Praty, styéniky a sily rovinnej pratovej ststavy leZia v jednej rovine,

Struktara priestorovej pratovej sustavy vytvara priestorovy utvar. [1]

: Y

P l“

Obr. 1.6 [1] Obr. 1.7 [1]

2. Ciele bakalarskej prace

Ciel'om mojej prace je vypracovat’ prehl'ad dostupnych metdd pre rieSenie prutovych
ststav a ich vzajomné posudenie a vyuZzitie v dneSnej dobe , ked’Ze tieto metody st vybornym
nastrojom na prvotny pevnostny navrh konstrukcii, z hl'adiska ziskania predstavy tykajicej sa
deformacie a napitosti, ktoré je mozné vyuzit’ pri posudzovani spravnosti vysledkov

numerického rieSenia.

Metoda konecnych prvkov je vel'mi vykonny néstroj na vypocet deformacnych
a pevnostnych charakteristik, ale je potrebné s niou pracovat’ s ur¢itou ddvkou nadhl'adu a mat’
istu skusenost’ s tymto nastrojom, pretoZe pri nespravnej interpretacii analytickej llohy , moéze
nastat’” znacnd odliSnost’ vysledkov, preto d’al§im cielom tejto prace je na vybranych
prutovych sustavach uskutocnit’ rieSenie vybranymi metédami (analytické, graficke)

a porovnat’ ho s numerickym rieSenim (MKP).

VUT - FSI 13 Ustav mechaniky téles,
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3. ReSerz

STATIKA
Autor: Zdenek Florian, Emanuel Ondracek, Karel Prikryl

V tychto skriptach, je na stranach 137-141 rozbor a charakteristiky prutovych sustav, tiez je tu

vysvetlena statickd urcitost’ prutovych a kinematicky rozbor sustav.

MECHANIKA TELES — ULOHY ZE STATIKY
Autor: Zdenék Florian, Miroslav Suchanek.

Skriptd spractivaju mimo iné aj vypocet staticky urcitych pratovych ststav a to na stranach

69 — 99.

MECHANIKA 1. dil - Statika a kinematika
Autor: Karel Juli§, Rudolf Brepta, a kol.

Praca na strandch 141 — 155 pojednava o Struktire a vytvarani prutovych sustav, metodach

rieSenia pratovych sustav.

STATIKA
Autor: Ing Karel Juli§, Otakar Teptik, Adolf Slavik

Praca na strandch 121 — 143 pojednédva o vytvarani pratovych sustav v praxi, ich statickej
a tvarovej urcitosti a metddach statického rieSenia rovinnych a priestorovych prutovych

sustav.

VUT - FSI 14 Ustav mechaniky téles,
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Ansys tutorials STU Bratislava — vypocet rovinnej pritovej sistavy
Autor: Roland Janco,

V praci je nazorne rozpracovany vypocet jednoduchej pratovej sustavy pomocou metody

kone¢nych prvkov v programe ANSYS 10.0 .

STATIKA PRE SPECIALNE INZINIERSTVO

Autor: Jozef KOVACIK, Martin BENIAC
Tato praca obsahuje strucny popis metod statiky na rieSenie prutovych sustav s naznacenymi

aplikaciami na prikladoch.

INTERAKTIVNY UCEBNY TEXT PRUZNOST A PEVNOST

Autor: Jana HORNIKOVA
Praca obsahuje rieSené a nerieSené priklady a textova Cast’ v ktorej su prehl'adnou formou

vysvetlené pojmy z predmetu Pruznost’ a Pevnost’

VUT - FSI 15 Ustav mechaniky téles,
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4. Namahanie pruta
Z vymedzenia prutovej sustavy vyplyva, ze prity tejto stistavy mozu byt namahané na
tah , tlak a vzper, vyplyva to zo skutocnosti, ze pratova ststava je zat'azend vyhradne len

V sty¢nikoch, ktorych naméhanie sa prendsa v osovych silach prutov stykajucich sa v tychto

sty¢nikoch. [2]

4.1. Prosty tah a tlak

Definicia:

Prosty tah (tlak) je namahanie priameho prizmatického puta, ak :

e St splnené priutové charakteristiky,
e Priecne prierezy sa vzajomne odd’al’'uju ( priblizuju) a nasledne deformuju, (tj
menia velkost’, ale nemenia tvar),

¢ Jedinou nenulovou zlozkou VVU (vysledné vnitorné u¢inky) je normalova sila N,

e Deformacie st z hl'adiska statickej rovnovahy prvku nepodstatné. [2]
TAH . TLAK
F F — —
. F
< 1 s F : |f
Obr. 4.1 teleso namahané tahom  [2] Obr. 4.2 teleso namahané tlakom  [2]
VUT - FSI 16 Ustav mechaniky téles,
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4.2. Vzperna stabilita prata

Z vymedzenia prostého tlaku vyplyva, Ze priecne prierezy sa vzajomne iba priblizuju.
Ak v skuto¢nosti namahame relativne tenku ty¢ ( pomer charakteristického rozmeru prie¢neho
prierezu k dizke pruta je maly) tlakom, na po¢iatku zataZovania sa zatazovana ty¢ stlaca a od
ur¢itého okamziku sa zacne prehybat’. Podstatnou deforméciou sa stane ohyb. V pociatocne;j
faze je podstatné stlacanie strednice a nepodstatny jej ohyb, pri vacsich zat'azujucich silach je
tomu naopak — ohyb je podstatny a nepodstatné je stlacanie. Rozhranie tychto dvoch stavov

oznacujeme medzny stav vzpernej stavility. [2]

Medzny stav vzpernej stability je stav, v ktorom sa meni charakter podstatnej deformacie

Prut namahany na tlak kontrolujeme na vzper za tychto predpokladov:

strednica pratu je v nezatazenom stave idealne priama,

e prit je prizmaticky a neskrutkovity

e prierez prutu je hrubostenny ( tj. vSetky rozmery prie¢neho prierezu st radovo
rovnako vel'ké),

e prut je zat'azeny dvomi rovnovaznymi osamelymi silami F, ktoré posobia
Vv tazisku ciel pruta ich nositel’ky st totoZné so strednicou pruta v nezat'azenom
stave,

e materidl prata je homogénny , izotropny a bez obmedzeni linearne pruzny,

e v priebehu celého zatazovania platia pratové predpoklady prostého namahania

pruta.

[2]

VUT - FSI 17 Ustav mechaniky téles,
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4.2.1. Kriticka sila vzperu u viazaného pruta
Na vypocet kritickej sily u viazaného prta namahaného na vzper sa vyuziva vztah:
bud Fi=o® E.J/P alebo  F=n® E.J led

Veli¢ina a je dand uloZenim prata ( v pripade vol'ného pruta a = ), redukovana dizka
sa stanovi podl'a obrazka (4.2.1). Je to dizka pruta, ktorého sila odpoveda kritickej sile
zadaného viazaného pratu. Pretoze v koncovych bodoch vol'ného pruta je nulovy
ohybovy moment aj v prehnutom stave, odpoveda redukovana dizka vzdialenosti
dvoch najblizsich bodov s nulovym ohybovym momentom na deformovanej strednici

pruta. [2]

1—2—" -m a=mv2 |/ =2 "._:J
of ! '

|?m1. =2 n!r,\l,_.J —E !IIW- =: A
e P mm

Obr. 4.2.1 spésoby uloZenia prutov namdhanych na vzper 2]

Tieto ulozenia nie st charakteristické pre priechradové konstrukcie. Vzperna
stabilita priehradovych konstrukcii v praxi je ¢asto len vel'mi t'azko rieSitel'nd, az
nerieSitelna pomocou teoretickych zdkladov PruZznosti a Pevnosti, preto sa vzperna

tinosnost’ ¢asto uréuje podla normy CSN EN 1993-1-1 Navrhovani ocelovych

konstrukeci.

VUT - FSI 18 Ustav mechaniky téles,
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5. Metody rieSenia staticky urcitych prutovych sustav

Metddami statiky mozno riesit’ len staticky urcité pratové sustavy. Tymito metédami
mozno urcit’ vonkajsie stykové sily a sily v prutoch. Na vypocet deformacie prutovych ststav,
a tym aj na rieSenie staticky neurcitych uloh je potrebné pouzit’ vzt'ahy z oblasti pruznosti a
pevnosti . Zobecného hladiska je mozné hovorit o experimentilnych a vypocétovych
metddach. Experimentalnym metoédam nebudem v d’alSej Casti prace venovat’ pozornost, ich
princip pozostava z pozorovani vysledkov skimanych situacii. K vysledkom sa dospeje na
zéklade toho, Ze skiimana situacia skutocne nastane, pre ciele tejto prace nie su tieto metody

nijak zaujimavé.
Vypoctové metddy rieSenia pratovych ststav sa obecne delia na:

-analytické
-grafické

-numerické (pocitacovo orientované)

[2]
5.1.1. Urcenie pohyblivosti sustav telies
Urcenie pohyblivosti zlozitych, alebo vynimkovych sustav telies vyzaduje samostatné

kinematické rieSenie, preto v statike nie je mozné analyzovat’ vynimkové sustavy.

Pohyblivost’ normalnej ststavy bez degenerovanych ¢lenov urc¢ime zo vztahu :

i=(n-1)iy - (XE-n)
Kde: i - pocet stupiiov vol'nosti stistavy
1 — pocet obmedzenych deformacénych parametrov
Iy — pocet stupiiov vol'nosti voI'ného telesa
Y& — pocet stupniov volnosti odobranych vazbami

(n—1) — pocet telies bez zakladného telesa

VUT - FSI 19 Ustav mechaniky téles,
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Ak sustava obsahuje degenerované Cleny, jej pohyblivost’ uréime zo vzt'ahu :
i=(n-1)iy—(XE-n)-kd
kde : Kk — pocet degenerovanych ¢lenov
0 =1 pre degen. Clen s viacndsobnou rota¢nou vizbou

0 = 3 pre degen. Clen s viacndsobnou sférickou vézbou

Valcové (obr. 5.1.1.1) respektive sférické (5.1.1.2) teleso (Cap) ma vzdy 1 respektive 3
stupne vol'nosti, ktoré neovplyvnia pohyblivost, preto ich musime pri urovani stupiiov

vol'nosti od¢itat. [3]

Sféricka vazba

M Wy
Rotacna vazba (’\,
Degenerovany
Elen Wx

ol

Obr.5.1.1.1 [3] Obr. 5.1.1.2 [3]

Degenerovany
clen
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5.1.2. Staticka urcitost

Prutova sustava je staticky urcita, ak sa pocet pouzitelnych rovnic na vypocet
neznamych silovych veli¢in rovna prave poctu neznamych silovych velicin (sily v pratoch,
zlozky vonkajsich reakecif).

Na to, aby mohla byt sustava staticky ur¢ita musi byt splnend takzvand nutna
podmienka statickej urcitosti rovinnych pratovych sustav, ktora hovori ,Ze pocet statickych
rovnic (n) sa rovnd rozdielu dvojnasobku poctu sty¢nikov(s), poctu pratov(p) a neznamych

zloziek vonkajsich reakcii(o).
n=2s—p—-o0=0 [8]

Riesenie pratovych sustav zavisi aj od statickej urcitosti ststavy. RozliSujeme medzi
vonkajSou, vnutornou a celkovou statickou ur€itostou. Prutova sustava je v stave celkovej
statickej urcitosti, ak je staticky urc¢itou sustavou aj vnitorne aj vonkajsie, v opacnom pripade
pdjde o staticky neurcit (preurcéenti, resp. podurcent) pratovu sustavu.

VonkajSia statickd urCitost’ pratovych sustav sa vztahuje k uréeniu vonkajsich

stykovych sil uvol'neného pratového telesa z pouzitelnych podmienok statickej rovnovahy.

v=1p [3]

kde p je pocet neznamych parametrov vonkajSich stykovych sil av je pocet
pouzitenych statickych podmienok rovnovahy (3 v rovine, 6 v priestore). Pritova ststava je
ulozend po vonkajSej stranke staticky urCitou, ak nastane v spominanych podmienkach
rovnost’. V opa¢nom pripade ide o staticky neurcité uloZenie.

Vnutorna staticka urCitost sa vztahuje k ur€eniu sil v prutoch, tato podmienka je
zaloZzena na tom , ze pocet pouZzitelnych podmienok statickej rovnovahy pre priestorovi
respektive rovinni pratovu sustavu je 3s respektive 2s a teda podmienka vnutornej statickej

urcitosti ma tvar:
2s — 3 = p (rovinna sustava)
3s — 6 = p (priestorova sustava)

[3]

VUT - FSI 2 1 Ustav mechaniky téles,
mechatroniky a biomechaniky



2011 | Bakalarska praca

Celkova statickd urcitost’ pratovych sustav sa vztahuje k ur¢eniu vsetkych neznamych
nezavislych parametrov prutovej sustavy z pouzitelnych podmienok statickej rovnovahy.
Z rozboru vonkajSej a vnutornej statickej urcitosti je zrejmé, ze celkovi podmienku statickej

urCitosti mozeme vyjadrit’ v tvare:
3s=p + p (rovinna sustava)
2S = p + p (priestorova sustava)

Prutova sustava je staticky urcita ak je vonkajSie aj vnutorne staticky urcita, v pripade
statickej neurcitosti sistavu uvolnime na statickt urcitost’ a zavedieme adekvatny pocet
deformacnych podmienok, pre rieSenie staticky neurcitych prutovych ststav je nutné d’alej

spominané metody statiky doplnit’ o poznatky z pruznosti a pevnosti. [3]

5.2. Sty¢nikova metoda

Zakladom sty¢nikovej metddy pre urcenie osovych sil v prutoch je zostavenie rovnic

rovnovahy pre vSetky uvol'nené telesa a ich nasledné rieSenie.
Postup metody :

Metdda je zaloZena na uvolneni a rieSeni sty¢nikov. Vo vSetkych pratoch zavedieme
osov¢ sily, zmysel osovych sily volime ako tahovy (pdsobia smerom zo sty¢nika).
Vyhodou metddy je jej univerzalnost. Ako uvidime v d’alSej cCasti tejto prace, prave
sty¢nikova metdda (pre nazornost postupnd) je Casto volena na dopocitanie aj inych
metod rieSenia prutovych sustav. Zostavené rovnice umoziuji analyzu statickej urcitosti.
Dalsou vyhodou je jednoduchost’ metddy, na druhu stranu pri zloZitejsich sustavach moze

byt dost’ pracna.
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5.2.1. Sty¢nikova metoda (obecna)

Princip metddy, uvolnia sa vSetky stycniky, ktorych staticki rovnovahu nasledne

zapiSeme v maticovom tvare a rieSime, hlavne pomocou vypoctovej techniky.
Ax=Db

A - matica sustavy , ktora popisuje prutovu sustavu z geometrického hl'adiska
X - stipcova matica neznamych parametrov
b — stipcovéa matica tiplne zadanych silovych prvkov.
[3]
Tato metdda je vyhodna pre jej univerzalnost’ pouzitia, pre velké konstrukcie,

je pre jej pracnost’ vhodné pouzit’ pocitacovi techniku.

Priklad:

V danej pritovej ststave urcte vSetky osové sily v priatoch pomocou obecnej sty¢nikove;j

metdody. (F=2000 N)

UvoPnenie ststavy:
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Rozbor:
a)Uloha je zadana tplne a spravne.
b)Uloha je zadana ako rovinna
¢) Klasifikacia ¢lenov : 0-zakladné teleso
1-9 — pruty
A-G — sty¢niky, degenerované Cleny.
d) Klasifikacia vézieb :
a)vonkajSie A — rotacna vizba &; =2
D — obecna vézba ( podpora) & =1
b) vnutorné C, G — trojnasobné rotaéné vazby & =3 . 2
E, B — §tvornasobné rota¢né viazby &i=4. 2
A, D — dvojnéasobné rota¢né viazby =2 .2
Urcenie pohyblivosti ( kinematicky rozbor) :
Pocet ¢lenov (pratov) + zdkladné teleso = 10
Sty¢nikov (degenerovanych ¢lenov) 6 = 6, celkom n =16

i=(-1)iy-Y&-8+n=15.3-(3.2.242.2.2+42.4.2+1+2)-6=
=45 (36+3)—6=0°

Prutova ststava je nepohybliva.

Urcenie statickej urcitosti :

a) Vnitorna2s= 3 +p 12=3+9
b) Vonkajsia p=v 3=3
Je splnena nutna podmienka statickej urcitosti. [4]
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Matica sustavy, matica silovych prvkov a matica neznamych parametrov :

W BEFy Ry E OF BB FyBdhnfny
%nnnn1nnnnu1
%nnnnnnnnn-uz Fi
0 Fy
2 3
—§1nnnnn§nnun 0 F,
0
F
3 -1 4
-£nnnnn-1—nnun 0
2 2 0 Fs
O -11 0 000 0 0000
] F,j
0 00 0 0 0 0 0 -100 0| b= =
.n.é'h12= ] F.F
-2
o0 -1 X 000 0 o000 0 .
2 g
’ F
-2
DDDT“FDDDDDIDD F, ?
Fav
7 3
IIIEIEI£—1EIEI—£EIEIDEI 0 Foy
2 2
N7 ! Fox
o000 X onp o = 1000
2 2
o 00 0 1 -1t0 0 0000
o 00 0 001 0 0000
Tabulka vysledkov:
Prat 1 2 3 4 5 6 7 8 9
¢islo:

Sila(N) -757,875 -1464 -1464 2071 535,898 535898 0 1072 0
V prute:
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5.2.2. Sty¢nikova metoda (postupna)

Pri postupnej sty¢nikovej metdde sa v prutovej sustave riesi silova rovnovaha

kazdého uvol'neného sty¢nika. RieSenie zacina vypoctom stykovych a zat'azovacich sil.

Vypocet osovych sil v pratoch za¢iname v dvojnom sty¢niku (tzn. v sty¢niku, ktory
ma len dve nezname sily) , potom pokracuje postupne v d’alsom novovzniknutom dvojnom

sty¢niku, ako bude vidno na priklade v d’alSej Casti tejto prace. [5]

Pri analytickom rieSeni vSetky nezname sily volime ako tahové (+). Vo vysledkoch
potom ziskame bud’ tah (+), alebo tlak (-), ak sa znamienka nezhoduju, pévodny predpoklad

bol nespravny a znamienko ma opaény zmysel. [8]

Vyhodou metddy je jej univerzalnost’. Na jej pouZzitie je postacujuce, aby dana pratova
sustava obsahovala aspoii jeden dvojny sty¢nik. Ako uvidime v d’alSej Casti tejto prace, prave
postupna sty¢nikova metdda je ¢asto volena na dopocitanie aj inych metod rieSenia pratovych

sustav. [6]
Priklad: v danej pratovej sustave urcte vsetky osové sily v pratoch.

Kinematicky , staticky rozbor a vypocet sil vo vizbach, viz. Predosly priklad ( 5.2.1 obecna

sty¢nikova metoda, strana 24)

A

Q O (

N G _JE

3
v
Vypocet sil vo vizbach:
L ) {a+h) 3
Fyy =F.—Fpy=335898N Fpv = F':-_‘--a o 1464 100N
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Uvolnenie a vypocet osovych sil v jednotlivych sty¢nikoch:

Sty¢nik A :
—F unor
AY
Fl = — =—T758.018 N
sinf45 °)
Fg=—Fq-cos(45%) = 536N
Sty¢nik G:
Fy=0N
F5:= Fg=536N
G
Sty¢nik D:
= D Fy = —Fpy = 1464 x 10°N
=
¢ Fpy
Fy=— =2.07x 1031\1
s111(4579)
Sty¢nik C: .
3
Fyi=Fy=—1464x 10°N
Fg = ON
Sty¢nik E:
(F.-F.
Fom —— — 5) _1072x 100N
sin(309) + cos(307)
Tabulka vysledkov:
Prut 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Sila(N) -758,018 -1464 -1464 2070 536 536 0 1072 0
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5.3. Cremonova metoda

Grafické rieSenie pratovej sustavy, ktorého zékladom je grafickd interpretacia

stycnikovej metddy, teda grafické rieSenie rovnovahy sty¢nikov.

Cremonovu metddu je vhodné aplikovat’ na jednoduchsie prutové ststavy a to tak, ze
sa skonstruuje schéma pratovej sustavy v mierke, vedl'a ktorej sa vynasa zlozkovy obrazec

nazyvany Maxwellov-Cremonov (kratko Cremonov) obrazec.
Zasady metody:

e Ak osova sila pdsobi do uzla, jedna sa o silu tlakovu (-), ak pdsobi von z uzla ide
0 silu tahovu (+)

e Velkost osovych sil odmeriame v zlozkovom obrazci, ktory je v zvolenej mierke.

Postup Cremonovej metddy spociva v prekresleni vySetrovanej ststavy v zvolengj
mierke a zvoleni mierky sil. Nasleduje uréenie stykovych vyslednic vo vdzbach uloZenia a to
graficky, alebo analyticky. Nakreslime uzavrety obrazec vonkajsich a stykovych sil uloZenia
V tom poradi, ako idu za sebou pri zvolenom kladnom smeru obehu vonkajsich prutov
ststavy. Cremonov obrazec za¢iname u sty¢nika s dvomi neznamymi prutmi a nakreslime
jemu prisluchajuci zlozkovy obrazec, stale dodrzujeme zasadu, aby naslednost’ sil v obrazci
odpovedala kladnému smeru.

Tato metdda je v hodna pre rovinné prutové ststavy, je ndzorna, umoziuje rozvija
predstavivost’ a vV niektorych pripadoch mdze byt’ podstatne rychlejsia nez sty¢nikové metddy

(obecna, postupna), avsak jej pouzitie vyzaduje uréitu skusenost’ [5]

Priklad: Urcite osoveé sily v pratoch pomocou Cremonovej metédy v danej pratovej sustave:

B c D
Y Kinematicky , staticky rozbor
,77? 4 b4 14 .. 14 .
a vypocet sil vo vidzbach, viz.
predosly priklad ( 5.2.1 obecna
TG 1e styénikova metoda, strana 24)
=
Y
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Silovy obrazec vonkajSich sil:

b

Silové obrazce jednotlivych sty¢nikov:

Cremonov obrazec;

3 B

2 3 6
b
\/ 5 iy
2 5

Mierka: (Imm=37N)

Tabulka vysledkov:
Prut 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cislo:

Sila(N) -758 -1464 -1464 2071 536 536 0 1072 0
V prute:
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5.4. Priese¢na metoda

Je to staticka metdda vhodna na rieSenie zlozenych pratovych sustav . Tato metoda je

znama v dvoch formach:
-grafickd Culmannova metdda
-analytickd Ritterova metdda

Priese¢na metoda sa spravidla pouziva ak je potrebné urcit’ osové sily len v niektorych
prutoch. Priese¢né metddy su volené na rieSenie iloh mnohokrat prave preto, Ze su pouzitel'né

aj v niektorych pripadoch kde nie je mozné pouzitie postupnej sty¢nikovej metody.

Postup rieSenia pozostava z uvolnenia Casti pritovej sstavy, pricom sa myslienkovy,
uvolniovaci rez vedie cez prut ktorého osova sila ma byt’ spocitana. Tato osova sila sa urci

rieSenim silovej rovnovahy uvol'nenej Casti prutovej ststavy. [6]

5.4.1. Priesena metoda (Ritterova)

Princip metdédy vychddza z momentovych podmienok statickej rovnovahy telesa,
respektive jeho jednej Casti odrezanej rezom cez maximalne tri pruty nepretinajuce sa
v jednom bode anaslednom uvolneni . Vzniknuté osové sily musia byt v rovnovahe s
vonkaj$imi silami pdsobiacimi na odrezanu Cast’ prutove] sustavy. Momentové podmienky
rovnovahy odrezanej Casti prutovej sustavy piSeme k bodom , ktoré su priese¢nikom osi

dvoch prerezanych prutov. [5]

Vyhodou metddy je , ze ak potrebujeme spocitat’ len jednu osovu silu Vv sustave, je
mozné spocitat’ prave len tuto silu bez pracneho pocitania ostatnych sil.
Pre ndzornost’ a porovnanie je priese¢na metdda (Ritterova) realizovana na rovnakom

priklade ako predoslé metddy (sty¢nikova , Cremonov obrazec).
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Priklad:

vysetrite osové sily v prutoch danej pritovej sistavy pomocou priesecnej metody (Ritterove;j):

-
. 2
: Kinematicky , staticky rozbor

a vypocet sil vo vdzbach, viz.

predosly priklad ( 5.2.1 obecna

sty¢nikova metdda, strana 24)

Odrezana cast’ ststavy:

Uvol'nena odrezana Cast’ sustavy:

Vypocet osovych sil zo statickej rovnovahy :

YF=0
Fs = —F, — Fg-sin(60°) = 535,898 N

Fs + F2 + Fg . sin (60°) = 0

F.—Fr-
= DY
2Fy=0 Fg = u —1072x 10°N
cos(60 )
-F+Fpy +Fg.cos (60°)=0
3
Mg = 0 Fy = Fpy =-1464x 10°N
Fov.a=-F,. b
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Ostatné prity je mozne dopocitat’ napriklad uz spominanou sty¢nikovou metddou,

alebo zistit’ pomocou Cremonovej metddy, alebo d’alsim rezanim sustavy.

Tabul’ka vysledkov:
Prut 1 2 3 4 5 6 7 8 9
cislo:

Sila(N) -758 -1464 -1464 2071 536 536 0 1072 0

V prute:

5.4.2. PrieseSna metéoda (Culmannova)

Culmannova metdda je graficky spdsob rieSenia rovnovahy Styroch sil v rovine
pomocou Culmannnovej priamky, Styroch sil v rovine, pricom utroch znich pozname
nositel’ky ajednu zo sil pozname tuplne. Styri sily sa v rovnovahe, ked vyslednice
I'ubovol'nych dvoch sil leZi na priamke vyslednej sily zostavajucich dvoch sil a ma rovnaka

vel’kost’ a opacny smer pdsobenia. Tato priamka sa nazyva Culmannova priamka. [6]

Princip metédy spociva vrozdeleni ststavy uvolfiovacim rezom na dve casti.
Uvolnovaci rez je vedeny cez tri praty (nie viac, mame k dispozicii len tri podmienky
rovnovahy), ktoré¢ sa nepretinaji v jednom bode. Vychiadzame ztoho, ze na oboch
uvolnenych castiach je rovnovaha sil. Prevedieme vypocet rovnovahy sil, z praktickych
dovodov sa voli Cast’ , pre ktort je vypocet menej pracny. Ak na uvol'nent Cast’ pdsobi viac
ako jedna znama sila, ur¢ime vyslednicu tychto sil. Po vyrieSeni rovnice graficky pomocou

Culmannovej priamky, odmeriame potrebny Gsek a ziskame hl'adané sily v mierke. [8]

Po ur€eni sil v troch pratoch mozno pokracovat’ v rieSeni osovych sil v sustave d’alej,

napriklad postupnou sty¢nikovou metédou.
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Pokial’ sa uspokojime s ur€enim len jednej osovej sily, mézeme prerezat’ aj viac ako tri
pruty, ale osi vSetkych prutov, okrem toho ktorého osovu silu zist'ujeme, musia tvorit’ zvdzok

sil , musia teda smerovat’ do jedného bodu. [8]

Priklad:

vySetrite osové sily v prutoch danej pritovej sistavy pomocou priesecnej metody

(Culmannovej):

C 3 D  Kinematicky , staticky rozbor

‘ I
‘ £
L)
||

a vypocet sil vo vidzbach, viz.
predosly priklad ( 5.2.1 obecna

sty¢nikova metdda, strana 24)

Uvol’nena ¢ast’ stistavy:

A 4
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Zniazornenia nositeliek sil pésobiacich na uvol’'nené teleso a aplikacia Culmannovej
priamky:

nositelka F

Culmannova - —
. nositel

priamka . ositelka F

nositelka F; | >
bod ngsitelky - — —
P> \fi\ - S F, +E’hE
F S F +F~E,

Vysledny silovy diagram:

Mierka: (Imm = 10N)

—
P
N -
./
./
./
./
./
./
e 4
7’
A P Culmannova
,/ priamka
0,.
./
1 —>
4 F
" ¢ 2
<
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Je zrejmé, ze sila v prate 7 (F7) je nulova, pretoze ak by mala inu velkost’ nebolo by
mozné uzavriet’ silovy obrazec, z tejto skutocnosti tiez vplyva, ze velkost sily v prate 5 (Fs)

je rovna Fay.

Dalsie osové sily je mozné dopocitat’, novym rezanim sustavy, alebo pomocou

niektorej zo spominanych metod ( Sty¢nikova metdda, Cremenova metoda ... ).

Tabul'ka vysledkov:
Prut 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cislo:

Sila(N) -758 -1464 -1464 2071 536 536 0 1072 0

V prute:

5.5. Metdoda nahradnych prutov (Henneberg)

Postup metddy pozostava zo zmeny prutovej ststavy, zmenou polohy jedného pruta,
alebo v pripade potreby viacerych prutov tak, aby tato stistavu bolo mozné staticky riesit’
metddou sty¢nikovou. Aby bola zachovana nutna podmienka statickej urcitosti, musi byt

pocet odnatych pratov rovnaky ako pocet pridanych, takzvanych nahradnych pratov. [6]

Aby statické rieSenie u ndhradnej sustavy Uplne jednoznacne odpovedalo statickému

rieSeniu danej sustavy, musia byt splnené tieto predpoklady:

e V sty¢niku, kde boli odobraté prutové vizby, musi pdsobit’ silovy ucinok
odpovedajuci osovym silam prutov ktoré boli odobraté danej ststave.
e Z ddvodu skutocnej neexistencie osovych sil v ndhradnych pritoch musia byt’ tieto

osove sily nulové.

Osové sily v prerusenych prutovych viazbach sa urcia z podmienky nulovych osovych sil
Vv ndhradnych pratoch. Potom sa urcia sily v pratoch pod vonkaj$im zat'azenim, avSak bez sil
nahradzujucich odobrany prat. Obidva silové stavy superponujeme tak, aby sa ndhradny prut

stal nulovym pratom a bolo mozné ho odstranit’. [5]
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Priklad:

V danej prutovej sustave urcite vSetky osové sily v pratoch pomocou metody

nahradnych pratov. (F=2000N)

Rozbor:
a)Uloha je zadana uplne a spravne.
b)Uloha je zadan ako rovinna

¢) Klasifikacia ¢lenov : 0-zakladné teleso

1-11 — pruty

A-H — sty¢niky,

degenerované Cleny.
d) Klasifikacia vizieb :
a)vonkajSie B — rota¢né vézba &; =2
obecna vizba ( podpora) ;=1
A — obecna vizba ( podpora) =1
c) vnutorné A,B,C,D,G,H — trojnasobné rotacné vizby &= 3 . 2
E — Stvorndsobna rotacna vizba =4 . 2
Uréenie pohyblivosti ( kinematicky rozbor) :
Pocet ¢lenov (pratov) + zdkladné teleso = 12

Sty¢nikov (degenerovanych ¢lenov) 6 =7, celkom n =19
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i=(-1)iy-Y&-6+n=18.3-(4.1.2+3.26+2.1+1.1)-7=
=54 (8+12 +3) - 7 =0°

Prutova stistava je nepohybliva.
Urdenie statickej urcitosti :

a) Vnutorna2s=3-P 14 =3+11=0
b) Vonkaj$ia p=v 3=3

Je splnend nutna podmienka statickej urcitosti.
Vypocet sil vo vizbach:
YMzs =0
Fay.1=F .sin(45°).1+F .cos(45°).a =>Fay =2262,7417 N
YF,=0
Fey =F . sin(45°) - Fay=-848 ,53 N

Podsustavy:

Stav 1 Stav 2

T

E/
12n

S)N
P
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Vypocet stavu 1 :

F11 volim 1N, (F]_j_ = lN)

sin( 682 9)

sin(53.89°)

F—Zlv
11 __
Styénik A) F Fq="LIWN
— F{ = —F4-cos(53.89deg) — F;{-cos(68.2%) = 0.306N
F
1

A

Sty¢nik B)
E?_' F_" _F].
10 Fy=—— =—-0415N
- cos(42.457)
F, B Fyp = —Fo-sin(4245°) = 028N
Styénik C)
F, C Fg = =—0435N
cos(509)
Fo F, Fg := —Fg-cos(40°) = 0.334N
Sty¢nik D)

. B [Fs-ain{—m':‘} -F l-ainl:frﬂ.l “)-cos(407) — Fyq-cos(68.2 ) ain{—m':‘}} e
12n- cos(77.34°)-s1n(40 %) + sin(77.34°)-cos(409) o

(-Fy2q7c0s(12.66%) — Fy-cos(21.8°))

F;: =—0.188N

sinl 40 %)
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Sty¢nik H)

(Fy-cos(47.55°) — Fg-cos(11.91°))

Fy = _ - 028N
sinf 18.09 )

(F,-sin(18.09°)-5in(47.55%) — F5-cos(47.55%))-cos(18.09°)
Fg=—— - : ——0203N
—0s(11.91%)-cos(18.09%) + sm(11.917)-51n(18.097)

Sty¢nik E)

[:Fﬁ-sﬁl{ll.E?l ?) + Fy-cos(409) — Fy5, -cos(40 Gj’)

< - = 031N
- cos(41.917)

Vypocet stavu 2:

Vypocet osovych sil v stave 2 je obdobny ako v stave jedna, teda postupnou
sty¢nikovou metddou spocitame osové sily v prutoch. (stav 2 je v kapitole 7.1.3, rieseny

numericky pomocou programu ANSYS )

UvoPnena sustava stavu 2:
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Suporpozicia stavov a vypocet osovych sil v zadanej sistave:

-superponujeme stavy 1 a 2 tak , aby nahradny prat bol nulovym pratom a bolo ho

mozné odstranit’.
Redlne osové sily v pritoch vypocitame podl’a vztahu :
Fi:Fi2+K.Fil
Kde Fi? je osova sila v prite za stavu 2
Fit je osova sila v prute za stavu 1
K je konStanta spocitana zo vztahu : k = -F12n2/ Fion®
K = -Fion’/ Fipn'

K =-1325/-0,828 = 1600

Kk =1600
¢islo stavl stav2 skutocna sila v prite
prutu: (N) (N) (N)
1 0,306 1650 1160,4
2 -0,415  -320 344
3 -0,28 -2154 232,62
Tabul’ka vysledkov: 4 -1,149  -2800 -961,6
5 0,31  -1552,5 -1056,5
6 -0,2 -152,5 167,7
7 -0,188  -190 110,8
8 0,334 1269 734,6
9 -0,435  -1656 -960
10 0,28  1064,6 616,6
11 1 0 -1600
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5.6. Metoda zjednoduSovania sastav

Princip metddy je zalozeny na tom , Ze prutové sustavy sa za icelom statického

rieSenia Casto povazuju za sustavy zloZené z prutov a stien.

Tato metdda je vhodnd pre pratové ststavy , ktoré nie je mozné riesit’ graficky, alebo
sty¢nikovou metodou, alebo osoveé sily v kazdom sty¢niku predstavuju najmenej tri nezname.
Tieto typy prutovych ststav vSak je mozné riesit’ ako sustavu zlozenu z pratov a fiktivnych

stien. [6]
Nazorny postup riesenia takychto sustav bude ukédzany na vzorom priklade:

Priklad:

V danej pritovej ststave urcite sily v pratoch vyuzitim metddy zjednoduSovania sustav.

Kinematicky , staticky rozbor a vypocet sil
VO vézbach, viz. predosly priklad ( 5.5 metoda
nahradnych pruatov, strana 32)

Zamyslenie:

Dana sustava sa neda riesit’ graficky, ani sty¢nikovou metodou, lebo osové sily v
kazdom sty¢niku predstavuju najmene;j tri nezname. Tato ststava sa vSak da riesit’ ako
ststava zloZena z prutov a fiktivnych dosiek I a Il.
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Postup rieSenia:

Skupiny pratov pratovej sustavy, ktoré tvoria uzavrety obrazec s viazané
nepohyblivo. Ak nds nezaujimaju sily v tychto prutoch, alebo ich budeme riesit’ neskor,
mozeme tito podsustavu nahradit’ stenou rovnakého tvaru.

Ak nahradime pruty 3,5,6 jednotnym telesom Ty, tak na toto teleso posobia 3 sily F ,
FsaS:". Usil F; a F4 pozname nositelky u sily Si* pozname bod nositel’ky. Dvojnasobnou
aplikéciou vety o dvoch silach ziskame
nositel’ky vsetkych troch sil F, , F4 a Sll
. Viz. Obrazok (..)

Teraz nahradime pruty 7,8,9
jedinym telesom T,. Na teleso T,
posobia Styri sily F, F11, F1o a 812. Sll =
-S.% Pre vSetky sily pozname nositel’ky
a silu F pozname tplne. Pomocou
Culmannovej priamky ur¢ime vSetky
sily posobiace na teleso T,. Na zaklade
rieSenia statickej rovnovahy
v sty¢énikoch A,B,H,G,C,D ur¢ime
ostatné sily v pratoch.

Pre rieSenie rovnovahy jednotlivych ¢lenoch mézeme zostavit’ tieto symbolické rovnice:
Clen1:Fs+F,+S; =0 (rovnovaha troch sil, uréi sa smer sily S;),

élenII:F+Sz+F11+ F]_o:O
(rovnovaha Styroch sil, pomocou
Culmannovej priamky sa ur¢i Sy, Fi1, -

F1o0).

+1 -

Dalej je mozné spitne 2\ | +10
namiesto fiktivnych dosiek [ a Il
uvazovat jednotlivé pruty a to takto :

©

S1=Fs5+ Fg

-1
So= Fr+F

Teraz je mozné zostavit’

H\l,

Cremonov obrazec pre celd sustavu:

(Mierka 1mm =10 N)
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[6]
Tabulka vysledkov:
Prut cislo: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Sila 1159,6 344 230,99 -961,7 -1056,1 157,6 111,6 7344 -964 624,7 -1600,4
Vv prute(N):

5.7. Metoda neurditej mierky

Princip metody je zaloZzeny na tom , ze v prutoch sustavy s priamo timerné vel'kosti
posobiacich sil.

Pri pouziti tejto metddy zvolime sily v jednom (T'ubovol'nom, ale nenulovom) prute
stistavy a ur¢ime aka vel'ka vonkajsia sila na danej nositel’ke by tito silu vyvolala. Obecne sa
takto ziskana sila liSi od zadanej vonkajSej sily, ur¢ime z ich pomeru mierku, ktorou je nutné
nasobit’ vSetky zistené sily v pritoch.

Metoda neurcitej mierky sa Casto vyuziva pri statickom rieSeni pratovych sustav
Vv pripadoch , ked nie je moZné uplatnit’ jednoduché rieSenie sty¢nikovou metddou, tato
metdda je tiez vhodna na rieSenie problémov, ked’ je ststava zat'azend jednou, alebo najviac
dvomi silami, pretoze rieSenie je potrebné opakovat’ postupne pre kazdu vonkajSiu

zat'azovaciu silu zvlast’. [5]

Priklad:

Urcite osovée sily v danej prutovej sustave pomocou metody neurcitej mierky:
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Kinematicky , staticky rozbor

a vypocet sil vo vdzbach, viz.

predosly priklad ( 5.5 metdda

nahradnych pratov, strana 32)
Zamyslenie:

ked’ze vSetky sty¢niky st
minimalne trojné ( obsahuju
minimalne tri nezname
paramatre) uloha nie je riesitelna

pomocou sty¢nikovej metody

obecnej, ani metédou

Cremonovho obrazca. Avsak je to & '3 5

vhodné sustava na vyuzitie

metddy neurcitej mierky.
RieSenie:

Zaciname vhodnou vol'bou pruta v ktorom si zvolime vel’kost’ osovej sily, v tomto pripade sa
ako vhodna vol'ba javi prat 2, pretoZe je mozné nasledne v sty¢niku H dopocitat’ sily

V pratoch 6 a 3 a pokrac¢ovat’ do d’alSieho sty¢nika.
Vypocet stavu 1 :
V prute 2 volim silu IN (F, = 1N)

Sty¢nik H:

[F3-5u1[4: 45(%)]-5in(11.91°) — F5-cos(11.91°)-cos(42.45 ':']]

F, — _ — 0.6728N
: sin(18.09%)-sin(11.91°) — cos(18.09°)-cos(11.91°)
{F-,-u:oa{—ll—l:-"j} - FQ-COS{IS.GQQ}]
Fgm - © — 0.476N
s 11.917)
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Sty¢nik G:

[F3(cos(71.91°)-cos(41.91°) + sin(71.91°)-sin(41.91°))
Fy==" _ - = —2.8072N
sin(36.11°)-5in(41.91°) — cos(36.11°)-cos(41.91°)

(Eysin(36.11°) — Fy-sin(71.929))
Fo= - ——3.083N
- cos(41.917)

Sty¢nik E:

_ [Pﬁ-{cos[l 1.91°)-sin(50°) - s10(11.917)-cos(50°)) + F-(si(41.917)-s1(50°7) + cos(41.91 °)-cos{ﬁﬂ")}:|

Fy , =-230IN
(2-cos(50%)-s1n(50 7))
(Fg-cos(11.91°) + Fs-sin(41.91°) — Fg-cos(50°))
Fr=- - =0322N
cos(50°7)
Sty¢nik C:
Fin=TFgsn(40?) = 18N
F, C 10°="Fg
H _
= — Fg = —Fg-cos(40°) = 2.145N
G
10
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Styénik D:

(Fg-cos(21.8%) + Fy-cos(50 %)-cos(21.8°) + F5-sin(50%)-sin(21.8 c-j)
F.o=— : — 5.778N
¢ cos(45°)-cos(21.8 °) — sin(45 %)-sin(21.8 %)

(—F¢-sin(45°) — F7-sin(350 ")
Fip= - - =—4.666N
cos(21.8%)

Sty¢nik A:

Fy = —F4-cos(53.89°) —Fyy-cos(68.2°) =3 387N

Fay = —F4-5in(53.89°) — Fy;-5in(68.2%) = 6.6N

Sty¢nik B:

Fpx = Fy + Fy-cos(4245°) = 4.125N

Fgy = —Fqg — Fy-sin(42.45°) = —2475N
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Priebeh vypoctu:

Znéame sily v prutoch st znacené oranzovou farbou, parametre ktoré je

potrebné spocitat’ nie su farebné (Cierna farba), volena sila je modrej farby.
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Vypocet koeficientu mierky:

m=F/F.=2000N/5,778N=346

Vypocéet realnych stykovych sil a sil v pritoch:

Fr=F.m
Pre nazornost’ vypocet v prite Cislo 1:
Fi=F;'.m=338.346 =1169 N S_“a Yel,kos{ et
0] sily velkost’
FA(N)  sily (N)
Tabul’ka vysledkov: ! 3,381 1168,515
2 1 345
3 0,6728 232,116
4 -2,8 -966
5 -3,083  -1063,64
6 0,47 162,15
7 0,322 111,09
8 2,14 738,3
9 -2,801  -966,345
10 1,8 621
11 -4,666  -1609,77
Fay 6,56 2263,2
Fey -2,47 -847,7
Fex 4,12 1421,4
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6. Staticky neurcité prutové sustavy

Pratové ststavy, pri ktorych nemozno urcit’ osové sily v pratoch len zo statickych
podmienok rovnovahy, nazyvame staticky neurCitymi. V pripade staticky neurCitych sustav
musime statické podmienky rovnovahy sty¢nika doplnit’ deforma¢nymi podmienkami (musi
byt zohladnend podmienka neporuSenosti spojenia prutov v sty¢nikoch po deformacii).
Celkovy pocet rovnic musi byt totozny s celkovym poctom nezndmych osovych sil
V styCniku.

Obvykle sa tieto pratové ststavy riesia Castiglianovou vetou. Najvyhodnejsie je vSak
pouzit numerické metddy, napriklad metdédu konec¢nych prvkov , pre nazornost rieSenie
daného prikladu prevedieme aj analytickou aj numerickou metddou. Staticky neurcité pratové
sustavy su z hladiska pevnosti a tuhosti ¢asto vyhodnejsie konstrukcie, zlozitejsia je vSak ich
statickd analyza pOovodnymi analytickymi metédami. Preto prevladalo v minulosti usilie

navrhovat’ ststavy staticky urCité. S rozvojom numerickych metdd vSak tento problém

odpada. [1]

6.1. Castiglianova veta

Z hladiska praktického pouzitia je Castiglidnova veta najdolezitejSou vetou v linearnej
pruznosti, pretoze umoziuje urCovat’ deformacné charakteristiky akéhokol'vek linearne
pruzného telesa.

Castiglianova veta v podstate vyjadruje vztah medzi deforméaciou telesa a energiou
akumulovanou v telese vplyvom zat'aZenia.
Kazde elastické teleso sa pod €¢inkom vonkajSieho zat'azenia deformuje a vynalozena

préca sa v telese akumuluje vo forme deformacnej energie.

AK pésobi na linedrne pruzné teleso (sustavu) silova sustava, tak posuv uj pésobiska
sily F po jej nositelke je dany parcidlnou derivaciu celkovej energie napdtosti telesa

(sustavy) podla tejto sily.

ow

uj_a_Fj
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Uhol natocenia (y) priamky spojenej s pdsobiskom silovej dvojice M v rovine jej
poOsobenia je dany parcialnou derivaciou celkovej energie napatosti telesa (ststavy)

podla tejto dvojice (M;)

oW
dMj

[2]

Priklad: V danej pratovej sustave urcite osové sily v pratoch.

Zadanie:

Modul pruznosti v tahu : E=210 000 MPa
Zatazujuca sila F = 2 kN

Vyrobna nepresnot’ 6 = 0 mm

Uplné uvol’nenie:

VUT - FSI 5 0 Ustav mechaniky téles,
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Zamyslenie : Prutova ststava je zat'azena silou F
Rozbor:
a)Uloha je zadana Gplne a spravne.
b)Uloha je zadana ako rovinna
¢) Klasifikacia ¢lenov : 0-zakladné teleso
1-6 — praty
A-D — sty¢niky, degenerované ¢leny.
d) Klasifikacia vizieb :
a)vonkajsie C — rotac¢nd vézba & =2
D — posuvna vizba &; =1
b) vnutorné A,B,C,D — trojndsobné rotacné viazby =4 . 2
Urcenie pohyblivosti ( kinematicky rozbor) :
Pocet ¢lenov (pratov) + zakladné teleso =7
Sty¢nikov (degenerovanych ¢lenov) 6 =4, celkomn=11
pocet obmedzenych deformaénych parametrov y =1
Kinematicka urcitost’:
i=(n-Diy-Y&-8+n=10.3-(3.4.2+2.1+1.1)-4=30-(24+3)-4+1=0°
Prutova ststava je nepohybliva.

Urcenie statickej urcitosti :

a) Vnuatorna 2s= 3 +P 8-3-6=-1
b) Vonkajsia p=v 3=3
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Nie je splnend nutnd podmienka statickej urcitosti, sustava je 1x staticky neurcita, pre
rieSenie bude nutné zaviest’ jednu deformacnu podmienku pre ziskanie dostatocného poctu

rovnic pre rieSenie silovej rovnovahy sustavy.

Ciasto¢né uvol’nenie:

vnutorne staticky ur¢itou : Uvol'nime prit 5 zo sty¢niku B a do bodu B zavedieme
deformacnu podmienku pre relativny posuv bodu B, ug = 6. 4 je vyrobna nepresnost’, tento

parameter moZe naberat’ hodnoty : 0 pre idealne rozmery elementu
+ Vv pripade vole
- V pripade presahu
V nasom pripade uvazujeme idealne rozmery elementu, teda & = 0.

Sily v pratoch rieSime postupnou sty¢nikovou metédou. Pritom neurcujeme velkosti sil
(uloha je staticky neurcitd), ale iba ich funk¢énu zavislost’ na silach, ktoré su zavedené do

Ciasto¢ne uvolnenych vazieb. [2]
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Vypocet stykovych vyslednic:

YMc =0
Foy.l1-F.1=0
Foy=F
YFy =0

Foy + Fcy =0

Fcy = - Foy
Fex=-F

Fpy = F. = 2000N

Fey = —Fpy =—2000N

Foy == —F. = —2000N

Vyjadrenie deformaénych podmienok a vypocet sil v prutoch:

Sty¢nik B)
F—Fs.cos45°-F3=0

Fs + Fs. cos45° =0

Sty¢nik A)

Fs + Fs. cos45°=0

F4+ Fs . c0s45°=0
Sty¢nik D)
F1+Fs.cos45°=0

Foy + F» +Fs . c0s45° =0

VUT - FSI
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Styénik C)

Fex + F1 + Fg . cos45°=0

Fcv + Fa+Fs.cos45°=0

Vyjadrenie sil pomocou Fs :
F1 = -Fs. cos45°

Fo=-Fs. cos45° - Fpy

F3= -Fs. cos45°

F4 = -Fs. cos45°

Fs = Fs + Fpy/cos45°

Vyjadrenie deformaénych podmienok a vypocet sil v prutoch:

oW & Fi-l oF
uA: Z . =
oF, 5'E.-S, oF,

OF, oF, oF, oF, 2 oF, oF,
oF, oF oOF Ok 2 oF ok
V2 2 V2 V2 V2 2 V2 2 2
. =L _FST'(_7)+(_F5'T_FDY)'(_7)+(_F5 2 '(_7)+(_F57'(_7)+(_F5'E)"’ i
e 2
Fs=-1121 N
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Dosadenim sily Fs do vzt'ahov ziskanych z podmienok statickej rovnovahy vypocitame

ostatné sily v prutoch (F;...Fg).

Cislo prata F; F, Fs Fs Fs F6

Silav prate: 792,67 N  -1208 N 792,67 N 792,67 N -1121 N 1708,37 N

/. Metoda konecnych prvkov

V sucasnosti Metdda konecnych prvkov ( d’alej len MKP) dominuje medzi modernymi
metoddami pri rieSeni problémov mechaniky. Tato metdda je pouzivand aj v inych oblastiach
inzinierskych vypoc¢tov mechaniky kontinua. MKP je zalozena na uplne inom principe nez
spominané analytické metody statiky a pruznosti pevnosti. Zatial' ¢o spominané¢ metody su
zalozené¢ na diferencidlnom a integralnom pocte, MKP je zalozend na menej zndmom

viariaénom pocte, hI'add minimum potencialnej energie.

Funkcional — zobrazenie z mnoziny funkcii do mnoziny cisel. Je to teda pravidlo, podla

ktorého priradime funkcii na jej definicnom obore nejaku ciselnu hodnotu.

Zakladnym funkciondlom v deformacne — napitovej analyze pruznych telies je
ich potencidlna energia. V sulade s definiciou funkcionalu je to Ciselnd hodnota, priradena
funkciam popisujuce deformacné posuvy jednotlivych bodov telesa. Pre lTubovolny
deformovany tvar telesa je mozné tuto energiu napatosti urit’ z pretvoreni a napatia vo
vSetkych bodoch telesa. Pri danom zat'aZeni a vézbach k okoliu, nemdZze teleso v praxi zaujat
I'ubovolny tvar, ale jeho deformovany tvar je jednoznacne definovany. Z ré6znych moznych
deformovanych tvarov telesa je to prave energeticky najmenej narocny, ¢o z matematického
hl'adiska vyjadruje takzvana veta o minimu kvadratického funkcionalu. Formulujeme obecny
prirodny princip, Ze z moznych dejov prebehne prave ten, ku ktorého uskutocneniu je
potrebné minimum energie. Z moznych deformovanych tvarov telesa, odpovedajicich
definovanym okrajovym podmienkam ( zataZenie, vazby), sa preto realizuje ten, ktory je

energeticky najmenej naroc¢ny. PrisluSnym energetickym funkciondlom, ktorého minimum
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urcuje skuto¢ny deformovany tvar telesa, je celkova potencialna energia telesa I, definovana

ako rozdiel energie napatosti telesa W a potencialna energia zat'azenia P.
I=W-P

Celkova potencidlna energia telesa je samozrejme funkciou posuvov jeho jednotlivych
bodov. Varia¢né metdody mechaniky potom umoziuji najst’ minimum funkcionalu, teda najst’
taky tvar, v nom bude pri danych okrajovych podmienkach ( zatazenie , vazby) Funkcional I1
najmensi, a ktory sa preto v skutoc¢nosti ako jediny realizuje.

Prakticky vypocet prebieha tak, Ze za pomoci softvéru pre pripravu vstupnych dat (
preprocesingu) sa vytvori geometricky model telesa, alebo sustavy, ktory sa spojite, tj. bez
zvySku, rozdeli na prvky kone¢nych rozmerov. Zakladnym prvkom v rovine je Stvoruholnik,
V priestore Sestuholnik, niekedy je nutné pouzit’ iné tvary prvkov ( trojuholnik, Stvorsten).
Rohy tychto prvkov, pripadne niektoré d’al§ie vyznamné body, st uzlovymi bodmi, v nich sa
uréuju nezname hodnoty posuvov, strany (hrany) prvkov vytvaraju siet, ktorej hustota je
rozhodujuca pre presnost’ vysledkov.

Bodov Vv ktorych uréujeme posuvy, nemdze byt v praxi nekone¢ne vela. Hustotu siete
voli vypoctar na zéklade svojej skusenosti. V pripade prili§ hustej siete trva rieSenie prili§
dlho, naopak prilis riedka siet’ moze viest k podhodnoteniu napétia.

Vsetkym prvkom je potrebné zadat’ konstitutivne parametre materidlu ( pre izotropny
linearne elasticky material je to modul pruznosti a Poissonovo &islo). Dalej sa definuji
okrajové podmienky (vazby, zat'azenie), ktoré pre staticki ulohu musia zaistit’ jednoznacnti
polohu telesa v priestore , staticka neurcitost’ nijak nekomplikuje ulohu, predpise sa len viac
okrajovych podmienok. Nésledné spustenie rieSenia (solveru), ¢o je program, ktory na
zaklade vstupnych hodnot zostavi a vyrie$i sustavu rovnic s neznamimi posuvmi a z nich
spocita pretvorenie a napatie. Bez zadania vSetkych vsetupnych hodnot nie je mozné rieSenie
ulohy spustit’, takZze metdédou kone¢nych prvkov nie je mozné riesit’ nepriame ulohy, tj, tlohy,
ktoré maju nezndme parametre geometrie, zatazenie apod.

Poslednou ¢astou naprogramovaného systému je postprocesing, respektive program
pre spracovanie vysledkov. Umoziuje v najroznejSich podobach zndzornit' rozloZenie
ktorychkol'vek vystupnych parametrov ( zlozky napatia, posuvu ainé) vtelese , alebo
V zvolenej podoblasti, rovnako ako pocitat’ redukované napatia , alebo iné¢ hodnoty potrebné

k postideniu medznych stavov. [2]
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7.1. Vypocet rieSenych uloh pomocou MKP

Vsetky ulohy boli spracované pomocou programu ANSY'S
Postup riesenia:
V preprocessingu sme si nadefinovali dany problém a to vymodelovanim sustavy.

e zadanie bodov geometrie ( Keypoints) a to pomocou suradnic daného bodu.

e vytvorené body (sty¢niky) nasledne pospédjame (vytvorime potrebné pruty).

e V dalsom kroku nadefinujeme typ prvku ( Element). Zvolime typ elementu Link — 2D
spear, ktory ma vlastnosti nasej prutovej stustavy. Nasledne v redlnych konStantach
nadefinujeme geometrické vlastnosti naSich prvkov (elementov), respektive prierez
pruta. Ked'’Zze vystupnou charakteristikou je napétie, priemer volim 1, kedy napétie
V prute je totozné s 0sovou Silou v prute Co je pre nas porovnatelna charakteristika.
Dalej je pre vypocet nutné nadefinovat materialové vlastnosti pritovych prvkov,
zvolili sme materidl linedrny, elasticky, izotropny s modulom pruznosti 210 000
a s Pissonovou konstantou 0,3 , tieto charakteristiky v tomto pripade nemaju na
vysledok ziadny vplyv, ale st podstatné pre samotné rieSenie problému.

e V d’alSom kroku sme nadefinovali velkost’ jednotlivych prvkov (Mesh Size). Velkost’
zvolime 1, ¢ize kazdy element sa deli na jeden prvok, teda prvok predstavuje cely
jeden prut. Nasledne vytvorime siet’ prvkov.

e V poslednej faze priradime vazby a zat'aZenie sustavy. Zvolime typ analyzy (staticka),
pretoZe zat'azenie naSich sustav nie je zavislé na Case. Spustime rieSenie daného
problému (Solve — Current LS)

e Po skonceni vypoctu, prezerame a analyzujeme vysledné data v postprocessingu.

[7]
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7.1.1. Uloha é&islo 1

Riesena sustava je sustava z 5.2.1 strana 24.

ELEMENTS
ELEM MUM

AFRL & 2011
17:02:50

Obr. 7.1.1.1 Sustava s vdzbami a zataZenim vytvorend v programe ANSYS

DISPLACENENT AN
2 APR 6 2011
gv-: 17:07:42
TINE=)
DIX +3.829
4
s 2 3
— R e, P
= — /
P
g S~ /4
0
v x

Obr. 7.1.1.2 Deformovand a nedeformovand sustava
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HODAL SOLUTION m

AFR & Z0LL
TER=1
T 17:19134
TIHE=1
wEm [AVG)
REYS=0
DI =3, 639
S =3.829

4

o LB30832 1.70¢ £ .333 3.404
-4i59686 1.276 £.137 .978 1.819

Obr. 7.1.1.3 Zobrazenie sumdrnych (celkovych) posuvov

7.1.2. Uloha ¢&islo 2

RieSena sustava je sustava z 5.5 strana 36.

CLEMENTS M

AFE 4 Dl
ELER IR ek k] ex |

1 . g

Obr. 7.1.2.1 Sustava s vézbami a zataZenim vytvorend v programe ANSYS
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Obr. 7.1.2.2 Deformovany a nedeformovany stav sustavy

ROMAL SOLUTION
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Obr. 7.1.2.3 Zobrazenie sumdrnych (celkovych) posuvov
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7.1.3. Uloha ¢&islo 2.1

RieSena sustava je spominany vypocet podsustavy z 5.5 strana 39 (stav Cislo 2)

ELEMENTS A’\l\l

AFR 6 2011

ELEM NUM
17:45:13

o
®
-

11

1o

;
‘/“

Obr. 7.1.3.1 Sustava s vdzbami a zataZenim vytvorend v programe ANSYS

m PRETAB Command

FA\PRRSOL Command
File :
File
PRINT ELENENT TRBLE ITEnS PER ELEI Bl porur £ pencTIoN SoLuTIONS PER MODE

#tewk POST] ELEHENT TRELE LISTIN

STHT

m
&

BT DD el TP AP L G PO e

CURRENT

SILA
1650.4
-320.10
-215.38
-2a00.7
-1552.5
=152.45
-189,10
1268.8
-1656.2
1064.6
-1324.8

stttk POST1 TOTAL REACTION SOLUTION LISTING ook

LOAD STEP= 1 SUBSTEP= 1
TIHE= 1.0000 LORD CASE= D

THE FOLLOWING X,%,Z SOLUTIONS ARE IN THE GLOBAL COORDIMATE SYSTEH
HODE F&

% 1414.2
e " 14ia.2

FY
2262.7
-848.53

1414.2

HIKIHUH YALUES
ELEH 9
YRLLE  -2800.7
HAKTHUH YALLES
ELEH 1

Obr. 7.3.2.2 Velkosti osovych sil v prutoch a velkosti stykovych vyslednic
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7.1.4. Uloha ¢&islo 3 A 3 g F
Riesena sustava je sustava z 6.1 strana 50. R ] >
6
2
4
5
C Zi D
5 ;3 : Vinsd
ELEMENTS m
ELEH NUM *PR!'?:E;?;;
4 2 3 >
i | E <]
=% i o
Obr. 7.1.4.1 Sustava s vdzbami a zataZenim vytvorend v programe ANSYS
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Obr. 7.1.4.2 Deformovany a nedeformovany stav sustavy
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HODAL SOLUTION m

APE & 2011

STEP=1 17:45:02

SUB =1

TIME=1

usUR [RVG)

RSYS=0

DHX =Z.274

SMX =2.274 2 "

1
@ﬁ/; ]

|
i} .50543& 1.011 1.51é 2.022
.252718 . 758154 1.264 1.76% z.274

Obr. 7.1.4.3 Zobrazenie sumdrnych (celkovych) posuvov

8. Zhodnotenie a porovnanie vysledkov

8.1. Uloha &islo 1

Na danu pratovu ststavu bola aplikovana sty¢nikova metoda (obecna, postupna),
metoda Cremonovho obrazca, priesecna metdda (Ritterova, Culmannova) a tiez metoda

koneénych prvkov.
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Sty¢nikova | Stycnikova | Cremonov Ritterova Culmannova
obecna postupna obrazec

Silavpratec. 1 | -757,875N | -758,018 N -758 N -758,018 N -758,018 N
Sila v prute ¢. 2 -1464 N -1464 N -1464 N -1464 N -1464 N
Sila v prute ¢. 3 -1464 N -1464 N -1464 N -1464 N -1464 N
Sila v prute ¢. 4 2071 N 2070 N 2070 N 2070 N 2070 N
Silavprate¢.5 | 535,898 N 536 N 536 N 536 N 536 N
Silavprate €. 6 | 535,898 N 536 N 536 N 536 N 536 N
Silav prute ¢. 7 ON 0N 0N 0N 0N
Sila v prute ¢. 8 1072 N 1072 N 1072 N 1072 N 1072 N
Silav prate ¢. 9 ON ON ON ON ON

Fax ON ON ON ON ON

Fay 535,898 N | 535,898 N 535,898 N 535,898 N 535,898 N

Fay 1464 N 1464 N 1464 N 1464 N 1464 N

Vysledné data vyexpedované programom ANSYS z v vypoctu danej pratovej stistavy
pomocou metddy konecnych prvkov.

m PRETAB Command
File

[:! PRRSOL Command

File

| PRINT F

RERCTION SOLUTIONS PER HODE
#ekak POST1 TOTAL RERCTION SOLUTION LISTING #ewioes

PRINT ELEHENT TRELE ITENS PER ELEHENT
#obtobk POST] ELEHENT THBLE LISTIHG ettt

STAT  CURRENT LOAD STEP= 0 SUBSTEP= 1
ELEH  SILA TINE=  1.0000 LOAD CASE= O
1 -752.67
> -1464.1 THE FOLLOMING ¥,¥,Z SOLUTIONS ARE IN THE GLOBAL COORDINATE SVSTEH
3 -1464.1
4 2070.8 HODE Fi FY
5 535.90 1 -0.11369E-12 535.90
§ 535.90 q 1464.1
; ?nggug TOTAL YALUES
9 0.0000 VALUE -0.11369E-12 2000.0

HINIHUH VALUES
ELEH 2
UALUE  -1464.1
HAXIHUH YALUES
ELEH 1
YALLE  2070.6

Osoveé sily v jednotlivych pritoch Stykové vyslednice
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8.2. Uloha &islo 2

Na danu pratovu sustavu bola aplikovana
metdda ndhradného prata, metdda zjednodusovania
sustav, metdda neurcitej mierky a tiez metoda
konec¢nych prvkov.

m.nahradnych m. zjednoduSovania | m. neurcitej mierky
prutov sustav

Prat ¢.1 1160,4 N 1159,6 N 1168,515 N
Prat ¢.2 344 N 344 N 345N
Prat ¢.3 232,62 N 230,9 N 232,116 N
Prat ¢.4 -961,6 N -961,7 N -966 N
Prat ¢.5 -1056,5 N -1056,1 N -1063,64 N
Prat ¢.6 167,7 N 157,6 N 162,15 N
Prat ¢.7 110,8 N 1116 N 111,09 N
Prat ¢.8 734,6 N 734,4 N 738,3 N
Prat ¢.9 -960 N -964 N -966,345 N
Prat ¢.10 616,6 N 624,7 N 621 N
Prat ¢.11 -1600 N -1600,4 N -1609,77 N

Favy 2262,74 N 2262,74 N 2263,2 N

Fey -848,53 N -848,53 N -847,7N

Fex 1414,4 N 1414,4 N 1421,4 N

Vysledné data vyexpedované programom ANSYS z v vypoctu danej pratovej sustavy

pomocou metody kone¢nych prvkov.

F\PRETAB Command

[ﬂ PRRSOL Command

File
I File
|
PRINT ELEHENT THBLE ITEHS PER ELEHENT PRINT F REACTION SOLUTIONS PER MODE
wckk POST1 ELEHENT TRELE LISTING e sowiix POST1 TOTAL REACTION SOLUTION LISTING sevscise
STAT  CURRENT
LORD STEP= SUBSTEP=
ELE? ﬁgﬁ TIHE=  1.0000 LORD CASE=
g gggﬁ THE FOLLOHING X,Y,Z SOLUTIONS ARE IN THE GLOBAL COORDIMATE SVSTEM
4 962,31
E ‘%E‘fg% mmg F zzﬁgk.f?
§ 182 2 1414.2  -B48.53
8 Is.e TOTHL YALUES
0 -060.00 UALUE  1414.2 1414.2
10 617,06
1 -1509.7
HINIHU VALUES
ELFH 11
UALUE  -1500.7
HAKTHUY WALUES
ELEH 1

Osoveé sily v jednotlivych prutoch
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8.3. Uloha ¢&islo 3

Na danu pratovu sustavu bol aplikovany

princip Castiglianovej vety a tiez metdda konecnych

prvkov.

m PRRSOL Command
File

FRINT F REACTION SOLUTIORS PER RODE
792,67 N soobok POST1 TOTAL REACTION SOLUTION LISTING wowwe

792,67 N LOAD §TEP= 1 SUBSTEP= 1
TIHE=  1.0000 LOAD CASE= D

THE FOLLOWING ¥,¥,2 SOLUTTONS GRE ™ me€ & Al SRABATIATE SweTEd
792,67 N HODE Fi FY NPRETAB Command

1 -2000.0  -2000.0 File:
1708,37 N 9 £000.0

IF‘I!IMT ELEHENT THELE ITEHS PER ELEHENT
TOTAL YALUES
1708,37 N | § YALUE -2000.0  0.45475€-12 aokckcnk POST1 ELEMENT TRELE LISTING sottors

HINIHUH YALUES
ELEH 2
YALUE  -1207.1
HAXTHUH YALLES

ELEH 5
YALUE 1707.1

Velkosti stykovych
vyslednic

Osové sily v jednotlivych prutoch
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8.4. Zhodnotenie vysledkov

Sty¢nikova metdda (obecnd , postupnd) , metdda rezu (Ritterova, Culmannova),
metoda Cremonovho obrazca boli aplikovana na zhodnu, vhodne zvolenu priatovi sustavu.
Hodnoty osovych sil ziskané jednotlivymi metodami sa zhoduji. Samozrejme nie je mozné
hovorit’ a lepsej ¢i horSej metdde, pretoze kazda z metdod ma svoje benefity a limity, dominuje
vSak nazor, ze ak je k vypoctu mozné pouzit’ pocitatovu techniku na rieSenie problému sa voli
obecna stycnikova metoda, avSak pri prdcnom ru¢nom rieSeni sustav dominuje postupna
sty¢nikova metdda ak je mozné ju pouzit’ tak sa vacSinou voli prave tato metdda. V pripade ze
jej pouzitie je obmedzené (absencia dvojnych sty¢nikov), rieSime Ulohu inou vhodnou
metoddou, az po stav kde uz je moznd aplikacia postupnej sty¢nikovej metody. Grafické
metddy (Culmannova, Cremonova) su tiez vybornym nastrojom na zistenie osovych sil
Vv praitoch, hlavne o sa tyka ndzornosti vyrazne prevySuji analytické metody, avSak co sa

tyka presnosti vysledku, hlavne pri rieSeni bez pocitacovej techniky, st len relativne presné.

Dalsie metody (metoda nahradného pruta, neuréitej mierky, zjednodusovania ststav)
boli pre porovnanie aplikované na inti zhodnt pratovu sustavu. Ziskané vysledky sa zhoduju,
mierna odchylka je spdsobena z dovodu viackrokového riesenia a naslednej kumulujucej sa
chyby zaokrthlenia. Metdda neurcitej mierka je vybornym néstrojom na rieSenie osovych sil,
rieSenie bolo v porovnani ostatnych dvoch pouZzitych metdéd menej naro¢né a pracne, avSak
pouzitel'nost’ tejto metddy je znatne obmedzena. Metdda nahradného pruatu, bola v porovnani
s metodou neurcitej mierky viac pracna, ked'ze pre vypocet je potrebné spocitat’ dva rézne
stavy a nasledne ich superponovat, ale jej univerzalnost’ pouzitia je znacne vysSia. Metoda
zjednoduSovania sustav sa v tomto zoskupeni javi paradoxne ako najzloZitejSia, avSak jej
nazornost’ je opat’ vyssia ako u ostatnych dvoch spominanych metod, avSak jej univerzalnost’
pouzitia je opdt’ najniz§ia zo spominanych metod, preto by som metédu zjednoduSovania

sustav videl ako poslednu vol'bu pre riesenie.

Na rieSenie staticky neurcitych pratovych stustav bolo nutné pouzit’ znalosti z Pruznosti
a Pevnosti , konkrétne aplikovanie deformacnej podmienky a pouzitie Castiglianovej vety.
Z doévodu jednoduchosti ststavy vypocet nebol prili§ zlozity, avSak pre zlozitejSie prutové
ststavy je vhodné k vypoctu pouzit’ pocitacova techniku. Ziskané vysledky su opat’ v zhode

s vysledkami ziskanymi pomocou metddy konecnych prvkov.
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9. Zaver

Ciel'om mojej prace bolo prevedenie reserze dostupnej literatiry v oblasti rieseného
problému, vypracovat’ prehl'ad dostupnych metéd pre rieSenie pratovych ststav aich
vzajomné posudenie a vyuzitie v dneSnej dobe, na vybranych pratovych ststavach previest
rieSenie vybranymi metédami.

V praci boli zhrnuté vsetky dostupné metddy pre rieSenie deformacie a napétosti
prutovych sustav. U kazdej z metody bol vysvetleny princip prevedenie rieSenie na vzorovej
ulohe. Analytické a grafické metody spominané v tejto praci su vybornym ndstrojom na
prvotny pevnostny navrh konStrukcii, z hl'adiska ziskania predstavy tykajucej sa deformécie
a napatosti, ktoré je mozné vyuzit’ pri novych navrhoch, pripadne pri kvalitativnom postdeni
rieSeni modernymi metédami.

Vsetky rieSené pritové sustavy boli pre porovnanie rieSené tiez pomocou metoddy
kone¢nych prvkov ato v programe ANSYS. Na zéklade vysledkov je mozné povedat, ze
v prvej ulohe sa numerické, grafické a analytické rieSenia zhoduju. V pripade druhej sustavy
su vo vysledkoch minimalne odchylky, ktoré si spdsobené chybou zaokruhlenia ¢iastkovych
vysledkov. V pripade staticky neurcitej pritove] sustavy sa vysledky analytického

a numerického rieSenia opit’ zhoduju.

Metdda kone¢nych prvkov nepochybne dominuje v ramci spominanych metod, avsak
jej pouzitie vyZaduje urCiti skusenost’ a splnenie istych podmienok pre spravnost’ rieSenie.
Dalej na jej aplikaciu je potrebny finanéne a hardwarovo naroény software. Ako bolo zistené
V tejto praci, dostupné analytické a grafické metddy st vybornym ndstrojom prave na
orientatné overenie spravnosti vystupnych dat variaénych (numerickych) metod, ¢im boli
splnené ciele tejto bakalarskej prace.

Vypocty osovych sil jednotlivych styénikov boli spracovana v programe MATHCAD
14, grafické rieSenia boli spracované pomocou programov AUTOCAD 2008 a INVENTOR
2008. Na graficku Gpravu bakalarskej prace boli pouzité programy Paint.NET a Inkscape. Na

numericky vypocet s pouzitim metddy konecnych prvkov bol pouzity program ANSYS.
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11. Zoznam pouzitych symbolov a skratiek
Symbol Jednotka Nazov

N N Normalov4 sila
Fir N Kriticka sila vzperu

a - Charakteristika ulozenia

E MPa Modul pruznosti v tahu

J m* Kvadraticky moment
lred m Redukovana dl7ka pritu

| m DiZka pritu

u - Pocet nezndmych parametrov

1 - Pocet obmedzenych deform. parametrov
K - Silovy koeficient

v - Pocet pouzit. podmienok stat. rovnovahy
IT J Potencialna energia

Y rad Natocenie

c - Nezndme zloZky vonkajSich reakcii

) - Pocet degenerovanych ¢lenov

& - Pocet stupiiov vol’. odobratych vdzbami
Iy - Pocet stupnov vol'nosti

n - Pocet statickych rovnic

P J Energia zatazenia

S - Pocet sty¢nikov

W J Energia napétosti

A - Matica ststavy

X - Matica neznamych parametrov

b - Matica uplne zadanych silovych prvkov
u mm Posuv

M Nm Ohybovy moment

m

Koeficient mierky

SKRATKA NAZOV
MKP Metoda konecnych prvkov
VVU Vysledné vnutorné ucinky
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