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Abstrakt

Tato prace se zamétuje na popis dvou optimaliza¢nich modeli - sifového a Markowitzova
portfolio modelu, jejich vzajemné propojeni a aplikaci na dopravni problémy. Cilem prak-
tické Casti je popis téchto problémiu priblizit co nejvice redlnym situacim a zaroven hledat
jejich efektivni feseni. VSe je doprovazeno ukézkami na redlnych datech z kapitalovych
trhi, pripadné vlastnich modelovych datech. Teoretické ivahy a postupy jsou nasledné
implementovany v programovacim jazyce Matlab. VSechny vysledky jsou pak nalezité
vysvétleny v souvislosti s obéma modely. Soucasti prace je také seznameni s prislusnou
ekonomickou a statistickou teorii, jejiz pochopeni je pro popis prace nezbytné.

Summary

This work is focused on description of two models of mathematical programming - the
network model and the Markowitz portfolio model, their connection and application in
transportation problems. The goal of the practical section is to approach the description
of these problems to the real situations and look for their efficient solutions at the same
time. All of that is accompanied by examples on real data from capital market or own
model data. The theoretical considerations and thoughts are implemented in program-
ming language Matlab. All results are explained in context to both models. The thesis
also includes the introduction to economical and statistical theory which is necessary to
understand the problem.
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1. Uvod

Prvni cast bakalarské préace tvori statisticka cast, ktera je zamérena na uvedeni za-
kladnich pojmi jako ndhodna veli¢ina ¢i statisticky soubor a dalsich pojmit s touto pro-
blematikou spojenych.

Nasledujici ¢ast 3 je vénovana moderni teorii portfolia, jejiz prikopnikem byl Harry
Markowitz [7]. Soucésti kapitoly 3 je rovnéz vysvétleni nékterych zakladnich finanénich
pojmi jako napriklad aktivum, navratnost ¢i riziko, které se prolinaji napric celou praci.
Podrobné rozebereme princip diverzifikace, ktery je s teorii izce spojen, a terminem efek-
tivni hranice se plynule presuneme ke kapitole 4 zabyvajici se jiz samotnou optimalizaci
portfolia.

V té rovnéz uvedeme nejzakladnéjsi definice spojené s optimalizaci. Nadefinujeme Mar-
kowitzovu tulohu, jejiz cilem je nalezeni optiméalniho rozlozeni bohatstvi mezi aktiva, do
nichz investujeme. K jejimu vyteSeni vyuzijeme Lagrangeovu funkci a cely model ilustru-
jeme na redlnych datech z indexu S&P500.

Kapitlou 5 postupné prejdeme k problematice sitovych tloh v jejichz souvislosti také
zavedeme termin graf.

Oba modely nakonec propojime v 6.1 na zakladé myslenky, zZe obdobné jako akcie
vykazuji v ¢ase vykyvy cen, tak naklady na prevoz po sitovych hranidch mohou rovnéz
kolisat a ma tedy cenu uvazovat o riziku, ze skutecné naklady spojené s prepravou se
budou lisit od ocekavanych.

Praktickou c¢ast zakonc¢ime sekci 6.3, jenz je postavena na otazce, zda investice do
navyseni kapacit uzlt mohou mit priznivy vliv na riziko a naklady, které jsou popsany
v prvni pulce.



2. ZAKLADNI POJMY ZE STATISTIKY

2. Zakladni pojmy ze statistiky

Tato kapitola obsahuje definice zédkladnich statistickych pojmu, které v praci budeme
vyuzivat, viz zdroje [1] a [2].

P1i popisu redlnych déji se snazime témto déjim prirazovat c¢iselné hodnoty. V nasi
praci takovym déjem bude napf. ndvratnost akcie v case. Vysledek pokusu (nalezeni hod-
noty navratnosti) jsme tedy schopni ohodnotit ¢islem, které vsak pred jeho provedenim
nezname. Proménné, které prirazuji vysledkiim takovychto pokusti ndmi sledovanou hod-
notu, se nazyvaji ndhodné velic¢iny viz [2].

2.1. Nahodna veli¢ina

Definice 2.1. Necht R je redlna primka a 3 systém jejich borelovskych podmnozin. Déle
necht ) je prostor elementarnich jevi w (tedy vSech moznych vysledki pokusu), A je
néjakd o-algebra podmnozin prostoru €2 (tyto podmnoziny nazyvame nahodné jevy) a
P je pravdépodobnostni mira na zakladé které se podmnozinam z A pripisuje urcité
pravdépodobnost. Je-li £(w) méfitelnd funkce z pravdépodobnostniho prostoru (€2, A, P)
do (R, ), pak se &£(w) nazyva ndhodnd veli¢ina a znaci se strucné & [1].

Definice 2.2. Oborem hodnot ndhodné veli¢iny £ oznacime mnozinu
E={eR; ¢ =¢w),we N},
kterou nazveme zdkladni soubor [1].

Definice 2.3. Cislo ¢* = £(w),w € Q budeme nazyvat realizaci ndhodné veliciny €.
Znacenim £° pak rozumime s-tou realizaci ndhodné velic¢iny & [2].

Definice 2.4. Redlnou funkci F:(-00,00)—(0, 1) definovanou predpisem
F(t)=P({w e Q:¢{(w) <t})
nazyvame distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny & [2].

Vlastnosti:
F(t) je neklesajict; limy o FI(t) = 0; limy oo F'(t) =1; 0 < F(t) <1 Vt € (—00,00)

Definice 2.5. Rekneme, Ze nahodna veli¢ina ¢ je diskrétni (mé diskrétni rozdéleni prav-
dépodobnosti) je-li jeji obor hodnot nejvyse spofetnd mnozina, tj. nabyva spocetné mnoha
hodnot tq,t,, ... tak, ze

ZP(5 =t;) =1,
kde P( =t;) znadi P({w : {(w) = t;}) [2].

Definice 2.6. Pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veliciny £ je funkce
p:(—00,00) = (0,1) ddna predpisem



2.2. NAHODNY VEKTOR

Definice 2.7. Rekneme, Ze ndhodné veli¢ina ¢ je spojitd (mé spojité rozdéleni pravdé-
podobnosti), je-1i jeji distribucni funkce F'(t) spojité [2].

Definice 2.8. Jako hustotu rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny & na-
zveme nezapornou funkei f : (—oo,00) — (0, 00) takovou, ze

Flt) = /_ ; F(u)du

viz [2].

Vlastnosti:
[ f(t)dt = 1; f(t) = F'(t) je-li F diferencovatelnd; P(( =t) =0 Vt € R.

Dale si uvedeme nékteré ¢iselné charakteristiky ndhodnych veliéin.

Definice 2.9. Stredni hodnotou nahodné veli¢iny £ budeme nazyvat cislo

B©) = Y (1),

je-li & diskrétni a

() = / .

[e.e]

je-li € spojita [2].

Navic musi byt splnén predpoklad, ze prislusna rada, respektive integral, absolutné
konverguje. Tuto charakteristiku fadime mezi charakteristiky polohy [2].

Vlastnosti:
E(a§ +b) =aB(§) +b Va,beR; EQ L, &) =>im, E(&)

Definice 2.10. Rozptylem nahodné veliciny £ nazyvame realné c¢islo
var(€) = B([¢ - E¢]).
Z n¢j déle stanovujeme smérodatnou odchylku jako realné ¢islo o(€)=+/var(§) [2].

Vlastnosti:
var(§) > 0; var(a) = 0 Va € R; var(al +b) = a*var(§) Va € R

2.2. Nahodny vektor

Definice uvedené vyse se daji zobecnit z pojmu jednorozmérné ndhodné veli¢iny na pojem
n-rozmérného ndhodného vektoru.
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Definice 2.11. M¢jme na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) ddny ndhodné veli-
¢iny &,...,&,. Pak vektor € = (&1, ...,&,)" nazveme ndhodnym vektorem. Obor hodnot
ndhodného vektoru oznacime E, jeho realizaci, tj. £(w),w € Q, ozna¢ime jako &*, popfi-
padé po slozkach (&5,...,&%) . Znadenim &° pak mame na mysli s-tou realizaci ndhodného
vektoru &[1].

Definice 2.12. Redlnou funkci F': R™ — (0, 1) definovanou pfedpisem
F(t)=F(t1,....t,) =P& <ty,...,& <t,) =P <t)
nazyvame sdruzend distribu¢ni funkce nahodného vektoru & [2].

Definice 2.13. Rekneme, ze nahodny vektor & je diskrétni (mé diskrétni rozdéleni prav-
dépodobnosti), je-li jeho oborem hodnot nejvyse spocetnd mnozina = viz 2.2

Definice 2.14. Rekneme, Ze nahodny vektor £ je spojity (mé spojité rozdéleni pravdé-
podobnosti), jestlize existuje nezdporna funkce f(ti,...,t,) takova, ze

t1 tn
F(tl,...,tn):/ / flu, .. ug)duy ... duy,.

Funkei f(t,...,t,) nazveme sdruzenou hustotou ndhodného vektoru &.

Vlastnosti sdruzené hustoty pravdépodobnosti, respektive sdruzené distribuc¢ni funkce,
jsou analogické jako u ndhodné veli¢iny [2].

Obdobné jako u ndhodné veli¢iny & uvedeme rovnéz zédkladni charkteristiky nahodného
vektoru &.

Definice 2.15. Existuji-li stfedni hodnoty E(&),..., E(§,), pak stfedni hodnotou né-
hodného vektoru rozumime vektor E(§) = (E(&), ..., E(&)) [1]-

Definice 2.16. Necht £ je ndhodny vektor a existuji koneéné momenty E(£7) < oo, pak
realné cislo
cov(§;, &) = E([& — E(&)] - 1§ — £(&)])

nazveme kovarianci ndhodnych velic¢in &; a §; [1].

Definice 2.17. Variac¢ni matice ndhodného vektoru £ je matice tvaru

cov(ér,&1) ... cov(&y, &) var(§1) ... cov(&r, &)
var(§) = : : = : :
cov(&n, &) ... cov(én, &) cov(&n, &) ... var(&,)

Vlastnosti:

Matice var(&) je symetrickd a pozitivné definitni.

cov(&, &) = E(&, &) — [E(&) - E(&)]

var(a + B¢) = Bvar(€)B' pro libovolny vektor a € R” a matici B € R™*™,
cov(&;, &) = var(&;)

Jsou-li nahodné veli¢iny &;, &; nezéavislé, pak cov(§;, &) =0 [2].



2.3. NAHODNY VYBER
2.3. Nahodny vybér

Béhem prace se budeme dostavat do situace, kdy budeme uréity jev modelovat pomoci
nadhodné veli¢iny. O tomto jevu budeme predpokladat, ze je z urc¢itého rozdéleni, jehoz
charakteristiky vsak nebudeme znat. Distribuéni funkce tohoto rozdéleni tedy bude funkce
F(t,v) s nezndmym realnym parametrem v. Cilem statistiky je mimo jiné hledani cha-
rakteristickych parametr rozdéleni pravdépodobnosti pozorované velic¢iny. Toho docilime
méfenim /pozorovanim tohoto déje [2].

Definice 2.18. Opakujeme-li s-krat nezavisle pokus, jehoz vysledkem je hodnota na-
hodné veli¢iny ¢ s distribuéni funkei F(t,v), ziskdvame posloupnost ndhodnych veli¢in
el €8] kterou mizeme zapsat jako vektor &0 = (€1 ... ¢S]y [9]. Slozky tohoto
vektoru jsou tedy nezavislé ndhodné veli¢iny €[ se stejnou distribuéni funkei, jako ma
pozorovana nahodnd velic¢ina £. Tento vektor pak nazveme ndhodnym vybérem z £ (re-
spektive z jejtho rozdéleni pravdépodobnosti) rozsahu S [2] .

Prakticky postup pak spociva v tom, ze ziskdme obecné S méreni £° (tedy konkrét-
nich hodnot) daného déje popsaného ndhodnou proménnou &, ty zapiSeme jako vektor
(€1,...,€%). Tento vektor je realizaci ndhodného vybéru a budeme jej nazyvat statistic-
kym souborem rozsahu S. O nezéavislosti nahodnych veli¢in je mozné se doéist vice v [2].

Definice 2.19. Zavedeme funkeci ndhodného vybéru T(£MY, ... €9) kterou nazveme vy-
bérovou charakteristikou, nebo-li statistikou. Jeji realizace t = T(£!,. .., &%) (nazgvand
téZ empirickd charakteristika) je pak pozorovanou hodnotou této statistiky [2].

Pozn.: O konkrétnich prikladech vybérovych charakteristik je mozno se docist vice
v [2], pro nase potieby a jednoduchost systému znaceni si vystac¢ime pouze s uvedenim
nekterych v praci vyuzitych empirickych charakteristik, zejména vybérového primeéru,
vybérového rozptylu a vybérové kovariance.

Statistiku T, respektive jeji realizaci t, se snazime volit tak, aby nabyvala hodnoty
blizkych nezndmému parametru v. Potom ji mizeme nazvat odhadem tohoto parametru

]

Necht (&M, ..., €6)) je 2-rozmérny ndhodny vybér a £, ..., €* jeho realizace, pak defi-
nujeme nasledujici empirické charakteristiky

18
2 1 ) =Y
5 :mZ(ﬁ - &), (2.2)

s=1

VAR
I
5
N

, (2.3)

kde (2.1) nazyvame realizaci vybérového pruméru, (2.2) realizaci vybérového rozptylu
a (2.3) realizaci vybérové smérodatné odchylky. Obecné pak empirické charakteristiky
nazyvame bodovymi odhady.
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[1] [5]
Definice 2.20. Necht (?1]> (g&) je ndhodny vybér z (?), pak charakteristiku
2 2 2

s

1 o
=7 (6 - )& &)

i=1
nazveme realizaci vybérové kovariance.

Pozn.: Vice informaci o odhadech je mozné nalézt v [1].

2.4. Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Zépisem & ~ N (u,<?) rozumime, Ze ndhodnd proménnd ¢ je z normélniho rozdélen{ o pa-
rametrech p a ¢2. Hustota tohoto rozdéleni je popséna funkci

0= e { - L2 e (o).

_g 21

Ciselné charakteristiky tohoto rozdéleni jsou E(£) = p a var(€) = ¢2.
Transformaci ndhodné veli¢iny ¢ s normalnim rozdélenim N (1, %) na ndhodnou veli-
¢inu
-
S
dostaneme nahodnou veli¢inu s normovanym normalnim rozdélenim N (0, 1) s distribu¢ni
funkei ®(u) [2].

U:

Obdobné zapisem & ~ N (u, X) rozumime, ze ndhodny vektor £ je z n—rozmérného
normalniho rozdéleni s parametry p a 3.

2.5. Bodové odhady parametri normalniho rozdéleni

Necht nahodné veli¢ina £ je z normdlniho rozdéleni, tedy & ~ N (p,s?) a vektor 5[] =
(€M) €B)) je ndhodnym vybérem z €, pak realizace vybérového priméru € je bodovym
odhadem stiedni hodnoty x a realizace vybérového rozptylu 52 je bodovym odhadem roz-
ptylu ¢2.

Obdobné necht ndhodny vektor £ je z n-rozmérného normalniho rozdéleni, tedy

1 S
N e :

E~ N(p,X) a A [ je ndhodny vybér z | : |, pak realizace vybérového
1 s

)\ 6
praméru & se slozkami §; je bodovym odhadem parametru g a bodovym odhadem variacni
matice X, kterd ma tvar viz 2.17, je matice

a2
S1 -+ {Qin

Q=|: - (2.4)

82
dn1 - S,

Pozn.: Z [2] plyne, Ze se navic jednéd o nejlepsi nestranné odhady.



3. Moderni teorie portfolia

V tvodnim textu si teoreticky predstavime zakladni myslenku moderni teorie portfo-
lia. Definujeme rovnéz nékteré zakladni finan¢ni terminy, které budeme v pribéhu prace
pouzivat.

Termin investice je v ekonomii definovan jako zamérné obétovani urcitého mnozstvi
penéznich prostiedki za ucelem ziskani vyssi (a¢ nejisté) budouci hodnoty. Realizujeme
ji ndkupem riznych druhu investi¢nich aktiv [4].

Aktivum chapeme jako jakykoliv hmotny objekt (napf. pozemek, nemovitost) plnici
funkci uchovatele hodnoty ¢i nehmotny narok majici ekonomickou hodnotu. Ta svému
vlastnikovi pfindsi vynos (cenné papiry) [3].

Cenny papir je nastrojem investice na kapitalovém trhu. Typickym prikladem jsou
akcie, dluhopisy apod. Ma podobu dohody mezi kupujicim a prodavajicim a funguje jako
doklad o majetku, respektive dluhu.[0]

Jednim z nejznaméjsich druhtt nehmotnych aktiv jsou akcie. Jednd se o obchodova-
telny cenny papir, s nimz jsou spojena prava akcionare jako spolecnika podilet se mimo
jiné na zisku spolecnosti. Cenou akcie pak rozumime jeji skuteénou trzni hodnotu, za
kterou se obchoduje na kapitdlovém trhu [5].

Investujeme-li do vétstho mnozstvi aktiv najednou (cenné papiry, nemovitosti apod.),
vytvarime soubor investic, ktery nazyvame portfolio. Takova forma investovani si dava
za cil snizeni rizika oproti riziku, jenz bychom podstupovali pfi investovani do jediného
titulu [5].

Pro tento piistup investovani pouzivame také termin diverzifikace [0], ktery rozebe-
reme podrobnéji v 3.4.

Skladbu investicniho portfolia tvori dvé samostatné faze - analyza cennijch papiri
a analyza portfolia.

Analyza cennych papira je predevsim problematikou makro a mikroekonomie, proto
se ji nebudeme podrobné zabyvat. Poznamenejme pouze, Ze na zakladé rtznych analyz
(fundamentalni, technickd) se hledaji takové cenné papiry, které jsou vzhledem k trzni
hodnoté (tedy hodnoté za které jsou na trhu obchodované) podhodnocené a maji tedy
potencial narustu hodnoty v budoucnu. Vysledkem této faze je mnozina aktiv, ktera jsou
povazovana za vhodnou do naseho portfolia a jsou vstupem do druhé faze - analyzy
portfolia, kterou se budeme zabyvat v celé nasledujici kapitole.

Budeme vychéazet z moderni teorie portfolia, ktera byla poprvé popsana Harry Mar-
kowitzem v roce 1952. Jeho publikace [7] pak bude jednim ze zdroji hlavnich myslenek.
Vyzdvihnéme predevsim nasledujici dve.

o chce-li investor dosahovat vysokych ocekdvanych vynosa, musi rovnéz podstoupit
vyssi riziko, nebo naopak nechce-li prilis riskovat, musi se spokojit s nizsim oceka-
vanym vynosem;

« pii skladbé portfolia je potieba pohlizet na vyvoj jednotlivych aktiv (mysleno jejich
ocekavanych navratnosti) nikoliv oddélené, ale ve vztahu k ostatnim.
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3.1. Aktivum jako ndhodna proménna

V celé kapitole 3.1. vychazim z [0] a [7].

Od investice ofekavame budouci vynos (nebo také zisk), at uz formou dividend (napr.
u akcif), témi se dale zabyvat nebudeme, nebo zvysenim hodnoty drzeného aktiva po
uréitém casovém horizontu.

Snizeni hodnoty drzeného aktiva pak vnimame jako ztratu, nebo ztratovou investici.
Ndavratnosti pak myslime obecné zménu hodnoty aktiva (at uz kladnou v pripadé zisku, ¢
zapornou v piipadé ztraty). Zisk a ztratu (obecné tedy névratnost) budeme chapat jako
relativni hodnoty vyjadrené v procentech - pro takovy pripad se pak pouzivaji terminy
jako vgnosovd mira, mira ndvratnosti apod [5].

Hodnota miry navratnosti, jakou aktivum bude vykazovat v budoucim case t, je z po-
hledu investora zasadni informaci pti vybéru aktiv do investiéniho portfolia. Jedné se
o veli¢inu, kterou v realné praxi ovliviiuje nespocet faktort, tudiz ji nejsme nikdy schopni
presné vycislit.

Existuje fada matematicko-ekonomickych modelt, jez se snazi predikovat hodnotu
v cCase t, takové predikce vSak vzdy podléhaji znacné mite nejistoty. Ma tedy smysl
uvazovat o navratnosti aktiva jako o ndhodné proménné 2.1, kterou oznacime d(§), kde
symbolem d oznacujeme navratnost a symbolem £ davame najevo, Ze se jedna o ndhodnou
proménnou.

3.1.1. Océekavana navratnost

Popisme si nyni blize navratnost aktiva jakozto ndhodnou veli¢inu. Obvykle investor
v analyze portfolia uvazuje obecné n investi¢nich prilezitosti, proto i my budeme na-
vratnost chapat jako n-rozmérny nadhodny vektor d(&) viz 2.11.

Predpoklddejme, ze vektor d(&§) je z n-rozmérného normélniho rozdéleni, tedy d(&) ~
N (p, ) s neznamymi teoretickymi parametry p, X, kde p je vektor st¥ednich hodnot
ndhodného vektoru d(§) viz 2.15 a ¥ je jeho varia¢ni matice viz 2.17.

Nyni je potfeba urcit neznamy parametr p, ktery reprezentuje vektor teoretické na-
vratnosti vektoru d(&). Ten uréime statisticky ze ziskanych historickych hodnot (jako
bodové odhady viz 2.5.)

Pro konkrétni popis se zamérme pravé na akciovy trh, protoze v této oblasti exis-
tuji snadno dohledatelna historicka data o trzni hodnoté kazdé akcie. Bylo by mozné
zavézt novou nahodnou velicinu v; (), kterou bychom modelovali vyvoj ceny j-té akcie.
Historicka data bychom pak chapali jako realizace této ndhodné proménné viz 3.2, které
bychom vzhledem k systému znaceni v kapitole 2 oznacili jako ”y]t-(é’), kde j je j-ta akcie
a horni index t oznacuje meéreni. Protoze se vsak nejedna jiz o ndhodnou proménnou,
zjednodusime znaceni pouze na 7.

Jak jiz bylo zminéno v ivodu kapitoly, nezajimaji nds namérené hodnoty cen akcii,
nybrz namérené hodnoty jejich navratnosti (pfesnéji mira navratnosti), tedy realizace
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ndhodné veli¢iny d;(§), které oznacime jako dj. Pro prepocet z ceny j-té akcie na jeji

navratnost (vyjadienou procentualné) pak plati elementarni vzorec

v =
S

di =

J

x 100, (3.1)

kde d;/je navratnost j-té akcie, 7§ je jeji cena v case t a 7;-_1 je jeji cena v ¢ase predchoziho
méteni.

Pro popis problematiky si vystac¢ime s idajem o navratnosti na konci kazdého ob-
chodovaciho dne (pozn. den kdy je oteviena burza). Cas zde tedy budeme chapat jako
diskrétni veli¢inu a preznacime ji jako s, kde s =1...5. Jako dj (&) tedy oznacime reali-
zaci ndvratnosti j-té akcie v s-ty den, dale jen dj. Mnozina vsech realizaci d® pak tvori
statisticky soubor Z délky S viz 2.18.

Nakonec tedy hledany parametr g uréime pomoci vybérového priméru d viz 2.3 statis-
tického souboru Z, ktery je nejlepsim bodovym odhadem tohoto parametru, viz poznamka
v 2.5.

Tento bodovy odhad budeme dale nazyvat ocekdvanou ndvratnosti vektoru aktiv.

3.1.2. Riziko

Metod, kterymi se odhaduje budouci hodnota akcii, existuje cela rada. Zdiraznéme slovo
odhaduje, nikdy totiz nemuzeme jeji budouci cenu (hodnotu) urcit presné s naprostou
jistotou (napi. kviili neocekavanym udalostem na trhu). Sanci, e se hodnota aktiva (re-
spektive jeji ndvratnost) bude lisit od ndmi vypocitané (nebo jakkoliv jinak urc¢ené) hod-
noty, je pak chapéana jako riziko viz [12]. Poznamenejme, Ze vyse uvedené se tyka obecné
vétsiny trhi, nikoliv pouze toho akciového. K matematickému popisu rizika budeme vy-
uzivat statistickych nastroji jako smérodatna odchylka a rozptyl viz 2.10.

Piipometime, ze pro vektor d(&) plati, ze d(&) ~ N (u, ). Parametrem reprezentu-
jicim ono riziko je kovarianéni matice 3 tohoto rozdéleni, jejiz tvar jsme uvedli v 2.17.

Pripomenme také, Ze tato matice kromé rozptylu var (dj (& )) slozek vektoru d(§), které
reprezentuji teoretickeé riziko j-tého aktiva, obsahuje rovnéz slozky cov;; coz jsou ndhodné
veli¢iny popisujici teoretickou kovarianci i-té a j-té slozky vektoru d viz 2.16.

Tyto teoretické hodnoty opét uré¢ime pomoci bodovych odhadi. Témi jsou vybérovy
rozptyl §§ viz 2.3 a vybérova kovariance g¢;; viz 2.20.

Pro parametr X pak bude bodovym odhadem matice Q viz 2.4 jejiz slozky jsou prave
vySe uvedené bodové odhady 57 a g;;.

Matici Q budeme odted nazyvat ocekdvanym rizikem vektoru aktiv.

3.2. Portfolio jako nahodny vektor

V celé kapitole 3.2. vychazim z [0] a [7].

V tvodni ¢asti jsme uvedli, Ze portfolio je vlastné souborem aktiv, do kterych investu-
jeme. Protoze aktiva popisujeme pomoci ndhodnych proménnych, ma rovnéz smysl mluvit

10
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o portfoliu téchto aktiv jako o ndhodné vektoru 2.2.

P1i skladbé investi¢niho portfolia pracuje investor s urc¢itym bohatstvim (kapitalem),
které je ochoten do aktiv investovat. Toto bohatstvi oznac¢me jako vektory = (y1,...,¥n),
kde slozky y; znaci kapital investovany do j-té investicni piilezitosti. Vektor y uvazujeme
takovy, ze Z?:1 y; = 1. Slozky vektoru y tedy nevyjadiuji pfesnou hodnotu investova-
nych prostiedkil, nybrz procentudlni mnozstvi celého kapitalu, presnéji tedy vahy, jakou
budou investice v portfoliu mit.

Urceni tohoto vektoru, jak se dale dozvime, bude hlavnim tkolem pro vyfeseni opti-
malizacni ilohy.

3.2.1. Ocekavana navratnost portfolia

Vymos portfolia se jisté odviji od vynosu kombinace aktiv v ném zahrnutych. Protoze
jsme aktivum modelovali jako ndhodnou velic¢inou d(§), popiSeme portfolio rovnéz pomoci
nahodné veliciny ¢, jakozto funkce ndhodného vektoru d(£). O nahodnych veli¢inach
jakozto funkcich ndhodného vektoru je mozno se docist vice v [1].

Teoreticky vynos portfolia pak odpovida linearni kombinaci teoretickych vynosi aktiv,
kde koeficienty linedrni kombinace jsou ndmi zainvestované prostredky y;, tedy

-
¢=d (§y.
Ukolem optimalizace portfolia je maximalizace jeho vynosu. Nenf mo7né maximalizo-

vat nahodnou veli¢inu (, mizeme vsak maximalizovat nékterou jeji ¢iselnou charakteris-
tiku, v tomto pripadé stfedni hodnotu F(() viz 2.9, matematicky zapsano

min E(¢) = E(d' (€)x).
S vyuzitim sumacniho zapisu mame tedy
min B(¢) = E( ) d;(£)y;)-

J=1

Na zakladé vlastnosti ndhodné veli¢iny uvedenych v 2.9 miizeme stfedni hodnotu veli¢iny
¢ vyjadrit jako

B(Q) = > E(d:()y;)
B(Q) =3 B(d;(€)y;

Protoze jsme uvedli, Ze ndhodny vektor d(€) je z rozdélenf s parametrem p = E(d(€)),
muzeme rovnici upravit do tvaru

EQ) =) uy
j=1

EQ) =p"y.

11
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Ucelovou funkei nasi optimalizacni tlohy s ndhodnym vektorem navratnosti aktiv d(§)
vyjadiime jako max z, kde
z=p'y, (3.2)

kde z je stfedni hodnota ndhodné veli¢iny ¢, z = E({). O této funkci z prohlasime, ze
popisuje vynos portfolia. Ucelova funkce z vsak zatim neni uplna, nebof nezohlednuje
mozné riziko.

Posledni provedenou upravou bude nahrazeni vektoru strednich hodnot pu bodovym
odhadem d, ¢imz dostaneme funkci

=T

zp=d'y (3.3)

popisujici ocekdvanou ndvratnost portfolia. Index R(Return) znadi, ze tcelova funkce po-
pisuje navratnost(oc¢ekavanou), to proto, aby nedochazelo k pripadnym kolizim znaceni
s ucelovou funkci popisujici ocekavané riziko, kterou vytvorime nyni.

3.2.2. Riziko portfolia

Ukolem optimalizace portfolia je kromé maximalizace ofekdvaného vynosu rovnéZ mi-
nimalizace o¢ekavaného rizika. Pripomenme, Ze nelze minimalizovat nahodnou veli¢inu
¢ =d'(¢)y. K popisu rizika vyuZijeme opét ¢selnou charakteristiku ndhodné proménné
¢ obdobné jako pti popisu ocekdvaného vynosu. Myslenou charakteristikou je rozptyl
var(¢) viz 2.10

Rozptyl velic¢iny (, var(¢) je tedy roven

var(¢) = var(d' (§)y),

s vyuzitim 2.10

var(¢) =y 'var(d'(€))y.

kde var(d(€)) je variaéni matice ndhodného vektoru d'(¢), kterou jsme oznadili 3.

Uéelova funkee z pak pii pouziti stejného znaceni jako v 3.2 vypada
miny' Zy.
O takto definované funkci z prohlasime, ze popisuje riziko portfolia.

Nakonec nahradime varia¢ni matici 3 bodovym odhadem Q, ¢imz dostaneme funkci

w=y' Qy (3.4)

popisujici ocekavané riziko.

Mame tedy vyjadfeni pro o¢ekavanou navratnost a ocekavané riziko portfolia. S té-
mito vyjadienimi budeme déle pracovat v kapitole 4.3. Index V' ( Variance) je opét pouzit
k upresnéni znaceni. Nyni si jesté rozeberme nékteré jiz diive zminéné pojmy.

12
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3.3. Korelace

V kapitole 2 jsme zavedli pojem kovariance jakozto charakteristiku nahodného vektoru
viz 2.16. Nyni tento pojem déle rozvedeme.

,Pomoci kovariance popisuje statistika miru zavislosti mezi dvéma ndhodnymi veli-
cinami. Casto se normuje pomoci prislusnich smérodatnych odchylek a miuvi se pak o
korelacnim koeficientu®. [5] Mé&me dvé ndhodné proménné &, & modelujici vyvoj névrat-
nosti dvou aktiv. Pak korelaci p;» mezi témito nadhodnymi proménnymi &, &, vyjadiime
jako

_ _o(6,&)  E[(& — E6) (& — EE)
P12 = p(&1,62) = SE)s(6) S()s(6) (3.5)

Nyni si popiSeme nékteré vlastnosti korelaéniho koeficientu, které budeme v praci
vyuzivat. Dusledkem provedeného normovani se hodnota korelacniho koeficientu pohybuje
v intervalu (—1,1).

»Je-li hodnota pyo blizkd 1, pak se miry ndvratnosti &1,€5 chovaji stejné v tom smyslu,
zZe pri rustu jedné z nich roste i druhd a naopak. Je-li koeficient korelace roven 1, pak je
tato zavislost linearni s kladnou smernici.”

, Obdobne je-li hodnota pio blizka —1, pak se miry ndvratnosti &1, & chovaji opacné v
tom smyslu, Ze pri rustu jedné z nich druhd klesd a naopak. Je-li koeficient korelace roven
—1, pak je tato zdvislost linedrni se zdapornou smérnici.” [5]

Doplime jesté, ze za bodovy odhad korelace povazujeme ¢islo

qij
A A

S; S

(3.6)

7“1']' =
kde ¢ je bodovy odhad kovariance a § bodovy odhad smérodatné odchylky.

Korelace mezi aktivy je jednim ze stézejnich ukazatel pri volbé aktiv do portfolia.

3.4. Diverzifikace

Jak jsme jiz zminili v ivodu, nejen na akciovych trzich, ale obecné plati, ze diverzifikace
portfolia snizuje jeho volatilitu. , Presnéji se tedy jednd o jev, kdy riziko portfolia je mensi
nez riziko jeho libovolné slozky.“[5] Zatim jsme ale neukdzali jak samotné diverzifikace
docilit.

Vysvétleme si to na pripadu portfolia slozeného z dvou aktiv A, B. Predpokladejme,
ze jsme z historickych dat pomoci bodovych odhadt urcili, ze aktiva budou mit oceka-
vané navratnosti dy = 0,11,dg = 0, 14 a o¢ekéavana rizika v fe¢i smérodatnych odchylek
S4=0,09,55 =0, 16.

Ocekavané riziko portfolia jsme odvodili v 3.4 jako

2w =y Qy.

13
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Tuto rovnici prevedeme na sumacni tvar, dale pak nahradime bodovy odhad kovariance
bodovym odhadem korelace dle 3.6.

n n n
=y Qy=> & +> > vydismi.
i=1 i=1 j=1(j#i)

Protoze mame pouze dvé aktiva, zjednodusime tento obecny vzorec presnym vyjad-
fenim sumacnich vztahti, abychom mohli jednoduse dosadit zndmé hodnoty. Vyuzijeme
také faktu, ze pro 2-rozmérny vektor vah musi platit, ze pokud y4 = y, pak yp =1 — 4.
Nakonec vyraz odmocnime, abychom dostali riziko ,v fec¢i“ smérodatné odchylky.

Pozn.: Index funkce pro presnost preznacime z zy na zgp(standard deviation).

zs0 = /()% + (L= %5 + 29(1 — )sasaras)

Tento vztah ndam tedy popisuje riziko 2-prvkového portfolia v zavislosti na pridélené
vaze y a korelaci pap mezi aktivy A B. Tvar s vyjadienim korelace jsme zvolili, protoze
chceme ukazat, jaky vliv na vztah navratnost-riziko maji extrémni pripady korelace po-
psané v predchozi kapitole.

Z 3.2.1 ziskdme vyjadfeni ucelové funkce pro ocekdvanou navratnost

n
ZR = E djyj‘
Jj=1
Opét se zbavime sumacniho zapisu

zr =day +dp(l —y).

Diverzifikaci demonstrujeme na nasledujicim obrazku. V roviné (zgp,zg) mame pro
zvoleny korela¢ni koeficient r, (—1 < r < 1) uvaZovanych slozek A,B vyobrazen priubéh
oc¢ekavaného zisku a rizika portfolia jako funkci vahy y slozky A.

0145
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0125

Oéekavana navratnost
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0115

A A . = A A )
0 0.02 004 0.06 008 0.1 012 014 016
Smérodatna odchylka

0.1

d_A=0.11; d_B=0.14; s_A=0.09; s_B=0.16; n=1000;
r=[-1 -0.7 -0.5 0 0.5 1];
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y=linspace(0,1,n);

for j=1:length(x)

for i=1:length(y)

z_R=y (i)*d_A+(1-y(i))*d_B;

z_SD=sqrt ((y (1) *y(i)*s_Axs_A)+((1-y(i))*(1-y(i))*s_B*s_B)
+(2*y (1) *(1-y (1)) *s_A*s_B*r(j))); ’smérodatnd odchylka

data(1l,i)=z_R;

data(2,i)=z_SD;

end

plot(data(2,:),data(l,:),'-b")

end

L2 obrdazku je zrejmé, Ze diverzifikace portfolia je sndze dosaZitelnd pri p — —1, tj.
jsou-li jeho slozZky mezi sebou dostatecnée zaporné korelované. To md prirozeny divod:
jestlize cena proniho aktiva na trhu klesa, pak portfolio zachrani rist ceny druhého aktiva,
a naopak.“[5)]

Zaméime se nyni na linii oznacenou ¢ervenym koleckem. Ta odpovida prubéhu pro
bodovy odhad korelace r4g = —0, 7. Bod oznaceny timto koleckem je portfolio, ve kterém
ma aktivum A 65% zastoupeni a aktivum B 35% zastoupeni. Ocekévand navratnost tohoto
portfolia je asi 0,12, tedy vyssi nez pri investici pouze do portfolia A, ale nizsi nez by
byla, investovali bychom pouze do aktiva B, jehoz o¢ekdvana vynosnost byla 0, 16.

Dilezitym faktem je, ze ocekdvané riziko tohoto portfolia je vSsak podstatné mensi,
nez tomu je u obou aktiv zvlast. Podivame-li se, jak vypada pribéh pro r — 1, mizeme
vidét, ze k diverzifikaci viibec nedochazi.

,Dobre diverzifikované portfolio by proto melo mit své podstatné slozky zaporne kore-
lované.“[5]

Dodejme jesté poznamku k bodu zlomu na linii » = —1. Od portfolia odpovidaji-
ciho tomuto bodu investor ocekava jisty vynos, protoze o¢ekavané navratnosti obou aktiv
byly kladné a smérodatnéd odchylka tohoto portfolia je nulova. Tento ptipad je prakticky
nerealny, protoze jen obtizné bychom hledali aktiva, ktera by byla dokonale zaporné ko-
relovana.

Poté co jsme si problém diverzifikace objasnili na konkrétnim prikladé, rozebereme si
jej znovu jesté obecnéji. Vychazet v nésledujici ¢asti budu z [18].

Vyjdeme z rovnice popisujici teoreticky rozptyl portfolia

var(() =y Sy = > yteot+ > 3 yeovs; (37)
i=1 i=1 j=1(j#i)

Obsahuje-li portfolio pouze nekorelovand aktiva (cov;; = 0), pak plati

var(() =y Sy = ) ylcov?.

i=1
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Riziko portfolia je tedy (jak se dalo predpokladat) rovno pouze souctu rizik jednotli-
vych slozek. Obsahuje-li vsak rovnéz korelovana aktiva, mezi kterd je navic kapital rov-
nomeérné rozlozen, tedy y; = % Vi C N, pak lze rovnici 3.7 zapsat do tvaru

1 & cov n—l covl
() = Sy oy e

=1 1= 1] 1]751

kde 1. ¢len souctu znac¢i prumérny rozptyl aktiv a 2. ¢len primérnou kovarianci mezi
aktivy

1 1
var(¢) = ﬁcovl2 +(1— H)Wij.

Podivejme se co se stane, budeme-li zvysovat pocet aktiv v nasem portfoliu.

. S S L
nlg& var(¢) = T}LIEO —cov,; +(1-— E)COVZ'j = COVy;

Tento vztah nam tiké, ze kdyz se bude mnozstvi aktiv v nasem portfoliu limitné
blizit nekonec¢nu, nebude riziko portfolia viibec zavislé na rizikovosti jednotlivych aktiv.
Pochopitelné je treba tento vysledek brat s jistym nadhledem, protoze zde popisujeme
v podstaté nerealnou situaci.

Nasledujici obrazek znazornuje silu diverzifikace s ohledem na celkové riziko portfolia.

DS"
0.45 '|
0.4 ’l

0357 |

Smérodatna odchylka

11
031 |

0251

0.z

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktiv

Obrazek 3.1: Zavislost rizika na poctu aktiv

Pozn. graf byl vykreslen pro parametry pramérnych rozptyli 0,25 a prumérné kovariance
0, 05.

Z grafu muzeme usoudit, ze nema smysl diverzifikovat do enormné vysokych poctit IV,
protoze dale uz riziko kleséd velmi pomalu s rostoucim poctem aktiv a realné by investor
prodélal na poplatcich spojenych s nakupem tak velkého mnozstvi aktiv.

[sd_p] = index_variance()
plot(1l:m,sd_p)

xlabel ('Pocet aktiv')
ylabel('Smerodatnd odchylka')
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3. MODERNI TEORIE PORTFOLIA

function [sd_p] = index_variance()
sd=0.5; g=0.05; n=100;
sd_p(1:n)=0;

for j=1:n %naplnéni varianéni matice

Q(1:j,1:j)=q;

for i=1:j

Q(i,i)=sd"2;

end

y(1:j,1)=1/j; ‘%podminka rovnomérného rozloZeni bohatstvi mezi aktiva
sd_p(j) = sqrt(y'*Q*y); %smérodatnd odchylka

end

end

3.5. Efektivni hranice

Jsou-li dany nikoliv 2 aktiva, nybrz obecné N aktiv, pak muzeme v roviné (zsp, 2r) zZna-
zornovat jejich rizné kombinace (viz predchozi kapitola v niz jsme znazornovali kombinace
dvou aktiv A, B).

Vsechny mozné kombinace vychozich aktiv tvori pripustnou mnozZinu nebo také mno-
zinu pripustnych feseni. M4 tzv. "destnikovy tvar”, viz obrazek nize, ktery byl zkonstruo-
van pro tii rizna aktiva. Modra linie se nazyva efektivni hranice. Tvori ji takova mnozina
portfolii, kterd pro danou uroven navratnosti vykazuji nejmensi riziko, respektive pro
danou troven rizika vykazuji nejvyssi navratnost. Tato portfolia nazyvame efektivni.

0151
0.145
014

0.135

Néavratnost

0.07 008 009 01 011 012 013 014 015 016 017
Smérodatna odchylka

Obrazek 3.2: Efektivni hranice

V obrazku je vyznaceno pét portfolii A,B,C,D,E. Portfolia A,B,C,D jsou pripustna.
Tedy kombinaci uvazovanych tii aktiv jsem schopen ziskat portfolia o odpovidajicim oce-
kavaném riziku a ocekavané navratnosti. To neplati o portfoliu E, které neziskdm zadnou
kombinaci vstupnich aktiv.
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3.5. EFEKTIVNI HRANICE

Portfolia A,C jsou efektivni. Obé totiz pro danou troven navratnosti vykazuji nejnizsi
mozné riziko. Portfolio B je sice pripustné, neni vsak efektivni, protoze pti dané drovni
rizika je zde portfolio C, které vykazuje vyssi navratnost. Analogicky portfolio A ma sice
stejnou ocekavanou navratnost, ale pri podstoupeni nizsiho rizika.

Nakonec mame portfolio D, které by se mohlo zdat na prvni pohled jako efektivni, ale
neni. Ma sice pro danou uroven ocekavané navratnosti nejnizsi smérodatnou odchylku,
ale pro tuto smérodatnou odchylku existuji portfolia s vyssi o¢ekdvanou navratnosti.

Plati tedy, ze zadnou kombinaci aktiv neziskdme portfolio nad efektivni hranici, za-
roven neni zadouci vybirat portfolio pod ni, viz [5].
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4. OPTIMALIZACE PORTFOLIA

4. Optimalizace portfolia

Neékolikrat jsme jiz narazili na slova jako model, optimalizace, ptipadné tcelova funkce,
dosud jsme vsak jejich vyznam zcela nevysvétlili. Predtim, nez se tedy vrhneme na reseni
ulohy optimalizace portfolia, bude nésledovat kratky prehled nejzakladnéjsich pojmu a
definic souvisejicich s optimalizaci.

4.1. Zakladni pojmy z optimalizace

Definice 4.1. Necht S C R" a f : R" — R. Pak definujeme matematicky model optima-
liza¢ni tlohy nasledovneé:

m}:n{f(x)|x € S}t.

V obecné tloze tedy minimalizujeme néjakou funkei f(x) vzhledem k jeji proménné x na
mnoziné, ktera je urcena omezujicimi podminkami. Cilem optimalizacni tlohy je pak najit
tuto hodnotu argumentu funkce (tedy proménné x). Z toho divodu mizeme preformulovat
ulohu na

? € argmin { f(x)|x € S}
X
viz [19, 10].
Pozn.: podle potreby lze minimaliza¢ni tlohu preformulovat na maximalizacni.

Definice 4.2. Mnozinu vektori x splnujici omezujici podminky napr. Ax < bax >0
charakterizujici mnozinu S nazveme mnozinou pripustnych feseni dané tlohy [20].

Definice 4.3. Reseni X z mnoziny pripustnych feseni nazveme optimalnim resenim, pokud
c¢'x < ¢'x, kde vektory x jsou vektory p¥ipustnych Tegeni [20].

Definice 4.4. Necht S C R" a f: S — R a O.(x) je epsilonové okoli bodu x € S. Pak
definujeme xX,,;;n € S jako bod lokdlniho minima funkce f na S prave tehdy, kdyz

EIO@(Xmin) Vxe SN Os(Xmin) \ {Xmin} . f(xmin) S f(X)
viz [19, 8].

Definice 4.5. Necht S C R" a f : S — R. Pak definujeme x,,;, € S jako bod globdlniho
minima funkce f na S prave tehdy, kdyz

Vx €S \ {Xmin} : f(Xmin) < f(X)

viz [19, g].

Weierstrassova véta.

Véta 4.6. (Weierstrass) Necht S C R” je neprazdnd a kompaktni mnozina a f: S — R
je spojitd funkce na S, pak matematicky model min, {f(x|x € S} dosahuje globdlniho
minima [19, &].
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4.2. DRUHY OPTIMALIZACNICH ULOH

Definice 4.7. Necht S C R™. Rikdme, 7e mnozina S je konvexni pravé tehdy, kdyz
VX1, X9 € S,V)\ S <0,1> DXy + (1 — )\)Xg €S [ , ]

Definice 4.8. Necht S C R je neprazdné a konvexni mnozina a f : S — R. Rikdme, ze
funkce f je konvexni na S prave tehdy, kdyz Vx;, x5 € S,VA € (0;1) : f(Ax1+(1—A)x2) <
Af () + (1= A)f(x2) [19, 5],

Véta 4.9. Necht S C R"” je neprazdna a konvexni mnozina a f : S — R je konvexni funkce
na S. Dale necht X € arglocmin, { f(z)|x € S}, pak X € argglobmin, {f(x)|x € S}. [19, §]

4.2. Druhy optimalizac¢nich 1loh

V této podkapitole uvedeme nékteré druhy optimalizacnich tiloh ve smyslu typu tcelové
funkce respektive omezujicich podminek. Uvadét budeme pouze takové typy, které jsme
v préci vyuzili [10, 19].

Ulohou linedrniho programovdnt (zkr. LP) myslime takovou tlohu, jejiz i¢elova funkce
i vSechna omezeni maji tvar linearnich funkei. Jedna se tedy o soustavu linedrnich rovnic,
kterou lze vhodnymi tpravami (doplnénim o doplnkové proménné) prevést na soustavu
rovnic linedrnich a matematicky model pak zapsat jako

min {CTX’AX =b;x > O} ,

kde A je matice soustavy dimenze m X n, b je vektor pravé strany dimenze m a c je
vektor koeficienti ticelové funkce dimenze n.

Dodejme, zZe tlohy linedrniho programovani jsou vzdy konvexni, hleddme vzdy tedy
minimum konvexni funkce na konvexni mnoziné. V takovém ptipadé je kazdé nalezené
lokélni minimum vzdy globalnim.

Ulohou nelinedrniho programovdni (zkr. NLP) myslime takovou tlohu, jejiz tcelova
funkce pripadné nékteré z omezeni obsahuji nelinearni vyrazy. Obecné tuto tlohu muazeme
zapsat jako

min {f(x)|g(x) o 0;x € S}, (4.1)
X
kde znac¢enim o myslime symboly =,> <. Nelinearni tlohy jsou obecné nekonvexni, mo-
hou byt vsak také konvexni v pfipadé, Ze mnozina pripustnych feseni (tedy takova, ktera
spliuje vSechny omezujici podminky) je konvexni mnozina a tdcelova funkce je rovnéz
konvexni.

Nakonec ulohou kvadratického programovani (zkr. QP) jakoZto druhu nelinedrni opti-
malizace myslime takovou tlohu, ktera se da obecné zapsat ve tvaru

1
min {éxTQX +c'x|[Ax < b;jx € S} ,

kde A, b, c jsou jiz zminéné struktury, viz linearni programovani a Q je symetricka matice
dimenze n X n.
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4. OPTIMALIZACE PORTFOLIA
4.3. Formulace Markowitzovy tlohy

K sestaveni icelové funkce Markowitzova modelu vyuzijeme funkce zz a 2y pro ocekavany
vynos a oc¢ekavané riziko odvozené v kapitolach 3.2.1 a 3.2.2.

=T
maxd y
miny ' Qy
Nastava zde problém v tom, zZe mame vice kritérii a potrebujeme slouc¢it minimalizac¢ni
a maximalizac¢ni ilohu do jedné. Pievedeme tedy prvni rovnici na minimaliza¢ni vynaso-

benim —1. Nakonec vytvorime jednu tcelovou funkci z jako vazeny primér predchozim
dvou, tedy

min Ay ' Qy — (1 — /\)ETy.
Koeficient A je pak parametr z intervalu [0, 1], ktery se vhodné zvoli.

Nésledujici vyjadieni ucelové funkce z
. T =T
min\y Qy — (1 - \)d y

spolu s omezujicimi podminkami

tvori zadani Markowitzovy tlohy.

Ukazme si nyni dvé rizné modifikace této tlohy. Prvni spoc¢iva v maximalizaci oceka-
vaného vynosu

maXETy
za podminek
y' Qy < qo (4.2)
17y =1 .
y >0, (4.4)

kde podminkou 4.3 tikdme, ze ocekavané riziko musi byt mensi nez predem zvolena
konstanta.

Druhou modifikaci je pak minimalizace rizika
miny ' Qy
za podminek
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4.4. LAGRANGEOVA FUNKCE

d'y > dy (4.5)
1’y =1 (4.6)
y >0, (4.7)

kde podminkou 4.6 tikdme, zZe ocekavany vynos musi byt vétsi nebo roven predem zvolené
konstanté.

Posledni modifikaci Markowitzovy tlohy se pokusime v nasledujici kapitole vytesit s
pouzitim Lagrangeovy funkce.

4.4. Lagrangeova funkce

Pripomenme, ze hleddme minimum funkce

z=y'Qy
splnujici

YTE =dy

y'l=1.

Podminku y > 0 béhem feseni nebudeme uvazovat z duvodu zjednoduseni analytic-
kého vypoctu. Opomenuti této podminky ma rovnéz své ekonomické opodstatnéni. Pripad
x; < 0 vyjadiuje tzv. krdtky prodej. Znamena to, Ze investor mize prodat cenny papir,
ktery sam nevlastni [0].

Vytvorime novou rovnici, do které s vyuzitim Lagrangeovych multiplikdatori Ay, As
zahrneme nase linearni podminky

L=y"Qy+ M[dy—y"d] + X[l —y'1]

Tuto rovnici nasledné zderivujeme podle proménnych y ', A\, Ay a polozime rovny 0.

oL’ _

dy
oL
——=dy—y'd=
N 0—Y
oL
—=1-y'1=0
N Y

Z prvni rovnice osamostatnime vektor y
y=Q '(Md+ A1) =MQ 'd+2Q '1=0 (4.8)

Tuto rovnici nasledné vynasobime postupné vektory d a1l
dy=\d Q'd+X\d Q'1=d, (4.9)
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4. OPTIMALIZACE PORTFOLIA

1'y=X1"Q 'd+1'Q'1=d (4.10)

Pro potteby vypocti provedeme v rovnicich 4.9 4.10 néasledujici substituce:

dQl1i=4
d'Q'd=-B
1'"Q'1=C

Z rovnic 4.9 4.10 vyjadiime nezndmé A\;, Ay

Cdy — A
/\IZOT
B — Ad
)\QZTO
D = BC — A%

Vyjadrené lambdy dosadime do 4.8 a po nékolika ipravach dostaneme

Lo o191 L iro-19 - 40—
y=5BQ 1 -4Q | + 5(CQ'd — AQ "1]dy.

Ziskali jsme vyjadreni pro optimélni vektor vah pro vstupni varia¢ni matici Q a vektor
ocekavanych navratnosti d.

Postup naznaceny v této kapitole byl prevzat z [18].

4.5. Aplikace na historickych datech

V této casti si zkusime nami vytvoreny model aplikovat na redlna data. Vyuzijeme do-
stupné data o cendch akcii nejvétsich americkych firem (index S&P500). Zvolime si do
portfolia tri firmy (Facebook, Coca-Cola, United Airlines Holdings). Na obrazku vpravo
muzeme vidét ¢asové fady zachycujici vyvoj cen téchto akcii v letech 2013-2016. Konkrétni
hodnoty cen mame zapsany v souboru Excel, zde uvedu pouze ukazku, jak tyto idaje (sta-
tisticky soubor) vypada. Tyto hodnoty piedstavuji realizace 77 ndhodného vektoru y(§),
ktery jsme poprvé zminili jiz v kapitole 3.2.1.

Pomoci vzorce 3.1 prevedeme hodnoty cen na navratnosti vyjadiené v %. Pfipomerime,
7e pro nadhodny vektor d predpoklddéme d ~ N'(u, X) s parametry p a X, které nynf
nahradime jejich bodovymi odhady. Bodovy odhad d parametru g uréime pomoci vybé-
rového prameéru viz 2.2.

Bodovy odhad d piislusny nasemu statistickému souboru je tedy s vyuzitim piedcho-
ziho vzorce roven

0, 1666
d= {00122

0.1342
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4.6. IMPLEMENTACE V MATLABU

140

S gl Y V3
08.02.2013 28,545 38,77 26,31
09.02.2013 28,26 38,61 26,51
10.02.2013 27,37 37,56 25,89
11.02.2013 27,906 37,21 26,19

Facebook

Coca-cola

United Airlines Holdings
T T

Cena akcie v dolarech
-
o Q
(=} Q

=2}
(=]

27.12.2016 116,92 41,39 73,53
28.12.2016 116,35 41,6 73,28 wf
20.12.2016 115,05 41,46 72,88 Y ke Z20 D N N Y N I
30.12.2016 116,86 41,8 72,71 P :

Cas

Bodovy odhad ¥ je matice Q viz 2.4, kterd ma pro nas statisticky soubor hodnotu

4,7795 0,3509 1,2253
Q= 10,3509 0,8979 0,4797
1,2253 0,4797 6,1286
Pripomenme jesté matematicky zapis tlohy. Rovnéz pripominam, zZe podminka y > 0
byla vyloucena.

miny ' Qy
aTy = dyo
Ay=b
Vysledky:
L1 T2 T3 z

1,3205 -1,0082  0,6876 | 3,57366

Evidentné akcie odpovidajici prvku zs neni do portfolia vhodna, proto u ni vyuzijeme
moznosti kratkého prodeje.

Vykresleme si rovnéz efektivni hranici pro vyse vypsané parametry. Pfipomenme, Ze
efektivni hranici chapeme jako mnozinu optiméalnich vektori y, tedy takovych, kterym
nalezi nejmensi mozny rozptyl pro danou uroven ocekdvané navratnosti portfolia. Pro
nami zadanou hodnotu dy optimélni portfolio (oznaceno zlutou hvézdickou) skutecné lezi
na efektivni hranici.

4.6. Implementace v Matlabu

Tato podkapitola obsahuje ukazky kédu v Matlabu, které byly pouzity k vytvoreni mo-
delu a vyteseni Markowitzovy tlohy. Pti verifikaci vybranych vysledkt byl rovnéz vyuzit
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08
06
04r

0z

navratnost [%a]

02

04 n s
12 14

Smérodatna odchylka

Obrazek 4.2: Efektivni hranice

GAMS [14].

Vstupni parametry:

hold on;
data = xlsread('sap500data.xlsx','A1:C983');
returns = price2ret(data, [], 'Periodic')*100;

d=mean(returns); J%vektor ocekavanjch navratnosti
Q=cov(returns); J%bodovy odhad varianéni matice
d=4'; i=1;

d0=[0.3]; %ocCekdvany viynos portfolia

Volani funkce k nalezeni optimélniho vektoru y.

[y,z_SD] = markowitz(d,Q,d0,i)
plot(z_SD,do, 'y*')

function [y] = markowitz(d,Q,d0,i) ’algoritmus dle kapitoly 4.4.
ve=inv(Q) ;

vec_ones(1l:size(d),1)=1;
A=vec_ones'*vcxd;

B=d'x*vcx*d;

C=vec_ones'*vc*vec_ones;

D=B*C-(Ax*A) ;

laml = (C*xd0(i)-A)/D;

lam2 = (B-A*d0(i))/D;

wts = laml*vc*d + lam2*vc*vec_ones;
g=((1/D)* (B*vc*vec_ones-A*vc*d)) ;
h=((1/D) * (Ckxvcxd-A*vc*vec_ones)) ;
y=g+h*d0(i);

z_SD=sqrt (y'*Q*y) %smérodatni odchylka
end

Vykresleni ¢asti mnoziny pripustnych feseni.
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[z_SD,z_R] = portfolio_map(Q,d);
plot(z_SD,z_R, 'r*")

function [z_SD,z_R] = portfolio_map(Q,d)

n=1000; %polet ndhodné vygenerovanjch portfolii

rnd = normrnd (0,1, [(size(d,1)-1) n]); %ndhodnost je z normdlniho rozdé&leni
one=ones(1,n);

y(size(d,1),n) = 0O;

y(1,1:n)=one;

for j=2:size(d,1) Y%generovani ndhodnjch vektorid y
y(j,1:n)=rnd(j-1,1:n);
y(1,1:n)=y(1,1:n)-y(j,1:n);

end

z_R = d'*y;

z_SD=zeros(1,n);

for j=1:n

yy=y';

z_SD(j)=sqrt(yy(j, :)*Qxy(:,3));
end

end

Vykresleni efektivni hranice

[z_8SD,z_R] = efficient_frontier(d,Q,d0,i);
plot(z_SD',z_R,'b','LineWidth',3);

function [z_SD,z_R] = efficient_frontier(d,Q,d0,i)
y_axe = 0.025:0.01:0.6;

z_R = y_axe';

z_SD = zeros(1l,size(z_R,1));

for i=1:size(z_R)

y = markowitz(d,Q,z_R,1i);

z_SD(i)=sqrt(y'*Q*y) ;

end

end
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5. SITOVY MODEL

5. Sitovy model

Druhy model, kterym se v praci zabyvam, je tzv. sitova tloha, [1 1, 15, 16]. K ni nejdiive
uvedeme nékolik zdkladnich definic z teorie grafi [15, 16]. Nasledné pak naformulujeme
samotnou ulohu a rovnéz ji pro elementarni modelova data vyfesime.

5.1. Teorie grafti

Grafem zde narozdil od klasické matematiky rozumime algebraickou strukturu, kterd
slouzi k popisu vztahi mezi objekty. Objekty jsou pak znézornovany pomoci vrcholi.
Kazdé dva vrcholy, mezi kterymi je néjaky vztah, jsou pak propojené hranami.

Definice 5.1. Graf G je usporadand dvojice G = (V, E), kde V je neprazdnd mnozina vr-
choli a E je mnozina hran. Hrana je pak mnozinou nékterych dvouprvkovych podmnozin
Vv [22].

Definice 5.2. Orientovanym grafem rozumime uspotrddanou dvojici G = (V, F), kde
V je mnozina vrcholi a £ C V x V mnozina orientovanych hran. Hrana pak jiz neni
dvouprvkovou podmnozinou, nybrz usporadanou dvojici [22].

Definice 5.3. Graf H nazveme podgrafem grafu G, jestlize V(H) C V(G) a E(H) C
E(Q). Zkracené tedy H C G [22].

Definice 5.4. Siti nazveme ¢tverici S = (G, z, s,w), kde G je orientovany graf. Vrcholy
z € V(G), s € V(G) budeme nazyvat zdroj a stok v siti S. Funkce w : E(G) — RT je
kladné ohodnoceni hran, které kazdé hrané priradi tzv. kapacitu hrany [22].

Definice 5.5. Funkci f : F(G) — Ry nazveme tokem v siti S = (G, z,s,w) [22].

5.2. Formulace tlohy

Struktura sifové ulohy je definovana s pomoci orientovaného grafu.

Vrcholy grafu, které reprezentuji mésta, maji pfifazené urcité mnozstvi zbozi b;, 7 =
1,...,m. Nékterda mésta toto zbozi poptavaji (tém prifazujeme zapornou hodnotu b), jina
zase nabizeji (tém naopak hodnotu kladnou b). Nékterd funguji pouze jako prepravni, tedy
b; = 0 pro dany pfepravni vrchol j. Budeme uvazovat rovnéz zjednodusujici predpoklad,
ze suma poptavek je rovna sumé nabidek (tzv. vyvazend tloha).

Hrany tohoto grafu, které propojuji jeho vrcholy, reprezentuji cesty potazmo prepravni
spojeni mezi mésty. Kazdé hrané ¢ je pridéleno ¢islo ¢;,© = 1, ..., n reprezentujici naklady
na prevoz jednotkového mnozstvi zbozi po této hrané.

Toto mnozstvi zbozi prevazeno po hrané i, zna¢ime x; a nazyvame jej rovnéz tokem
hranou 7. Kazdé hrané je pak ptidélena hodnota Ib(lower bound), kterda zna¢i dolni mez
mozného toku prislusnou hranou. Horni mez toku bychom oznacili jako ub, tu ale v praci
uvazovat nebudeme. Problém sitové tlohy z hlediska optimalizace je nalezeni takového
podgrafu, resp. vektoru toku x;, aby ndklady na prepravu v ramci celé sité byly minimélni.

Sitova tloha je tlohou linearni optimalizace, mtizeme ji tedy zapsat jako

minc'x
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pri splnéni podminek

Ax=Db
x > 0.

Uvazujme sit zobrazenou grafem (a). Tato sit obsahuje ¢tyfi uzly dle tradi¢niho zna-
¢eni pojmenované jako 1, 2, 3, 4. Uzly jsou spojené 6 hranami rovnéz pojmenovanymi 1, 2
atd. Uzlim jsou pridéleny kapacity (Sedé ¢tverce) respektive poptavky (oranzové kruhy)
b;. Sif tedy neobsahuje zadny prepravni uzel. VSem hrandm jsou pridéleny ceny ¢; urcujici
naklady na prevoz jednotkového mnozstvi. Orientaci a popis situaci si usnadnime tak, ze
budeme uzly a hrany oznacovat podle jejich prislusnych charakteristickych hodnot, tedy
uzel 1 jako uzel by, hranu 1 jako hranu ¢;. Tohoto znaceni viz obrazek (b) se budeme dale

drzet.

2 —

5

(a) Tradi¢ni znaceni

C
by ——( b

C2

C3 Cg
Cq

o M

(b) Upravené znaceni

Systém hran propojujici vrcholy je zaznamenan tzv. inciden¢ni matici A. Ta obsahuje
pouze c¢isla 1, —1, 0 podle toho, jaky vztah mé hrana c; k piislusSnému uzlu b;. Zobrazime
ji néasledujici tabulkou. Napt. prvek tabulky as,., = 1, protoze hrana c; vystupuje z uzlu
by. Prvek ap,., = 0, protoze hrana c3 nema s uzlem b3 zadny vztah.

Al ¢ ¢35 ¢ o e
by | 1 1 -1 0 0 0
b 0 0 1 1 1
bs | -1 0 0 -1 0
b, | 0O -1 0 0 -1 -1

Obrazek 5.2: Incidenéni matice

Vektor b zvolim takovy, aby nase tloha byla vyvazend, tedy suma poptavek je rovna
sumé nabidek (|by + by| = |bs + bs|). Ve vektoru c zvolime nékteré ceny jako nulové, tedy
prevoz po této hrané néas nic nestoji. Kapacity hran budou zdola ohrani¢ené 0 dle pod-

minky 5.2 a shora neohranicené.
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Vstupni data:

1 0

100 0 0

_ 100 o 1 b — 0
—100 0 0
—100 1 0

1 0

K teseni této tlohy pouziji funkci linprog v programovacim jazyce Matlab.

c=[1;0;1;0;1;1]; %ucelova funkce
A=[11-1000;001110;-100-101;0-100 -1-1]; %incidencni matice
b=[100;100;-100;-100]; ’%vektor nabidek/poptavek

1b=[0;0;0;0;0;0]; %vektor dolnich mezi

ub=[]; %vektor hornich mezi

[x,fval] = linprog(c,[],[],A,b,1b,ub)
hvistupem je optimdlni vektor tokd x a hodnota minimdlnich ndkladd fval

Vysledky:

Kromé optimalniho vektoru tokt x uvedeme ve vystupni tabulce také hodnotu ucelové
funkce z, tedy celkové naklady. Optimélni vektor x zndzornime také graficky v ramci
sitového grafu.

€1 X9 T3 X4 Ts  Ts
0 100 0 100 0 0 0

by bs

100

100

by by

Vyhodnoceni:

Zcela ocekavané jsou jako optimalni feSeni vyhodnoceny toky skrze hrany ¢, a ¢4, nebot
naklady na pfevoz po téchto hranach byly nulové. Z toho plyne, Ze i celkové naklady jsou
nulové a ucelova funkce nabyva pro tento vektor x svého minima.

Pozn.: K feseni sifovych tloh se také vyuziva modifikace simplexové metody nazyvana
sitova simplexovd metoda. Ta vyuziva fidkosti incidenéni matice. O sifové simplexové
metod¢ je mozné se docist vice v [17].

5.2.1. Aplikace modelu na velka data

Predchozi priklad jsme volili trividlné, abychom na ném nazorné vysvétlili princip modelu.
V této ¢asti pro uplnost prace ilustruji pomoci programovaciho jazyka Matlab aplikova-
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telnost modelu na rozsahlejsi tlohu.

Sif, na které budeme data aplikovat, ma nésledujici incidenéni matici.

A=[1 1 000000000000000 0 O;
00110000000000000O0O0 O0;
-100011100000000000 0;
-1-1000011100000000 0;
-10

0;
0;
1

I

HOOO
o O O~ O
O O =~ O
O = O O
O = O O
I—\OOO

-1 0 -1 0;
0-10-10 -11;

O O O O O O o
O O O O O O
O O O O O O
O O O O O

Nésleduji vstupni data a volani funkce.

f=[133.7198;133.9199;84.3710;118.9622;12.6449;41.5825;160.0983;66.9631;116.3780;
175.4064;55.5546;52.0358;75.3640;122.0528;89.7618;51.1097;21.3527;81.4869;

88.9427]; %ucelova funkce

b=[500;300;0;0;0;0;0;0;-250;-550]; Jvektor nabidek/poptavek

lb=zeros(19,1); %vektor dolnich mezi

ub=[]; %vektor hornich mezi

[x,fval]l = linprog(f,[1,[],A,b,1b,[1);
%VYSLEDKY

x=[500;0;0;300;500;0;0;300;0;0;0;0;0;250;550;0;0;0;0];
fval=94881;
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6. SITOVE ULOHY VYKAZUJICI VOLATILITU V CASE
6. Sitové ulohy vykazujici volatilitu
v case

V predchozich dvou kapitoldch jsme teoreticky i matematicky rozebrali princip sitové
ulohy viz 5 a Markowitzova portfolio modelu viz 4. V této kapitole se pokusime ilustrovat
nekolik modelovych prikladi, jak propojit tyto principy dohromady, konkrétné tedy vyuzi-
jeme vlastnosti Markowitzova modelu, ve kterém jsme pracovali s ndhodnosti (kolisavosti,
volatilitou), k zobecnéni a zefektivnéni sitové tlohy.

6.1. Ocekavané ceny a jejich volatilita

Hlavni myslenka sitové tilohy je minimalizace nakladt spojenych s prepravou po hranach s
prislusnym vektorem cen ¢ = (cq, .. ., cn)T. Tento vektor neni ndhodny, nybrz pevné dany,
predpokldadame tim tedy, ze ceny hran ¢; budou neménné v case, a tudiz i naklady pri-
slusné optimalnimu vektoru x budou odpovidat skute¢nym nakladim. To je samoziejmé
velmi zkreslujici predpoklad, ktery neodpovida realnym situacim. Pokusime se tedy tento
nedostatek odstranit.

Uvazujme vektor c takovy, ze jeho slozky ¢; vykazuji proménlivost v c¢ase ¢ obdobné
jako navratnosti aktiv d;(£) v teorii portfolia. Prakticky to muzeme chépat tak, Ze na
cenu prepravy mohou mit vliv ndhodné udalosti jako pocasi, zména ceny pohonnych
hmot, opravy komunikaci a dalsi priklady, se kterymi se setkdavame v bézném zivoté.

Protoze je vektor ¢ ndhodny, budeme jej zapisovat ndm jiz zndmym znacenim c(§),
kde & je ndhodna proménna. Zustava také v platnosti predpoklad o norméalnim rozdéleni
vektoru c(€) s teoretickymi parametry p a ¥ tedy stiedni hodnotou a kovarianéni matici.

V piedchozi kapitole jsme naklady na dopravu v siti vyjadiili funkei 2 = ¢"x proménné
X, kterou jsme minimalizovali pti splnéni podminek viz 5.1. Nyni jsme v situaci, kterou
muzeme popsat vztahem
(=c'(é)x, (6.1)
kde ¢ je nahodné velicina popisujici teoretické naklady sité, kterou, jak jiz vime, nemuzeme
primo minimalizovat za Ucelem nalezeni optimalniho vektoru x, podrobnosti nalezneme
napi. v [12]. Pokusime se tedy minimalizovat stfedni hodnotu E((), tedy ¢iselnou cha-
rakteristiku nahodné velic¢iny (, kterou miizeme nazvat ocekdvanymi naklady na transport
v siti, obdobné jako jsme v 3.2.1 zavedli pojem ocekdvand ndvratnost portfolia. Jedna se
tedy o naklady, které predpokladame, nicméné realné mohou byt zcela jiné.

Nyni nasleduji apravy vztahu

ekvivalentni s ipravami v 3.2.1, proto rovnou napisme vysledny vztah tcelové funkce z.

z=p'x, (6.2)
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kde z je stfedni hodnota nahodné velic¢iny ¢ popisujici ocekavané naklady a u je vektor
teoretickych stfednich hodnot cen c(§). Spolu s podminkami

Ax=Db
x>0

a nahrazenim p jeho bodovym odhadem ¢ pak dostavame modifikovanou sitovou tlohu. Tu
nyni doplnime o volatilitu, tedy riziko, ze realné naklady budou odlisné od ocekavanych.
Riziko zmény nakladi z budeme mérit obdobné jako u Markowitzova modelu pomoci
rozptylu var. Rozptyl velic¢iny ¢, var(¢) je tedy roven

var(¢) = var (CT(ﬁ)x)

S pouzitim ekvivalentnich tprav jako v 3.2.2 dostavame vyjadreni teoretické volatility
nakladu sité

2 =x ¥x

Parametry p a 3 nahradime bodovymi odhady ¢ a Q, ke kterym pouzijeme namérena
realna data. Tato data budou realizacemi ndhodného vektoru c(£€), budeme je znacit ¢ (),
kde s =1...S je casovy okamzik, ve kterém jsme zméfili cenu i-té hrany.

6.2. Minimalizace rizika nakladu

V modelovém prikladu se budu drzet ivahy, ze neni dilezité dosahnout co mozna nejmen-
sich oc¢ekavanych nékladi, protoze takové naklady mohou byt velice nepravdépodobné.
Spokojime se s tim, ze budou dostateéné malé, tedy zZe nepresdhnou urcitou horni mez
oc¢ekavanych nakladt ¢y, avsak budou vykazovat minimalni rozptyl, tedy riziko, Ze realné
naklady budou velmi odlisné, bude nejmensi mozné.

Hledejme tedy vektor toki x takovy, abychom minimalizovali rozptyl ocekavanych
nakladu sité za podminek, ze budou dodrzena poptavkova a kapacitni omezeni a celkové
naklady nepfevysi mez cg.

Matematicky zapis:
minx ' Qx

ETXSCO
Ax=Db
x > 0.

Ulohu budeme demonstrovat na siti 5.1b zvolené jiz v kapitole 5.2, abychom mohli
plynule na tuto kapitolu navazat.

Hodnoty cen ¢; zvolime pro zacatek kvili jednodussimu popisu modelu primo, niko-
liv tedy z historickych dat. To stejné plati pro bodovy odhad rozptylu, tedy matici Q.
Pripomeneme si rovnéz inciden¢ni matici A dané sité.
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by ———— b3

C2
_ _ by | 1 1 -1 0 0 O
C3 — Cé
Cyq b | 0 0O 1 1 0
bs | -1 0 0 -1 0 1
by ———— by by | O -1 0 0 -1 -1
Cs
(a) Sit (b) Incidenéni matice

Varia¢ni matici Q zvolime pro zacatek jako jednotkovou, tedy vSechny hrany ¢; uva-
zujeme nekorelované a vSechny rozptyly jsou rovny 1. Vektory b a ¢ pak zvolime stejné
jako v modelové sitové tloze, abychom mohli porovnat rozdily. Konstantu ¢y zamérné
dovolime dostatecné vysokou.

Vstupni data:

100000 1
01 0000 100 0
001000 100 1
Q= b= c= co = 1000
000100 —100 0
000O0T1Q0 —100 1
000O0O01 1
Vysledky:

Kromé optimalniho vektoru tok x uvedeme ve vystupni tabulce také hodnotu ucelové
funkce z (tedy rozptyl ocekavanych nakladl sité) a samotné océekdvané naklady €'x pro
kontrolu, zda neprekrocily naklady povolené ¢g. Optimélni vektor x znazornime opét také
graficky v ramci sitového grafu.

T1 X9 T3 X4 Ty Ts Z naklady ¢ x
50 50 0 50 50 0 | 10000 100

Vyhodnoceni:
Po blizsim prozkoumani zjistime, Ze nase podminky spliuje vice vektorti x, napr.
x = (0,100, 0, 100, 0,0), ktery byl vyhodnocen jako optimélni vektor klasické sitové tlohy.
Snadnym dosazenim do ucelové funkce bychom vsak zjistili, Ze jeji hodnota pro tento
vektor x je dvojnasobnd (tedy z = 20000). Ocekavané naklady jsou sice nulové, protoze
nenulové prvky tohoto vektoru x odpovidaji hranam ¢, ¢4 = 0, nicméné riziko, ze realné
naklady budou jiné (v tomto pripadé tedy nenulové) je vSak zna¢né (dvojnasobné). Protoze
nasim cilem nebylo minimalizovat oc¢ekavané naklady, nybrz riziko jejich zmény, vysledky
jsou spravné. Zobrazime si je nize s vyuzitim grafu sité, ve kterém ponechame pouze
nenulové hodnoty z;.

Abychom vyuzili teorii popsanou v kapitole o optimalizaci portfolia 4, muzeme Tict,
ze v jistém smyslu byl vektor x = (50, 50,0, 50, 50,0), ktery obsahuje vice nenulovych
prvka, diverzifikovanéjsi nez x = (0,100, 0,100, 0,0) viz kapitola 3.4, ze které vime, ze
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s vyssim pocétem aktiv v portfoliu jeho volatilita klesd (v nasem pripadé tedy volatilita
ocekavanych nakladu sité klesla vlivem vétsitho poc¢tu vyuzitych hran).

Ukazali jsme tedy, ze podminky modelu 6.2 spliuje vice vektort x, protoze vSak pouze
jeden minimalizoval rozptyl pro danou troven maximalnich nékladi ¢y, miizeme jej cha-
pat jako efektivni. Déle budeme-li pro rizné hodnoty ¢y hledat optimalni vektory x a
prislusné hodnoty rozptylu a nakladt zanaset do grafu, zkonstruujeme mnozinu efektiv-
nich feseni, kterou jsme v 3.5 nazvali efektivni hranici. Tuto hranici (ozna¢enou modie)
si nyni zobrazime spolu s mnozinou pripustnych feseni (oznaceno ¢ervenymi znackami) a
optimélnim feSenim pro vstupni hodnotu ¢y = 1000 (Cerna znacka).

300

50 250

by ——— by
50 s |
50 g w0

by ——— b
2 50 4 .

50 n I n I n I .
80 o0 100 110 120 130 140 150 160 170 180

Smérodatna odchylka

Pozn.: V grafu na ose x nenajdeme odpovidajici hodnoty rozptyli, nybrz hodnoty odpo-
vidajicich smérodatnych odchylek (tedy odmocnin z rozptyli) proto, aby si odpovidala
meritka os.

Ke grafu jesté dodejme, Ze oblast pripustnych feseni je jisté omezena. Existuje tedy
maximum oc¢ekavanych nakladii a maximum rozptylu, které nelze v nasi tiloze pro dana
vstupni data presahnout. Tyto meze bychom nasli vyfesenim optimaliza¢nich iloh max¢'x
respektive maxx'@Qx. Témito ulohami se dopodrobna zabyvat nebudeme. Pouze pro
tento konkrétni piipad vSak pro piedstavu zminéné meze uvedeme. (€' X)max = 400 a

(x"3X) max = 60000. Obrazek tedy znazoriiuje pouze ¢ast oblasti pfipustnych FeSeni.

Pozn.: Hodnoty mezi byly nalezeny s vyuzitim optimaliza¢ni knihovny Gurobi a software
Julia.

m = Model(with_optimizer (Gurobi.Optimizer, NonConvex=2; Presolve=0,
OutputFlag=0))

A=[11-1000;001110;-100-101;0-100 -1 -1];
b=[100;100;-100;-100] ;
q0=[100000000]

Q=[1 00000;010000;001000;000100;000010;00000 1];
C 0;1 1;

[
[1;0;1;0;1;1]

@variable(m,0 <= x[1:size(A,2)] <= 1000)
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Qobjective(m, Min, c'*x)

Q@constraint (m, A*x.==b)
@constraint(m, x'*Q*x <= q0[1])

status=optimize! (m)

Sledujme, jak se model zachova, zvysime-li cenu hrany ¢; na ¢; = 2.

Vysledky:

T Ta T3 Ty Ts Tg Z naklady

33,3 666 0 66,6 33,3 0 | 10000 150

Vyhodnoceni:
Hodnota nakladt se podle oc¢ekavani zvysila. Pokud bychom chtéli, aby ziistaly na
predchozi hodnoté 100, dosahli bychom toho pti podstoupeni vyssiho rizika, viz tabulka.

T T T3 Ty Ts Tg Z naklady

33,3 666 0 66,6 33,3 0 | 11111 100

Vysvétleni opét souvisi s diverzifikaci, nebot hodnoty slozek x; jiz nejsou rovhomérné
rozlozeny.

Nyni se podivejme na pripad, kdy budou vsechny hrany kladné korelované. To zna-
mena, ze pripadné zvyseni ceny ¢; s velkou pravdépodobnosti zpiisobi zvySeni cen ostatnich
hran.

Vstupni data:

1 05 05 05 05 0.5
05 1 05 05 05 0.5
05 05 1 05 05 0.5

= =

= C= = 1000
Q=105 05 05 1 05 05 0

0.5 05 05 05 1 0.5

0.5 05 05 05 05 1
Vysledky:

Ty To Tz T4 Ty Tg Z naklady

50 50 0 50 50 0 | 25000 100
Vyhodnoceni:

Hodnota nakladu je stejnd jako v prvnim pripadé, protoze jsme vratili vektor ¢; na
puvodni hodnotu. Velmi se vsak zvysila hodnota rozptylu optimélniho x, nebof vsechny
hrany jsou kladné pozitivné korelované. Opét zde odkazuji na kapitolu 3.4 o optimalizaci
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portfolia, ve které jsme uvedli, Ze je vhodné zarazovat do portfolia zaporné korelovana
aktiva za tcelem snizeni volatility.

Na zaver jesté doplnime obrazek ukazujici rozdily mezi efektivni hranici predchozich
tri pripadta. Efektivni hranice tlohy s dvojndsobnou cenou ¢; je strméjsi, tedy naklady
nartstaji rychleji se snizujici se smérodatnou odchylkou. Efektivni hranice tilohy s kladné
korelovanymi hranami je posunuta ve sméru osy x, tedy do oblasti s vyssimi smérodatnou
odchylkou. Cerné jsou vyznaéena odpovidajici optimalni FeSeni. Cervené pak ilustracéni
oblast pripustnych reseni.

Celkové naklady

\ \ \ \ \ \ )
80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
Smérodatna odchylka

6.2.1. Vyuziti historickych dat

Predchozi ukazky jsme uvadéli na elementarnich datech kvili jednodussimu popisu. V této
¢asti si pro stejny model nasimulujeme realna data. Na obrazku vpravo miuzeme vidét ca-
sové fady zachycujici vyvoj cen hran sité v blize neuréeném case. Z téchto rad si vytahneme
sto méreni, nebo-li realizaci ¢ ndhodného vektoru c(&). Napriklad realizaci ndhodné pro-
ménné ¢, ve tfetim méfeni, nebo-li v ¢ase s = 3 rozumime ¢&islo ¢3 = 111, 818.

150 1

Ci c; 145
115,743 111,837 44
112,454 111,663
112,452 111,818
112,635 110,045

135

130

=W D e

Cena hran

1251

120 F | A/

97. 124,778 108,352
98. 125,963 108,855
99. 126,478 105,213 e
100. 128,108 107,583 108

15

Pozorovani
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Pri zpracovani bodovych odhadu jsem nezohlednoval pripadné trendy tak, jak je u
Markowitzova modelu obvyklé, které by mohly byt pfedmétem dalsiho zkoumani.

Funkce vykreslené v predchozim obréazku.

n=100; x=linspace(1,10,n);

y1=0(x) 1.5%x+100+2*sin(2*x)-cos(3*x)/5;
c_1=y1(x)+normrnd(10,1,[1 n]);

y2=0(x) -0.2%x+100 + 2*sin(x)-cos(3*x)/6;
c_2=y2(x)+normrnd (10,1, [1 n]);

y3=0(x) -3*x+120 + 2*sin(x/4-3)-cos(3*x)+exp(x/3);
c_3=y3(x)+normrnd (10,1, [1 n]);

y4=0(x) (2*sin(4*x)+exp(x/3)+10*exp(-x/10)+100);
c_4=y4(x)+normrnd (10,1, [1 n]);

y5=0@(x) 10*sin(x/5-5)+120;
c_b=y5(x)+normrnd (10,1, [1 n]);

y5=0@(x) 10*sin(x/5-5)+120;
Y5=y5(x)+normrnd (10,1, [1 nl);

y6=0(x) 16%sin(3*x/8)+120;
c_6=y6(x)+normrnd (10,1, [1 n]);

Bodové odhady ¢ a Q prislusné nasemu statistickému souboru jsou s vyuzitim vzorce
2.2 resp. 3.3 rovny

118,18 19.67 —2.70 —4.48 21.95 —13.95 —21.99
109, 26 —-2.70 3.64 168 —251 110 —0.82
_ 120,78 | —448 168 1141  1.75 1.85  —7.23
“= 124,79 Q= 21.95 =251 1.74 4042 —20.18 —42.41
135,88 —13.95 1.10 1.85 —20.18 13.50 23.02
138,21 —21.99 —0.82 —7.23 —4241 23.02 57.06
Pro tplnost doplnme vektor

100

~ | 100

| 100

—100

a pripomenme matematicky zapis tlohy.
minx ' ¥x
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ETXSCO
Ax =D
x>0

Vykresleme si nejdriive efektivni hranici pro vyse vypsané parametry. Pfipomenme, ze
efektivni hranici chapeme jako mnozinu optimalnich vektoril x, tedy takovych, kterym
nalezi nejmensi mozny rozptyl pro danou troven nakladi.

J_yw“

Celkové naklady
ra ra po
-~ f==] =]

g
=2

25T

2.‘E‘ID 2‘;5 ZéD 225 ZZ;U 2:“5 Z;D 2“15 2;0
Smeérodatna odchylka

Zobrazena efektivni hranice se oproti predchozim lisi v tom, ze pro hodnotu sméro-
datné odchylky zhruba s = 216 dochazi k jejimu zlomu a nasledné zrychlenému narustu
rozptylu (tedy tcelové funkce) pii snizovani celkovych (ocekavanych) nékladi. Duvod si
vysvétlime s pomoci nasledujici tabulky, ktera zaznamenava posloupnost optimalnich vek-
torl x, ze které se pozorovand cast efektivni hranice konstruovala. Tabulka je doplnéna
o hodnoty prislusnych smérodatnych odchylek a nakladi, aby bylo zfejmé, ze se jedné

skutecné o pozorovanou oblast.

Ty T T3 Ty Ts T S naklady
88.2012  11.8983 0.0995 11.7988 88.1017 0.0000 | 216.164 | 25179.795
88.1396 11.8668 0.0064 11.8604 88.1332 0.0000 | 216.189 | 25169.795
87.6700  12.3300 0 12.3300  87.6700 0.0000 | 216.2379 | 25159.795
87.1702  12.8298 0 12.8298 87.1702  0.0000 | 216.3366 | 25149.795

Z tabulky je vidét, Ze s rostoucimi naklady se v urc¢itém momenté vynulovala slozka
x3. Zaroven se dle odpovidajicich hodnot smérodatné odchylky a naklada skutecné jednéd
o zlomovy bod. S déle se snizujicimi naklady zistava z3 = 0 a dochéazi k prudkému ristu
smérodatné odchylky. Vysvétleni miizeme podat stejné jako jiz drive - snizil se pocet ne-
nulovych cest, snizila se tedy také diverzifikace nasi mnoziny hran.

Vyse uvedené je dobrou ukézkou toho, ze snaha o snizovani volatility naklada je
smysluplnéjsi nez snaha o minimalizaci ndklad@ samotnych. Regili bychom-li tlohu mi-
nimalizace nékladt, zjistili bychom, ze pro zadané vstupni parametry je minimalni hod-
nota nékladii (€'x)max = 23405,8 a odpovidajici smérodatnd odchylka = 624.81. To je
oproti hodnotam uvedenych v tabulce pro zlomovy bod sice pokles o¢ekavanych naklada
o zhruba 7%, ale narust jejich volatility o priblizné 180%, coz je takiikajic mald odména

38
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za velké riziko. Rovnéz neni prekvapujici, ze odpovidajici optimalni vektor tokl je roven
x = (0,100, 0, 100, 0,0), toto portfolio hran je tedy opét znac¢né nediverzifikované.

Na zavér pro tuplnost tlohy najdéme vektor x takovy, aby celkové nédklady neptrevysily
hodnotu ¢y = 25500. Optimalni vektor toki véetné hodnoty rozptylu a nakladi najdeme
v tabulce vysledkl. Nize jsou také grafické znazornéni prislusné sité a efektivni hranice
s vyznafenym optimalnim fesenim (Cerny bod).

Vysledky:

T To T3 Ty T T i/ c'x

90.1737 129073 3.081 9.82627 87.0927 0 | 46452.23 | 25500

33{104

00,17 .

bl —_—> 3 29

12,9 ) 228)

3,1 .
9,83 f

8’77 1 /’/“ 25F

24 . A A A A A . )
210 215 220 225 230 235 240 245 250
Smérodatna odchylka

6.2.2. Implementace v Matlabu

Opét ilustruji ukazky kodt k vytvoreni efektivni hranice.

Vstupni data

n=100;

Q=1 00000;010000;001000;000100;000010;00000 1];

c=[1;0;1;0;1;1];

%dal8i parametry, které se objevily v kapitole 6.2, najde Ctend¥ v pfilohéach
vCetné bodovych odhadid z historickjch dat

£=[0;0;0;0;0;0]; %linedrni funkce

A=[1 1 -1000;001110;-100-101;0-100 -1 -1]; %inciden¢ni matice
b=[100;100;-100;-100]; %vektor nabidek/poptavek

1b=[0;0;0;0;0;0];

ub=[1000;1000;1000;1000;1000;1000] ;

Vykresleni_obrazku(Q,f,A,b,c,1b,ub)
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Vykresleni mnoziny pripustnych feseni. Zde si dovolim nékolik komentaid, protoze
se nejedna o uplné trivialni problém. Bylo tfeba si rozumné zvolit meze této mnoziny
pro konkrétni pripady zvlast tak, abychom v obrazku zachytili pouze onu optimalizacné
"zajimavou”oblast. Konkrétné pro pripad vstupnich dat z casovych tad jsme volili na-
sledujici ¢isla pevné. 30000 je mnou pevné zvolena maximalni hodnota nakladu jejichz
odpovidajici portfolia se vykresli. Tomu pak odpovidad hodnota 24849 jakozto dolni hra-
nice vykreslované oblasti. Vypocitana je tak, aby souradnice x téchto hodnot byly stejné.
Tato souradnice x pak urcuje pravou hranici vykreslované oblasti.

[pripustna_port] = Nahodna_portfolia(Q,f,A,b,c,1b,ub)
plot(pripustna_port(l,:),pripustna_port(2,:),'*r'); %Cervené tecky oznaluji
pripustnd portfolia

function [pripustna_port] = Nahodna_portfolia(Q,f,A,b,c,1lb,ub)

cO0 = 24849.795:50:30000; %meze oblasti pripustnjch FeSeni ve smyslu osy y

cO0_vec=c0'; Josa y

z_V = zeros(1l,size(cO_vec,1)); %osa x, sem zaznamendm hodnoty smérodatné
odchylky pro body z vektoru

hold omn

for i=1:size(cO_vec) Jhranice
[x,z_V]l=quadprog(2*Q,f,A,b,c',cO_vec(i),1lb,ub);
z_SD(i)=sqrt(z_V); %osa x v Ffe¢i smérodatné odchylky
end

prava_mez_osy_x=sqrt (x'*Q*x) ;

svytvofeni mnoZiny pripustnjch feSeni, které budou v obrazku rozvrZeny

rovnomérné
pripustna_port=0; ’do dvourozmérného vektoru nahraji informace o kazdém

portfoliu
k=1;
for i=1:(size(c0,2)-2)
vektor_radkovych_hodnot=z_SD(i):1:prava_mez_osy_x;
for j=1:(size(vektor_radkovych_hodnot,2)-1)
pripustna_port(1,k)=vektor_radkovych_hodnot(j);
pripustna_port(2,k)=c0(1i);
k=k+1;
end
end

%zde zarulime, aby se vyobrazeni FeSeni ndhodné rozhodila
pocet_bodu=size (pripustna_port,2);

random=normrnd (0,2, [2 pocet_bodul);

random=abs (random) ; %nechci aby se feSeni posunula za efektivni hranici
pripustna_port=pripustna_port+random;

end

Vykresleni efektivni hranice.

c0_max=100000000;
[x]=quadprog(2*Q,f,c',c0_max,A,b,1b,ub);
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naklady_min=c'*x Jtoto Cislo urcuje hodnotu ndkladid odpovidajici minimalnimu
ropztylu , slouzi to k urceni horni meze efektivni hranice

cO = 24849:10:naklady_min; %hranice modré linie ve smyslu osy y
c0=c0'; Yvektor hodnotolekavanjch ndkladi, tedy osa y

z_SD = zeros(1l,size(c0,1)); %osa x do které budeme nahravat hodnoty
smérodatnych odchylek
hold on

for i=1:size(c0)
[x,z_V]l=quadprog(2*Q,f,A,b,c',c0(i),1b,ub);
z_SD(i)=sqrt(z_V); %osa x v Ffeéi smérodatné odchylky
end

plot(z_SD,c0,'b', 'LineWidth',3);

Nalezeni jednoho optimalniho portfolia.

c0=[25500] ;
[x,z_V]=quadprog(2*Q,f,c',c0,A,b,1b,ub);
z_SD=sqrt(z_V);
plot(z_SD,c'*x,'*k','LineWidth',3);

6.2.3. Aplikace modelu na velka data

Na predchozim jednoduchém prikladé jsme nazorné vysvétlili princip modelu. Nyni po-
moci programovaciho jazyka Matlab ukédzeme aplikovatelnost modelu na rozséhlejsi data
podle tlohy 5.5.1.

for i=1:19 %vygenerovani ndhodnjch pozorovani cen
hodnoty(i,1:100)=normrnd(150,50,1,100); %100 pozorovani pro kazdou hranu
end

hodnoty=hodnoty"';

c=mean (hodnoty); c=c';

Q=cov(hodnoty) ;

f=zeros(19,1); %linedrni funkce

A; Cincidenni matice

b=[500;300;0;0;0;0;0;0;-250;-550]; %vektor nabidek/poptavek
lb=zeros(19,1); %vektor dolnich mezi

ub=[]; %vektor hornich mezi

[X,z_V]=Vykresleni_obrazku(Q,f,A,b,c',1b,ub)

VYSLEDKY
%pro hodnotu c0=356000 jsou nalezeny nasledujici v§ysledky
x=[248.3318;251.6682;141.3069;158.6931;0.0000;157.9466;90.3851;137.3171;
116.8495;138.8085;118.0048;15.6698;25.0185;129.6810;125.6409;55.0269;
235.4390;65.2920;188.9201]
z_SD=sqrt(z_V)=910,479
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Graficka ilustrace efektivniho portfolia pro hodnotu c0 = 356000 v koédu Matlabu.
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Smérodatna odchylka

6.3. Nevyvazena sitova tloha z hlediska poptavek a
nabidek

Predchozi uloha si kladla za cil zobecnéni ptvodni sifové tlohy o prvek ndhody a s ni
spojené volatility hranovych cen. Pozorovali jsme rovnéz vliv korelace jednotlivych hran
na celkové ocekavané naklady a oc¢ekavané riziko. Element ndhody a s nim spojeného ri-
zika v nasledujicim modelu ponechame, ale pokusime se o dalsi zobecnéni. V predchozich
ptipadech jsme vzdy uvazovali tzv. vyvazenou ulohu, kdy se mnozstvi poptavek (nebo
také kapacit) rovnalo mnozstvi nabidek (nebo-li zdroji). To je dalsi predpoklad, ktery
neodpovida zcela redlnym situacim. Pro dalsi ndzorny postup navrhu modelu jsem se in-
spiroval v [13].

Predpokladejme tedy, ze suma poptavek muze byt odlisna od sumy nabidek. Pak tedy
urc¢ité dojde k situaci, kdy bud nevycerpame vSechny zdroje, nebo nenaplnime poptavané
kapacity. Za tyto nedostatky, které muzeme chapat jako nesplnéni smluvnich podminek
mezi dodavatelem a odbératelem, by si jisté kterykoliv z nich mohl narokovat patti¢ny
poplatek. Abychom tyto poplatky popsali, zavedeme pro kazdy uzel proménné wt a w™,
které budou mit pro oba typy uzla (zdroj, kapacita) vyznam dle nasledujiciho prehledu.

e Pro uzel zdroju, tedy b; > 0

— promeénnd w;f reprezentuje mnozstvi nevycerpanych zdroju

—aw; pgk hoc,lnotu, o kolik je Ill}ltné navysit zdroje, aby byla poptavka splnéna
(v praxi musime tedy napt. brat z rezerv).

» Analogicky pak pro uzel kapacit b; < 0

— promeénna wj reprezentuje presahnuti kapacit (napf. svozovna odpadu musi
vynalozit nédklady na presun prebyteéného mnozstvi do jinych kapacit)

— a w; je nevyuzita kapacita poptavkového uzlu.
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Pro tyto proménné pak budeme uvazovat konstanty g, respektive h jako poplatky za

jednotkové mnozstvi w;“, respektive w; . Nasim cilem je pak néklady spojené s témito

poplatky minimalizovat. Vyse uvedené lze popsat néasledujicimi vztahy.

z=g' w —h'w" (6.3)

za podminky
Ax+w" —w =b. (6.4)

Model déale rozsitfme o nasledujici myslenku. Z dlouhodobého hlediska by jisté mohlo
byt vyhodné zainvestovat jednorazové do navyseni piipadné snizeni kapacit (zamérime se
predevsim na poptavkové kapacity), nez platit opakované poplatky za jejich preplnéni, ¢i
nevyuziti. Zménu kapacity libovolného uzlu budeme zaznamenavat proménnou u, presnéji
tedy wu; pro piislusny uzel b;. Obdobné jako u poplatki wj, w; nds tyto investice budou
néco stat. Cenu jednotkové zmény kapacity zahrneme v konstanté d;.

Abychom mohli ovliviiovat, zda konkrétnimu poptévkovému uzlu b; umoznime na-
vyseni, piipadné sniZeni kapacity, je potifeba vyndsobit piislusSnou proménnou u; mul-
tiplikdtorem by; € {1,0,—1} nasledujicim zpusobem. Poptévkovy uzel b; vynasobime
multiplikatorem

e by; = 1, chceme-li jeho kapacitu navysit
e bp; = —1 chceme-li jeho kapacitu sniZit,
» nebo by; = 0 chceme-li, aby se jeho kapacita nezmeénila.
O vyse uvedené nyni dopliime nase rovnice 6.3, 6.4.
z=g'w—h'w +d'u

za podminky
Ax+wr —w —Ipju=b

kde I je diagonalni matice, na jejiz diagonale se nachazeji multiplikatory by, .

Pro dalsi budovani modelu pripomenme rovnice z predchozi kapitoly popisujici oceka-
vany rozptyl nakladi na prevoz v siti a podminku omezeni téchto ocekavanych nakladi.
z=x Qx
c'x <

Nas model vybudujeme s pomoci téchto rovnic nasledujici myslenkou. Nasi snahou
bude minimalizace rozptylu ocekavanych naklada sité a zaroven minimalizace nakladua
spojenych s penalizac¢nimi poplatky a investicemi do zmén kapacit. Zaroven budeme po-
zadovat, aby celkové ocekdvané néklady za prevoz, poplatky a investice neptevysovaly
urcitou horni mez nakladu cy.

minz, kde z = 2x'Qx+ (1 - \)(g'w" +h'w™ +d'u) (6.5)
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za podminek

Ax+wr—w +I,u=b (6.6)
c'x+g'wi+h'w +d'u+g¢g=c¢
x,wh,w,u>0,q>0, (6.8)

kde ¢ je proménna popisujici volné finanéni prostiedky pro pripad, ze ocekavané naklady
budou mensi nez horni mez ¢y, a A je nami voleny parametr kterym urcime, jaka veli¢ina
je pro nas z hlediska minimalizace podstatnéjsi.

Nyni si chovani modelu ilustrujeme na nékolika konkrétnich prikladech. Pouzijeme
k tomu nam jiz zndmou sif.

by ——— b3

Co
_ _ by | 1 1 -1 0 0 O
C3 _ Ce
Cy b2 O O 1
bs | -1 0 0 -1 0 1
by ———— b by | 0O -1 0 0 -1 -1
Cs
(a) Sit (b) Incidené¢ni matice

Poznamenejme, ze v prubéhu celé kapitoly budeme vektor cen ¢ a kovarian¢ni matici
Q povazovat za bodové odhady vychazejici z historickych dat, kterd uz zde simulovat
nebudeme. Rovnéz budeme vzdy uvazovat parametr A = 0.7, tedy prikladame vétsi vahu
minimalizaci rizika.

Vstupni data:

100000 40
010000 300 35

Q- 001000 b — 300 c_ 5 ¢o = 100000
000100 —700 40
000O0T1OQ0 0 45
000O0O01 10

Tato tvodni data budou v ramci celé kapitoly neménna. Zamérné volime kovarianéni
matici Q v tomto jednoduchém tvaru, aby na chovani modelu nemély vliv korelace hran,
relace na riziko byl predmétem predchozi kapitoly. Z vektoru b je patrné, ze uvazujeme
nevyvazenou ulohu, nebot poptavky prevysuji zdroje. Zaroven sit obsahuje jeden uzel,
ktery neni ani poptavkovy, ani kapacitni. Horni mez ocekavanych naklada volime dosta-
teéné vysokou, abychom si ponechali manipulac¢ni prostor.

Pro zacatek se zamérime na penalizac¢ni poplatky za nedodrzeni uzlovych limita, které
zameérné zvolime velmi nizké. Pouze poplatky za prekroceni zdroji navolime dostatecné
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vysoké. Ilustrujeme tim redlnou situaci, kdy je prakticky nemozné sehnat okamzité zdroje
navic na pokryti vyssi poptavky. Matici multiplikatori zvolime pro zacatek nulovou, tedy
zadnému uzlu (nabidkovému, ¢i poptavkovému) neni dovoleno ménit kapacitu.

1000 0000
5 1000 0000
g = h = IO =
10 3 0000
10 3 0000

Vysledky:

V tabulce vysledki uvedeme kromé vektoru x, w*, w~ rovnéz hodnotu prebyteénych fi-
nancnich prosttedkti ¢q. Déle pak hodnotu tcelové funkce z. Tu navic uvedeme po slozkach,
kde ocekavané riziko oznacime jiz znamym zapisem zy (Variance) a naklady oznacime
zo(Cost). Zduraznéme, ze tyto ndklady nejsou ocekdvané ale redlné, protoze nezahrnuji
o¢ekavané ndklady €' x) na samotny pievoz viz 6.5.

1 2 3 4 5 6 ~ 300/0 0/ ~ 700
x | ~0 0 0 ~0 0 0 =Y 4,
wt | =300 =300 0 0 .
W 0 0 ~700 0
u 0 0 0 0 01 ~0 0
z 1525,9 qg 94790
2y ~0 b 0 by
ze | 15218 ~ 300/0 0/0

Vyhodnoceni:

V tabulce uvadime symbol ~ z toho diivodu, Ze toky x1, x4 byly modelem pro zadana data
vyhodnoceny jako zanedbatelné malé (v fadu desetin az jednotek). Tomu pak odpovidaji
zanedbatelné zmény dalsich veli¢in. S nulovymi toky x; primo souvisi fakt, ze rozptyl této
sité je rovnéz (témér) nulovy. Jediné naklady jsou pak spojeny s poplatky za nevycerpéani
zdrojii, které odpovidaji proménnym w;” a wy, a poplatek za nesplnéni poptéavky, ktery
odpovidd proménné w; . Vidime také, ze hodnota zbylych financ¢nich prostredki g je velmi
blizka hodnoté maximalnich nakladu cg, tedy poplatky nas skutecné staly velmi malo.

Pozn.: Ctenaf by se mohl piipadné domnivat, ze by mélo platit ¢y = g + z¢. P¥ipometime
proto, ze hodnota zo urcuje naklady pouze za poplatky a investice, nikoliv za samotny
prevoz, navic je ndsobena ¢islem 1 — .

Jisté neni priznivym vysledkem, Ze optimalni feseni modelu je, prevést siti nulové

mnozstvi zbozi. Vynutme tedy pfevoz tim, ze radikalné zvysSime vSechny poplatky spo-
jené s nesplnénim poptavky.
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Vstupni data:

5000 1000
5000 1000
g= h =
1000 600
1000 800
Vysledky:
1 P 4 5 6 0/0 0,/200
x | 300 0 300 0 0 3% (4,
wt 0 0 0 .
wo 0 0 200
u 0O 0 0 0 01 300 0
z | 144000 g 16000
s | 126000 by ———— bs
zo 18000 0/0 0/0
Vyhodnoceni:

Zvyseni penalizacnich poplatkl skutecné zptisobilo, Ze se vSechny zdroje presunuly a napl-
nily poptavku b3. Vidime také, ze vétsinu hodnoty tcelové funkce tvori rozptyl sité. Nabizi
se tedy otazka, kterd je pro tuto kapitolu stézejni. Nedalo by se néjakym zpusobem vyuzit
zbylé financ¢ni prosttedky ¢ k zainvestovani takovym zptsobem, abychom snizili tento roz-
ptyl? Odpovédi by ndm mohly byt dosavadni znalosti o diverzifikaci popsané v kapitole
3.4, ze které vime, ze s rostoucim mnozstvim aktiv riziko portfolia klesa.

Obdobné by mohlo platit zde (a v predchozi kapitole k tomu skutecné také doslo), ze
zahrnutim vétstho mnozstvi aktivnich hran (tedy hran, kterymi bude prochézet nenulovy
tok x;) by se mohl rozptyl snizit. Toho muzeme dosdhnout, pokud zainvestujeme do vy-
tvoreni kapacity v dosud nevyuzitém uzlu b4, ¢imz umoznime transport zbozi po hranach
c4, c5, c6, které byly doposud rovnéz nevyuzity. K tomu bude potteba uréit vektor na-
kladii na investice d a pozménit matici Ij.

Vstupni data:

1 00 0 O
1
d— I, — 00 0 O
150 00 -1 20
120 00 0 1

Multiplikatorem 1 tedy umoznime navysit poptavku v uzlu b4 a multiplikatorem —1
ji umoznime snizit v uzlu b3, kde neni tak vysoka poptavka potteba.
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Vysledky:
1 2 3 4 5 6
X 186,9 113,11 0 1872 1128 0
wt 0 0 0 0
W 0 0 0 0
u 0 0 325,9 2259
z 89641 q 0
zy | 66840
zo | 22800
Vyhodnoceni:

0/0

[b.]

011

b2
0/0

186,9

Y

113,1

87,2

112,8

0/0
3

1 325,9

1 225,9
by
0/0

Jak jsme doufali, vektor tokt x ma nyni po zainvestovani do kapacity by ¢tyTi nenulové
prvky. Sit jsme tedy diverzifikovali a vysledkem je rozptyl 2y = 66840, ktery je od pred-
choziho rozptylu 2z = 126000 témér poloviéni. Pochopitelné se to projevilo na zvyseni
nakladl z¢ kvili ndkladtim za investice, kterymi jsme navic vycerpali vSechny volné fi-
nan¢ni prostfedky ¢. Nicméné i pres zvysené naklady se ndm podatilo snizit hodnotu
ucelové funkce z predchozich z = 144000 na z = 89641. Obrovskym rozdilem a piinosem
nasi investice je vsak fakt, ze je pouze jednorazova na rozdil od poplatki, které bychom
byli nuceni platit pravidelné, pokud bychom k vytvoreni poptavky v uzlu by nepristou-
pili. Ruku v ruce s tim by také bylo spojeno vyssi (v tomto piipadé témér dvojnésobné)
podstupované riziko, ze celkové ocekavané néklady viz 6.8 by se velmi lisily od redlnych.
Dopliime jesté, ze doslo rovnéz ke snizeni poptavky v uzlu b3, coz plyne z toho, ze naklady
na toto snizeni jsou nizs$i nez poplatek placeny za jeji nenaplnéni (ds<hs = dzus < hzws ).
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7. Zaver

Hlavni myslenkou praktické ¢asti (a vlastné celé prace) bylo pozorovani vlivu ndhody
na predikci riznych veli¢in, at uz tedy ziskt v pripadé optimalni alokace aktiv v portfoliu,
nebo nakladi optimalniho rozlozeni tokt v sitové tloze. Ukazali jsme, ze snaha modelovat
realny déj na zakladé omezeného mnozstvi historickych dat s sebou vzdy ptinasi riziko,
ze predikce téchto veli¢in se budou znacné lisit od reality. Proto jsme zavedli pojmy jako
oc¢ekavana navratnost, respektive ocekdvané naklady.

V prvni praktické tloze jsme také ukazali, Ze méa smysl nesnazit se o nalezeni minimal-
nich oc¢ekavanych nakladi, jako tomu je v pripadé klasické sitové tlohy, protoze v realné
situaci takové naklady mohou byt zna¢né nepravdépodobné. Zaroven ma cenu do portfo-
lia (potazmo optimalniho podgrafu) volit takova aktiva (potazmo hrany), aby byla mezi
sebou zaporné korelovand, protoze pak dochazi k diverzifikaci téchto aktiv a tim i snizeni
rizika.

Néaplni druhé praktické tulohy bylo rozsiteni pfedchoziho modelu o penaliza¢ni po-
platky. Zaroven jsme také ilustrovali zptisob, jak se pomoci jednorazové investice témto
poplatkiim dlouhodobé vyhnout. Vysledkem pak byla diverzifikace sité a snizeni ocekava-
ného rizika naklad.

K priblizeni se popisu realné situace jsme v pripadé Markowitzovy tlohy vyuzili do-
stupna data z akciového trhu, v pripadé sifové tlohy jsme si pak redlna data nahradili
vygenerovanim dat ndhodnych. Veskera pozorovani jsme zobrazovali s pouzitim obrazki
efektivnich hranic, ke kterym jsme také demonstrovali vyuziti koda v Matlabu respektive
Julii.

Déle se predpoklada vyuziti vysledkiti prace v projektech “Vypoctové simulace pro
efektivni nizkoemisni energetiku® reg. ¢.: CZ.02.1.01/0.0/0.0/16_026/0008392 financova-
ného z OP VVV, Prioritni osy 1: Posilovani kapacit pro kvalitni vyzkum a 470 Sustaina-
ble Process Integration Laboratory SPIL, funded as project No. CZ.02.1.01/0.0/0.0/15
003/0000456, by the Czech Republic Operational Programme Research and Develop-
ment, Education, Priority 1: Strengthening capacity for quality research, a dale No.
CZ.02.1.01/0.0/0.0/16_026,/0008413 "Strategic Partnership for Environmental Techno-
logies and Energy Production.
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8. SEZNAM PRILOH

8. Seznam priloh

Veskeré prilohy jsou ve slozce prilohy.zip, ktera obsahuje néasledujici slozky a soubory:
1. diverzifikace.m - ukéazka diverzifikace na dvou aktivech

2. graf index variance.m - graf zavislosti rozptylu na poctu aktiv

3. slozka markowitz

a) casove rady markow.m - vykresleni casovych rad

efficient_ frontier.m - nalezeni a vykresleni efektivni hranice

(c

(a)
b) optimization thesis.m - spoustéci program
p p prog
)
(

d

) markowitz.m - algoritmus popsany v 4.4
(e) portfolio map.m - vykresleni mnoziny ptipustnych reseni

(f) sap500data.xlsx - zdrojova data
4. sitova_ uloha.m - jednoducha sitova tloha
5. slozka modell

a) casove_rady.m - vygenerovani vlastnich casovych rad

(a)
(b) Vykresleno obrazku_ run.m - spoustéci program
(c) Vykresleni_obrazku.m - kéd k vykreslovani

(d) Nahodna_portfolia.m - generovani pripustnych portfolii
6. model2.m - funkce quadprog se vstupy k modelu 2

7. julia_min_ naklady.jl - funkce pro nalezeni minimélnich naklad

ol
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