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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva vypocty a aplikacemi zlomkového kalkulu. Jejim cilem je
uvedeni nékterych zakladnich pojmi, definic a vlastnosti zlomkového kalkulu, které budou
pouzity k vypoctiim zlomkovych integralii a derivaci vybranych elementarnich funkci se
zaméfenim na mocninné funkce. V dalsi ¢asti se prace bude zabyvat zlomkovou diftiizni
rovnici, kterd popisuje tzv. subdiftizni procesy. Jeji vysledek bude porovnan s klasickou
diftzi.

Abstract

This bachelor’s thesis deals with the calculations and applications of fractional calculus.
The aim of this thesis is to mention some basic fundamentals, definitions and properties of
fractional calculus, that will be used for calculations of fractional integrals and derivations
of selected elementary functions focus on power functions. In next part thesis will be
concerned with fractional diffusion equation, which describes subdiffusive processes. Its
result will be compared with the standard diffusion.
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1 Uvod

Zlomkovy pocet (nebo-li Fractional Calculus v anglické literatute) je oblast matema-
tické analyzy zabyvajici se integraci a derivaci libovolnych fadi. Zejména zkouma moznost
a podminky pouziti redlnych a komplexnich ¢isel jakozto radu derivaci, resp. integralt.

V této praci je uveden prehled nékterych zakladnich pojmi, definic a vlastnosti
zlomkového kalkulu. Hlavni ¢asti je vypocet neceloc¢iselnych derivaci a integralii vybra-
nych elementarnich funkci se zaméfenim na mocninné funkce. Na zavér bude uvedena a
diskutovana vybrana aplikace, jejiz matematicky model 1ze popsat pomoci zlomkové dife-
rencialni rovnice, tedy diferencialni rovnice obsahujici derivaci ¢i derivace neceloc¢iselnych
rada.

Nyni zminime nékolik poznamek ke struktufe této prace. Po kratkém tvodu do
problematiky bude v druhé kapitole uveden historicky prehled matematickych meznikt
dilezitych v oblasti vzniku a vyvoje zlomkového kalkulu. V nasledujici kapitole budou de-
finovany nékteré z vyssich funkci, které budou v dalsim pouzity. Jmenovité jsou to Gamma
funkce, Beta funkce, Chybova funkce spolecné se svou doplinkovou funkci, dale Mittag-
Lefflerova funkce a Fresnelovy integraly. Na zakladé tohoto pfehledu funkci mtizeme ve
¢tvrté kapitole presné zavést Riemann-Liouvilleovy definice pro vypocet zlomkovych de-
rivaci a integrali, které budeme aplikovat pii konkrétnich vypoctech. Pata kapitola bude
vénovana zakladnim vlastnostem zlomkového kalkulu. Obsahem dalsi kapitoly, tedy Sesté,
budou vypocty zlomkovych integral a derivaci vybranych elementarnich funkci. Zminé-
nymi funkcemi jsou funkce exponencialni, goniometrické a logaritmické, podrobnéji se
zameétfime na mocninné funkce. Nakonec budeme fesit obecny matematicky model diftzni
rovnice, jakozto zlomkovou diferencialni rovnici, doplnény o feseni konkrétni pocatecni
okrajové tulohy.



2 Vznik zlomkového kalkulu

Jak uz nazev napovidé, nejprve se matematici zabyvali myslenkou, zda lze pti de-
rivaci fadu n nahradit ptirozené n zlomkem. Pozdéji ale byla tato otazka zobecnéna na
nahradu n libovolnym realnym (¢ dokonce komplexnim) ¢islem.

Vétsina autord pfi zmince o vzniku zlomkového kalkulu cituje z korespondence fran-
couzského matematika Guillaume Franois Antoina, Marquise de 'Hopital némeckému filo-
zofovi, védci a matematikovi Gottfriedu Wilhelmu von Leibniz. Dopis byl napsan 30. zati
1695 a vénoval se oznaceni n-té derivace linearni funkce f(z) = x, které Leibniz pouzil
ve tvaru (ﬂﬁ—nn:c. Timto zapisem vyzval 'Hospitala k otazce, jaky by byl vysledek, kdyby
n = %? S vidinou do budoucnosti Leibniz odpovida: , Thus it follows that d2z will be

equal to x4/ %. This is an apparent paradox from which, one day, useful consequences
will be drawn.

Nésledné se tato otdzka dostala k mnoha vyznamnym matematiktim, ktefi se ji
zacali zabyvat. V roce 1730 to byl Svycarsky matematik a fyzik Leonhard Paul Euler.
Odvozenim pravidla pro exponenty diferencialnich operatorti ptirozeného fadu neptimo
prispél také Joseph-Louis Lagrange, comte de I’Empire

dm dn dm+n
Y= dxm+n

V roce 1819 se o derivaci libovolného radu objevila zminka i v textu Sylvestra Franois
Lacroix, ve kterém snadno rozvinul n-tou derivaci funkce y = 2™, kde m € N, do tvaru

y, kdey= f(z).

dzm  dzn

d"xm m!
— = ‘ ™" m > n.
dz (m —mn)!

Pouzitim Legendreova symbolu pro zobecnéni faktoridlu - gamma funkce (viz odstavec
3.1) dostal
d"zm™  T'(m+1) —n
dzm T(m—n+1)

Poprvé zlomkové operace pouzil v roce 1823 norsky matematik Niels Henrik Abel k
feSeni integralni rovnice popisujici problém tautochrony (tj. problém urceni tvaru kiivky
takové, ze doba sestupu hmotného bodu po této krivce vlivem gravitace neni zavisla na
pocatecni poloze na kiivce) ve tvaru

b= [ -0 b

kde neznamou je funkce f(z) a k je pfedem dana konstanta. Upravami ziskal vyraz

= VAf@).
dxz

Vypoctenim derivace fadu % konstanty k je urcena hledané funkce f(z). Tento Abeliv
poznatek, tedy ze zlomkova derivace konstanty neni vzdy rovna nule, je velmi dulezity

v oblasti zlomkového kalkulu. Asi po deseti letech se objevily prace Josepha Liouvillea.
Vztah

D'f(z) =) cyale™”
n=0
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je znam jako Liouvilleova prvni formule pro zlomkovou derivaci, kde v je libovolné realné
¢islo. Nevyhodou tohoto vztahu je jeho omezené pouziti, protoze se funkce f(z) predpo-
klada ve tvaru nekonecné tady, tj.

f(z) = ch e Re(a,) >0,
n=0

kde symbolem Re(a,) rozumime redlnou ¢ast komplexniho ¢isla a,,. Liouville v8ak formu-
loval druhou definici ve tvaru

(—1)"TI'(a+v)

DV —a —
! T(a)

77 a>0.

Tato definice je ale opét pouzitelna jen pro nékteré funkce, specialné tvaru z=.
Georg Friedrich Bernhard Riemann hledal zobecnéni Taylorovy fady a odvodil

1 x
D™ =— — )" f(t)dt
1@) = 55 | @0 0+ o)
kde v(z) je dopliikova funkce. Ptivod Riemann-Liouvilleovy definice zlomkového integrélu,
tedy

Dy" f(x) = % / S0 (B, Re(v) > 0,

je v Cauchyho integralni formuli a jeji n-té derivaci. Tuto definici budeme déle pouzivat.

Na konci 19. stoleti hral v oblasti zlomkového kalkulu vyznamnou roli Oliver Hea-
viside, jehoz metody se ukazaly jako uzitecné pro inzenyry v teorii prenosu elektrickych
proudt v kabelech.

V roce 1974 se konala prvni mezinarodni konference o zlomkovém kalkulu na univer-
zité v New Havenu v Connecticutu. Poté se zacaly v ¢asopisech objevovat odborné ¢lanky
a nasledné i knizni publikace na toto téma.

Zlomkovy pocet nasSel uplatnéni v mnoha oblastech védy a inzenyrstvi jako jsou
proudéni, reologie (studium deformaci hmoty), diftzni transport podobny difazi, elek-
trické sité, elektromagnetismus a pravdépodobnost.

vz

Podrobnéjsi informace o celkovém vyvoji zlomkového kalkulu lze najit v [3].
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3 Vybrané vyssi funkce

Ve vypoctech derivaci a integrali neceloc¢iselnych fadt vybranych elementarnich
funkci se casto vyskytuji slozité vyrazy. Tyto vyrazy mizeme pro zjednoduseni nahradit
nékterymi vyssimi funkcemi. V nésledujici kapitole proto uvedeme definice a nékteré z
vlastnosti déle pouzitych vyssich funkei. Zdrojem informaci jsou [1] a [4].

3.1 Gamma funkce

Gamma funkce (nékdy téz nazyvand Eulertv integral druhého druhu) pfedstavuje
zobecnéni faktorialu pro obor realnych a dokonce i komplexnich ¢isel. Je definovana vzta-
hem

['(z) = /000 e 't*71dt,  Re(z) > 0. (3.1)

I kdyz tento integral konverguje pouze tehdy, je-li realna cast komplexniho ¢isla z kladna,
je mozné rozsitit definici i pro libovolné komplexni ¢islo z, kromé celych zapornych c¢isel
véetné nuly, tedy z ¢ Z; .
Kromeé jinych mtzeme pouzit i definici pomoci limity
n!n?

F(Z):Jggoz(z—i—l)...(zjtn)’ z2€C—-{0,-1,-2,...}.

Dilezitymi vlastnostmi gamma funkce, které v dalsim textu vyuzivame, jsou
L.T(2)=(2-1)!, zeN,
2 F(z +1)=2T(2), z€RH

(3) =
V tomto textu budeme pod pojmem gama funkce rozumét vztah (3.1).

3.2 Beta funkce

Beta funkce (nékdy téz nazyvana Eulertv integral prvniho druhu) je definovana
vztahem

1
By, i) = / (1= 2" 'de, Re(r) >0, Re(u) > 0. (3.2)
0
Beta funkci lze vyjadrit také pomoci gamma funkce
L) T(p)
B = . 3.3
R (33)

Z uvedeného vyrazu plyne symetrie vici zaméné v a p: B(v, u) = B(u,v).

3.3 Error function

Error function, nebo-li chybova funkce, byva také oznacovana jako Gaussuv prav-
dépodobnostni integral, protoze se vyskytuje v teorii pravdépodobnosti a ve statistice. Je

definovédna vztahem
erf(x / r eR. (3.4
R )



Doplitkovou funkci k error function je

erfc(z) =1 —erf(x) = —/ e dt, zeR (3.5)

3.4 Mittag-Lefflerova funkce

Jednoparametrickou funkci Mittag-Leflerova typu definujeme vztahem

= ——— a>0 (3.6)
— I( ak +1

Pouziva se také dvouparametrickd funkce Mittag-Lefflerova typu definované nasledovneé
a >0, > 0. 3.7
; I'( ak’ +B)’ P (37)

Vztah ziskdme zobecnénim exponencialni funkce vyjadfené ve tvaru nekonecné fady.
Funkce byla pojmenovana po $védském matematikovi Magnusi Gustafu Mittag-Lefflerovi.

Specialnimi volbami parametri «, pfip. 8 pro dvouparametrické vyjadieni, mtizeme
z funkci Mittag-Lefflerova typu ziskat nékteré ze znamych funkci

E(z) = S =2 N2 ¢ .
> 2k 1 = 2Ft! e* —1
E = T oy o - .
12(2) Z I'k+2) =z Z (k+1)! z (3:9)
k=0 k=0
00 k
z 2
Ei(z) = ———— = ¢ erfc(—2), (3.10)
2 g I'(5+1)
00 2% 00 o
(22 — _c “__ _ cosh 3.11
2(2) ]; T(2k + 1) ]; k)~ % (2), (3.11)
- 2k I 22k sinh(z)
B o(22) — “ B = ) 3.12
22() — T(2k +2) sz:O (2k +1)! z (3.12)

3.5 Fresnelovy integraly

Fresnelovy integraly byly pojmenovany po francouzském fyzikovi Augustinu Jeanu
Fresnelovi a jsou dilezité zejména v optice. V této praci je dale pouzijeme pouze ke
zjednoduseni matematickych vyrazi a budeme je znacit S(z) a C(z). Jsou definovany

takto
2 [°
S(z) = /= [ sint“dt, z€eR, (3.13)
T Jo

C(r) = \/g/o cost?’dt, x €R. (3.14)



Na néasledujicim grafu mizeme vidét prubéh Fresnelovych integrald.

1 —
0,5
Fresnel sine integral
I I T T T T ..
-6 —4 -2 2 4 6 Fresnel cosine integral
i X
0 —
— 1 —
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4 Zakladni pojmy

Cilem této kapitoly je zavedeni zakladnich pojmi, které jsou nezbytné pro definovani
predpisu pro vypocet zlomkového integralu, resp. derivace. VSechny zde pouzité informace
jsou obsahem [1] a [7].

Nejprve zavedme oznaceni pro n-nasobny integral funkce f(z)

x Tn 2

Véta 4.1 (Cauchyho formule) Bud f funkce integrovatelnd na intervalu (a,b). Pak
pro kazZdé prirozené c¢islo n plati

Jrf(x) = ! )/x(x—t)"_lf(t)dt, x>0, neN.

(n—1"!J,

Dukaz. Provedeme indukel.

Pron =1 je
1
Jif(m)=a/(:r—t 1)t = /f

Predpokladejme, ze pro n — 1, kde n > 2, plati

oy | 0

Vime, 7e plati vztah J" ! f(x f Jr=2 f(t) dt, pricemz je J" ! f(z) jakozto funkce horni
meze spojita na (a,b). Protoze dale plati J”f(x) = [T Jr 1 f(t)dt a funkee JP7'f(z) je
spojitd na (a,b), je J"f(x) jakozto funkce horni meze integralu spojité funkce J"!f(x)
primitivni funkci k J"7! f(z) na (a, ). Oznacme

T (@) =

Fa) = % / o) e

(n—1)!

Derivaci tohoto vztahu dostaneme

o [ Do na = o [ e

(n—1)!/,

F(x) =
tedy

F'(w) = J; 7 f(x)

a odtud také F je primitivni funkci k J"7'f(z) na (a,b). Funkce J"f(x) a F(x) se na
(a, b) lisi nejvyse o konstantu. Protoze
/ JrE(t)dt =0,

Fla) = m/ (a— 1y (1) dt =,

14



Nasledujici definice vychazi z Cauchyho formule pro opakovanou integraci.

Definice 4.1. (Riemann-Liouvilleova) Bud f(z) funkce integrovatelna na intervalu
I = {a,b). Pro x > 0 a libovolné o € R" definujeme zlomkovy integral fadu a funkce
f(z) ve tvaru

D= f(z) = ﬁ / “r— e () At nal

Definice 4.2. Bud m pfirozené ¢islo takové, ze m — 1 < a < m. Pro z > 0 definujme
zlomkovou derivaci fadu « funkce f(x) takto

d” z [t

dom |:F(m17a) I @—t)oti-m dt] m—1<a<m,
D f(x) =

éixmf(x), a=m.

Existuje fada dalsich pristupi, které se navzajem vice ¢i méné lisi. Pro numerické
vypocty se pouziva Griinwald-Letnikovova definice, ktera vychazi ze znamé definice deri-
vace funkce f(x), tedy

Py~ Y@ @) fe )

dx h—0 h

Zobecnéni tohoto vztahu pro f(z), n € N a nésledné i pro derivace necelo¢iselnych
radi mizeme najit v [1]. Vyznamnou roli v oblasti zlomkového kalkulu hraje Caputiv
pristup, ktery se od Riemann-Liouvilleova lisi zdménou potfadi derivace a integrace v
definici zlomkové derivace. Pro n € N je tato derivace dana vztahem

o 1 AN
CDaf(x):F(a_n)/a (x_t)a+1—ndt’ n—1<a<n. (4.1)

Z hlediska matematické analyzy a vypoctu derivaci a integralii necelociselnych rada ele-
mentarnich funkei je vhodnéjsi pouzit Riemann-Liouvilleovy definice, tj. definice 4.1 a 4.2,
podle kterych budeme v dalsim postupovat.

15



5 Zakladni vlastnosti

Obsahem této kapitoly je prehled nékterych zakladnich vlastnosti zlomkového kal-
kulu, které budeme vyuzivat v dalsich ¢astech této prace. Uvedeme pouze vysledné vztahy.
Diikazy a odvozeni lze najit v [1].

5.1 Linearita

7 definic zlomkovych derivaci, resp. integralii mizeme vidét, ze jde o kombinaci
klasickych derivaci a integrala celociselnych 1ad, coz jsou linearni operace, a odtud plyne
linearita zlomkovych operaci. Pro Riemann-Liouvilletiv ptistup plati

Dy (A\f(x) + pg(x)) = ADg f(x) + pDgg(x),
kde a, a, A\, p jsou reélné konstanty, D je operator zlomkové derivace fadu « a f(z), g(z)

jsou funkce spliujici podminky pro vypocet téchto derivaci. Vlastnost linearity plati i pro
dalsi pfistupy. Dikaz pro Griinwald-Letnikoviiv a Riemann-Liouvilletiv lze najit v [1].

5.2 Skladani

K vyjadreni sklddani zlomkovych operatorti Riemann-Liouvilleova typu budeme po-
tfebovat nasledujici vlastnosti téchto operatort:

Dy (D, f(x)) = f(x), a>0,
tj. aplikujeme-li zlomkovou derivaci fadu « na zlomkovy integral funkce f(x) téhoz fadu
zleva, dostaneme puvodni funkci f(x). Pro opa¢né pofadi zlomkovych operdtori tato
vlastnost neplati.
Déle uvedeme vztah pro sklddani n-té celociselné a zlomkové derivace fadu «, kde
a € R an e Ny, atovocekavaném tvaru
dn
@Dgf(ﬁ) = D" ().
Nyni se budeme zabyvat otazkou skladani zlomkovych operatorti Riemann-Liouvilleova
typu. Pro skladani dvou zlomkovych integralt plati

D% (D, f(x)) = DD f(x), a€R, a,f>0.
Tento vztah plati i pro opacné poradi aplikace zlomkovych integralti, tedy zlomkové inte-
graly jsou komutativni.
Dalsi vlastnost popisuje aplikaci zlomkové derivace fadu o na zlomkovy integral
fadu 8 funkce f(z), kdem —1<a<man—1<<n,m,n € N. Plati
Dy (D7 f(x)) = D" f(x), .8 >0.
Zaménime-li poradi zlomkové derivace a integrace, pak dostaneme nasledujici vztah

n x—a)lk
D7 (D3 f(w) = D7 f(x) = 3 Da™"f (@) lo=a M~

k=1
Konec¢né pro skladani dvou zlomkovych derivaci fadu o a 3, kde m—1 < o < m a
n—1<p<n,mmnéeN, plati

D; (D f(2)) = Dy’ f(x) = ) DI f(x) loma

(x—a)*"
Fl—a—k)
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6 Elementarni funkce

V nasledujici kapitole se budeme zabyvat zlomkovymi integraly a derivacemi vybra-
nych elementarnich funkci.

6.1 Necelociselné integraly

Pti vypoctech zlomkovych integraltt budeme postupovat podle Riemann-Liouvilleovy
definice zlomkového integralu 4.1. Jako fad integrace zvolime o = % a oblasti dil¢i inte-
grace bude interval (0,b), kde b > 0,b € R.

6.1.1 Mocninné funkce
Nejprve uvazujme mocninnou funkei ve tvaru f(z) = 1, tedy polynom stupné nula.

Jeji zlomkovy integral radu a = % je podle definice 4.1

1 1

5 . r _% . 1 _(l’—t)é I_ 1 _ _ % .
pitse) = g [ emor =[5 ~epen (-4) -

Tedy
%\/E. (6.1)

V piipadé polynomu stupné jedna, napf. funkce f(x) = x, postupujeme analogicky.

_1
D021:

Dy f(x) = — / (r— 1) Hedt,

Dy f(x) = F(l j H—%(x—t)é]:+2/om(:c—t)§dt1 = F?) [_(x_%”gr:

Vysledkem je

Podrobnéji se mocninnym funkcim budeme vénovat v treti ¢asti této kapitoly.

6.1.2 Exponencialni funkce

Nyni vyhodnotime zlomkovy integral fadu a = % exponencialni funkce f(x) = e®.
Dy () = — / (z — ) deldt
0 T (1) o )
I'(3) Jo
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pfi¢emz pouzitim substituce t = z — u? dostaneme

1 I 2 (V" 2 [VF
Dy f(x) = —— u?) 2" (—2u)du = " dy = — ee " du =
0 1

L(3) Jva I'(3) Jo 0

= e"erf(\/x).

Nakonec je tedy

Dy

[N

e’ = eerf(\/). (6.3)

6.1.3 Goniometrické funkce

Déle uvazujme goniometrickou funkci f(x) = sin z, jejiz integral fadu o = % je dan

vztahem .

— | (z— t)_% sint dt.
r'(3) /0

Pomoci substituce t = z — u? dostaneme

Dy f(x) =

0 ) VB
Dy 2 f(x) = ﬁ /f (u*)2 sin(z — u?)(—2u) du = 5 ?l) /o sin(z — u?) du.

Néasledné aplikujeme vzorec
sin(z — y) = sinx cosy — cos zsiny

a pravidlo pro integral souctu, resp. rozdilu dvou funkci, a dostavame

-4 2 [V ) )
Dy,?f(x) = O (sinx cosu” — cosxsinu”) du =
2
2 Vi Vi
= = SiIl:L‘/ cosuzdu—cosx/ sinu?du | . (6.4)
T (3) 0 0

Pouzitim definice Fresnelovych integrala (3.13) ziskdme vysledny vztah

Do_% sinz = v/2 [sinzC (Vz) —cosz S (V)] .

Analogicky postupujeme pii vypodétu integrélu funkce f(z) = cosz fadu o = 1.

Plati . N
Dy2f(x) = —/ (z — )2 cost dt,
' r'(3) Jo

2

kde pouzitim substituce t = 2 — u? dostaneme

Podle vzorce
cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny
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a pravidla pro integral souctu dvou funkci je

Diéf(x) _ 2 ﬁ(cosxcosu2+sinxsinu2)du—
’ - T(R) -
2

) Ve Vz
= — |cos x/ cosu? du + sin:p/ sinu? du| . (6.5)
r'(3) 0 0

Pouzitim definice Fresnelovych integrali (3.13) ziskdme vysledny vztah
1
Dy 2 cosz =2 [coszC (vz) +sinz S (V)] .

6.1.4 Logaritmicka funkce

V piipadé funkce f(x) = Inx nelze integrovat na intervalu (0,b), protoZze funkce
zde neni omezend, tedy ani integrovatelna. Proto ji na rozdil od ostatnich funkci budeme
integrovat na intervalu (1,0). Plati tedy

DI f(a) = ﬁ/l (x— 1) FIntdr,

2

kde po integraci per partes je zlomkovy integral ve tvaru

D f(z) = ﬁ H—Q(m—t)élnt]j+2/j%(:p—t}§dt} _ ré) /j%(:p—t)édt.

1
2

Pouzitim substituce t = x — u? dostaneme

bt = 2 [ L icaane

- = é) /0 o (—1 + ﬁ) du = (6.6)

[_\/m_ﬁm|m_ﬁ|+%§m|m+ﬁ|] -

- )

Konecnym vysledkem je

Dl—élnx:T[ ViT+im :{/z:t?”
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6.2 Necelodiselné derivace
6.2.1 Mocninné funkce

Nejprve se budeme zabyvat derivaci fadu a = % mocninné funkce f(z) = 1. Vztah
je podle definice 4.2 tvaru

L _d 1 |
Dof(a:)—dx [F(%)/o P dt].

Aplikaci prvni derivace na vztah (6.1) dostaneme

N[

1

D .
VT

1=

(=IO

Tento polynom muzeme také chapat jako konstantni funkci, jejiz celociselna derivace je
vzdy rovna nule. Jak mtizeme vidét, tak v pripadé polovi¢ni derivace to neplati. Je to zpi-
sobeno definiénim vztahem 4.2. V piipadé pouziti Caputovy definice, tedy vztahu (4.1),
by polovi¢ni derivace konstanty vysla opét nula jako disledek obraceného poradi derivace
a integrace.

Jako dal$i mocninnou funkci zvolime f(z) = x, tedy polynom stupné jedna.

L _d 1 ot
D3 f() = < [F (%)/0 (x_t)édt].

Nyni staci pouze zderivovat zlomkovy integral (6.2) vyhodnoceny v pfedchozi podkapitole
a mame vysledek zlomkové derivace funkce f(x) = x ve tvaru

6.2.2 Exponencialni funkce

Dalsi ¢ast je vénovana vypoctu zlomkové derivace radu a = % exponencialni funkce
f(z) = e”. Podle Riemann-Liouvilleovy definice budeme fesit vztah

1 _d ] 1 T et
Dif(x) = e [P(%)/o (l’—t)% dt].

Tento opét vyhodnotime pomoci dil¢iho zlomkového integralu dané funkce, tedy vztahu
(6.3), a jeho nasledné derivace takto

1

Doéf(a:) = ie””erf(\/f) = e"erf(y/z) + 6" —=e ™" N

i 7 (o

Nakonec je tedy

) = e"erf(\/r) +

DEe” = e"erf(\/x) + N
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6.2.3 Goniometrické funkce

Nyni uvazujme goniometrickou funkci f(z) = sinz. Jeji zlomkova derivace fadu
o= % je urcena nasledovneé

L _i 1 * gint
D¢ f(z) = e [P (%)/0 (:Jc—t)% dt] .

Tento vyraz se opét od zlomkového integralu funkce sinus lisi pouze o derivaci. Pro zjed-
noduseni vypoc¢tu vSak pouzijeme jen diléi vysledek integrace, tedy vztah (6.4), ktery
budeme derivovat. Tj.

Dif(r) = —=~ sinm/ Cosu2du—cosa7/ sinu?du| =
dIF(§) 0 0
2

NG
= cosx/ Ccos U du+smxcosx— +
0

oD oNE

NG ) 1
+sinx sinu“du — cosxsinr—-—=| =
0

2\/x
) Vz Vz
= CoS T cosu? du + sin z sinu?dul .
I (3) 0 0
2

Pouzitim definice Fresnelovych integrala (3.13) dostaneme vysledny vztah

DO% sinx = ﬂ[cosxc (\/5) +sinx S (\/E)} )

Dalsi ndmi vybranou goniometrickou funkei je f(z) = cosx, kterd ma zlomkovou

derivaci ve tvaru
1 d 1 /x cost
Dé f(x) = — de| .
0= [r(%) o o) ]

Budeme postupovat analogicky jako u funkce sinus, tedy pouzijeme dil¢iho vypoctu zlom-
kového integralu funkce kosinus daného vztahem (6.5), ktery pouze zderivujeme.

Dg f(xr) = @m cosx/o cosu2du+sinx/0 sinu® du| =
2
2 /WE 24
= —— |—sinx cos u? du + cos? 35—+
o () : 2

Ve 2 2 1
) d . _
+cos:r/0 sin u” du -+ sin x_Q\/E

= COS T simu” du — Sinx cosu-au| .
OENRRTON :
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Po tpravé a pouziti definice Fresnelovych integrala (3.13) dostaneme vysledny vztah

Dé cos T = \/% +2 [COSQ:S (\/E) —sinxC (\/E)] .

6.2.4 Logaritmicka funkce

Ze stejného divodu jako u integrace funkce f(x) = Inx musime pii vypoctu zlom-
kové derivace uvazovat interval (1,b). Plati

1 _d 1 Y Int
Dhsr) = o [F(%) / (x_t);dt].

Opét vidime shodu mezi zlomkovym integralem a derivaci, které v dalsim vyuzijeme. Po
tpravé aplikujeme na vztah (6.6) derivaci

3 d 4 vt x d 4 T
Dif(z) = ——r 1= )du= = du| =
£f@) dxF(%)/o ( +x—u2) " dzT (3) [/0 T —u? u]

4 r—1 1 4 r—1 2 T
e . —_ - .- = T — i
F(3) \z—z+1 2y/z—1 VT o2V —1 7

Vysledkem zlomkové derivace je

1
Dilnx = —=vzx—1.
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6.3 Néktera zobecnéni a doplnujici komentare

Jak jiz bylo dfive uvedeno, nyni se podrobnéji zamérime na mocninné funkce, zejména
proto, ze si lze snadno predstavit jejich pribéh a také chovani po derivaci a integraci. Ob-
sahem této prace jsou zlomkové derivace a integraly, proto se zabyvejme derivaci, resp.
integraci libovolného fadu mocninné funkce.

Uvazujme mocninnou funkci ve tvaru f(z) = (r —a)’, kde v > —1, a € R, a
fadem derivace, resp. integrace bude a > 0. Vyjdeme z Riemann-Liouvilleovy definice
necelo¢iselné derivace fadu a funkce f(z)

D f(x) = ;—; (D;(”_O‘)f(x)) , n—1l<a<n, nel. (6.7)

K vypoctu derivace mocninné funkce f(z) = (xr — a)” budeme potfebovat nejprve jeji
integral fadu a. Tedy

1

D, %(x —a)" = () /aw (x —t)*H(t — a)’dt,

kde predpoklad ¥ > —1 je nutnou podminkou integrovatelnosti. Pouzitim substituce
t =a+ &(x — a) a beta funkce, viz definice 3.2, dostaneme

D —a) = —— [ (r—a—€w—a)* (até(x—a)—a) (z—a)d =
F(a) 0
- (x — a)*t ! _ ma-lgv :($_a)a+y y a) —
= iy, -9 S s )
B F(v+1) e at e
B F(V+1+a)( ) -t (6:8)

Nyni vyuzijeme odvozeny vztah pro integral (6.8) a také vztah (6.7), ¢imz dostavame

d" d" Mv+1)

D¥x —a) = D—(n—a) W) — _ ot
a(r—a) T (Da"(z —a)") dx”F(l/+1+n—oz)(x a)
I'(v+1) -
= ———(r—a)"" -1 R. 6.9
F(y+1_a)(x a)’= v>-1, a€ (6.9)
Dokazali jsme, ze vztah
d"(x —a)™  m! S
dan ~ (m—n)! (x—a)

pro derivaci funkce f(z) = (z — a)™ fadu n, kde n € N, a € R lze pro libovolny rad
derivace prevést do tvaru (6.9). Odvozené zobecnéni pro mocninné funkce lze najit v [1].

Pro lepsi nazornost mizeme srovnat nékteré zlomkové derivace mocninnych funkei,
konkrétné f(z) = x a f(x) = 22, na nasledujicich grafech.
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— 0.25 derivace — 0.25 derivace
0.5 derivace 0.5 derivace
T T T T 1 — - T T T 1 — <.
15 4 ~05 0.5 15 0.7 dlenvace 15 ) 0.5 1.5 0.7 dgrlvace
— l.derivace — l.derivace
“0<] —— 1.5 derivace ~—— 1.5 derivace
0,5
14
-1,5 ]

Graf 1: Derivace f(z) = z. Graf 2: Derivace f(z) = z2.

Na dalsich dvou grafech mtzeme vidét chovani nékterych zlomkovych integrald stej-
nych mocninnych funkei.

1.5 1,59
1 1
0,5 —— 0O.integral 0,5 —— O.integrdl
— 0.25 integral — 0.25 integral
0.5 integral 0.5 integral
e T — . . T - . .
15 4 ~05 G 0.5 15 04.7 mteg"ral 0.5 15 0.7 1ntegral
— l.integral — l.integral
20,5 — 1.5 integral — 1.5 integral
,1 -
-1,5- -1,5-

Graf 3: Integral f(z) = z. Graf 4: Integral f(z) = 2.

Pro opakovanou derivaci pfirozeného fadu n funkei sinus, kosinus a exponencilni
funkce plati nasledujici vztahy

d"si
% — sin <a: + "2—7T) , (6.10)
dn
% = cos (3: + @> , (6.11)
dn axr
d;" = a"e", a>0. (6.12)

Analogicky jako u mocninné funkce lze ”intuitivné” predpokladat, ze pouhou zameénou
a € R za n € N dostaneme opét platné vztahy. Toto tvrzeni se v nami vypoctenych
zlomkovych derivacich nepotvrdilo. Je to dano dolni mezi dil¢i integrace. Kdybychom
jako dolni meze volili meze danym zptsobem ”pfirozené” pro vysSe zminéné elementarni
funkce, pak bychom obdrzeli ocekavany vysledek.
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7 Aplikace - zlomkova diftizni rovnice

Jednou z nejvyznamnéjsich oblasti, kde nachazi zlomkovy kalkulus bohaté uplat-
néni, je modelovani transportnich procest ptibuznych difazi. V této kapitole se budeme
vénovat rovnici, ktera je Gispésné vyuzivana pro popis tzv. subdifiznich procest, ke kterym
dochazi napt. v poréznich strukturach, polymerickych materidlech ¢i pfi prenosu naboje
v amorfnich polovodiéich, viz [1], [6].

Zatimco pro klasickou diftzi je charakteristicky linearni vztah mezi rozptylem di-
fundujicich ¢astic a ¢asem
(2%) ~t,
nami studovanym subdifiiznim procestim odpovida mocninnéa zavislost

(%) ~t*,  ac(0,1). (7.1)

Odtud je zfejmé, ze pro velka t je sifeni latky pii subdifiiznich procesech vyrazné pomalejsi
nez u klasické diftze. Na zakladé vztahu (7.1) lze z principti ndhodné prochéazky, viz [6],
odvodit, ze nami studovana rovnice je tvaru

Ou(z,t) 0u(z,t)

L =Dl =2 ae(0,1), 7.2
ot 0,t 81’2 ( > ( )
kde nezndmd funkce u(z, t) pfedstavuje koncentraci difundujici latky v tekutiné a symbo-
lem Dé;a rozumime zlomkovou derivaci fadu 1 — o podle proménné ¢ na intervalu (0,b),
kde b > 0,b € R. Vidime tedy, Ze rozdil mezi klasickou diftizni rovnici a rovnici (7.2) je
pouze v aplikaci operatoru Dé;o‘, a ze pro volbu v = 1 obé rovnice splyvaji.

Nasim cilem v této kapitole je vyTeseni pocatecni okrajové tlohy

ou(z,t) ., Oulx,t) N

S = Dit TS, ae(0.1), teR, (7.3)
u(z,0) =up(x), x€(0,1), (7.4)
uy(0,t) =0, teR", (7.5)
uy(1,¢t) =0, teR*t (7.6)

popisujici subdiftizni proces v konecné trubici, kterd méa izolované oba konce, viz (7.5) a
(7.6). Pocatecni rozlozeni difundujici latky je popsano funkei ug(z).

Ulohu budeme fesit klasickou Fourierovou metodou fad, viz [5]. Prvnim krokem
metody je nalezeni vSech funkei v(x,t), které budou spliiovat rovnici (7.3) spolu s okra-
jovymi podminkami (7.5) a (7.6). Tyto funkce budeme hledat ve tvaru se separovanymi
proménnymi, tedy

vz, t) = X (z) T(t). (7.7)
Po dosazeni do rovnice (7.3) dostavame
X(2)T'(t) = X (x) Do, T (1),
po separaci proménnych ziskame

Tt _ X'(x)

Do, °T(t)  X(z)
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Vidime, ze leva strana nezavisi na proménné z, prava nezavisi na t. Rovnice vSak ma
byt splnéna pro vSechna = € (0,1) a také pro ¢ € R*. Proto musi byt obé strany rovny
konstanté, kterou oznacime —\. Dostavame tedy dvé rovnice

X'(x)

X A, (7.8)
O
DT —\,  AER, (7.9)

které fesime oddélené. Netrividlni feseni obycejné diferencidlni rovnice (7.8) predpoklé-
déame ve tvaru
X(z) = Acospx + Bsinpr, —\=

kde A, B € R. Dosazenim do okrajovych podminek (7.5) a (7.6) ziskdme spoc¢etnou mno-
zinu feSeni

Xyp(z) = Acos(krz), keZ . (7.10)
Po jednoduchych tpravach zlomkové diferencidlni rovnice (7.9) dostdvame po aplikaci
operatoru zlomkové integrace D&t’l vztah

—a
DT + 1 (T — Dy T,y =~—— | = 0.
0,t 0,t |t:0 F(l - a)
Vzhledem k (7.4) a (7.7) nabyva T'(0) konecné hodnoty, a proto je vyraz Dy T|,_, roven
nule. Obdrzime tak dvouclennou linearni homogenni zlomkovou diferencialni rovnici s
konstantnimi koeficienty
Dy + k*m*T = 0,

kterd je Fesitelnd napf. pomoci Laplaceovy transformace, viz [1]. Poznatky potfebné pro
detailni feseni zlomkovych diferencialnich rovnic presahuji ramec této prace, proto uve-
deme pfimo Teseni

Ty.(t) = CE, (—k*7%t*) (7.11)

kde C' € R a E, (—k*12t®) je Mittag-Lefflerova funkce (3.6). Reseni (7.10) a (7.11) dosa-
dime do predpisu (7.7) a dostaneme spoc¢etnou mnozinu funkci

vp(x,t) = Cycos (kmz)E, (—K*7*t*), ke ZT,

které spliuji rovnici (7.3) a okrajové podminky (7.5) a (7.6). Vzhledem k linearité tlohy
plati princip superpozice, tzn. kazda linearni kombinace funkeci vg(z,t) je fesenim (7.3),
(7.5) a (7.6). Abychom splnili i poc¢ate¢ni podminku (7.4), musime zvolit konstanty Cf,
tak, aby

u(z,0) = ug(x) = Z Cy cos(kmz).

k=1

Vztahy pro vypocet koeficientd Cj jsou znamy z teorie Fourierovych tfad, takze feSeni
pocatecni okrajové tlohy (7.3) - (7.6) muzeme zapsat jako

o) 1
u(z,t) = Z Cy, cos(kmz) E, (—k*mtY),  Cj = 2/0 up(x) cos(kmrx)dx.
k=1
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V dal$im se budeme zabyvat konkrétni poc¢atecéni okrajovou tlohou, tj. ilohou (7.3) -
(7.6), kde ug(x) = (1 —x) pro z € (0,1). Cely vypocet provedeme podle vyse uvedeného
postupu. Tedy feseni bude tvaru

u(z,t) = iCk cos(kma) B, (—k*7%%), kde Cj= 2/01 (1 —x) cos(kmzx)de = k;;
k=1
Reseni tlohy je ddno vztahem
w(w, ) = i k;; cos(2kma) By (—Ak271). (7.12)
k=1
Nyni porovname feseni vyse uvedené tulohy pro specialni volby a = % aa =1

(klasicka diftze). Podle (3.8) a (3.10) je

El(—4k27r2t) ek
E%(—4k27r2t%) = o' erfe(4k2n%t).
Podle (7.12) jsou tyto funkce zodpovédné za rychlost prechodu systému do rovnovazného
stavu. Z grafu 5 mizeme pozorovat pomalejsi pokles E%(—47r2t%) vidi Ey(—4n?t), ktery
potvrzuje asymptotické chovani subdiftiznich procesti diskutované na pocatku kapitoly. V
souladu s timto grafem vidime, Ze pro malé hodnoty ¢ se pfi subdiftznim procesu latka

Sif1 rychleji (viz graf 6), pro velké hodnoty ¢ se vSak situace obrati (viz graf 7). Je mozné
ukéazat, ze pro a = 1 je pokles exponenciani, pro o < 1 je mocninny [1].

1A
0.8

0,6

0,4

0,2+

Graf 5: Mittag-Lefflerova funkce Eqo(—4m2t%).
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Na nasledujicich grafech porovname obé feseni v zavislosti na case t.

t=0 t=0.001 t=0.030
0,37 039 039

0,2 02

Graf 6: Reseni pro malé t.

t=0.100 t=0.300 t=10.507
0,19 0,19 0,19
0,184 0,184 0,184
0,‘7AA 17 0,17
0,16 — 0,16 0,164
0,15+ 0,15+ 0,15
O'IAA T T T T 1 O'I4< T T T T 1 0'I4< T T T T 1
0 02 04 0,6 038 1 0 02 04 0,6 038 1 0 02 04 06 038 1

Graf 7: Reseni pro velké t.

Oba systémy maji stejny rovnovazny stav, ale systém popisujici zlomkovou difuzi
(o = 1) se mu bliz mnohem pomaleji.
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8 Zavér

Cilem této bakalaiské prace bylo seznamit ¢tenafe s nékterymi zakladnimi pojmy,
definicemi a vlastnostmi zlomkového kalkulu. Po tivodnich kapitolach jsme se zabyvali
vypocty necelociselnych derivaci a integraltt vybranych elementarnich funkci. Posledni
cast této prace byla vénovana zlomkové diftizni rovnici, ve které se zlomkovy kalkulus
uplatiuje. Z porovnani vysledkt klasické a zlomkové difiize mizeme vidét, ze pro malé
hodnoty c¢asu se latka sifi rychleji pri subdiftiznim procesu, naopak pro velké hodnoty
je situace opacna, tedy soustava popisujici klasickou difuzi se dostane do rovnovazného
stavu drive.

Pokracovat v této praci je mozné v nékolika smérech, ve kterych se zlomkovy kalku-
lus v soucasné dobé€ rozviji. Jednim ze smér je teorie tzv. diskrétniho zlomkového kalkulu,
kterd pracuje s diskrétnimi analogiemi pojmi diskutovanych v této praci. Zejména jde o
pojem zlomkové diference a zlomkové sumy, které jsou uvazovany na diskrétnich mnozi-
nach riznych typt, viz [8], [9]. Dalsim smérem je uplatnéni zlomkovych derivaci v teorii
diferencialnich rovnic necelociselnych radt. Budovani zakladt této teorie je teprve v po-
¢atcich, mj. i proto, Ze uziti zlomkovych derivaci v rtiznych vyznamech (viz kap. 4) vede
na ruzné typy zlomkovych diferencialnich rovnic.
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9 Seznam pouzitych zkratek a symbolua

awr [ (@)
f(x)
I'(z)
B(v, )
erf(x)
erfc(r)
Eq(z)
Eas
Re(z
S(z)
C(x)
D3 f(x)
D f(x)
D;;O‘ (z,t)
{z)

aif(a,t)

—~
~—
[
~—

mnozina prirozenych cisel

mnozina prirozenych ¢isel véetné nuly
mnozina realnych cisel

mnozina kladnych realnych cisel
mnozina kladnych celych cisel
mnozina zapornych celych ¢isel véetné nuly
mnozina komplexnich ¢isel

n-nasobny integral

n-ta derivace funkce f(z)

n-t& derivace funkce f(z)

Gamma funkce proménné z

Beta funkce proménnych v, i
chybova funkce proménné x

doplnkova funkce k chybové funkci proménné x

jednoparametrickd Mittag-LefHerova funkce proménné z

dvouparametrickd Mittag-LefHlerova funkce proménné z

realna cast komplexniho c¢isla z
Fresneluv integral funkce sin(x)

Fresnelav integral funkce cos(x)

Riemann-Liouvilleova zlomkova derivace funkce f(z) fadu «
Riemann-Liouvilletv zlomkovy integral funkce f(z) fadu o

Riemann-Liouvilleova zlomkova derivace funkce f(z,t) fadu 1 — a podle ¢

rozptyl difundujici latky

parcidlni derivace funkce f(z,t) podle ¢
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