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ABSTRAKT

Tato bakaldrskd prace se zabyva metodou hrani¢nich prvkd (MHP). Tato numerickd me-
toda se pouziva k reseni nékterych fyzikalnich problémd, které jsou popsany eliptickymi
parciadlnimi diferencidlnimi rovnicemi. Cilem prace je popsat metodu hrani¢nich prvkd
a aplikovat ji na konkrétni priklad.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

This bachelor’s thesis deals with the Boundary Element Method (BEM). This numerical
method is used for solving of physical problems, which are described by elliptical partial
differential equations. The aim of this thesis is to describe Boundary Element Method
and apply on concrete problem.
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1 UVOD

Metoda hrani¢nich prvkia (MHP) je jednou z numerickych metod pouzivanych k fe-
seni fyzikalnich problém, které 1ze popsat parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi. Za-
kladnim principem metody je transformace zadaného okrajového problému na hra-
ni¢ni integralni rovnice. ReSeni 2D problému se tedy redukuje na feSeni integralni
rovnice na jednodimenzionalni hranici oblasti, 3D tloha se pfevede na 2D hranici.
Vysledkem feSeni hrani¢nich integralnich rovnic je nalezeni nezndmych hrani¢nich
hodnot funkci resp. hodnot derivaci téchto funkci, které vystupuji v ptivodni dife-
rencialni rovnici. Pomoci MHP jsme vSak schopni urcit i hodnoty neznamych funkci
uvniti zkoumané oblasti. Redukce dimenze tlohy je nejvétsi prednost MHP, nebot
vyznamneé snizuje pocet rovnic potfebnych k urceni neznamgych.

Bakalaiska prace se zabyva pouze dvéma typy parcialnich diferencialnich rov-
nic, Poissonovou a Laplaceovou. Cilem préce je seznamit c¢tenafe s teoril metody
hranic¢nich prvka a aplikovat ji na konkrétni priklad.

Druha kapitola se zabyva transformaci Poissonovy resp. Laplaceovy tlohy na hra-
ni¢ni intergalni rovnice tzv. pfimou metodou, jejimz vysledkem je sestrojeni hranic-
nich integralnich rovnic, ve kterych vystupuji jako neznamé ty funkce, které vy-
stupuji v ptivodni diferencialni rovnici. K formulaci hrani¢nich integralnich rovnic
se pouziva tzv. fundamentalni feseni a Greenovy identity.

Ve treti kapitole je popsana diskretizace hranice oblasti a zptisob feseni Lapla-
ceovy rovnice pfi diskretizaci hranice konstantnimi prvky.

Ve ¢tvrté kapitole je MHP aplikovana na konkrétn ptiklad. Ptiklad ilustruje vliv

stupné diskretizace hranice oblasti na pfesnost metody.



2 METODA HRANICNICH PRVKU

V této kapitole definujeme typy tloh, kterymi se v predkladané praci budeme zaby-
vat. Ukédzeme odvozeni feseni Poissonovy, ptip. Laplaceovy rovnice pomoci hranic-
nich integralnich rovnic, které mohou byt efektivné feseny napt. metodou hranicnich
prvku. Hraniéni integralni rovnice budou odvozeny cestou tzv. primé metody pomoci
Greenovyjch identit a tzv. fundamentdlniho veseni Poissonovy rovnice. ReSeni Lapla-
ceovy a Poissonovy rovnice pomoci hrani¢nich integralnich rovnic je mozné sestrojit
jak pro dvourozmérné tak i trojrozmérné oblasti. Nicméné v dalsim se budeme zaby-
vat pouze dvourozmérnym problémem. Dalsi informace o metodé hrani¢nich prvki
lze nalézt napt. v [1], [2], [4]. Dtkazy Greenovych identit a vice o parcidlnich dife-

rencidlnich rovnicich, specidlné Poissonové a Laplaceové lze nalézt napi. v [3].

2.1 Poissonova a Laplaceova rovnice

Necht ) # Q C R? je oblast s dostate¢né hladkou hranici I' na niz hledame funkci

vyhovujici nésledujici parcidlni diferencialni rovnici (Poissonové)

Au = f(z,y), (2.1)

kde f(z,y) je tzv. zdrojovd funkce definovana na oblasti Q2 a pro operator A plati

Pu  *u
Au=— _—. 2.2
Y &cl 8.1'2 ( )
V ptipadé f(z,y) = 0 rovnice (2.I]) pfejde v homogenni rovnici
Au =0, (2.3)

kterou nazyvame Laplaceova rovnice. Na hranici I' mohou byt predepsany rtizné
typy podminek

e Dirichletova podminka

u =, (2.4)
e Neumannova podminka
x (25)
an - ny *
kde 5 9 5
= - - 2.
on (%nx—i_ 8yny (2:6)

a (ng,ny) je vnéjsi normala ke I'.



e Smisena Dirichlet-Neumannova podminka, viz obr. 2.1]

v = u na I,
Ou T T (2.7)
— = u,na , )
on 2

kdef’lUFg:FaI’lﬂfgz@

Obr. 2.1: Oblast se smiSenymi okrajovymi podminkami.

2.2 Fundamentalni feseni Poissonovy (Laplaceovy)

rovnice

Méjme zdrojovou funkci f(z,y) umisténou v bodé P(z,y) roviny zy. Jeji Gcinek
v bodé Q(&,n) lze vyjadiit pomoci tzv. Diracovy delta funkce (viz dodatek A) jako

f(Q)=46(Q—P) (2.8)
Hledejme funkci v = v(Q, P) tak, aby na oblasti 2 C R? vyhovovala rovnici
Av =6(Q — P), (2.9)

kde @ a P jsou body uvnitf oblasti Q2. Rovnici (2Z.9]) pfepiseme do polarnich souradnic
(r,0) s poc¢atkem v bodé P. Jelikoz je feSeni symetrické vzhledem k pocatku, je ne-

zavislé na polarnim thlu 6 a mizeme tedy psat

10 ( ov
kde r je vzdéalenost bodd () a P v Euklidové smyslu, tj.
) 1172
M@ P) = €=+ (-y?| . (2.11)



Pravé strana rovnice (2.9) je nulova pro vSechny body roviny kromé pocatku P.
V tomto bodé hodnota pravé strany roste nade vSechny meze. Mimo bod P tedy

muzeme rovnici (2.10) zapsat jako

10 [ ov

a po dvojité integraci podle r ziskame
v=Alnr+ B (2.13)

kde A, B jsou libovolné konstanty. Polozime B = 0 a ur¢ime konstantu A za pfed-
pokladu, ze €2 je kruh o poloméru p = r se stfedem v pocatku souradného systému,

resp. P, a n je vnéjsi normala k jeji hranici I', viz obr. 2.2]

Obr. 2.2: Kruhova oblast se stfedem v bodé P.

Pak
ov  Ov 1
I
on  Or r’
ds = pdb. (2.14)

Pouzitim druhé Greenovy identity (A.6))

/Q(vAu —uAv) dQ = /F (vg—z - u?—i) ds (2.15)

prou =1 a v = Alnr dostaneme

ov
— [ AvdQ = —/— ds. 2.16
/ k< (2.16)

Pomoci (2.9) a (2.I4) pro bod na hranici T, tj. pro r = p, upravime predchozi rovnici

2 27
/5(Q—P) dQ:/ Alp d0:/ Adf =27A. (2.17)
Q 0 P 0



Z definice Diracovy delta funkce plyne

/ 5(Q— Py dO =1, (2.18)
Q
tedy
1=27A, (2.19)
coz upravime na
1
A=—. (2.20)
2T

Rovnici (2.9) tedy spliiuje funkce
1
v=—Inr, (2.21)
2m
nazyvana také jako tzv. fundamentdlni teSent rovnice (2.1 piip. (2.3]). Uvedeme
jesté derivaci fundamentalniho feseni podle norméaly n k hranici I', které je spolecné

s fundamentalnim feSenim nezbytné pro urceni hrani¢nich integralnich rovnic
ov 1 10r 1 coso

on  2rron 21 r
kde r = |¢ — P| a ¢ je tthel mezi r a n, viz obr. 23] a ¢ je oznaceni pro bod @

(2.22)

nachézejici se na hranici I'. Abychom (2.22]) odvodili, ihel mezi osou z a vektorem r
oznacime « a thel mezi osou x a vektorem n kolmym k hranici I' v bodé ¢ oznacime
B. Uzitim téchto thlt definujeme thel ¢ jako

p=(r,n)=p—a. (2.23)
Z obr. plyne
cos a = _x, sin a:n_y, (2.24)
r r
kde
r=V(E -2+ -y (2.25)
Derivaci (2.25) obdrzime
or or E—x or or n—y )
o 9 " cos a, a5 an " sin o (2.26)

kde x,y, &, n oznacuji odpovidajici nezavislé proménné, vzhledem ke kterym derivu-
jeme. Zapisem
cos [ = ny, sin 8 = n,, (2.27)

muiizeme zapsat derivaci podle normaly n jako

o _ o or
on 06" On
or or .

= a—é_COSﬁ—i—a—nSln ﬁ—

= cos acos [+ sin asin f =

= cos(f —a)=
= cos ¢ (2.28)

ny:



T

Obr. 2.3: Geometrické zobrazeni pozice vnitiniho bodu P a hrani¢niho bodu q.

2.3 Hranic¢ni integralni rovnice pro Poissonovu a

Laplaceovu rovnici

K urceni hranic¢nich integralnich rovnic pro Laplaceovu a Poissonovu rovnici volime

piistup pfimé metody, kterd vychazi z druhé Greenovy identity (A.6)

/Q(vAu —uAv) dQ = /F (vg—z - ug—Z) ds (2.29)

a znalosti fundamentéalniho feseni (2.21)). Toto predpokladé zavedeni dvou bodt
P(z,y) a Q(£,n), kde bod P bude pevné zvolen a bude se nachézet uvniti oblasti
2 a podle bodu ) budeme integrovat, nalevo pres celou oblast {2 a napravo podél
hranice I'. Dosazenim funkce f(Q) za Au a Diracovy delta funkce §(Q) — P) podle

(239) za Av dostaneme pro levou stranu piedchoziho vztahu
/ (vAu — uAv) dQ = / (v(Q,P)f(Q) —ud(Q — P)) a0 =
Q Q
— [ Q)@ a2~ up) (2:30)

a vztah (2.29) muzeme pfepsat do tvaru

uP) = [ (v@.P1(@) do- [ (v(q,P)agfj) _u(q)%) ds,  (231)

10



kde jsme zavedli znaceni bod na hranici I' malymi pismeny a uvniti oblasti (2
velkymi pismeny. Rovnice (2.31]) je integralni feseni pro Poissonovu rovnici v libo-
volném bodé P uvnitt hranice ). Z tohoto vyrazu vsak neni mozné urc¢it hodnoty
neznadmych veli¢in v a Ou/On na hranici I'. Aby tomu tak bylo, rovnici (Z31]) upra-
vime pro bod P = p lezici na hranici I'. Budeme se zabyvat obecnym pripadem,
kdy hranice neni hladkd a P je rohovy bod. Opiseme okolo bodu P kruhovy oblouk
o poloméru e ohraniceny navic oblouky PA a PB, ¢imz vytvofime oblast *, viz
obr. 2.4l Oblouk AB oznac¢me jako I'. a soucet délek obloukt PA a PB oznacime |.

Uhel mezi tangentami hranice v bodé P oznacime «.

>

Obr. 2.4: Rozdéleni oblasti €2 s pocastech hladkou hranici I" na oblast Q* bez hra-
ni¢nitho bodu P = p a okoli bodu P tvofeného oblouky PA, AB a BP.

Plati,
limI', = 0,
e—0
iy =) = T
ImQ* = Q. (2.32)
e—0

Aplikujeme druhou Greenovu identitu (A.6) na funkce u, resp. v, definované na ob-
lasti Q* a spliiujici (2] resp. (29). Jelikoz bod P lezi mimo oblast Q*, kde 6(Q —
P)y=0

/ u5(Q — P) dQ = 0 (2.33)

11



druhou Greenovu identitu (A.6) miizeme psat ve tvaru

ou ov ou ov
/* vAu dQ) = /Fl (va—n — ua—n) ds + /FE (va—n — ua—n) ds. (2.34)

Dale budeme zkoumat chovani integralti v pfedchozi rovnici pro ¢ — 0. Integral
na levé strané predchozi rovnice se podle (232); nezméni pro ¢ — 0 a budeme se

proto zabyvat pouze pravou stranou rovnice (234). Z (2:32)); plyne

Ju ov Ju v
li — —u— = — —u— : 2.
220 i (Uan u@n) ds /r (Uan u@n) ds (2:35)

Pro druhy integrél na pravé strané rovnice (2.34]) plati

ou ov 1 ou 1 coso
9w as= [ —mr@ds— [ 0= s+ L. (2
/1‘5 (Uan uan) s o nro- ds /F5u277 o ds 1+ 1. (2.36)

Pro kruhovy oblouk I'. je r = ¢ a ¢ = m. Navic ds = ¢(—d#), nebot thel 6 je nyni

rostouci v opacném sméru nez je smér integrace podle s. Pro integral I; proto plati

1 ou 02 1 ou
I = —Inr— ds = — Ine—-e d(-0). 2.
1 /FEQWHT(%”L s /91 5 nes—e (—0) (2.37)
Jelikoz
lim(elne) =0, (2.38)
e—0
plati
ll_r% I, =0. (2.39)

Pro I, plati

1 02 1 02 1
I, = —/ u_cosqﬁ ds = —/ u— d(—0) = / u-—d(—0). (2.40)
T, 27T T 01 [% 27T

2r € L

Podle véty o stfedni hodnoté integralniho poét je hodnota integralu rovna hod-
noté integrandu v néjakém bodé O uvnitt integracniho intervalu vynasobené délkou

tohoto intervalu. Rovnici (2.40) tedy déle upravime

L= /92 U= d(—0) = — = u(0)(B — 1) = u(0) L2 (2.41)
2T 9, 2T o or 2 v 2r '
Jelikoz pro € — 0 se bod O na oblouku I';. blizi k bodu P = p a 6; — 0y = «, zjistime,
ze
) !
lim I, = —u(p). (2.42)
e—0 27

1Je-li na uzavieném intervalu (a,b) spojitd funkce f(z), pak existuje takovy bod ¢ € (a,b),

7e plati f: f(z)dz = (b—a)f(c)

12



Dosazenim (Z39) a (2.42) do (238) dostaneme

, ou ov a
lg% 5 (va—n - ua—n) ds = %u(p) (2.43)
Zahrnutim poznatka (2.35)) a (2.43)) do rovnice (2.34)) obdrzime pro ¢ — 0
! ou ov
— = Au dQ) — — —u—|d 2.44
27Tu(p) /Qv u /1‘ (Uan uan) s, (2.44)

coz je integralni feseni Poissonovy rovnice pro bod p € I', kde hranice I' neni hladka.

Pro bod p na hladké hranici, kde o = 7, se rovnice (2.44]) zméni na

1 ou ov
iu(p) = /QvAudQ _/r (Ua_n —ua—n> ds, (2.45)

Obecné lze integralni feseni zapsat ve tvaru

MP)u(P) = / v fdQ — /F (v@ —u@) ds, (2.46)

Q

pro Poissonovu rovnici a
0 0
(v—u - u—v> ds, (2.47)

pro Laplaceovu rovnici, kde A(P) je koeficient zavisejici na poloze bodu P a je
definovan jako

1, pro bod P uvnitt €2
AM(P) =< %, probod P = p na hranici I
0

, pro bod P vné Q

13



3 NUMERICKA IMPLEMENTACE

V této kapitole se budeme zabyvat implementaci metody hrani¢nich prvka na rov-
nici (2.47), tj. na hrani¢ni integralni rovnici pro Laplaceovu rovnici (23]). Zakladem
této metody je diskretizace hranice I' na koneény pocet tsecek (elementil), pficemz
se zaméfime na nejjednodussi diskretizaci pomoci tzv. konstantnich prvka. Jedno-
duchost jejich aplikace spoéivé v konstantnich funkénich hodnotéach pi"ip derivaci

vvvvvv

v [1].

3.1 Diskretizace hranice

Podstatou metody hrani¢nich prvki je diskretizace hranice oblasti na kone¢ny pocet,
ne nutné stejnych elementt, které nazyvame hrani¢ni prvky. Nejcastéji pouzivanymi
typy jsou konstantni, linedrni a parabolické prvky. Na kazdém elementu rozlisujeme
extrémni, nebo-li koncové body a tzv. uzlové body, ve kterych je predepsana hod-
nota hranic¢ni veli¢iny. V pripadé konstantnich prvki je prvek aproximovan tseckou
spojujici jeho koncové body a uzel je umistén do stiedu tsecky. Predpokladame, ze
hodnota hrani¢ni veli¢iny je na celém prvku konstantni a je rovna hodnoté v uzlo-
vém bodé.

U linearnich prvki je aproximace provedena opét pomoci tsecky spojujici koncové
body, ale prvek ma v tomto piipadé dva uzlové body. Ty jsou nejcastéji umistény
v koncovych bodech a hrani¢ni veli¢ina se linedrné méni mezi hodnotami predepsa-
nymi v uzlovych bodech.

Parabolické prvky aproximujeme pomoci parabolického oblouku. Prvek ma tii uz-
lové body, z nichz dva jsou umistény v koncovych bodech a tieti mezi nimi, nejcastéji
vSak uprostied oblouku.

V dalsim se budeme zabyvat pouze pripadem diskretizace hranice oblasti pomoci

konstantnich prvkii.

3.2 Numericky vypocet

Méjme hranici s N konstantnimi prvky. Jelikoz je hodnota hrani¢ni veli¢iny u na i-
tém prvku konstantni a rovna hodnoté v uzlovém bodé p(i), mizeme psat u' = u(p;).

Rovnici (2:47)) pfepiseme pro dany hrani¢ni bod p; na tvar

—u _Z/ Pirq Z/ 20 p“ )ds, (3.1)

14



kde integrujeme ptes ¢ podél prvku j a p; je uzlovy bod na i-tém prvku. Pro kon-
stantni prvky je hranice v uzlovych bodech hladka, proto A(p;) = % Velic¢iny u a

Ou/0n jsou konstantni na kazdém prvku, proto mohou byt umistény pfed integral.

uzlovy bod

N
\

/
< prvek

(a) Konstantni prvky

uzlové body

(b) Linearni prvky

uzlové body

(¢) Parabolické prvky

Obr. 3.1: Typy hrani¢nich prvki.

Dale budeme veli¢iny u a Ou/On na j-tém prvku znacit v’ a u/. Rovnice (B.1) pak

1 - dv(pi; q)
=Y Lq)ds— 3w 9 4
2U : Un/F U(pr) S u / " S. (32)

ziské tvar

15



Hodnoty integral v rovnici (8.2)) vyjadfuji ptispévek fundamentalniho Feseni v
na uzlové hodnoty v/ a u/ a proto je nazgyvame ovliviiovaci koeficienty. Tyto ko-
eficienty budeme znacit H;; a G;; a definujeme je jako
ov(p;
i = / 10 4o
T an

i
Gij = / v(ps, q) ds, (3.3)
Ly
kde bod p; zlistavd neménny (referen¢ni bod), zatimco bod ¢ se méni pies j-ty prvek
(integra¢ni bod), viz obr. 3.2l

Jj+2 .
. _Pjt+1
. i

i1—prvek

Obr. 3.2: Umisténi uzlovych bodi pii diskretizaci hranice konstantnimi prvky.

Ptepsanim rovnice (8.2) pomoci (3.3)) dostaneme

1 N N
—éuz + Z Hiw = Z Gl (3.4)
J=1 7j=1
Pokud polozime
1
H;j = H{j — iéij, (3.5)

kde ;; je Kroneckerovo delta, které je definované jako

0. it
%:{ 17,
Li=j,

muzeme rovnici (3.4) pfepsat na tvar

N N
i=1 j=1
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Rovnici (B6) aplikujeme postupné na vSechny uzlové body p;, ¢imz ziskdme systém
N linearnich algebraickych rovnic, které lze usporadat do maticové formy

[H] {u} = [G] {un}, (3.7)

kde [H],[G] jsou ¢tvercové matice typu N x N a {u}, {u,} jsou vektory dimenze N.

Predpokladejme nyni smisené hrani¢ni podminky. Méjme ¢ast hranice I'y, na které
je predepsana hodnota u, rozdélenou na N; konstantnich prvki a c¢ast hranice I's,
na které je predepsana hodnota u,, rozdélenou na Ny konstantnich prvki, pricemz
Ny + Ny = N. Systém (B.6) opét obsahuje N neznamych, a to N — N; nezna-
mych hodnot u na I'y a N — Ny neznamych hodnot u,, na I';. Tyto neznamé urc¢ime
ze systému ([B.7). K vyfeseni systému rovnic ([B.7) je tfeba oddélit neznamé veli¢iny

od zndmych. Rovnici (3.7) miZzeme po rozlozeni pfepsat na

{3} -loweal{z} oo

kde {a}, a {u,}, jsou pfedepsané veli¢iny naI'y aI's a {u, }, a {u}, jsou odpovidajici
neznamé veli¢iny. Vynasobenim a pfevedenim neznadmych veli¢in na levou stranu

rovnice obdrzime

[AJ{X} = {B}, (3.9)
kde
|: H12 Gll :|
{ {u}2 }
{B} = Hu] {a}, + [Gra] {un}, (3.10)

kde [A] je ¢tvercova matice N x N a {X},{B} vektory dimenze N.
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4 APLIKACE METODY HRANICNICH PRVKU

Predpokladejme oblast €2 tvaru ¢tverce se smisenymi hrani¢nimi podminkami, viz
obr. 1] a Laplaceovu rovnici (2.3). Urcete metodou hrani¢nich prvkt hodnoty ne-
znamych veli¢in v a u,, na hranici oblasti I' a hodnoty veli¢iny u ve vybranych bodech
uvnitt oblasti €2. Pouzijte riizny pocet hrani¢nich prvki a vysledky srovnejte s pies-

nym feSenim u(z,y) = 100 - (1 + z).

)
=0
1.0 @ =100 Q 7 = 200
X
Up =0
I |
1.0

Obr. 4.1: Oblast €2 s pfedepsanymi okrajovymi podminkami.

Aplikujeme postup popsany v kapitole 3. Zpiisob vypoctu uvedeme pro 4 konstantni
prvky. Hranici I' diskretizujeme a ur¢ime body uvnitt oblasti, ve kterych budeme
hledat hodnotu veli¢iny wu, viz obr. 4.2 Hodnoty hrani¢nich veli¢in u a g—z = u, jsou

tedy na celém prvku konstantni a jsou rovny hodnoté ve stfedovém bodé prvku.

Yy
3
o
0.25
—— ¢ ——°
7T 8 r 9
0.25 | | |
———o——-4
19 -t 92
0.25 | | |
S G
1 2 3
0.25
T
°
1

025 025 025 0.25

Obr. 4.2: Diskretizace hranice pomoci konstantnich prvk.
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Resime Laplaceovu tlohu, tedy hleddme feSeni rovnice (2.47)

ktera po zdiskretizovani prejde na tvar

_jzl/rj U(piaCJ)ag—g]) ds—l—jZ/ U(Q)W ds, (4.2)

kde u’ = u(p;) a po vytknuti konstantnich hodnot u resp. u,, ziskdme

- - v(pi, q)
E )d E J v q 4.
j=1 / p“ ’ + j=1 ! /Fj an S’ ( 3)

kde bod p;(z;,y;) je referencéni bod a bod ¢(§,n) integraéni bod. Déle upravime

ovliviiovaci koeficienty

1
Gij :/ v(ps, q) ds :/ Py Inr(p;, q) ds, (4.4)
r r, 47

J

kde r(p;, q) = /(€ — x;)2 + (n — y;)?
H{jZ/ ov(pi, q )d _/ 1 1 or(pi, q) ds, (4.5)

on r, 2mr(pi,q)  On

J

kde podle (2.26]) a ([2.28)
or or or

on ~ o™ o™
T
, . .
Frote 00(pis9) L (€~ ano+ (n—w)
V\Pi, 4 — Ty )Ny n—yn
7ds:/ — Y ds, 4.7
/Fj an Fj27r (pZ’Q) ( )

kde n,,n, jsou slozky normalového vektoru k prvku I'; v bodé ¢(§,n). Na nediago-
nalnim prvku ¢ # j jsou integrandy spojité funkce a k vypoctu lze pouzit vhodnou
kvadraturni metod . Na diagonalnim prvku ¢ = j vS8ak maji integrandy v bodé
q = p; singularitu. Podivejme se na chovani ovliviiovacich koeficienti na diagonal-

nich prvcich. Integral H/, mizeme zapsat jako

: 1 (0 — s
H;Z.:/ MdSZ/ Llzpn (4.8)
r.  On

I; 27 |q _pz’|2

i

Vice o kvadraturnich metodach lze nalézt napt. v [5]
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Vektory (¢ — p;) a n jsou na sebe kolmé, tedy (¢ — p;)-n= 0 a proto
Hl; = 0. (4.9)
Pro Gj; plati

1 1
Gii:/riv(pi,q) ds:/riﬁlnr(pi,q) ds:/riﬁan(thN ds. (4.10)
Rovnici (43)) tedy upravime na
4
1 j 1(§_xz x+(77 yzny
—ZU +;uj/rj% ds Zuj lnrpz, ) ds.

7(pi, q)?
(4.11)

Pro zjednoduseni zapisu vynasobime (4.I1]) hodnotou 27, ¢imz obdrzime vyslednou

hrani¢ni integralni rovnici

—u' + Zuj/ + (= yi)ny ds = Zuj / Inr(p;,q) ds.  (4.12)

pQ)

nebo-li A
—mut + Z Hjw = Z Gijul. (4.13)
7=1

Polozenim

R

(4.14)

kde 9;; je Kroneckerovo delta mtzeme psat

4 4
j=1 j=1

Pro ilustraci rovnici (dI5]) rozepiSeme pro i-ty prvek a nasledné uvedeme hrani¢ni
integralni rovnice pro vSechny 4 prvky. Znamé hodnoty hrani¢nich veli¢in budeme

znacit U resp. Uy,.

_Wui_'_ul\/o (g_xz)n(z"f_ (n yz)ny d.%;+ﬂ2\/0 (€ xz)n(a: + (77 yz)ny dy +

r(pi,q)° r(pi.q)° 1
+u3/1 (€ — 2)n, + (Z_yz‘)ny 4 +a4/1 (& — z)ne + (n — yi)ny ay
Jo r(pi, q) o r(pi, q)* j
1 1 1
:u}l/ Inr(p;,q) dz —I—ui/ Inr(ps, q) dy—l—uf’l/ Inr(p;,q) doe+
0 0 0
Gi1 5:2 C?‘;
1
—I—ui/ Inr(pi,q) dy . (4.16)
\0 J/
Gia
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'(1-0,5)14+ (y—0)0 Yz —0,5)0+ (1 -0)1
—ut 0 200/( ’ d 3/ ’ d
w00 ) T ar e o U, oosrea—op U F
11 ~ ~~ ~-
Hi2 Hi3
1 1
(0-0,5)(—=1)+ (y —0)0 /
100 dy=0/ Inlz—0.5/d
y / - 052+ (—op /=0 Mlr=08ldrt
Hia GT1
1 1
+ui/ In(v/(1—0,5)2 4 (y — 0)?) dy+0/ In(y/(x —0,5)2 + (1 —0)2) dz +
\0 J/ \0 J/
G2 Gi3
1
—I—ufl/ ln(\/(O —0,5)24+ (y—0)2) dy.
\0 J/
Gia

1+200/1 0,5 dy + u /1 L d +100/1 0,5 d
—TU — T Y —
0 0,52 42 Y oy (x—0,52+12 0,52+ 42 7
1 1
:ui/ In(+/0, 5% + y?) dy—l—ui/ In(1/0, 5% + y?) dy.
0 0
1
0.5
2 d 3/ ’ d
i +“/0 x—l +052 T o roe O

1 1 1
100 dy = 1 0,5/ d 1 12 —0,5)2) dy.
100 [ e = [y —0usiay+ud [ 0P =057 dy

1
0,5
—ru? d 200/ ’ d
i +“/0 (z —0,5)2 +12x+ 0524 (y_12 T
1
0.5
100 ! dy = In(+/0,5% + (y — 1)2) d
- /00,52+<y—1> Y “/ n(v ) dy +

1
ol / In(v/0,52 1 (y — 1)?) dy.
0
1 1
0,5 1
—ru* + ut ————d 200/ d
i +“/0 0.2 TN o2 YT

0,5 ! '
+u3/ %dx:ui/ ln(\/12+(y—0,5)2)dy+Ui/ In |y —0,5[ dy.
0 0 0

x% 40,52

Rozepsanim rovnice (4I5) pro jednotlivé prvky jsme ziskali systém 4 linearnich

algebraickych rovnic, ktery prevedeme do maticového tvaru

[H] {u} = [G] {un}, (4.17)
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kde

- 1 1

- 0 052+y dy fol m dz 0 052+y dy
0o fo (x1+052 dz - fo (x1+052 dz fomdy
0 mdx fol % dy - fo 052+(y 1)2 dy ’
fo a:2+0 szdx fol m dy o1 z2+0 5 do d 1
G =[Gy, Gy,
[ fol In|x —0,5] do fol In(1/0, 52 + 42) dy
o [ In(y/(z — 1) +0,5%) da Jn]y —0,5] dy
(/=052 + 12 dz [ In(\/0,5>+ (y— 1)?) dy |
| i In(y2? 40,50 dz [ In(y/12+ (y—0,5)?) dy
[ [ In(y/(z = 0,5)2 + 12) dz f1 In(+/0,52 + ¢?) dy
fol In(y/(z — 1)2 4 0,5?) dz ' (In V12 + (y — 0,5)2) dy
= f011n|x—0,5| dx Oln (/0,52 + (y — 1)2) dy ’
fol In(/22 + 0, 52) da fol In|y —0,5] dy

2:’

3

Il
S £ £ =
S SwWwS I

Jelikoz jsou zadény smiSené okrajové podminky, musime systém rovnic ([E:ZD upravit
a oddélit neznamé veli¢iny od veli¢in zndmych. Neznamé veli¢iny u', u2, u® vt a jim

odpovidajici ovliviiovaci koeficienty prevedeme na levou stranu rovnice a systém

(4.17) prevedeme na soustavu rovnic

[A{X} = {B}, (4.18)
kde
A=Ay, As],
| — — 3 In(1/0,52 + 4?) dy
o | b dr iy 0.5]dy |
Jo #d — Jy m(x/0,57+ (y — 1)?) dy
o wedr i In(y/ 2+ (y —0,5)%) dy
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| fol (a— 0;) 2 Ao - fol In(1/0,5% +y?) dy

A fo (z— 1 +o oo 47— fol (In \/12 +(y —0,5)?) dy
2 )

— — fol In(1/0,52 + (y — 1)) dy

fo x2+0 52 - fol In|y — 0,5 dy

B — [B17BQ]{U}7
1
f011n|x—0,5|dx 0 052+y
Ji In(y/(@ —1)2+0,5%) da — (=)
1 1
Jo(y/ =032+ 1) dz — [ gz dy

fol 111(\/113'2 + 0752) dz — fol m dy i

dy

Blz

B 1 1
Jo In(y/(z— 0,52 +12) dx o 057 W
1
JoIn(y/(z —1)240,5%) do — fo 12+(y1 o5z Ay
1
Jy In|z —0,5| da foosz e W

JiIn(y/2% +0,52) da —(—)

u? 200

ud 0

u? 100

Po dosazeni konkrétnich hodnot do (4.I8]) obdrzime pro jednotlivé matice

—3,141592654 0, 3348538654 0,927295218 0, 3348538654
1,107148718 1,693147181 1,107148718  —0, 03886699366
0,927295218 0,3348538654  —3,141592654 0, 3348538654
1,107148718 —0,03886699366 1,107148718 1,693147181

—332, 1446154
535, 5890090
—332, 1446154
128,7002218
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VyteSenim tohoto systému zjistime hledané neznamé hranicni veli¢iny

ul 150, 000000000000
X - u? _ 117,461159715934

u? 150, 000000000000

ul —117,461159715934

n

Vektor X obsahuje hrani¢ni hodnoty veli¢iny u resp. hodnoty derivace veli¢iny u.
Pomoci téchto hrani¢nich hodnot mtzeme vypocitat hodnoty u uvnitf oblasti €2.
Hledejme hodnoty u na diagonale ¢tverce ve sméru vnitinich boda 1-5-9. Pro vy-
pocet pouzijeme rovnici (2.47), ve které polozime A\ = 1, nebot hledany bod P lezi
uvnitt oblasti €2. Graf na obr. vyjadiuje zavislost veli¢iny u na vzdalenosti prvkt

diagonaly ve sméru bodi 1-9 od pocatku souradného systému.

200}
180}
160}
3
140}
120+
exact
100 4 elements ||
= = = 8 elements
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Obr. 4.3: Graf zavislosti veli¢iny u na vzdalenosti prvki diagonaly ve sméru bodt
1-9 od pocatku soutadného systému.

7Z grafu je patrna vysoka nepfesnost feSeni pomoci ¢ty konstantnich prvki vzhledem
k pfesnému feseni. Ackoli se mtze diskretizace pomoci osmi konstantnich prvku jevit
jako vyhovujici, detail grafu, viz obr. [£.4] na néasledujici strané ilustruje nepfesnost
této diskretizace v blizkosti rohového bodu. Nésledujici tabulka obsahuje hodnoty

veli¢iny u ve vSech vybranych bodech uvnitt oblasti (2. Piesné feSeni v bodech 2, 5

Vv
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110

105

100

exact
4 elements
= = =3 elements

95 | | | l
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Obr. 4.4: Detail grafu zavislosti veli¢iny v na sméru diagondly 1-9 v blizkosti roho-

vého bodu [0,0].

Bod | Pocet hrani¢nich prvkt | Presné feseni

4 8 16
128.72 | 124.78 | 124,89 125,00
150.00 | 150.00 | 150.00 150,00
171.28 | 175.13 | 175.11 175,00
126.67 | 124.56 | 124.95 125,00
150.00 | 150,00 | 150,00 150,00
173.33 | 174.94 | 175.05 175,00
128.72 | 123.76 | 124.89 125,00
150.00 | 150.00 | 150.00 150,00
171.28 | 175.56 | 175,11 175,00

Q|0 ||| Otk |W | N+
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5 ZAVER

Cilem bakalarské bylo seznamenti se s teoretickymi zaklady metody hrani¢nich prvki
(MHP) a aplikace této metody na konkrétni piiklad. V praci jsme se zabyvali pouze
dvéma typy tloh, a to Poissonovou a Laplecovou rovnici.

V prvnim kroku jsme definovali Poissonovu a Laplaceovu rovnici, odvodili pro
tyto rovnice fundamentalni feseni a uvedli typy okrajovych podminek. Dale jsme
pfimou metodou pomoci Greenovych identit formulovali hrani¢ni integralni rovnice,
tedy popsali transformaci okrajového problému z dané oblasti na hranici oblasti. Vy-
sledkem bylo ziskani obecného integralniho feSeni pro Poissonovu, resp. Laplaceovu

rovnici

resp.

V dalsim kroku jsme se soustiedili na diskretizaci hranice oblasti, seznamili jsme
se s nejcast€jsimi typy hranic¢nich prvkia a popsali zptisob feseni Laplaceovy rovnice
pri diskretizaci hranice konstantnimi prvky.

Nakonec jsme teoretické poznatky z predchéazejich dvou krokt vyuzili k vyteseni
Laplaceovy tlohy na oblasti tvaru ¢tverce. Ze zadanych smisenych okrajovych pod-
minek jsme nejdiive vypocitali zbyvajici nezndmé hrani¢ni hodnoty hledané funkce
u, popf. hodnoty derivace funkce u a nasledné ze ziskanych vysledki vypocitali
hodnoty funkce u ve vybranych bodech uvnitt oblasti. K vypoctu jsme pouzili dis-
kretizaci hranice konstantnimi prvky a pouzitim rtizného poc¢tu hranic¢nich prvku
jsme ilustrovali vliv stupné diskretizace hranice na presnost feseni.

Vysledky bakalarské prace mohou byt vyuzity v navazujici diplomové praci,
ve které by se mohla detailnéji prostudovat diskretizace hranice oblasti linearnimi
nebo kvadratickymi prvky, popf. aplikovat MHP na jiné typy rovnic ¢i propojit
a porovnat MHP s podobnymi numerickymi metodami, napt. metodou konecnych

prvki.
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A POUZITY MATEMATICKY APARAT

Greenovy identity

Dilezitym néstrojem pro feSeni eliptickych parcidlnich diferencialnich rovnic jsou
Greenovy identity. Uvedeme si vyjadieni Greenovych identit pro dvourozmeérnou

oblast. Vyjdeme z Gauss-Ostrogradského vzorce

J,

Pokud za F dosadime soucin f, g po derivovani a prevedeni jednoho ¢lenu na druhou

F
o, dQ = /ag Fn; ds. (A.1)

stranu dostaneme vzorec pro integraci po ¢astech v prostoru

I a0 = s
/Q 8xz~g dQ = o, fgn;ds /Q(VUV'U) dQ. (A.2)

Daéle dosadime f := 0u/dx;, g :=v

J*u ou Oou Ov
~ _0dQ = ——wvn; ds — Q Al
/Q ax?v d /89 . vn,; ds /Q 9. O d (A.3)

a seCtenim ) . dostavame pruni Greenovu identitu s Laplaceovym operdtorem A,

derivaci podle normaly u, = ). u,,n; a skaldrnim sou¢inem gradientt (Vu,Vv)

/Au’u dQ :/ @’U ds — /(Vu, Vv)dx. (A.4)
Q a0 On Q

Zaménime v této identité funkce v a v a ziskdme

/uAv dQ :/ ua—v ds—/(VvVu)dQ (A.5)
Q oo On Q

a posledni rovnost odec¢teme od (A.4)). Soucin gradientli se navzajem odecte a do-

stavame druhou Greenovu identitu

/Q(UAU—UAU) a0 :/ (g—ZU —ug—Z) ds. (A.6)

o0

Identity plati pro funkce u,v € C?(2), na omezené oblasti Q s ,rozumnou” (napi.
po ¢astech hladkou) hranici.

Diracova delta funkce

V problémech mechaniky téles, mechaniky kontinua a mnoha dalsich fyzikalnich
disciplin se casto setkavame s pojmem koncentrované zatiZeni, coz je sila plisobici

na velmi malé oblasti, teoreticky v bodé. Méjme elastické téléso 2; majici konstantni
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tloustku h a zabirajici polorovinu —oo < z < +00,y > 0 a kruhovy disk s o stejné
tloustce a poloméru R. Télesa se stykaji v bodé (z,0) = (0,0). Kruhovy disk je
zatizen vertikdlni jednotkovou silou F, viz obr. [A.Jl Kvuli deformaci elastického
télesa se kontakt rozsifi z bodu O na malou oblast v okoli bodu O. Zavedme funkci

f(z) vyjadiujici rozlozeni sily F ptisobici na hranici télesa Q; /€y, viz obr. [A.2

~. =~
Obr. A.2: Rozlozeni sily F na hranici télesa.

Funkce f(z) neni a priori znama, ale vime, Ze je dostateéné koncentrovana a spliuje

vztah

/00 f(z) de =1, (A7)
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Pokud se nebudeme zabyvat analytickym feSenim funkce f(x), mizeme jeji tvar

predepsat pomoci funkce fi(x) napt. nasledovné

ful) = { k2, lal < (A8)

Eal il T

0, lz] >

kde k je kladné ¢islo. Obrazek (A.3) ukazuje, Ze funkce fi(x) se stava dostatecné
koncentrovanou pro velké hodnoty k. Navic spliiuje rovnici [A.T), coz znamen4, Ze je

ekvivalentni funkci f(x).

VAGES
2 11711 .
N T
L]

]

L]

T 1 k
L]l 2
L]l
L]l
L]
L]
[ 1’}

Obr. A.3: Pribéh funkce fr(x), k = 1,2,... aproximujici bodovy styk oblasti €; a
Q.

Rozlozeni funkce f(x) se stava koncentrovanéjsi, ¢im méné je téléso deformovatelné.
Tuto skutecnost vyjadiuje zvysovani hodnoty k. Limitni pripad, kdy je téleso ab-
solutné tuhé, vyjadiuje fi.(z) pro k — oo. Tento ptipad vytvaii fiktivni rozlozeni
jednotkové sily a lze jej popsat pomoci tzv. Diracovy delta funkce 0(x) jako

d(z) = lim fg(x). (A.9)

k—00

Diracova delta funkce ma tedy nasledujici vlastnosti

/ T @) de =1, (A.10)

o0

/ 5 — Oh(x)de = h(e), (A11)

(e o]

pro libovolnou zdrojovou funkei h(z) pusobici v bodé = = &.
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Greenova funkce

Méjme rovnici

Lu=f, (A.12)

kde L je linedrni diferencidlni operator. Funkci G(z, &) nazveme Greenovou funkci,
jestlize vyhovuje rovnici

LG(x,&) =0(x = &), (A.13)

kde 0(z — ¢) je Diracova delta funkce. Reseni rovnice (AI2) lze vyjadiit pomoci

Greenovy funkce nasledovné

Lu(z) = f(x), (A.14)
Lu) = [ 8- €5 de. (A.15)
Lu) = [ LG(.9)5(e) de. (A.16)
Lu) = L [ Gla.0)s(©) de (A1)
uw) = [GnOfE) a (A18)

Greenovu funkei splitujici Laplaceovu rovnici (2.3]) nazyvame fundamentélni feSeni

Laplaceovy rovnice.

31



	Úvod
	Metoda hraničních prvků
	Poissonova a Laplaceova rovnice
	Fundamentální řešení Poissonovy (Laplaceovy) rovnice
	Hraniční integrální rovnice pro Poissonovu a Laplaceovu rovnici

	Numerická implementace
	Diskretizace hranice
	Numerický výpočet

	Aplikace metody hraničních prvků
	Závěr
	Literatura
	Použitý matematický aparát 

