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Abstrakt
Tato bakalatska prace se zabyva nékolika dynamickymi systémy nelinearnich diferencial-
nich rovnic, které vychazeji z Lotkova-Volterrova populacniho modelu dravec-korist. Jejim
cilem je urceni stability a atraktivity singularnich reseni klasického modelu a jeho zobec-
néni, zkoumani periodi¢nosti feseni a vlivu zmény pocatecnich podminek a vstupnich
parametri na chovani daného systému.

Pozornost je rovnéz vénovana zahrnuti ¢asového zpozdéni do zkoumanych modeld,
a jeho vlivu na stabilitu singularnich feSeni. Z forméalniho hlediska prace obsahuje popis
a aplikaci hlavnich technik posuzovani stability téchto nelinedrnich modelt a testovani
vysledki na vybranych datech.

Summary

This bachelor’s thesis is focused on several dynamical systems of nonlinear differential
equations originating from the Lotka-Volterra predator-prey model. The aim of the thesis
is to discuss stability and attractivity of the singular solutions of the classical model and
its generalizations, investigate its periodicity and impact of the change of the initial data
and entry parameters on the system’s behaviour.

The attention is also paid to involvement of time delay into the studied models, and its
influence of stability on singular solutions. From the formal viewpoint, the thesis contains
description and application of main stability technique applied to these nonlinear models
and testing of results on some data.

Klicova slova
Lotkiv-Volterriv model, model dravec-kotist, stabilita, periodické chovani, diferencialni
rovnice se zpozdénim, pirepinace stability

Keywords
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1. UVOD

1. Uvod

Biologicky model spolecenstva je diilezitym néastrojem predikce mozného chovani mo-
delovaného systému. Jednim z dilezitych vztahi dvou populaci je vztah typu dravec-koftist,
kdy jeden druh populace je ,,potravou” populace druhé. Tento vztah se také oznacuje jako
parazit-hostitel nebo bylozravec-rostlina.

Existuje nékolik modelt tohoto typu, které se lisi ve svych predpokladech. Nejjedno-
dussi z nich je klasicky Lotkiv-Volterriv model. Ackoli se jedna o zjednoduseny model
realného problému, analyza pravé tohoto modelu pomoci metod kvalitativni teorie oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic je vychodiskem pro studium realisti¢téjsich modeli, které
z ného vychazeji. V tomto smyslu je koncipovana i tato bakalarska prace.
modelu. Jednim z nich je model s vnitrodruhovou konkurenci populace kotisti i dravce,
kdy jednotlivé druhy obou populaci soupefi mezi sebou (v rdmci populace) o omezené
zahrnuti ¢asového zpozdéni, které mize mit na zkoumanou stabilitu zasadni vliv.

Struktura této prace je nasledujici: V kapitole druhé je uveden piehled zakladniho
potfebného matematického aparatu, specialné teorie stability singularnich bodt soustav
autonomnich diferencialnich rovnic prvniho fadu a klasifikace singularnich bodt v roviné.

Kapitola tteti se vénuje klasickému Lotkovu-Volterrovu modelu. Jeji prvni ¢ast se za-
byva popisem sestaveni modelu, dale je zkoumano analytické feseni tohoto modelu a jeho
chovani, véetné jeho periody a stfednich hodnot populaci. Posledni c¢ast této kapitoly
obsahuje popis fazového portrétu feseni a aplikaci modelu na realna data.

Kapitola ¢tvrta se zabyva realisti¢t€jsimi modely. Je zde uvedeno zobecnéni klasického
Lotkova-Volterrova modelu, které nasleduje analyza stacionarniho feseni modelu s vnitro-
druhovou konkurenci v populaci kofisti i dravce. Dalsi ¢ast této kapitoly se zabyva jinym
rozsifenim tohoto modelu, a to ve smyslu zahrnuti ¢asového zpozdéni.

Posledni kapitola shrnuje ziskané poznatky této bakalarské prace.
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2. MATEMATICKY APARAT

2. Matematicky aparat

Nejprve si zavedeme nékteré pojmy, které budeme v této praci potiebovat. Dilezita
je predevsim definice stability soustavy diferencialnich rovnic a dale metody analyzy této
stability. Jelikoz je Lotktv-Volterriv model autonomni, pfipomeneme nejprve definici sin-
gularniho (stacionarniho) bodu a dalsich typt feSeni. Pojem stability zavedeme pouze pro
singularni bod reprezentujici konstantni feseni (rozsifeni tohoto pojmu pro nekonstantni
feSeni jsou analogickd, v tomto textu je neuvadime). Analyza stability singularnich bodi
je nejprve provedena v linearnim piipadé a poté rozsitena i na pripad nelinearni. Ponévadz
Lotkiiv-Volterrtiv systém je planarni, pozornost vénujeme klasifikaci stacionarnich bodt
v roving, véetné posouzeni jejich stability [3, 11].

2.1. Stabilita singularnich bodt soustav diferencial-
nich rovnic prvniho radu

Stabilita feseni vypovida o tom, jak je hodnota feseni citlivd na zménu dat. Zkoumame
tedy, jak velkou zménu FeSeni vyvold mald zména vstupnich dat (koeficientti, parametri).

Pocateéni ulohu pro soustavu autonomnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu lze

zapsat ve tvaru

x' = f(x) x(tg) =9, (2.1)
kdef = (f1,..., fn) :R* > R"a~y = (7,...,7) € R". Soustava (2.1) tedy explicitné ne-
obsahuje ¢asovou proménnou ¢ (tyto soustavy se také nazyvaji dynamické). Resenim tilohy
(2.1) rozumime spojité diferencovatelnou vektorovou funkci x = (zq,...,z,) : [ — R"
takovou, ze ve v8ech bodech intervalu I = (ty, c0) spliiuje rovnost x’ = f(x).

Existenci a jednoznacnost FeSeni poc¢atecniho problému (2.1) fesi Picardova véta (ob-
vyklymi pfedpoklady jsou spojitost a lipschitzovskost pravé strany), viz napf. [3]. Mezi
vyznamna feSeni patii predevsim tzv. stacionarni body, které odpovidaji konstantnim
feSenim této soustavy.

Definice 1 Staciondrnim (singuldrnim) feSenim dynamické soustavy (2.1); rozumime
konstantni teseni x(t) = X. (Toto Teseni se nazyvd také singuldrni nebo staciondrni bod.)

Singularni body tedy hledame jako Feseni soustavy nelinearnich rovnic f(x) = 0.

Dalsim vyznamnym typem feSeni jsou periodickd Teseni, jejimiz trajektoriemi jsou
uzaviené kiivky nazyvajici se cyklus. Oba tyto typy FeSeni dynamické soustavy (2.1) jsou
vyznamné pii kvalitativni analyze populacnich modelt matematické biologie.

V souvislosti s analyzou stability dynamickych systémt se zkoumé predevsim stabilita
jejich konstantnich feseni (singuldrnich bodi). Proto nejprve pfipomeneme pojem stability
a atraktivity pro uvazované singularni feSeni (souvisejici pojmy pro nekonstantni feSeni
se zavadéji analogicky).

Definice 2 Singuldrni reseni x(t) = X rovnice (2.1); nazveme stabilni, jestlize pro kaZdé
e > 0 ezistuje § > 0 takové, Ze pro kaZdé Teseni x(t) soustavy (2.1); plati ndasledugici
implikace:

|x(to) —%|| <0 = ||x(¢t) —%X|| <e pro vsechnat > t.

15



2.1. STABILITA SINGULARNICH BODU SOUSTAV DIFERENCIALNICH ROVNIC PRVNIHO RADU

Pokud neni 1esent x(t) = X ve vyse uvedeném smyslu stabilni, nazveme ho nestabilni.
Ddle Tekneme, Ze singuldrni reseni X je atraktivni (pro t — oo), jestlize je stabilni
a ezistuje § > 0 takové, Ze pro kazdé tesent x(t) spliujici ||x(to) — X|| < 6 plati

|x(t) — x| = 0 prot— cc.

V dalsi ¢asti uvedeme néktera kritéria umoziiujici rozhodnout o stabilité (nestabi-
lité) singuldrnich feSeni. V piipadé linedrnich dynamickych systémt uvazujeme soustavu
zapsanou ve tvaru

x = Ax (2.2)
s konstantni matici A tadu n. Tato soustava mé vzdy nulovy singuldrni bod. O jeho
stabilité a atraktivité lze rozhodnout pomoci vlastnich ¢isel A.

Véta 3 UvazZugme linedrni soustavu (2.2) a oznacme A, ..., Ap(m < n) navzdjem riznd
vlastni c¢isla matice A. Potom plati:

1. Jestlize vsechna vlastni c¢isla A\, ..., N\, maji zdpornou redlnou cdst, pak je nulove
resent (2.2) atraktioni.

2. Pokud alespori jedno vlastni ¢islo md kladnou redlnou édst, pak je nulové fesent (2.2)
nestabilni.

3. Pokud maji vsechna vlastni c¢isla nekladnou redlnou cast a vsechna vlastni cisla s nu-
lovou redlnou ¢édsti jsou jednoduchd, pak je nulové feseni (2.2) stabilni, nikoli vsak
atraktioni.

4. V pripade ndsobnych vlastnich cisel s nulovou redlnou casti, stabilita nulového reseni
(2.2) zdlezi na tom, zda prislusnd tesSeni jsou ohranicend. Jinak vyjadreno, Jorda-
novy bunky prislusné vlastnim cislim s nulovou redlnou casti museji mit velikost 1.

Pro urceni stability a atraktivity singularniho feSeni X nelinedrni soustavy (2.1); mu-
sime nejprve danou soustavu linearizovat. K tomu se vyuziva nasledujici metoda.

Metoda linearizace Uvazujme nelinedrni systém (2.1); a jeho staciondrni bod X.
Polozime-li y = x — X, pak pomoci ndhrady Taylorovym polynomem 1. stupné dosta-
vame

y =x'=f(x) =f&+y) =f(&) + VER)y + R(y) = VIR)y + R(y), (2.3)
- Wig) Wi®) o L)
ox1 Oxo Oxn
E®) EE - 2R
VE(R) =
x-S

je Jacobiho matice v bodé X a R(y) je Taylortv zbytek (chyba této ndhrady lze fadové
odhadnout vyrazem |y|*, kde ||-|| je norma v R"). O stabilité ¢ nestabilité soustavy (2.1);
rozhodnou vlastni ¢isla této matice.
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2. MATEMATICKY APARAT

Véta 4 (Linearizovana (ne)stabilita) Necht prava strana f(x) soustavy (2.1); md spo-
jJité prund parcidlni derivace na okoli staciondrniho bodu X a J(X) je Jacobiho matice této
soustavy.

1. Mayji-li vSechna vlastni ¢isla Jacobiho matice J(X) zaporné redlné édsti, pak je kon-
stantni TeSeni X soustavy (2.1); asymptoticky stabilni.

2. Ma-li alespori jedno vlastni ¢islo Jacobiho matice J(X) kladnou redlnou édst, pak je
konstantni feseni X soustavy (2.1); nestabilnd.

Véta 4 nefikd nic o pripadu, kdy ma vlastni ¢islo linearizovaného systému nulovou
realnou cast. Kvili této skutecnosti si uvedeme nasledujici definici a vétu, diky které
miizeme urcit také (ne)stabilitu staciondrniho bodu tohoto typu.

Definice 5 Bud G C R"™ okoli bodu X. Spojitd funkce V : G — R se nazgvd ljapunovska
funkce systému x’ = f(x) v bodé X jestlize

1. V(%) =0 a V(x) >0 pro kazdé x € G\ {x}.
2. Pro kazdé reseni x(t) € G je sloZend funkce V (t,x(t)) nerostouct pro vSechna t > 0.
Véta 6 (PFfima Ljapunovova metoda) Necht X je staciondrni bod systému x' = f(x)

a necht ezistuje ljapunovskd funkce tohoto systému v bodé X. Pak teseni x(t) = X je
stabilns.

Diusledek 7 Bud'V : G — R diferencovatelna funkce, kterd spliiuje podminku (1) z De-
finice 5. JestliZe pro kaZdé x € G plati

Vi =3 2y g <o

. ox;
=1

pak funkce V' je ljapunovskou funkci systému x' = £(x) v bodé X, a tedy konstantni fesent
x(t) = X tohoto systému je stabilni.

Podminka (1) v Definici 5 je ekvivalentni s definici pozitivné definitni funkce V'(x)
v oblasti G a podminka v Dusledku 7 znamend, ze derivace funkce V' (x) je negativné
semidefinitni.

Poznamka Zakladni popula¢ni modely, véetné Lotkova-Volterrova, zahrnuji také dyna-
mické soustavy se zpozdénim. Jejich obecny tvar je

xX'(t) = £(x(t)) + g(x(t — 7)), (2.4)
kde g(x) spliiuje obdobné pozadavky jako f(x) a 7 > 0 je realné ¢islo reprezentujici ¢asové
zpozdéni. Pojem singularniho bodu a jeho stability se zavadi podobné jako v nezpozdéném
ptipadé. Specidlné, pfi linearizaci (2.4) se vyuziva stejného principu jako pii linearizaci
soustav diferencialnich rovnic bez zpozdéni. Prislusna linearizovana soustava pak ma tvar

x'(t) = Ax(t) + Bx(t — 7), (2.5)

kde A, B jsou odpovidajici Jacobiho matice.

17



2.2. KLASIFIKACE SINGULARNICH BODU V ROVINE
2.2. Klasifikace singularnich bodu v roviné

Definice 8 (Typy singularnich bodu v roviné) UvaZujme trajektorie autonomni sou-
stavy

dx

E - g<x7 y)7

dy

-~ — 2.

se spojitymi lipschitzovskymi funkcemi g, h. Izolovany singuldrni bod [z, 9] nazveme

e stred — pokud kaZdym bodem ryziho okoli %, ] prochdzi trajektorie typu uzaviené
krivky — cyklus.

e uzel — pokud kazdgm bodem ryziho okoli [&,9] prochdzi trajektorie (x(t),y(t)),t €
(—00,00) typu oteviené kiivky, jejiz jeden konec (limita pro t — oo nebo t — —o0)
je singuldrni bod [z, y|, pFicemZ smérnice tecny trajektorie (z'(t),y'(t)) md konecnou
limatu.

e ohnisko — pokud kazdym bodem ryziho okoli [, 9| prochdzi trajektorie (x(t),y(t)),t €
(—00,00) typu oteviené kiivky, jejiz jeden konec (limita prot — oo nebo t — —o0)
je singuldrni bod [z, 7], pricemZ smérnice tecny trajektorie (z'(t),y'(t)) nemd vlastni
limitu.

e sedlo — pokud v ryzim okoli [Z,y] existuji jak trajektorie, které se pri rostoucim t
blizi k [z, 9], tak trajektorie, které se pri rostoucim t od [z, y] vzdalugi.

Pokud se body (x(t),y(t)) blizi k bodu [Z,9] pri t — oo, mluvime o atraktivnim
(pritahujicim, pfitazlivém) uzlu/ohnisku, pokud se naopak body (x(t),y(t)) blizi k bodu
[z, 9] prit — —oo (lj. prit — oo se vzdaluji), mluvime o neatraktivnim (odpuzujicim)
uzlu/ohnisku.

Poznamenejme, 7ze vySe uvedené terminy zachycuji asymptotickou stabilitu, respektive
nestabilitu pfislusného singularniho bodu [z, g]. Ponévadz jde o bézné uzivané terminy,
budeme je v tomto smyslu dale pouzivat.

Linearizaci soustavy (2.6) v okoli singularniho bodu [z, §] ziskdme linedrni soustavu

O\ ( gued) a,0) ) (@ g,
(v)=(FEn 260 )(0) (wen=gen). e
Véta 9 UvazZujme soustavu linedrnich rovnic (2.7) a vlastni ¢isla A1, Ay prislusné Jaco-

bitho matice.

e Pokud jsou obé vlastni cisla redlnd a kladnd, tj. 0 < Ay < )Xo, pak je singuldrni bod
[z, 9] odpuzujici uzel.

e Pokud jsou obé vlastni cisla redlnd a zaporna, tj. A1 < Ay < 0, pak je singularni bod
[z, 9] pritaZlivy uzel.

18



2. MATEMATICKY APARAT

Pokud jsou obé vlastni cisla redlnd, jedno kladné a druhé zaporne, tj. Ay < 0 < Ag,
pak je singuldrni bod [, 9] sedlo.

Pokud gsou vlastni cisla komplexné sdruZend s kladnou redlnou cdsti, tj. \y o = ptiv,
> 0,v#0, pak je singularni bod [z, 9] odpuzugici ohnisko.

Pokud jsou vlastni cisla komplezné sdruZend se zdpornou redlnou cdsti, tj. \io =
ptiv, p<0,v#0, pak je singuldrni bod [%, ] pritaZlivé ohnisko.

Pokud jsou vlastni ¢isla komplexné sdruZend s nulovou redlnou cdsti, tj. A\ o = +iv,
pak je singuldrni bod [, 7] stred.
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3. KLASICKY LOTKUV-VOLTERRUV MODEL

3. Klasicky Lotkuv-Volterriiv model

Klasicky Lotkiiv-Volterriv model je nejjednodussi model popisujici souziti dvou riiz-
nych populaci, které jsou ve vztahu dravec-kotist. Je to typ vzajemného souziti, kdy jedna
populace prospiva, druha chfadne. Tento model je pojmenovan po svych tvircich, kterymi
jsou Vito Volterra a Alfred J. Lotka (model vytvorili nezévisle na sobé). Kromé vyjadfeni
populacni dynamiky vyvoje poctu dravct v zavislosti na poctu jejich kotisti ho lze také
aplikovat pro popis zmény koncentrace chemickych latek [4, 10].

3.1. Sestaveni modelu

Nésledujici sestaveni modelu vychazi z [4, 5].

Ozna¢me = = x(t) velikost populace kofisti v ¢ase t a y = y(t) velikost populace dravce
v Case t.

K sestaveni modelu budeme pro jednoduchost predpokladat izolovanost spolecenstva,
tedy zanedbame vlivy prostiedi. Dale predpokladame, Ze pro zivot dravce je korist ne-
zbytna — bez ni by dravec vymfel. Kofist m& neomezeny zdroj obzivy a bez pritomnosti
predatora by populace kofisti exponencialné rostla. Pfirtistek populace kofisti za ¢as At
miizeme na zakladé predpokladu neomezeného ristu popsat vztahem

Az, = arAt,

kde konstanta a > 0 vyjadiuje relativni porodnost kofisti. Jedna se o Malthusiv model.
Mnozstvi ulovené kofisti za ¢as At je

Ax, = bryAt.

Clen bx je mnozstvi ulovené kofisti jednim dravcem, konstanta b vyjadiuje, jaka je prav-
dépodobnost, Ze dravec zahubi kofist pfi jejich vzajemném setkani (b > 0).
Populace kofisti mé v ¢ase ¢t + At velikost

z(t + At) = z(t) + Az, — Az, = x(t) + ax(t) At — bx(t)y(t) At. (3.1)
Prirustek populace dravce za ¢as At je
Ay, = cxyAt,

¢len cx = beyx vyjadiuje miru ristu populace dravee, konstanta c¢; charakterizuje pfeménu
energie ziskané z biomasy kofisti (¢; > 0).
Ubytek populace dravce je opét dan Malthusovym modelem

Ayu - dyAt,

konstanta d > 0 vyjadruje relativni timrtnost dravci.
Populace dravce méa v ¢ase t + At velikost

y(t+ At) = y(t) + Ay, — Ay, = y(t) + cx(t)y(t) At — dy(t)At. (3.2)

Predpokladame, ze funkce x, y jsou diferencovatelné. Pak limitnim prechodem At — 0
dostavame z rovnic (3.1) a (3.2) autonomni systém diferencilnich rovnic
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3.2. ANALYTICKE RESENI A JEHO ODVOZENI

x(t + At) — x(t)

Aliglo A7 = 2 =x(a—by)
oyt A) -y o,
Al}ltglo A7 = ¢y =y(cx —d). (3.3)

3.2. Analytické reseni a jeho odvozeni

V této ¢asti nalezneme jisty tvar analytického Teseni soustavy (3.3), ze kterého vsak
neni mozné posoudit zakladni vlastnosti (stabilita, periodi¢nost) tohoto feseni. Proto tyto
otazky budeme analyzovat samostatné v ¢astech dalsich.

Protoze se jedna o soustavu nelinearnich rovnic, neumime reseni analyticky urcit, avsak
1ze ho odvodit v jistém nestandardnim tvaru. PfepiSme soustavu (3.3) takto:

Z—f = z(a —by)
ili_?z = y(ex —d). (3.4)

Vzéjemnym vydélenim rovnic této soustavy (a za pfedpokladu platnosti ptislusnych
defini¢nich podminek) dostaneme rovnici

dr _ x(a—by)
dy — y(ex —d)’

Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, kterou integrujeme, tj.

/Cm_ddx:/a_bydy,
T Yy

a jejimz vytfeSenim (pro x # 0, y # 0) dostavame vztah udavajici implicitni zévislost mezi
populacemi dravce a koristi ve tvaru

In(z%) — cx — by = C, (3.5)

kde C € R je konstanta obecného feseni, kterou urc¢ime z pocatecnich podminek.

3.3. Singularni body a jejich stabilita

Nyni ur¢ime singularni body systému (3.4) poloZenim pravych stran rovny nule. Ziskame
tak dva singularni body:
d a
0,0], |—,—1.
oo, [25]

Jacobiho matice pFislusné linearizace systému (3.4) ve stacionarnim bodé [z, 7] je tvaru
o a—by —bi
s = (5 ) (36)

cy cr—d

22



3. KLASICKY LOTKUV-VOLTERRUV MODEL

Dosazenim prvniho staciondrniho bodu [0, 0] dostdvame

0= (5 °).

jejiz charakteristicky polynom a z néj vyplyvajici vlastni ¢isla jsou
A=—a)A+d)=0; M\ =a, X\=-—d

Protoze jedno z vlastnich c¢isel je kladné, tento bod je nestabilni, a protoze A\; > 0
a Ay < 0, jednd se o singularni sedlovy bod. Tedy existuji trajektorie feSeni, které se
s rostoucim casem blizi k tomuto bodu, ale i takové, které se pri rostoucim case od tohoto
bodu vzdaluji. Tuto nestabilitu mizeme s vyuzitim véty o linearizaci vztahnout i na dany
nelinearni model.

Dosazenim druhého stacionarniho bodu [4

a
c’b

()-( %)
¢’ b n 0

jejiz prislusny charakteristicky polynom a vlastni ¢isla jsou tvaru

| do Jacobiho matice (3.6) dostavame

M 4ad=0; \o=+iVad.

Jelikoz se jedna o komplexné sdruzena vlastni ¢isla s nulovou realnou ¢asti, tento sin-
gularni bod je v linearnim ptipadé stred — tedy je stabilni, ale ne atraktivni. Kazdym
bodem ryziho okoli tohoto bodu prochazi trajektorie feseni typu uzaviené kiivky. O sta-
bilité singularniho bodu [%, %} v nelinearnim modelu vSak nelze na zakladé linearizacni
véty rozhodnout, proto provedeme analyzu tzv. primou (druhou) Ljapunovovou metodou.

V daném piipadé snadno nalezneme ljapunovskou funkci V' (z,y) konstantni podél

trajektorii soustavy (3.4). Jeji tvar totiz pfimo vyplyva ze vztahu (3.5), totiz
V(z,y) =cx —dln|z| + by —aln|y| + C.

Vlastnost (2) z Definice 5 plyne okamzité ze vztahu (3.5), ktery plati identicky pro vSechna
uvazovana t, tj. V(t,x(t)) je konstantni pro vSechna ¢t > 0. Aby tato funkce spliiovala
i vlastnost (1), zvolime konstantu

é:—d+dln(g) —a—l—aln(%).

Pak V(4,%) = 0 a funkce V(z,y) je pro viechna z,y € R™ \ {[2, 4]} pozitivné definitni
a diferencovatelnd a jeji derivace podél trajektorii je negativné semidefinitni. Bod [%, %}
je tedy stabilni.

3.4. Otazka periodického reseni

V této Casti ukdzeme, Ze FeSeni dand vztahem (3.5) jsou periodickd (nasledujici tvahy
vychazeji z [6]).

Vztah (3.5) zapisme ve tvaru H(z,y) = C, kde H(x,y) = dlnz — cx + alny — by.
Pti libovolnych pocéatecénich podminkach se vyraz H(z,y) podle (3.5) neméni s ¢asem
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3.5. ODHAD PERIODY RESENI

a nazyvame ho pronim integralem (invariantem) systému (3.4). Systém (3.4) je tedy kon-
zervativni. UkdZeme, Ze vSechny trajektorie tohoto systému jsou uzaviené, tj. libovolnym
fezem plochy z = H(x,y) rovinou z = C' dostavame uzaviené kiivky.

Pro posouzeni pribéhu funkce z = H(z,y) spoc¢teme jeji prvni a druhé parcidlni
derivace. Dostavame

o _d oW _a

or x« oy y
PH 4 O*H _ H _ 0*H  a
ox2 a2’ Oxdy  Oydr  Oy2 g%

Polozime-li prvni parcialni derivace rovny nule, dostavame stacionarni bod [%, %] . Po-
moci Sylvestrova kritéria snadno zjistime, Ze se jedna o lokalni maximum. Matice druhych
derivaci je negativné definitni v kazdém bodé [z, y], funkce z = H(z,y) je tedy konkavni.

Z toho vyplyva, Ze vrstevnice této funkce (tedy fezy plochy z = H(z,y) rovinou z = C')
d a
b

jsou uzaviené kiivky, a proto feseni v okoli stacionarniho bodu [
vysledky mtzeme vidét na Obrazku 1.

] je periodické. Tyto

E

Obréazek 1: Vievo 3D graf funkce z = H(x,y) s vrstevnicemi, vpravo pohled shora. (Para-
metrya=b=c=d=1.)

3.5. Odhad periody reseni

Vzhledem k periodic¢nosti feSeni v okoli nenulového stacionarniho bodu miizeme vypocitat
(nebo alespoti odhadnout) velikost periody tohoto FeSeni (zakladem nésledujicich uvah je
[5]). Pro vypocet této periody T nestacionarniho feseni soustavy (3.4) posuneme singularni
bod [g, %] do pocatku souradné soustavy, a to uzitim substituce

d a
é-:fL'——, n=vy——,.
c b
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3. KLASICKY LOTKUV-VOLTERRUV MODEL

Dosazenim zavedené substituce do systému obdrzime

)
B W)= (n+ ) (c(g+g)—d),

a upravou téchto vyraz dostaneme

d& bd
D _pEn— =
o En o
dn ac

Soustavu (3.7) transformujeme do polarnich soufadnic g, . Ze vztahu ¢* = £* + n?
vyjadiime dp/dt, diky tomu pak mtzeme vyjadfit de/dt:

do ) ac . bd

— = pcospsing | — 4+ cosinp — — —bpcosyp |,

dt b c

d bd

d_f = cosy <% + cosin ap) + sin? (— + bo cos go) :
c

Proz >0,y > 0a 3+ gsing > 0, % + ocosp > 0 plyne z posledni rovnice, ze
dp/dt > 0, a tedy ¢(t) je rostouci funkce. Pro periodu T plati:

T 2m
dy
T=[dt= : 3.8
/ /0052 (bc—l—cgsingo) —i—sin%p(%—i—bgcosgp) (3:8)
0

V dalsi ¢asti provedeme odhad hodnoty 7.

Oznacme proto fmax = Tmaz — %a gmin = Tmin — %a Nmaz = Ymaz — %7 Nmin = Ymin — %a
kde Zazs Tminy Ymazs Ymin j50U maximalni a miniméalni hodnoty jednotlivych slozek Feseni.
Pak z (3.8) plyne

vl

tf *
€08 (% + Clhmaz) + 510° @ (% + Dmas)
0

— 4 / dy _ (3.9)

vl

2
CYmazx cos? Y+ bxmax S @

= 4 (3.10)

3
dy
T < 4
- / 082 (%€ + Cmin) + sin® o (2 + bEnin)
/ CYmin cos? -+ bxmzn SlIl QO
0
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3.6. STREDNI HODNOTY POPULACI

S vyuzitim vzorce

/2 dp L arcta B ta 2 2
= rctan | 4/ — tan =
Acos? ¢ + Bsin? p VAB AT VAB

0 0

pro A > 0, B > 0 dostavame integraci (3.9) a (3.10) odhad periody T’
2m 2m

= <7<
V bcxmarymaz V bC-Tmm?Jmm

Ve zbytku této prace budeme dale uvazovat ty = 0. Vezmeme-li nyni v iivahu nestaci-
onarni feseni z(t), y(t) vyhovujici po¢ate¢nim podminkdm z(0) > 0, y(0) > 0 takovym,
ze pocatecni bod je blizky stacionarnimu bodu [‘El, %], pak T,,0: = %l, Tomin = %’, Ymaz = 3>
Ymin = § a predpoklady predchazejici vztah (3.8) jsou splnény. Z (3.11) dostavame velikost

periody T = 27/ ad.

(3.11)

3.6. Stredni hodnoty populaci

Podivejme se nyni na stfedni hodnoty funkei x(¢), y(t) (princip tohoto odvozeni je prevzat
z [12]). Z prvni rovnice systému (3.4) po déleni z(¢) dostavame

(1)

()

Zintegrovanim této rovnice v intervalu (0,7") dostaneme

=a—by(t).

Inz(T) —Inz(0) = al — b/y(t)dt. (3.12)

Predpokladdme, Ze FeSeni je periodické s periodou T, proto x(0) = x(7T). Po apravé
rovnice (3.12) ziskdme stfedni hodnotu funkce y(t):

Q§>

| T
a
f/y(t)dt—g—
0

Podobné z druhé rovnice systému (3.4) dojdeme k vyrazu

1 r d
0

Dospéli jsme k tomu, ze se zménou konstanty C zptsobenou zménou pocatecnich pod-
minek z(0), y(0) nedochazi ke zméné stiedni hodnoty velikosti populace kofisti a dravce,
méni se pouze amplituda oscilaci. AvSak pro zménu konstanty C zpusobenou zménou
parametri a, b, ¢, d se stiedni hodnota funkei z(t), y(¢) méni, stejné jako stacionérni bod
[, 9] = [2,%]. Tuto skute¢nost zndzornime v nésledujicim pifkladé (viz také [4, 5]).
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3. KLASICKY LOTKUV-VOLTERRUV MODEL

a=04 a=0.2
[—x() ——y(] [—x()——y()
160 160
140+ 1404
1201 120
100\/\/\/\/\/ .
X(0) g X0 ]
y(b) y(t)
60 60
40 1 401
~ ~ -~ -~ — N\ r
0] N2 N NS NN, 207\\ / N\ 7\ /’
6 lb 2b 3‘0 4‘0 6 lb 2b 36 4‘0
t t

Obrazek 2: Viiv omezeni porodnosti kotisti na stav hustoty populace koristi a dravce. Vievo
casovy pribéh obou populaci s hodnotou parametru a = 0.4, vpravo totéZ s polovicnim
parametrem a = 0.2. Hodnoty ostatnich parametri: b = 0.017,¢ = 0.0119,d = 1.2.

Predpokladejme, ze zménime parametr a z puvodni hodnoty a = 0.4 na a = 0.2. (Para-
metr a predstavuje miru ristu populace kotisti, tedy omezujeme porodnost této populace,
napf. chemickym postiikem.) Z Obrézku 2 je patrné, Ze stfedni hodnota populace kofisti
zustala stejnd, kdezto stiedni hodnota populace dravce se snizila o polovinu. Tedy misto
snizeni velikosti populace koristi doslo ke snizeni velikosti populace dravce, coz je ne-
ocekavany vysledek, avSak z pfedchozi analyzy je tento vysledek nepfekvapujici — zména
parametru a vyvola zménu hodnoty § = ¢, ktera reprezentuje stiedni hodnotu populace
dravce.

Podobné, zvySujeme-li hodnotu parametru d (napf¥. lovem dravce), zvySuje se stfedni
hodnota kotisti & = %, stfedni hodnota populace dravce se neméni.

Pokud snizujeme hodnoty b, ¢ (tj. chranime kofist pfed dravcem tak, abychom zarover
nehubili dravece), pak obé stfedni hodnoty & = % a y = ¢ rostou.

3.7. Shrnuti

Vysledky analyzy Lotkova-Volterrova modelu shrneme v néasledujicim popisu fazového
portrétu reseni.

Trajektorie Teseni pro rtizné pocatecni podminky s parametry a = b = ¢ =d = 1
jsou na Obrazku 3. Porovnanim s Obrazkem 1 znazornujicim pohled na vrstevnice funkce
z = H(z,y) shora miZeme Fict, Ze kazd4 trajektorie fazového portrétu je zéroven vrstev-
nice funkce z = H(z,y) a naopak.

Periodické feseni kolem singularniho bodu [1,1] je zfejmé z uzavienych trajektorii,
které tento bod ohranicuji. Velikost periody v blizkém okoli tohoto bodu je T' = 2.
Velikost hodnoty H (amplituda oscilaci) uréuji rizné poc¢ateéni podminky (H = Inz(0)—
2(0) + Iny(0) — »(0)).
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Obrazek 3: Fazovy portrét modelu Lotky-Volterry, a =b=c=d = 1.

[— x() ——y)

Obrazek 4: Casovy vijvoj populace kovisti (x) a dravce (y), a=b=c=d = 1.

Smér vektorového pole kolem pocatku [0, 0] dokazuje, Ze se jedna o nestabilni singularni
bod typu sedlo.

Z Obréazku 4 je patrno, ze oscilace populace koristi fazové predchézi oscilace dravel —
velikost populace dravce se zacne zmensovat kratce poté, co se snizi pocet kotisti. Jakmile
se korist rozroste, populace dravce se opét zvysi. To odpovida intuitivnimu predpokladu:
velikost populace dravce roste s rostouci velikosti populace kotisti do té doby, kdy je
dravcii prili§ mnoho a mnozstvi kofisti proto zacne ubyvat. To zptisobi nedostatek po-
travy pro dravce, a tedy jejich populace se za¢ne zmensovat.V diisledku pritomnosti pouze
malého mnozstvi populace dravce se populace kofisti za¢ne opét rozristat. Tento cyklus
se stale opakuje pro obé populace. Populace kofisti urcuje chovani celého systému, a proto
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3. KLASICKY LOTKUV-VOLTERRUV MODEL

ji mizZeme povazovat za dominantni. Na fazovém portrétu tuto skutecnost vyjadiuje ori-
entace vektorového pole (proti sméru hodinovych ruécicek).

Nedostatkem tohoto modelu je nestabilita feSeni v blizkosti soufadnicovych os, kde
jsou jednotlivé trajektorie velice blizko sebe, a proto jakakoli mala porucha zptisobi pie-
chod na jinou trajektorii, ktera je sice v této oblasti blizka, avsak v jiné oblasti roviny
(z,y) je od té puvodni vzdélena. Tedy i mald porucha mize mit velky efekt, minimalné
na amplitudu oscilaci.

Klasicky Lotkiav-Volterriv model neni pfilis realisticky. Pii sestavovani rovnic jsme
predpokladali neomezeny rist populace kofisti, ve skutecnosti toto neni mozné. Tento
nedostatek Ize vidét na Obrazku 3 — obé populace rychle nabyvaji velkych rozméru z pi-
vodné nizkych stavii. Dalsi redlny predpoklad, ktery zakladni model zanedbava je nasy-
cenost dravce.

vvvvvv

uvedeme nasledujici ptiklad (viz [1, 4, 10]).

Vyvoj populace ryst a zajici podle Hudson Bay Company Zajimavym piikla-
dem vyuziti modelu Lotky-Volterry byl pokus aplikovat jej na data spolecnosti Hudson
Bay Company v Kanadé udavajici pocet koZeSin zajice ménivého (Lepus americanus)
a rysa kanadského (Lynz canadensis) piiblizné v letech 1845-1930. Pfedpokladame, Ze
pocet ulovenych zvirat predstavuje celkovou velikost jednotlivych populaci. Ackoli je tento
predpoklad ponékud zkreslujici, jsou to jedna z mala dostupnych dat popisujici velikost
dvou populaci ve vztahu dravec-kofist v pomérné velkém casovém intervalu a pro od-
haleni pri¢in vyskytujicich se jevi jsou dostatecné presna. Neékterd tato data (prevzata
z [1]) jsou vykreslena na Obrazku 5, ktery ukazuje periodické chovani danych populaci
(fazova trajektorie na Obrazku 5(c) predstavuje vice méné uzavienou kfivku). Na zakladé
toho je zfejmé pokusit se popsat chovani tohoto systému pravé matematickym modelem
Lotky-Volterry. Podivejme se vSak na vykreslend data pozornéji. Smeér fazové trajektorie
na Obréazku 5(c) je opacny ke sméru z Obrazku 3. Tuto skuteénost zobrazuje také Obrazek
5(a) a (b), kde oscilace rysi v nékterych obdobich fazové predchazi oscilace zajicti. To by
znamenalo, Ze populace ryst je lovena populaci zajicti, coz je nesmysl. Jednim vysvétlenim
by mohl byt fakt, Ze zajici jsou nakazeni a svou nemoc prenaseji na rysy, ktera je nasledné
zabiji. Takova nemoc vSsak neni znama. Dalsim, zfejmé spravnym vysvétlenim je, Zze danou
y,hemoci® byli lovei téchto zvirat. V ¢asech nizké hustoty populaci se lovei zabyvali jinou
¢innosti a jenom v pripadé dostatecného mnozstvi zvitat se vraceli k lovu. Jelikoz byla
kozeSina ryst vynosn€jsi, davali jejich lovu prednost pred lovem zajicti. V obou pripadech
se vsak jiz jedna o vztah miniméalné t¥i populaci, ktery uz neni tak jednoduchy. V druhém
mozném vysvétleni by navic bylo tfeba do modelu zahrnout dalsi parametry popisujici
ekonomickou situaci v daném obdobi.
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Obréazek 5: (a) Dynamika poctu kuzi rysi a zajici prodanych Hudson Bay Company v
letech 1848-1907. (b) Detail pro roky 1876-1888. (c) Fazovy portrét ddaji v letech z (b).
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4. REALISTICTEJSI MODELY
° o v vV e S
4. Realistictéjsi modely
Jiz bylo uvedeno, Ze klasicky Lotkiv-Volterriv model dravec-kofist ma nékolik nedo-
statkl, a proto neodpovida realité. Avsak je dilezitym zakladnim modelem, ze kterého
se vychdzi pii modelovani dalsich, realisti¢téjsich modelt (popis téchto modeld vychéazi

z [4, 5, 10]).

Ponechdme si oznaceni z predchozi kapitoly — velikost populace kofisti bude = = z(t)

a velikost populace dravce y = y(t), a opét budeme predpokladat izolovanost spolecen-

stva.

Rovnici pro popis dynamiky populace koristi mtizeme obecnéji zapsat nasledovné:

o' = p(x)r — Ulz,y)y.

e Funkce p(x) je specifickd mira ristu populace kofisti a je zavisla pouze na velikosti
kofisti. Nejcast&ji byva tvaru u(z) = ey — ax, kde e > 0 a a > 0. To znamena,
ze populace koristi se vyviji podle Verhulstova modelu: v nepfitomnosti dravce je
rust populace kofisti omezen kapacitou prostfedi K = &1/, a tudiz nedochézi
k neomezenému ristu populace jako v pripadé klasického modelu.

e Funkce U(x,y) se nazyva trofickd funkce nebo funkciondlni odezva a predstavuje
pocet ulovenych jedincti kofisti jednim dravcem za jednotku casu. Obvykle byva
zjednodusend tak, ze se predpoklddd nezavislost na proménné y (dravci o kofist
nesoupefi, ani nespolupracuji). Tato funkce zohledniuje nasycenost dravce, kdy i pfi
neomezeném mnozstvi kofisti dravec ulovi pouze jeji omezené mnozstvi. Tedy funkce
U(z) spliiuje podminku lim U(z) = S, S pfedstavuje hladinu nasyceni (saturaci)

T—00
dravce. Déle se predpoklada, ze tato funkce je neklesajici (pokud roste mnozstvi
kofisti, dravci ji nebudou lovit méné) a prochazi pocatkem soufadnic: U(0) = 0

(neexistuje-li kofist, dravec nema co lovit).

Nejcastéjsi tvary této funkce jsou:

Ulz) = Sx(t)

o Sa?(t)
=~ Braqy (W

= —— 7 _ U(z)=S501—e O 4.1
B2 +22(t)’ () (1—e ), (4.1)
kde a, B, S jsou kladné konstanty. Tyto funkce (véetné funkce z klasického modelu
U(z) = ax) jsou zndzornény na nasledujicich obrazcich.

U(z) U(z)
S ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
T X
0 0
Obréazek 6: U(z) = ax Obrazek 7: U(z) = 5
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4.1. MODEL S VNITRODRUHOVOU KONKURENCI KORISTI A DRAVCE

Ul(x) Ul(z)
Sl S
z x
0 0
Obrézek 8: U(z) = ot Obrézek 9: U(x) = S(1 — =)

Rovnici popisujici dynamiku populace dravce obecné zapiSeme ve tvaru

y = k(z)y.

Protoze je pro dravce kofist nezbytné, musi byt funkce k(x) pro nizky stav kofisti zéporna
(k(0) < 0). Pfi rastu mnozstvi kofisti roste i tato funkce (k'(z) > 0) a opét se mize

uplatnit nasycenost dravce. Obecnym poZzadavkem této funkce je lim k(x) > 0 a nejcastéji
T—r00

se vyskytuje ve tvaru k(z) = kU (x) — 9, K > 0,9 > 0.
Jinou moznosti je misto funkce k(x) uvazovat zavislost k(z,y) ve tvaru

k(x,y) :t<1 — Jg) ,

x
t>0,J>0.
Realistictejsi modely mizeme tedy obecné psat ve formé
¥ = p(x)e—Ulr)y
yo= k(g

a specifikaci funkei p(z), U(z), k(x,y) ziskdme konkrétni modely dvoudruhového spo-
lecenstva dravec-kofist. Klasickému Lotkovu-Volterrovu modelu odpovidaji funkce

w(z) = a, U(x) = bz, k(xz,y) = kU(z) —d = cx —d.

4.1. Model s vnitrodruhovou konkurenci koristi a dravce

Nyni se budeme zabyvat modelem s vnitrodruhovou konkurenci koristi, proto specific-
kou miru rastu definujeme jako p(z) = r1 — ajix, kde 11 > 0 a ay; > 0. Podobny ¢len
zavedeme v rovnici popisujici vyvoj dravce, avsak jelikoz je korist pro dravce nezbytnou
potravou a bez jeji pritomnosti by dravec vymrel, bude odpovidajici konstanta r, s opa-
¢nym znaménkem. V tomto modelu nezahrneme pfedpoklad nasycenosti dravce, tedy
troficka funkce U (z) bude linearni, stejné jako v ptipadé klasického modelu. Tento model

ma proto nasledujici tvar:

/ J—
¥ = (rm—anr—apy)r
/

Y = (anx — 19 — axny)y, (4.2)

kde ay1, ayo, a1, ase, 71, T2 jsou kladné konstanty.
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Poznamka Podobné se sestavi model konkurence a symbidzy, rozdilem jsou znaménka
u jednotlivych ¢lent v soustavé (4.2). Postup analytického zkouméni stability ¢i nestabi-
lity stacionarnich bodt je v téchto pripadech analogicky nasledujicimu postupu.

Kvuli vysokému mnozstvi konstant provedeme dimenziondlni analyzu podle [5]. Po-
lozme
r=2'z, y=y'y, t=t'T,
kde hodnoty konstant Z, 7y, 7 budou dale specifikovany.
Dosazenim do (4.2) dostavame

dz* T . e s
o = (- ana’T —any'y)a’s
dy” y = (a0 2™ —ro — any™y) y'y.
dt* T

Jednotky nesouci rozmér zvolime nésledovné:

1 T r
1 a1 22

Model (4.2) se ndm tak zjednodusi na soustavu s poloviénim poc¢tem konstant (novy trans-
formovany systém budeme pro jednoduchost psat opét s neznamymi x, y misto =*, y*):

¥ = l—-z—ay)x

"= (br-c-y)y, (4.4)

kde

a12 b— a2 c T2

Y Y

22 11 (&

Stacionarni body tohoto systému jsou:

0,0, [1,0], [0,—d, {”“C b_c}.

14+ab’ 1+ ab

Jelikoz nas z biologického hlediska zajimé pouze feSeni v uzavieném prvnim kvadrantu
(tj. ,y > 0) a konstanty a,b, ¢ jsou kladné, budeme zkoumat pouze body [0, 0], [1, 0],
a v pripadé b > ¢ také bod

l1+ac b—c
14+ab’1+abl|’

V dalsi ¢asti provedeme analyzu stability jednotlivych singuladrnich bodti, a to opét
pomoci lineariza¢ni metody. Jacobiho matice soustavy (4.4) ve staciondrnim bodé [z, 9]

je tvaru
oo [ 1 =22 —ay —azr

Dale rozlisime nasledujici dva pripady.

33



4.1. MODEL S VNITRODRUHOVOU KONKURENCI KORISTI A DRAVCE

Pf‘ipad b<e (<:> riag < TQCLH)

Dosazenim stacionarniho bodu [0, 0] do Jacobiho matice (4.5) dostavame

J(0,0):((l) _OC>

Vlastni ¢isla této matice tedy jsou
AM=1>0, A=-c<0,

a jedna se o sedlovy bod.
Dosazenim stacionarniho bodu [1, 0] dostavame

J(1,0) = ( _01 b )

A=—-1<0, M=b—c<0,

vlastni cisla jsou

a tedy tento bod je pritazZlivy uzel.

(4.6)

Podrobnéjsi analyzou lze ukézat, ze vSechna feseni, jejichz trajektorie prochézi prvnim
kvadrantem, se limitné blizi k bodu [1,0] pro ¢ — oo. Populace kofisti se tedy ustéli
na hodnoté 1z = r/a;; (uzivame oznaceni dle (4.3)). Tato hodnota odpovida kapacité
(Gzivnosti) prostiedi. Populace dravce se ustali na hodnoté 0y = 0, to znamena, Ze tato

populace vymie. Tento vysledek je znazornén na Obrazku 10.

3

[—x() ——y®)]

1.5

—

|

x(t) |
y(t) \\
\

0.5

g S —— ]
T N

=

e

T T

0 1 2 3 0 5 10
X t

15

Obrazek 10: Vievo fazovy portrét resent, vpravo casovy prubéh obou populaci pro b < c.

(a=1,b=1,c=1.5).
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Pﬁpad b>c <<:> r1Q91 > 7’2&11)

Analogicky jako v pfedchozim pfipadé zjistime, Ze stacionarni bod [0, 0] je opét sedlo,
avSak Jacobiho matice (4.5) v bodé [1,0] mé vlastni ¢islo s = b — ¢ > 0 (A1 se ne-
zméni, proto A\; < 0), tedy v tomto pfipadé je stacionarni bod [1,0] také sedlo. V bodé
[(1+ac)/(1+ab),(b—c)/(1+ ab)] ma Jacobiho matice soustavy (4.4) tvar

J(iizca’ll:;b):1+1ab(_b((}:z)c) _f((iffff)) (4.8)

Tato matice mé charakteristickou rovnici

s —(14ac)—(b—rc) (14 ac)(b—c)(1+ ab)
A 1+ ab AT (1+ ab)?

=0,

takze vlastni ¢isla matice (4.8) jsou

N —(14ac)— (b—c)£VD
b2 2(1 + ab) ’

D=(1+ac+b—c)?—4(1+ac)(b—c)(1+ ab).

Pro diskriminant D plati D < (1 + ac + b — ¢)? a pokud D > 0, pak jsou vlastni &isla
realna zaporna. Pokud D < 0, pak jsou vlastni ¢isla komplexné sdruzend se zapornou
realnou ¢asti. V obou pfipadech je stacionarni bod s nenulovou slozkou y asymptoticky
stabilni, a to bud uzel, nebo ohnisko.

3

[—x() ——y®)]

1.3

0.9 -
x(1)
y(t)

¢t ——G—— |

0.5

T T T T 0'17_-_\=._=‘--__ T — —
0 1 2 3 0 10 20 30 40
X t

Obrazek 11: Vievo fdzovy portrét resent, vpravo c¢asovy prubéh obou populact pro b > ¢ se
stabilnim uzlem blizko bodu [1,0]. (a =1,b=1,¢=10.8).

V tomto piipadé se tedy populace kofisti ustéli na hodnoté [(1+ ac)/(1+ ab)]Z a
populace dravce na hodnoté [(b — ¢)/(1 + ab)] y. Tomuto bodu odpovida bod

T1Qo2 + T2G12  T1G21 — T2Q11

)
11022 + G12G21 G11G22 + Q12021
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Pokud je tento staciondrni bod dostateéné blizky bodu [1, 0], pak populace k ustdlenému
stavu dospéji s nejvyse konec¢nym poctem zakolisani kolem ného. Chovani systému je pak
podobné pripadu, kdy b < ¢, dravec ale nevymfe, jen se jeho pocet ustali na velmi nizké
hodnoté (oproti populaci kofisti). V jiném ptipadé populace k ustdlenému stavu dospéji
s tlumenymi oscilacemi. Tyto vysledky jsou zobrazeny na Obrazku 11 a 12.

3

[—x() ——y()]

0.7

0.5

X(t)
y(® 5]

\ \ RRRRCR R R R SR R R S 0.1
== 7 f \ LN G NS e e
e = ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 0 10 20 30 40
X t

Obrazek 12: Vievo fazovy portrét resent, vpravo casovy pribéh obou populact pro b > c se
stabilnim ohniskem. (a = 2,b = 3,¢ = 0.5).

Jev, kdy b = ¢, tedy rias; = rea;; nebudeme rozebirat, protoze piipad, kdy skutecné
hodnoty pfesné odpovidaji dané rovnici je nepravdépodobny.

4.2. Modely s ¢asovym zpozZdénim

Dalsi zptsob, jak ucinit studované populacni modely realisti¢téjsi, spoc¢iva v zahrnuti
c¢asového zpozdéni. Toto zahrnuti lze obecné uvazovat v situaci, kdy dynamické chovani
modelu zavisi (kromé jiného) na predchézejicich stavech systému (v pfislusnych modelech
se pak vyskytuje hodnota z(t—7) nebo y(t—7) vyjadiujici hodnotu stavové proménné s ¢a-
sovym zpozdénim 7 oproti prubéznému ¢asu t). Obecné toto zpozdéni mize mit zasadni
vliv na stabilitu systému, jeho periodické chovani, bifurkaci a dalsi dynamické vlastnosti.
Cilem této kapitoly je posoudit vliv zpozdéni 7 na stabilitu jednoho z dfive uvazovanych
modelt. Tato kapitola vychazi z [8, 14].

V piipadé rozsifeného Lotkova-Volterrova modelu ve tvaru (4.2) lze uvazovat ¢asové
zpozdénou odezvu 7 > 0 ve ¢lenu popisujici specifickou miru ristu populace koristi, tedy

2(t) = x(t) [r —anz(t —7) — any(t)],
y(t) = yt)[—r2+ anz(t) — axy(t)]. (4.9)

Tento model poprvé navrhl v roce 1973 May [9]. V nepfitomnosti dravce vyvoj populace
koristi popisuje logisticka rovnice se zpozdénim znama také jako Hutchinsonova rovnice

Z'(t) = x(t) [r — anx(t — 7)],
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v nepiitomnosti kofisti populace dravce vymira.

Song a Wei [13] dale zkoumali stabilitu a bifurkaci tohoto systému, kde za bifurkac¢ni
parametr zvolili praveé zpozdéni 7.

Faria [2] se zabyvala modelem tvaru

() = at)[r —anz(t) — any(t — )],
y'(t) = yt)[—re+ anz(t — 2) — axny(t)]

s >0 a7 >0, pritom 75 brala autorka jako bifurka¢ni parametr. V tomto ptipadé se
za bifurkacni parametr da také zvolit 7 + 7.

Pokud budeme v systému (4.9) uvazovat ¢asové zpozdéni také ve ¢lenu popisujici rist
dravce, dostaneme model ve tvaru

() = a(t)[r —anz(t — 1) — any(t)],
y'(t) = yt)[—re+ anx(t) — any(t — 7). (4.10)
Pravé modelem (4.10) se budeme ve zbytku této kapitoly zabyvat, konkrétné budeme

zkoumat, za jakych podminek je vnitini stacionarni bod stabilni. Poznamenejme, Ze zave-
deni zpozdéni 7 nema vliv na stacionarni body systému. Budeme se tedy zabyvat bodem

2, 4] = riQge + T2@12  T1Q21 — 2011
9 - )
11022 + G12G21 Q11G22 + Q12021

(systém (4.10) musi zaroven spliiovat predpoklad rjas; — reaq; > 0).

Linearizaci systému (4.10) v okoli bodu [z, y| dostaneme soustavu linearnich diferenci-
alnich rovnic se zpozdénim

2(t) = —anlx(t — 1) — anty(),
y'(t) = andz(t) — axnjy(t — 7). (4.11)

7 lineariza¢ni véty pro dynamické systémy se zpozdénim vyplyva, ze pokud je nulové
feSeni linearizovaného systému (4.11) asymptoticky stabilni, pak vnitini stacionarni bod
[Z, 9] nelinedrniho systému (4.10) je také (lokalné) asymptoticky stabilni, a proto se nyni
muzeme zaméfit na nulové fesSeni daného linearizovaného systému.

Z teorie stability linearnich diferencidlnich systémi se zpoZdénim je zndmo (viz napf.
[7]), Ze nulové FeSeni (4.11) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz vSechny kofeny
charakteristické rovnice tohoto systému maji zadpornou redlnou ¢ast, tedy Re(\) < 0 pro
vSechna A spliujici

(4.12)

- N = AT S
F()) = det < Atanie Gl ) ~0.

—any A+ agje

P1i obecnych koeficientech aq1Z, a122, a1y, asy je analyza lokalizace kofenti charak-
teristické rovnice (4.12) velmi komplikovana (a neni dosud v obecném piipadé v literatuie
popséana). Proto pfistoupime ke zjednoduseni jejiho tvaru, tedy budeme pfedpokladat, ze
koeficienty ¢lenii se zpozdénim jsou totozné. Déle proto budeme znacit o = a11% = asgay.
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Pro piehlednost si také pfeznac¢ime mimodiagonalni konstanty z (4.12) jako § = a2 a

v = —agy. Charakteristickd rovnice bude tedy tvaru
_ A+ e B B
F(\) = det ( N \ 4 e ) =0. (4.13)

vvvvvv

situaci ve srovnani s pivodnim nezpozdénym modelem, kde odpovidajici charakteris-
tickd rovnice byla kvadratickd rovnice (a analyza rozloZeni jejich kofenti byla relativné
jednoduchd pocetni zélezitost). Ve zpozdéném piipadé je charakteristickd rovnice (4.13)
transcendentni rovnici majici nekone¢né mnoho komplexnich korenii. Déle se budeme za-
byvat dil¢imi polynomy ziskanymi rozkladem vyse uvedené rovnice:

_ Ary2 _ [ (W+ae™ =By (A +ae ™ +V/B7) (By =2 0)
FQ)=Q+ae™)" =8y = { A+ ae™ —i/=B7) (A + ae™ +iv/—=B7) (By <0).

V této praci si podrobné rozebereme ptipad, kdy v > 0. Pro pfipad fy < 0 se vyu-

v/

Pro 8y > 0 musi koreny charakteristické rovnice systému spliiovat rovnici

A ae™ —/By=0 nebo A+ae M+ +/fy=0.

Pro takovy typ rovnic plati nasledujici lemma, které uvedeme vcéetné ditkazu.

Lemma 10 Necht p a q jsou redlnd ¢isla. Pak vsechny koreny transcendentni rovnice
QN =A+p+ge =0 (4.14)

maji negativni redlnou cast prave tehdy, kdyz

—p<q<p

nebo

1
Ipl <gq a 0<7 < ————=arccos (—E).
q2_p2 q

Dikaz Urceme nejprve mnozinu vSech dvojic redlnych ¢isel [p, q] takovych, Ze existuje
ryze imaginarni (pfipadné nulovy) kofen A = ip, ¢ € R rovnice (4.14). MnozZina vSech ta-
kovych dvojic pak vytvori v (p, ¢)-roviné kiivku nebo systém kiivek s vlastnosti, ze pocet
kofenti rovnice (4.14) s kladnou realnou ¢asti se mize zménit pouze tehdy, prechézi-li dvo-
jice parametru [p, q] pfes nékterou z téchto kfivek. Z toho speciélné vyplyva, Ze hranice
mnoziny vSech [p, ¢] takovych, Ze odpovidajici rovnice (4.14) ma vSechny kofeny se zapor-
nou realnou casti je tvorena nékterymi kiivkami z tohoto systému.

Dosazenim A = iy do (4.14), vyuzitim Eulerova vztahu e~ = cos ¢ — i sin ¢ a separaci
realné a imaginarni ¢asti dostaneme soustavu rovnic

Re: p+ qcos(pr) = 0, (4.15)
Im: ¢ —gsin(p7r) = 0 (4.16)
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pro neznamé p, q.

Z rovnic (4.15), (4.16) vyplyva, Ze je-li A = i kofen rovnice (4.14), pak jeho komplexné
sdruzené ¢islo A = —iyp je také jeji kofen. Staci se tedy omezit na piipad ¢ > 0.

Nyni rozlisime dva ptipady. Nejprve necht o7 = km pro né&jaké k € Ny (symbolem Ny
rozumime mnozinu nezapornych celych ¢isel). Pak z (4.16) vyplyva ¢ = 0, a tedy k£ = 0.
Z rovnice (4.15) dostavame predpis pro piimku p + ¢ = 0.

Druhd moznost je @7 # km pro vSechna k € Ny. Z rovnic (4.15), (4.16) dostavame
systém krivek

90(;08(()07') 90 T Vs 27'('
- _r="\w = 0,— Ul ——)U.... 4.17
sin(p7) 1 sin(p7)’ v e ( ’T) (7” 7') (4.17)

Ze spojité zavislosti kofent rovnice (4.14) na koeficientech p,q plyne, Ze ve vSech
otevienych mnozinich ohrani¢enymi nékterymi kiivkami (4.17) (pfipadné jejich ¢astmi),
nebo pfimkou p + ¢ = 0 (pfipadné jeji ¢asti) se pocet kofeni rovnice (4.14) s kladnou
realnou c¢asti neméni. Zbyva nam tedy urcit, kterda z téchto mnozin neobsahuje zadny
kofen s kladnou realnou c¢ésti.

Jestlize p+ ¢ < 0, pak Q(0) = p+ ¢ < 0 a zéroveni Q(\) — oo s A = oco. Tedy pokud
p + q < 0, charakteristickd rovnice (4.14) ma nezdporny redlny koten. Jelikoz hledame
oblast, kde tato rovnice nema zadny koren s nezapornou realnou casti, stac¢i se zamérit
na oblast nad pfimkou p 4+ ¢ = 0. Tomuto pozadavku odpovidaji kiivky

_ 1
po Tpeosler) o gpe(’f_ﬂu)? E=0,24,....  (418)

sin(pr) 7 7 sin(pr)’ T T

Tyto kiivky protinaji osu g v bodech ¢; = (2k + 1)7/(27) (pro k = 0,2,4,...),
asymptoticky se blizi k piimce p + ¢ = 0 pro ¢ — (k + 1)7/7 zprava a vzijemné se
neprotinaji (viz Obrazek 13).

qr

-20 -10 0 10 20

—Pp
Obréazek 13: (p, q)-rovina s parametrickym systémem kiivek (4.17) (1 = 1) a s pFimkou
p+q=0.
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Pro uréeni oblasti neobsahujici zadny kofen rovnice (4.14) s nezédpornou realnou ¢asti
specidlné vyuzijeme vlastnosti, Ze transcendentni rovnice (4.14) uvazovand s nulovym

parametrem p (tedy majici tvar Q(\) = A + ¢ge~*" = 0) ma vsechny kofeny se zadpornou
realnou ¢asti pravée tehdy, kdyz

0<7<7/(29), meboli 0<qg<n/(27). (4.19)

Hrani¢ni body 0 a 7/(27) odpovidaji v Obréazku 13 prisecikim osy ¢ s pfimkou p+¢q =0
a kiivkou (4.18) pro k£ = 0. Odtud jiz vyplyva, ze hledanou oblasti vSech [p, ¢] takovych,
ze viechny kofeny charakteristické rovnice (4.14) maji zapornou redlnou ¢ast, je mnozina
vyznacena na Obrazku 14. Hranici oblasti stability je tedy kiivka

popler) () 20
sin(pT) sin(p7) T

a Cast piimky p 4+ ¢ = 0.
Parametricky zéapis kiivky (4.20) nyni pfepiSeme do explicitniho tvaru. Dostavame tak

p
—= = cos(pT).
. (1)

Z podminky o7 € (0, 7) mizeme 7 vyjadiit z pFedchozi rovnice jako

1
T = — arccos <—Z—9) . pl < q. (4.21)
¥ q
Déle rovnice (4.15) a (4.16) pfepiSme takto:
—p = qcos(pr),
¢ = gsin(pT).

Umocnénim téchto vyrazu a jejich naslednym sec¢tenim dostaneme vztah o = +4/¢% — p?
a dosazenim do (4.21) (uvazujeme ¢ > 0) ziskdvame

T =————arccos | —= |, |p| <q.
q2 _p2 q

Timto je Lemma 10 dokazéano. O

Poznamka Pro posouzeni dalsich kvalitativnich vlastnosti daného systému miize byt
uziteéné posoudit i p¥ipadné nasobnosti kofent (4.14), respektive pocty korent této rov-
nice s kladnou realnou ¢asti. Myslenka postupu jak tyto informace zjistit je predmétem
nasledujicich uvah.

V kazdém bodé ¢ se objevi dvojice komplexné sdruzenych kofent s nulovou realnou
casti, které jsou jednonasobné. Predpokladame-li totiz, Zze pro néjaké A plati obé rovnice

QN =A+q =0 a Q)N =1-7¢ =0,

tj. A je alespon dvojnasobny kofen @(A), pak A\ = —1/7 a ¢ = 1/(7e) # g} pro vSechna
k € Ny. Podobné lze ukazat, ze bod ¢ = 0 je jednonasobnym kofenem této rovnice.
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K posouzeni poc¢tu kotent v jednotlivych dil¢ich oblastech si ukdZeme, jak se zméni

redlnd Cast kofend rovnice Q(A\) = 0 pii zméné parametru q. Derivaci Q(\) podle ¢
dostavame i\ O\

=4 AT qTe—)\T_ =0

dq dq

Upravou této rovnice a dosazenim za —ge™*" = )\ (vyjadfenim z @(A) = 0) dostaneme

A e A
dg  1—gqgre >  q(14+ A7)’

a nasledné

X

B ) (1 —idpT)
dq N

i AL HipT)  q(1 4 @?r2)

Pro zménu realné casti kofene A\ s ohledem na ménici se ¢ tedy plati

d Re(\)
dq

P
(1 + ¢*72)

A=ip

Pro kladné ¢ je tedy (dRe())/dq)|r=ip, > 0 a pro zaporné ¢ je (dRe(\)/dq)|r=ip, < 0. To
znamena, Ze s rostoucim |q| roste redlna ¢ast kofene A rovnice Q(A) = 0.
Shrnutim pfedchazejicich Gvah dostavame, ze pocet kofent rovnice (4.14) majicich

nezapornou realnou ¢ast je v jednotlivych oblastech znazornén na Obrazku 14.

qt 8

201

104

Obrézek 14: (p, q)-rovina s poctem koteni rovnice (4.14) s nezdpornou redlnou ¢dsti v jed-
notlivych oblastech.

Tvrzeni Lemmatu 10 tedy implikuje, zZe nulové fesSeni linearizovaného systému

?(t) = —ax(t—7) = By(t),
y(t) = —yxt) —ay(t—7) (4.22)

41



4.2. MODELY S CASOVYM ZPOZDENIM

je v pripadé By > 0 asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz jsou splnény podminky
VBy<aal <7< (1/y/a?— Bv)arccos(v/By/a).

Ptipad By < 0 je technicky komplikovanéjsi, princip vSak ztstava stejny. Okomentu-
jeme hlavni vysledky vztahujici se k tomuto pripadu.

Matsunaga [8] dokéazal, ze nulové FeSeni linearizovaného systému (4.22) pro a > 0
a (v < 0 je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz

T
V—-Py<4da a 0<7<Tog=—F7—— (4.23)
T 2o+ v=BY)
nebo
0<da<+/—py a 7€ (0,m10)U(m20,711) U~ U (T2p-1,T1k), (4.24)
kde
(An+ )7 (4n + 3)m

Mn =57 > 2n= , n=20,1,2,...
2(a+v—=P7) 2(—a+ V=57
a pro a < 0 a v < 0 je nulové feseni asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz
— —6’7 <2<0 a T€ (Tl’o,TQ’Q)U(T1’1,72’1>U"'U(TLETQJ).

k a l jsou nezédpornd cela ¢isla definovana funkei nejvétsiho celého ¢isla []:

k:{T] (0 < 4a < /—B7), l:{—@—%} (—/—B7 < 2a < 0).

Hodnoty 71, a 72, jsou tzv. pfepinace stability, kdy dany systém s rostoucim 7 opa-
kované ztraci (a zpétné ziskava) stabilitu.

Nyni aplikujme tyto vysledky na specialni pfipad, kdy konstanty modelu (4.10) zvolime
nasledovné: ry = 1,1y = 1,a1; = 1,412 = K,a91 = kK + 2,099 = 1,k > 0. Zkoumame tedy
model

2(t) = ()1 -2t —7) = ry(H)],
y(t) = y@) =1+ (r+2)x(t) -yt —7)]. (4.25)

Predpoklad r1a9; — ma1;; = (k+2) —1 > 0 je splnén, a tedy dany systém ma vnitini
stacionarni bod, kde & = y = 1/(k + 1). Linearizovany systém v okoli tohoto bodu je

¢(t) = —ix(t—71)— Kkiy(t),
y'(t) = (k+2)gz(t) — gyt — 7).
S vyuzitim oznaCeni o = a;1& = & = § = axny, f = a1o0f = kT a7 = —any = —(k + 2)y

tento systém ptejde do tvaru (4.22) s & > 0 a fy < 0. Pak podle (4.23) a (4.24) je vnitini
stacionarni bod systému (4.25) lokdlné asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz

(k4 1)m

2(1+ /k(k+2))

0<kr<V1IT—1 a 0<7<

nebo
k>V1IT—1 a 1€ (0,0’1#)) U <0'2’0,0'1’1> U---u (0'27T_1,O'17,,~),
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kde
- (An+1)(k+ D7 - (An+3)(k+ )7 neN. & r— k(K +2)
T o0+ Rk +2) " T 2(—1+ Rk +2) ’ 4

Tento vysledek mtizeme interpretovat tak, Ze s 7 rostoucim od nuly, FeSeni modelu (4.25)
je lokalné asymptoticky stabilni pro 0 < kK < +/17—1 a pro k > v/17—1 feseni v konecném
poctu ,prepind“ sviij stav ze stabilniho do nestabilniho a zpét.

P1i zkouméani modelu se zpozdénim prirozené vyvstava otazka, zda jeho chovani pre-
chazi pri 7 — 0 v chovani stejného modelu bez zpozdéni. Porovnejme proto na zavér této
prace oba realisti¢téjsi modely studované v této praci.

Z hlediska limitniho pfechodu 7 — 0 pfechézeji vlastnosti stability piislusného zpozdé-
ného modelu ve vlastnosti ptivodniho modelu. Pfesnéji, charakteristickd rovnice (4.12)
prechézi v piislusnou kvadratickou rovnici s tymiz vlastnimi ¢isly Ay o (viz str. 35).

Pro kladné casové zpozdéni muze dojit ke zméné stability. V takovém pfipadé je
dilezité védét kritické hodnoty zpozdéni, kdy k této zméné dochazi. Pro soustavu (4.25)
byla nejmensi kriticka hodnota stanovena jako

o (k+ 1)
21+ /k(k+2))

Je-li 0 < 7 < 7%, dané zpozdéni nema na stabilitu prislusného stacionarniho bodu vliv. Pri
7 = 7* lineariza¢ni véta informaci o typu stability nedava, ptiT > 7* (a 0 < k < V17— 1)
je tento stacionarni bod nestabilni. Je-li x > /17 — 1, pak je vliv ¢asového zpozdéni
jesté komplikovanéjsi a muze dojit k opakovanému vyskytu (koneéné mnoha) piepinaci
stability.
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5. ZAVER
5. Zavér

Tato bakalarska prace se zabyvala kvalitativni analyzou Lotkovych-Volterrovych mo-
deli typu dravec-kofist se zaméfenim na studium stability a periodického chovani. Kla-
sicky model byl analyzovan pomérné obsirné — kromeé jeho samotného sestaveni nasledo-
vanym analytickym feSenim a urc¢enim stability ¢i nestability stacionarnich bodt systému
jsme ukézali periodi¢nost jeho Teseni a nasledné jsme odhadli jeho periodu. Dale jsme
ukazali, jaky vliv na toto feseni ma zména pocatecnich podminek ¢i parametri modelu
a vysledky jsme ilustrovali na ptikladé. Ziskané poznatky z kapitoly vénované tomuto mo-
delu jsme shrnuli okomentovanim fazového portrétu feseni a nakonec jsme tento model
aplikovali na realnd data spole¢nosti Hudson Bay Company.

Dalsi cast prace byla zamérena na realistic¢téjsi modely Lotkova-Volterrova typu. Nej-
prve jsme uvedli zobecnény tvar klasického modelu a nésledné jsme se vénovali modelu
s vnitrodruhovou konkurenci v populaci kofisti i dravce. Rozlisili jsme dva piipady, které
mohou v tomto modelu nastat a vysetfili jsme stabilitu stacionarnich bodi téchto jednot-
livych moznosti. Po uvedeni nékolika piikladti zavedeni zpozdéni do zkoumaného modelu
jsme se dale vénovali jednomu z nich. Analyza populacnich systému zpozdéného typu
je obecné podstatné komplikovanéjsi nez v piipadé klasickych modelt (misto rozlozeni
korenii kvadratické rovnice musime vySetfovat rozlozeni kofeni jisté transcendentni rov-
nice). Pro tyto zpozdéné modely byly vyvinuty specialni ditkazové postupy, z nichz jeden
byl pouzit i v této praci. V zavéru jsme diskutovali vliv casového zpozdéni na stabilitu
uvazovanych modelt.

Ptvodni prinos této prace spocival predevsim v rozpracovani nékterych dikazovych
technik pro popula¢ni modely se zpozdénim a v testovani zavislosti vlastnosti feseni na mé-
nicich se hodnotach parametri. Dosazené vysledky prace jsou graficky znézornény pomoci
softwaru Maple.

Na tuto praci lze navazat zkoumanim dalsich vlastnosti modelu se zpozdénim, napf.
jeho periodickym chovanim. Dale Ize uvazovat modely se zpozdénim v jinych ¢lenech nebo
vySetfovat jiné realisti¢téjsi modely (napf. zahrnujici predpoklad nasyceni dravce) a vza-
jemné je mezi sebou srovnavat, ptipadné do nich také zavést zpozdéni. Zcela samostatnou
disciplinou je pak analyza ptislusnych diskrétnich populacnich modeli.
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