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Abstrakt

Bakalarska prace je zaméfena na zmapovani a charakteristiku CFD metod v jejich
historickém kontextu. Porovna piednosti a nevyhody jednotlivych typt a zmini oblasti,
ve kterych byly dané metody vyuzity.

Summary

The bachelor thesis is focused on mapping and characterization of CFD methods in
their historical context. It compares advantages and disadvantages of different types
and mention the areas in which have been used these methods.
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1. Uvod

Cilem této prace je chronologicky zmapovat rtizné druhy analyzovéani a nasledného
feSeni jevu spojenych s tekutinami.

Pokusi se objasnit, co vSechno termin CFD zahrnuje a vysvétli strukturu feSeni
obecného problému.

Porovna vyvoj zptsobt vypocéta proudéni od nejjednodussich potencialnich rovnic pies
prakti¢téjsi Eulerovi vztahy aZ po Navier-Stokesovi rovnice umoziujici pospat téméf
libovolné proudéni.

Konec préace se bude zabyvat turbulentnim modelovanim slouzicimu ke zjednoduseni
vypoctl a zarovein snizenim jeho narocnosti.

2. Obecné informace

2.1 Co je CFD

Vypoctova dynamika tekutin je véda predpovidajici pohyb proudéni, pfenos hmoty a
tepla, chemické reakce a s nimi spojené jevy, FeSenim odpovidajicich matematickych
rovnic prostfednictvim vhodnych vypoctovych procest.

2.2 Urcujici rovnice

Existuje velké mnoZstvi rovnic proudéni o rizné pfesnosti a narocnosti. Stav vypocetni
techniky ndm vzdy neumoznuje fesit problém nejptesnéj$i metodou. Pravé proto byly v
kontextu jejiho vyvoje popularni rtizné vypocetni rovnice.

Zakladnim kamenem popisujicich vztaht jsou potencialni rovnice.

Proudéni popisuji pomoci gradientu funkce rychlostniho potencidlu . Jeji
nejjednodussi tvz. linearizovana forma ma tvar:

0’p 0%¢ %@
A-M))-=+-5+55=0
ox2 ' 9y? ' 0z
Rovnice 2.1: Potencialni rovnice [1]
M., - Machovo cislo nerozruseného proudu

Tyto rovnice byly nejéastéjsim vypoétovym prostiedkem az do 70. let 20. stoleti.
Vystiidaly je vztahy znamé jako Eulerovi rovnice, které shrnuji zakony zachovani
energie, hmotnosti a hybnosti do soustavy 5 rovnic ve tvaru:

om of, Of, of,
ot Tox "oy "oz -

Rovnice 2.2: Eulerova rovnice [2]
fy Ty, T, - vektory proudovych toki jednotlivymi smeéry



Tento systém se pouzival v 80. a 90. letech.
Na vrcholu z pohledu pfesnosti jsou pak Navier — Stokesovi rovnice, zahrnujici do
svého vypoctu vétsSinu vnéjsich 1 vnitinich vlivi.

au+v—1v+v2+
T uu—ppvuf

Rovnice 2.3: Navier-Stokesova rovnice [3]
u - vektor rychlosti, V- gradient, v- kinematicka viskozita, f - soucet objemovych sil

Tyto vztahy se staly nejpopulérnéj$imi rovnicemi v dnesni dobg.

2.3 Princip vvpoctu

Rovnice jsou zamérné uvedeny v diferencialnim tvaru, nebot’ je malokdy mozné jejich
algebraické feSeni. Proto je nutné vypoctové prostfedi upravit matematickym procesem
oznacovanym jako diskretizace.

Diskretizace

Ve spojité plose respektive prostoru uréime systém uzlovych boda, ve kterych budeme
fesit pfedchézejici rovnice.

Hustota boda byva pifimo umérna rychlosti zmény zkoumanych veli¢in v daném okoli.
Jejich spojenim dostavame sit’ definovanou tvarem - trojuhelnikovd, hexagonalni,
Ctyfsténna a zaroven typem strukturovand, hybridni, nestrukturovana, zénova.
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Obr. 2-1: Diskretiza¢ni m¥izky [2]

Diskretizace se nemusi tykat pouze vypoctového prostoru ale také samotného
obtékaného télesa. Kazda vypoctova metoda ma individualni naroky na stavbu mtizky,
které jsou nasledné alfou a omegou celého vypoctu, nebot’ se od nich odviji jak jeho
narocnost, tak i presnost vysledku. [2]

Vypoctové metody

Samotna vypocCtova metoda se pak definuje nejen pouzivanymi rovnicemi nebo
pozadavky na vypoctovou sit’, ale také naptiklad zpisobem implementace okrajovych
podminek nebo pfedavanim informaci mezi ohranic¢ujicimi body.



3. Vybrané milniky v dynamice tekutin

3.1 Starovék

Pocatky feSeni problému mechaniky tekutin, pfedev§im kapalin, nalézdme, jako u
vétsiny dnesnich v&d, jiz v obdobi antického svéta, predevsim Rimské fise. Na tehdejsi
dobu rozvinuta kanalizacni a vodovodni sit’ konfrontovala stavitele s fadou problémii,
tykajicich se pravé mechaniky tekutin.

O nezpochybnitelny posun se zaslouzil Archimédés ze Syrakus, ktery obohatil tehdejsi
svét nejen o tzv. Archimediiv §roub’, ale piedevsim o zptisob vypoctu hustoty latek. [4]

Vi-pt

ViePy

Obr. 3-1: Vizualizace Archimedova zdkona

Vie _ Pt
Vi Pk

Rovnice 3.1: Archimédiv zakon [5]
Vi — objem wytlacené kapaliny, p, — hustota kapaliny, V, - objem ¢élesa, p; — hustota télesa

3.2 Obdobi do 18 stoleti

Po tpadku fisi se vyvoj na dlouhou dobu zastavil a k jeho znovuzrozeni doslo az ke
konci 15. stol. Vyraznou postavou tehdejsi doby byl Leonardo da Vinci. Své zkuSenosti
ziskané pfi stavbé piistavi a kanala shrnul v dile Del moto e misura dell’acqua.

Jednim z nejvétsich mysliteld viibec byl i jeho o cca 200 let mladsi kolega Isac Newton.
Piinosem tohoto muzZe byl pfedevs§im 2. pohybovy zakon setrva¢nosti, dale pak zakon
viskozity pro Newtonské tekutiny a vztah mezi délkou a rychlosti viny kapaliny.
Poznatky shrnul v knize Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. [4]

F

W

—_—

Obr. 3-2: Vizualizace 2. Newtonova pohybového zakona

:E:mazma

Rovnice 3.2: Zakon setrva¢nosti [5]
F — piisobici sila, p — hybnost, t — ¢as, m — hmotnost, a - zrychleni

! $nekovy mechanismus pro erpani vody



3.3 Obdobi 18 a19 stoleti

Obdobi objeveni mnoha hydrodynamickych rovnic. Daniel Bernoulli roku 1738 ve
svém rozsahlém dile Hydrodynamique zveftejnil rovnici popisujici proudéni idealni
tekutinyz. V podstaté se jedna o formu zédkona zachovani mechanické energie.

Obr. 3-3: Proudéni v trubici

1 2 1 2
5PV +P1t pghy =5 pvi +p2 + pghy

Rovnice 3.3: Bernoulliho rovnice [6]
p — hustota, v — rychlost, p —tlak, h - vyka

Jeho vrstevnik Leohnard Euler vytvofil na zakladé 2. Newtonova pohybového zakona
systém parcialni diferencidlnich rovnic (PDE), které se dnes oznacuji jako Eulerovy
rovnice. Ve svych vypoctech vsak stale nebral v potaz viskozitu kapalin.

Tu doplnili az Francouz Claude Luis Marie Henri Navier a Ir George Gabriel Stokes,
kteti v letech 1827 a 1845 odvodili rovnice viskézniho proudéni nezavsile na sobé.
Navier-Stokesovi formule jsou zakladnim kamenem dnesni CFD.

Tyto rovnice byly pro praktické vypocty pfili§ slozité, a proto je Anglican Osborne
Reynolds zjednodusil do tvaru dnes oznagovaného zkratkou RANS®,

Reynoldosovo jméno nese i ¢islo popisujici vtah mezi tieci a setrvacnou silou, Které
nam umoznuje urcit, 0 jaky typ proudéni se jedna. [4]

LV
Re = —
v

Rovnice 3.4: Vypocet Reynoldsova Cisla [4]
L — charakteristicky rozmér prostiedi, V — rychlost télesa, v — viskozita

Védci uz maji zakladni nastroje k popsani proudéni, problém vsak nastava pii feSeni
rovnic, nebot analyticky lze rovnice feSit pouze pro nékolik trividlnich ptipadi.

2 nestlacitelna, bez tfeni
8 Reynolds averaged Navier-Stoke equations



4. Vypocetni metody

4.1 Metoda koneénvych diferenci (MKD) — 1910

Na pocatku 20. stoleti publikoval F. L. Richardson jeden z nejstarSich zpiisobt feSeni
parcialnich diferencialnich rovnic, povazovany za prvni vypocetni metodu CFD. [4]
Vychazi z principu konzervativniho tvaru diferencialnich vypocetnich rovnic. Ze
znamych okrajovych podminek pocitdme postupné dalsi body mitizky tak, zZe nahradime
diferencialni rovnice pfiblizné ekvivalentnim diferenénim kvocientem:

fla+h) —f(a)
“(a) = lim
f ( ) h-0 h
Rovnice 4.1: Diferen¢ni kvocient [7]
f'(@) — derivace funkéni hodnoty v bodé a, f(a) — funkcni hodnota v bodé a, h — délka kroku

Krok h byva Casto nahrazovan ¢asovou zménou. Tomuto tvaru se fika dopfedna
diference.
Stejny tvar lze ziskat vyjadienim derivace v Taylorové polynomu:

fatm =@+ D 2p LDy

Rovnice 4.2: Vyjadrieni derivace Taylorovym polynomem

Vyjadiime funk¢ni hodnotu derivace:

. _fla+th)-f@ R@
f(@)= - -=

Rovnice 4.3: Funkéni hodnota derivace

R(a) nam urcuje chybu méfeni, kterou do vypoctu nezahrnujeme. Tuto nerovnost
ozna¢ujeme jako chybu diskretiza¢ni. Celkovd nepiesnost vypoctu je pak souctem
prave této odchylky a zaokrouhlovaci chyby.

Diskretizace spociva vrozdéleni prostoru do podoby miizky kontrolnich bodu
definované indexy i, j, k, které uréuji potadi ve sméru jednotlivych os X, y, z. Ve
slozit&jsich miizkach se pouziva pouze jedno pofadové &islo. Cas se nejéast&ji oznaduje
indexem n.

Existuje nékolik metod vypoctu dalSich ¢lent, ukazky si uvedeme v 1D siti. [7]



Explicitni metoda

Nejbéznéjsi metoda vyuzivajici dopiednou diferenci a zaroven centralni diferenci
druhého fadu.

n+1 _ k n k n k
Rovnice 4.4: Explicitni metoda
U — zkoumand velicina, k — casovy krok, h — délka kroku

n
Ujiq

Vztah k/h® se nahrazuje koeficientem r, ktery empiricky tladime do intervalu (0;0.5),
chceme-li, aby byla metoda byla konvergentni a numericky stabilni.

Jn+1
o

O O O
j-1,n J,n jt+in

Obr. 4-1: Vizualizace explicitni metody [7]

Implicitni metoda

Metoda vyuzivajici zpétnou diferenci a zarovei centralni diferenci druhého fadu.

k k k
— 1 1 -1
Y= (1 * 2(?))”? U R TR

Rovnice 4.5: Implicitni metoda

Na rozdil od explicitni metody, je tato vzdy konvergentni a numericky stabilni, na

24

velkych ¢asovych odstupti jednotlivych krokd.

j-1,n+1 jn+1 jt+1n+1
o O O

O
jim

Obr. 4-2: Implicitni metoda [7]



Crank-Nicolsonova metoda

Kombinuje obé predchozi metody. Vyuziva diferenci v ¢ase n+1/2 a opét centralni
diferenci druhého tadu. Metoda je vzdy konvergentni a numericky stabilni. Velikost
odchylky roste v zavislosti na vzdalenosti bodu od okraje, a proto je nutné pouzit
¢asove¢ jemnou miizku.

j-1n+I jn+l jrln+l
O O o

O O J
j-1,n jn jt+1n

Obr. 4-3: Crank — Nicolsonova metoda [7]

Obecné je metoda konecnych diferenci vhodna pro feSeni spojené s teplotnim
pfenosem. Mezi jeji nevyhody oproti ostatnim metoddm patii piedev§im obtizna
implementace okrajovych podminek a také nutnost vysokofrekvencni ¢asové sité. [7]

Prvni praktickymi aplikacemi metody kone¢nych diferenci byly vypocty proudéni
kolem valce. Prvenstvi je ptipisovano A. Thomovi za simulaci z roku 1933.

Jesté pred presunem feSeni mechaniky tekutin do softwarové podoby vytvofil roku
1953 Japonec Kawaguti pomoci mechanické stolni kalkulacky grafickou vizualizaci
vzduchu obtékajiciho valec. Vypocet provadél pomoci MKD a jako uréujici pouzil
Navier — Stokesovych rovnice, coz dokazuji i turbulentni proudy za valcem. Vytvofeni
toho obrazu mu zabralo 20 hodin prace tydné po dobu 18-ti mésica. [4]

Obr. 4-4: Kawagutiho vizualizace vzduchu obtékajiciho valec [4]

10



4.2 Metoda konecnvch prvka (MKP) - 1943

MKP byla vyvinuta jako zdokonalena pteformulovana metoda kone¢nych diferenci, za
ucelem vypoctu napétovych charakteristik mechanickych soucasti, k ¢emuz se mimo
jiné pouziva dodnes. O jeji popularizaci se koncem 60. let postaral byvaly student a v té
dobé zaméstnanec VUT Milo§ Zlamal. [8]

V CFD se objevila az v 70. letech.

Diskretizace problému probiha v podstaté stejné jako u MKD.

Nejedna se o plnohodnotnou metodu ale pouze o prostiedek vypoctu parcialnich
diferencialnich rovnic. Re$eni probiha nejéastéji v pievedeni PDE do piiblizné
odpovidajiciho systému obyc¢ejnych diferencialnich rovnic, které pak vypocteme
standartnimi numerickymi metodami.

V oblasti fluidni mechaniky se vyuziva pro viskozni proudéni a jeho vlivy na povrch
vyrobku, naopak metoda neni vhodna pro vypoéty turbulentnich simulaci.

Existuje n€kolik specializovanych typa. [9]

Zobecnéna MKP

Rozdé€lime prostor na vhodné oblasti, pro které z dostupnych hodnot sestavime zvlast’
rovnice, coz nam zaru¢i pomémé dobry odhad feSeni daného mista. Po té spojime
pomoci reverzniho principu rozdéleni jednotky Partition of unity dohromady.

Metoda se osveédCila piedevSsim v malych miizkach se slozitymi okrajovymi
podminkami. [9]

Hp- MKP

Pritkopnikem jedné z prvnich typi MKP byl dalsi Cech Ivo Babuska, ktery objevil,
exponencialni konvergenéni zrychleni pii spravné kombinaci kroki h a stupné
polynomu p popisujicich elementarni uzel. Tento zptsob dosahuje vysledkit mnohem
rychleji nez ostatni a ma oproti nim i rovnomérnéjsi rozdéleni chyby, na druhou stranu
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tomu nalézame hp-MKP jako vypocetni fesi¢ v CFD pouze ziidka. [10]

Bezsit'ové metody

Na rozdil od ostatnich metod, uvazuje pro vypocty pouze geometrii télesa a ne jeho
miizku. Pohyb c¢astice piedpovida Ccist¢ z Lagrangeovskeho nebo Eulerovského
principu. Metoda je zajimava predevSim z pohledu CFD, protoZze Zprostfedkovava
feseni taveni respektive tuhnuti latky. [11]
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4.3 Panel method — 1952

Z pohledu aviatika velmi dilezita metoda feSeni potencidlniho nestlacitelného
proudéni.

Pouzivala se témét vyhradné k vyjadieni obtékani profilu kiidla vzduchem. Problém
byl komplikovany ptfedevSim z hlediska ur¢eni chovani hrani¢nich a ptechodovych
hladin nachazejicich se blizko povrchu k#idla. Metoda to fesi diskretizaci profilu na
ptimé ¢asti tzv. panely, na kterych jsou umistény vitivé vrstvy o tloust’ce vy, které maji
aproximovat praveé hrani¢ni hladiny.

Vitva vistva Profil Vipotetni ndhrada

# Koncové body o Kontrolni body

Obr. 4-5: Diskretizace kiidla panelovou metodou [12]

Kazdy panel je definovan dvéma koncovymi a jednim kontrolnim bodem, kde
aplikujeme okrajové podminky. Resime potencialni pohybové rovnice, které
superpozici sklddame s efekty vitivé vrstvy, ¢imz vznika proudova funkce popisujici
vysledny tok. Vypocty 1ze dosdhnout algebraicky a neni tfeba PDE fesic¢e typu MKD.

Metoda byla dlouhou dobu pozivana pro vypocty nizko rychlostnich proudéni
at’ uz vzduchu kolem ktidel, nebo kapalin okolo lodi a ponorek. Dnes se pouziva
pfedevsim jako ukazka zacinajicim studentiim, nebot” absence viskozity a stlacitelnosti
tekutiny ji déla pro nasi dobu nedostate¢né presnou. [12]
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5. Narodni laborator v Los Alamos

Béhem 2. svétové valky bylo zfizeno vyzkumné centrum SITE Y12 v odlehlé oblasti
Nove Mexiko u mésta Los Alamos.

Los Alamos, NM

Obr. 5-1: Poloha laboratore Los Alamos

Plvodné vznikla ke sjednoceni védcl zapojenych do projektu Manhattan, ktery mél za
cil vytvoreni §tépné atomové zbrané. Po konci valky vyzkum pokracoval cestou vyvoje
vodikové bomby. Také kolem tohoto projektu se v laboratofi vystfidalo mnoho
védeckych Spicek své doby, vcetné ne€kolika laureati Nobelovy ceny, kteti zkoumali
pochody spojené sfuzni reakci bomby. Jednim ztéchto jevi bylo pozorovani
vicesloZkovych materiald, které se za vysokého tlaku chovaji tekuté. Pravé skupina
védcl, zabyvajicich se timto problémem, polozila zaklady védy pozd€ji nazvané
computational fluid dynamics, zkracené CFD, ¢esky vypoctova dynamika tekutin.

Spojeni nejmoderngjsiho vypocetniho vybaveni, pocitate MANIAC, se
skupinou T-3 pod vedenim Francise H. Harlowa, povazovaného za otce védy, Casem
vyustilo ve velké mnozstvi modelt a metod. [13] [14]

Dulezity je také fakt, Ze prvni metody vznikaly v dob¢, kdy jesté neexistoval
zadny programovaci jazyk, a proto musel kazdy fluidni vyzkumnik zaroven dokonale
rozumét vypocetnim pochodiim pocitacl. Toto vyfesil aZ programovaci jazyk Fortan,
ktery se pouzival od konce 50. let téméft celé pul stoleti.

Re ft AR R
Obr. 5-2: Vypocdetni mistnost MANIAC
13



5.1 Particle in cell (PIC) - 1955

Zpusob vypoctu proudéni stlacitelnych pevnych nebo tekutych latek, piipadné jejich
smgsi.

Od druhu hmoty se odviji i1 zptisob diskretizace. Ta ma formu bud’ mnoziny kontrolnich
bodu (pouze pevné latky) nebo miizky s kontrolnimi body (tekuté latky a smési).

Je ziejmé, Ze tesit rovnici pro kazdou cCastici zvlast by bylo, uvazime-li jejich pocet,
vypoctoveé narocné proto se urcovaly tzv. super ¢astice — napt. mnozina elektront.

Obr. 5-3: Vizualizace PIC vypo¢tu [15]

Metoda byla vytvofena za ucelem simulaci plazmy-energicka smés iontu a elektront od
¢ehoz se odviji i jeji urCujici rovnice. Nastrojem pro vypocet pohybu latky se stala
Lorentzova rovnice.
v
mE =q(E+vXB)
Rovnice 5.1: Lorentzova rovnice
g — néboj, E — intenzita el. pole, B — indukce magnetického pole, r - polomér vodice,
v -rychlost

Vypocet probiha v implicitni (Leapfrog method) a explicitni (Boris scheme) ¢asti.
Zatimco implicitni vypocty rychlosti pracuji s obnovenymi hodnotami, explicitni
pouzivaji predeslé.

VvV 1—V 1
2 k3
X By)

Rovnice 5.2: Implicitni vyjadi‘eni Lorentzovy rovnice [16]

Témito pravami dostaneme mnozstvi rovnic, které 1ze bez tprav algebraicky vyfesit.
Pro ur¢eni magnetického a elektrického pole se vyuzivaji Maxwellovy rovnice. Jedna
se 0 systém parcialnich diferencialnich rovnic, a proto se Samotné feSeni
zprostiedkovavalo nejcastéji metodou konecnych diferenci nebo metodou kone¢nych
prvku [17].

PIC byla Gspés$né pouzita napiiklad pii studii tzv. hydromagnetik - elektricky vodivych
tekutin. V dnesni dobé slouzi k lep§imu pochopeni procest v tokamacich”.

* zatizeni uskute&iujici jadernou fazi.
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5.2 Marker and cell method (MAC) - 1965

Skupina T3 se po PIC metod¢ stacitelnych tekutin zacina orientovat na vyzkum téch
nestlacitelnych, predevsim kapalin.

Metoda se 1isi od predeSlych hlavné principem rozdéleni prostoru a umisténi
proménnych.

Diskretizace oblasti spociva v jejim rozdé¢leni na kubickou miizku, kde kazda bufika ma
definovany tlak ve svém stfedu. Na rozdil od pfedchozich metod jsou vektory rychlosti

umistény v t&€zisti mensi z odpovidajicich stran, napf. uy ve stén¢ kolmé na osu X.
h——
- .
+
e L
U P
-1
)

Obr. 5-4: Diskretizace MAC metody [18]

Na prvni pohled se miize zddt obména oproti PIC zanedbatelna, avSak jednoduchy
ptiklad prokaze napaditost diskretizace. Predstavme si jednoosé proudéni orientované
ve sméru X. Porovname rychlosti vstupu a vystupu tekutiny z bunky. Vyjde-li vstupni
rychlost vétsi nez vystupni jediné co musime udé¢lat je zvysit tlak v bunice, Coz zpisobi
pumpovy efekt a vyrovna rychlosti. [18]

Zpocatku metoda slouzila pro simulace jednoslozkovych experimenti.

=

Obr. 5-5: Vizualizace padajici hraze (MAC) [15]
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Zanedlouho védci zjistili, Ze neni zadny problém simulovat vzajemnou interakci dvou
tekutin a pfedpoveédé€li chovani tzv. Rayleigh — Taylorovi nestability. M&jme dvé rizné

kapaliny odliSnych hustot — napt. voda a olej. T¢z8i kapalinu umistime na leh¢i a

Vv v

vloZzime do tithového pole Zemé, nacez se t¢z8i kapalina se zacne pohybovat smérem ke
dnu nadoby. Vznika nestabilita proudéni oznacovana jako Rayleigh — Taylorovi prsty,
ktera zpusobuje relativni pohyb t€Z8i kapaliny vzhiru. [19]

0.4
0.3
0.2
0.1
0
-0.1
-0.2
-0.3

-0.4

: 2 -0.5
01 0? 0 0.1 0.2 0 0.1 0.2 0 01 (1k4

Obr. 5-6: Rayleigh — Taylorovi prsty (MAC) [19]

Na prelomu 60. a 70. let se stala nastrojem vypocti povrchového napéti.

Diky své univerzalnosti zistala metoda hlavnim typem feseni nestlacitelnych tekutin.
Nejveétsi obmeénou prosla na konci 90. let, kdy byla staciondrni mtizka nahrazena
dynamickou, ktera v ¢ase odstraiiuje nepotiebné buiiky a vytvari nové.

5.3 Fluid in cell (FLIC) — 1966

Metoda vznikla jako hardwarové mén¢ naro¢ny nastupce PIC metody.

Jedna se o zplisob vypoctu diskretizujici stlacitelné proudéni pomoci Eulerovi miizky,
kterd na rozdil od klasické Lagrangeové nefixovala body télesa s kontrolni body
miizky.

b

B Bod materidlu

® Kontrolni bod

Obr. 5-7: Vizualizace Eulerovi miizky
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Tento zpusob ¢asteéné snizil vypoétové Casy, ale nepodafil najit vhodny kompromis
mezi naroky vypocetni techniky a pfesnosti vysledki, Zze se metoda velmi Casto
potykala problémy se stabilitou. Nasledny vyvoj pocitac¢i odsunul metodu po nékolika
letech z oblasti zajmu. [13]

Obr. 5-8: Vizualizace viny piekonavajici piekazku (FLIC) [15]

V poloving 60. let ztraci Los Alamos CFD monopol a vyzkumy se piesouvaji i na Stary
kontinent, konkrétné Imperial College v Londyné.

Véda byla toho ¢asu spole¢nosti nedocenénd. Vyzkumnici objevovali metody vypocti
slouzici nékolika dal$im generacim, ovSem nejen laickd vefejnost, ale ani védecka
komunita, nedokézala pochopit potencial pfislibujici CFD svétu. ZEasti to bylo
zpusobeno nedostateCnou aplikaci na konkrétni problémy a zcasti faktem, Ze
nékolikatydenni vypoéty mély za vystup pouze nepiehledny &ernobily obraz. Pravé
graficka vizualizace §la ruku v ruce s popularizaci metody, nebot’ bylo mozné vysledky
srozumitelné prezentovat lidem. [14]

6. Imperial College

Stejné jako v Novém Mexiku i v Londyné se skupina formovala kolem jednoho
vidéiho ¢lovéka. Touto osobnosti byl Brian Spalding.

Védecké tymy z obou laboratofi se piekvapivé nedopliuji ve svém vyzkumu, ale
pracuji nezavisle na sob¢. Imperial College poZivala k vypoctim zatizeni IBM 7094,
které bylo na univerzité dostupné od roku 1962.

m
L L~ i :G

Obr. 6-1: P¢&itadova mistnost IMB7094
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Pted konkrétnimi vypocty a metodami v Londyné zprvu vylepSovali teoretické zaklady
vedy.

Splanding debutoval svou teorii obecného pienosu hmoty a tepla, kde zkombinoval
koncepty, z do té doby odd€lenych oblasti hydrodynamiky, proudéni tepla a pienosu
hmoty.

Jeho studenti Escudier a Nicoll se zaslouzili o ur¢eni nékolika dualezitych védeckych
konstant, jako byla naptiklad Poissonova konstanta x. [20]

6.1 Unified theory - 1964

Splanding nesouhlasil s tehdej$im chapanim turbulentniho proudéni. V zavislosti na
Raynoldsové ¢isle se rozliSovalo laminarni, pfechodné a turbulentni. Naplnén
optimismem z predchoziho uspéchu sjednoceni konceptli prenosu tepla a hmoty, se
snazil podobny zpiisob uplatnit i zde pod nazvem Jednotna teorie.

Pomérné elegantni apravou dokazal propojit tii vrstvy v jednu kontinualni funkci.
Metoda spocivala v rozdé€leni latky ne na miizku, ale na konkrétni profily, vrstvy
proudéni (2D), které popsal po Castech polynomy reprezentujici oblast a nasledné
integroval pro urceni potiebnych koeficientt profilu.

Védecké mozky té doby zaméstnavala snaha o vytvofeni idedlniho tvaru kfidla, pro
tehdejsi rychle se rozvijejici letecky primysl. Splandindg se svym odliSnym pohledem
na véc, misto hledani tohoto jednoho dokonalého télesa, pfisel s feSenim popisujici
geometrii profilu zavislosti na pocatecnich a okrajovych podminkach konkrétniho
problému. Toto feSeni nasledné zakomponoval i do své teorie.

Né&kolik let po uvefejnéni teorie vola jeden ze studentli Splandingovi s Zadosti o pomoc
pfi feSeni piikladu zpétného pohybu tekutiny pomoci jeho teorie. Po par dnech vypocti
jsou védci nuceni pfiznat, Zze Jednotna teorie nepopisuje oddélend proudéni, jako jsou
napiiklad zpétné proudy v turbulenci.

Inlet Outlet

X2 x3

¥

Obr. 6-2: Schéma zpétného proudéni

Nasledovalo n€kolik netspésnych pokusti zakomponovani zpétného proudéni do teorie,
po kterych se Splanding musel rozloucit s mnohaletym vyzkumem. [20]
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6.2 Metoda koneé¢nych objemu (MKOQ) -1968

Brian se snazil vnimat MKD spiSe jako fyzikalni nezZ matematicky pohled na problém.
Brzo pochopil, ze hlavnim parametrem pro vypocet nejsou proménné popisujici
jednotlivy uzel, ale jejich presuny respektive zmény. Pfirovnal miizku k soustavé
nadrzi — kontrolnich bodt — spojenych navzajem trubicemi. Zdanlivé nepatrny detail,
skryva hned né¢kolik vyhod. Nejdulezitéjsim faktem je, ze nevypocéitava pienos latky z
vektoru rychlosti, ale z toho kolik ji prochazi trubicemi, coz védcum rozvazalo ruce
napiiklad ve volbé Raynoldsova ¢isla. Nezanedbatelnou vyhodou je také piehled v
miizce, kdy mizeme pohyb tekutiny uréit ze zaplnéni jednotlivych bun¢k. [20]

......

Obr. 6-3: Buné¢né stifedéna mi‘izka [4]

Zanedlouho vypozoroval, ze pro lepsi vizualizaci a pochopeni problému je vhodné
umistit kontrolni bod do vrcholti obrazce kontrolniho objemu.

Obr. 6-4: Vrcholové stiredéna mrizka [4]

Pfenos informaci probiha pies stény a vypocitd se jako suma integral pres jednotlivé
zdi.
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Obr. 6-5: Vizualizace diskretizace [4]

Znéazornéni rovnice ve vypoctové miizce. Vztah obsahuje toky pozorované veliiny
sténou buniky o obsahu A. Jejich velikosti ur¢ime interpolaci z hodnoty stfedu.
Splandidng pouzival takzvané protivétrné schéma, kdy hodnota ve zdi buriky je stejna
jako hodnota stfedu spodni buiiky ve sméru proudéni [4].

. Interpolovana hodnota
oix)
O 4—a 0,
el Ml b Sl 1
l | :
: I Op :
i , | ! :
! p ¢ E i
i I I
i i [}
o I - - -

Smér proudént

Obr. 6-6: Vizualizace interpolace hodnot [4]

Uvedeme si konkrétni piiklad pro pozorovanou proménou c. Za piedpokladu
nestlacitelné tekutiny, kontrolni buniky v ¢ase neméni svilj objem, zapiSeme pienosovou
rovnici ve tvaru:

ac+ 0 (W) = 0 (D60)+S
ot " ax; 1Y T 9y, -

- AN

casova zmena  prenos velicimy  difuze veliéiny  zdrojovy élen
veliciny sténou ryvchlosti u

Rovnice 6.1: Obecné pohybovéa rovnice MKO [4]
D - difuzni keoficient, S — zdrojové cinitele
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Uvazujeme — li zven¢i Casové neovlinénou veli¢inu, pak dosazenim do rovnice

dostaneme vyraz:
DA; (COL )
At = Z
Z iUic; = ox, + 5,

Rovnlce 6.2: Zjednodusena pohybova rovnice MKO

Tuto rovnici mizeme vyjadfit jako zavislost velikosti vychozi stfedové veli€iny Co na
velikostech okolnich buiek Cp; , ¢imz dostavame pozadované hodnoty vypoctu. [4]

Optimalizace
Pro lepsi stabilitu vypoctu proménné ¢ vysledek optimalizujeme:

Cpouiité = Cpfedchozi + U(vapoétené - Cpf"edchozi)
Rovnice 6.3: Optimalizaé¢ni rovnice

Koeficient U nazyvame optimaliza¢ni faktor, jehoz velikost nejcastéji volime U<I, coz
sice snizi rychlost konvergence, ale na druhou stranu zvysi stabilitu a pfesnost feseni.

Za posledni dekady bylo vyvinuto nékolik zptsobu interpolaci hodnot stén burky,
rozmanité druhy diskretiza¢nich siti nebo slozité algoritmy vypoctu. Metoda kone¢nych
objemu se diky své stabilité a efektivité stava hlavnim pomocnikem pfi feSeni a dnes na
jejim principu pracuje zhruba 80% vSech CFD softwart. [4]

6.3 Spektralni metoda — 1969

Jedna se o efektivni zptisob feSeni PDE, ktera pomoci Fourierovy transformace ptevede
rovnice do tvaru Fourierovy tfady, ¢imz ji pfiblizné aproximuje a zaroven snizi pocet
potfebnych operaci. Tim se ndm zredukuje pocet neznamych a feSime obycejné
diferencialni rovnice.

Na rozdil od MKP popisuje cely problém zaroven, a proto dostdvame feSeni, bez
velkych rozdilt sousedicich ¢asti tzv. hladké fteSeni. V 80. letech matematici
zkombinovali oba zptlisoby a vytvofili spektralni elementarni metodu. [21]

Popularizace CFD

Rok 1969 byva Casto oznafovan jako rok zrozeni CFD. Tento titul nese predevsim
proto, ze se v tomto obdobi zacala pocitacova dynamika tekutin poprvé pouzivat jako
inZenyrsky nastroj pro feSeni konkrétnich vyrobkl. Zaslouzil se o to, mimo jiné,
prukopnik komercnich programi CHAM (Concentration Heat and Momentum), z dilny
Briana Spaldinga, obsahujici podrobné propracovanou dokumentaci s manualy.

Pravé lepsi komunikace s okolnim svétem byla davodem ,,zrodu‘ technologie
v Londyné, a ne v Los Alamos, kde byli v oblasti vyzkumu nékolik let napted.
Nejen védci, ale uz i inZenyii maji ve svych rukou efektivni vypoctovy algoritmus, coz
jim spolu se stale rychleji se vyvijejici pocitacovou technikou zaruCuje zajimavé
vyhlidky pro budouci problémy. K uplné spokojenosti jim vsak jesté chybi univerzalni
turbulentni model. [20]
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7. Modelovani turbulenci

Pfi proudéni vazké tekutiny dochazi pti prekroceni kritického Reynoldsova Eisla ke
kolisani jeho hydrodynamickych a termodynamickych charakteristik, coz ma za
nasledek vznik nepravidelného obtizn¢ piedvidatelného proudéni.

Fakt, ze se vpraxi s Cist¢ laminarnim proudénim nikdy nesetkdme, nds nuti k co
nejpresnéjSimu popisu proudéni turbulentniho. Do uvahy jej bereme ptedevSim pii
obtékani povrchti nebo miseni proudu. [4]

Obr. 7-1: Vizualizace proudnic obtékajicich mi¢

Z numerického pohledu se turbulence projevi ve znaéném zjemnéni vypoctové miizky
a zéarovenl odpovidajici redukci ¢asovych krokd. To vytvari nepfekonatelnou bariéru
po¢tu operaci potfebnych Kk vypoctu feSeni. Tento poCet je zavisly pravé na
Reynoldsové ¢isle.
Re# ...pocet bodla mrizky
3
Re# ...pocet Casovych krokt
9 3

Re%Re%* = Re3 ... celkovy polet operaci
Uvédomime-li si, Ze Reynoldsovo ¢islo dopravniho letadla se pohybuje nékde kolem
10%, pak by pocitat MANIAC musel pracovat 3.8 bilionu let. [22]
Nasledujici graf zachycuje vyvoj rychlosti superpocitacti, méteny v poétech operaci za
vtefinu. Svisla osa je uvedena v logaritmickych soufadnicich.

22



(next range is exacps)

10‘8
a
o
L]
a
10!5
g 1]
g &
T 8
g 10
§ § - July 1976
5 8 [ iem 704 I“m - | (vectors)
- 1" ‘ I 1 - W h
@ B : o et [ Coc 7600
S 109 | Ao 1955 ] March 195111 Mstols
s 8 1BM701 | 18M 7090 || | March 1969
8, g istol 2 istof 4
(o] g June 1954 || April 1960 l
B .6 UNIVAC 1] Lrensistors)
R April 1953
I |
i I
10°
0
&
‘0 1 | | | 1 1
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Year introduced
Obr. 7-2: Vyvoj operacni rychlosti poéitac¢i

Pravé z tohoto duvodu bylo turbulentni proudéni nahrazovano modely, jejichz tilohou
bylo co nejvice snizit vypocetni ndklady za cenu co nejnizsi nepiesnosti vysledku.

Pro lepsi orientaci a pochopeni problému uvadim grafické rozdéleni postupt simulace
turbulentniho proudéni. Jednotlivé metody budu piedstavovat chronologicky.

Simulace turbulentniho proudéni

-

Zjednodusené rovnice Exaktni rovnice

N\

P\-r r T v ] r
Zprimérované RANS  Prostorovy filtr simulace DNS
of N
Rovnicové modely Simmlace velljch

Kolmogorov, k-e vici LES
Obr. 7-3: Rozdéleni vypoétovych metod turbulenci

/.1 Kolmogoruv model - 1941

K jednomu z nejvétsich pokroki 20. doslo béhem 2. svétové valky. Malokdo by ¢ekal,
ze roku 1941 rusky védec Andrej Kolmogorov, jehoz univerzitni vyzkum musel byt
kvuli némeckému postupu piesunut z Moskvy na venkov, zvefejni teorii pfenosu
energie v turbulentnim proudéni.

Kolmogorov zkoumal zavislost mezi velikosti viru a pienosem jeho energie do okoli. Z
velikosti turbulence uréil tzv. vinové ¢islo k, pomoci kterého nadale pocital, jak velky
vliv bude mit disipujici energie na chovani proudéni.
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Na zakladé vypoctl vytvoril dvourovnicovy model, coz v praxi znamena dvé doplnujici
pohybové rovnice reprezentujici turbulentni vlastnosti proudéni, ktery je téméi shodny

S dnes$nim. [22]
Db__ Ab . Z b ab
pt VW 3we dx; \w dx;

DW +A Z b ow
Dt W ax] waxj

Rovnice 7.1: Koglomorova forma [22]

DK kw— A% ( ) e 2 K 0K
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Rovnice 7.2: Moderni forma [22]

7.2 Large eddy simulation (LES) — 1963

Meteorolog Joseph Smagorinsky pfisel s ndpadem, ktery spocival ve vytvoreni filtru —
vztahu rozdélujici turbulence na dvé skupiny. Vyznamnéjsi turbulence pak fesil
klasicky dosazenim do vypoctovych rovnic a mensi fesil modelem. Podle potfeb volime
bud’ jemny filtr pro pfesnd vypoctoveé narocné tfeseni, nebo naopak hruby pro rychlé
vypocty.

4 o Hraniéni rozmér
[¢

\ logE

Energetické | Prechodova o
viry : oblast Zanedbavané

viry

Obr. 7-4: Graficka zavislost energie na velikosti turbulence [4]

Nasledné feSime vliv menSich bunék na prostiedi tzv. sub-grid scales pomoci
patficného modelu. Modelt existuje hned nékolik a podle dostupnych informaci je
empiricky rozliSujeme na funk¢ni a strukturni. [4]

Funkéni modely shrnuji efekty turbulence do veli¢iny nazvané turbulentni viskozita,
ktera nasledné ovliviiuje energii turbulence disipujici do prostiedi. [23]
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Prvni takovyto model vytvofil Smagorinsky a ve skuteCnosti je reprezentovan pouze
jednou rovnici ve tvaru:

— 2
v = (CSAg) S
Rovnice 7.3: Smagorinsky — Lilli model [23]
v~ turbulentni viskozita, Cs- konstanta prostredi, Ay~ velikost miizky

7.3 K—¢g model - 1967

V Los Alamos vytvofili, mimo jiné, dnes stale popularni model turbulentniho proudéni
k — & model.

Jedna se o dvourovnicovy model, zalozeny na RANS rovnicich, kde k reprezentuje
kinetickou energii turbulence a ¢ disipujici energii. Tyto rovnice nejen ¢iseln¢ upravuji
hodnoty, ale zarovenn obsahuji okrajové podminky ur€ujici vzdalenost vypoctovych
bodt, ¢imz podstatné méni celou diskretizacni mtizku.

Tento zplisob je relativné stabilni, spolehlivé konverguje a lze pomémé Ilehce
implementovat do vypoctu. Vyhovuje piedevSim pro vypocty plné turbulentniho
prostiedi. [24]

Obr. 7-5: Vizualizace obtékani pouzitim K- ¢ modelu vytvoiena v programu Fluent

V poloviné 60. let nastavad stagnace vyvoje pocitacové techniky. Celych 30
nésledujicich let se bude trvat pogitatiim, nez prekro&i hranici 10° operaci za sekundu.
Z tiiletého obdobi, které stacilo ke zrychleni pocita¢t na 10-ti ndsobek, se stava dekada.
To zpasobuje mirny Gtlum i v CFD. [22]
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7.4 Probability density function (PDF) -1969

Na konci 60 let vznika dopliujici metoda spocivajici v pfedpovédi rychlosti latky
Z jejiho ptedchoziho pohybu. Sleduje pohyb latky a z néj piedpovida nasledné chovani
se spolehlivosti vychazejici z pravdépodobnostni funkce.

a4
a3
az

ai

4 a4 2 - a 1 2 a rl
X
Obr. 7-6: Pravdépodobnostni funkce normalového rozdéleni

Pravdépodobnostni metoda se nejcastéji kombinovala s LES, coz vedlo ke vzniku
Langevinovych rovnic dnes pouzivanych k popisu tzv. Braunova pohybu. [25]

V obdobi 70- 90 let se védci vytvareli modely na jedno pouziti. Vzhledem ke snizeni
rychlosti vyvoje vypocetni techniky, pfestavali matematici véfit v praktické uplatnéni
obecnych modelt, nebot’ jejich pouzitim dosahovali znaén¢ neptesnych vysledk,
nepouzitelnych ve vyrob¢. Proto vznikaly konkrétni modelace napt. model ptechodové
vrstvy profilu kiidla s koeficienty upfesnénymi pro dané podminky.

Pievazné v 80. letech se diky komer¢né se rozvijejici CFD softwarové siti do
oblasti zajml dostavaji i modely pro nadzvukové rychlosti dopravnich letadel, jejichz
vystupy jsou stéle pouze orientaéni. [22]

7.5 Prima numericka simulace (DNS)

DNS je metoda fesici turbulence dosazenim do Navier-Stokesovych rovnic ptimo bez
jakéhokoliv modelu. Nedochazi k redukci vypoétové mtizky, tudiz vypocty probihaji
pies celou Skalu velikosti a ¢ast. Jak jsme si jiz uvedli vypoctova narocnost je rovna
Re® a proto se pouziva piedevsim pro niZsi rychlosti.

Koncem 90. let nastdva prudké zvySeni vykonu vypoctové techniky a je piekonana
psychologické hranice 10*? operaci za sekundu, coz posouva do té doby nepraktickou
DNS do oblasti pro inzenyry pouzitelnych metod. Nastupujici trend je také piislibem
dobré perspektivy budoucna, a prestoze je dnes stile nejpopularnéjsi LES, védci
povazuji pfimou numerickou simulaci za hlavni vypoctovou metodu nasledujicich let.
[22]
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8. Shrnuti

A jak je natom CFD v roce 2011? Na prvni pohled se muze zdat, Ze technologie jiz
doséahla dokonalosti a 1ze na zaklad¢ jejich vystupt postavit v nadsazce celé letadlo. Ve
skute¢nosti mé dnes véda relativné maly zabér. Lze ji pomérné piesné vypocitat
napiiklad zatiZzeni rychlovlaki, na druhou stranu jeji nepiesnost zabraiuje pouziti u
kontrolnich systémii, leteckych trenazeri a jinych aplikaci ¢asové naro¢nych na
simulace ve vétrnych tunelech a prave to jsou vyzvy do pfistich let. [26]

9. Zavér

V préci jsem se pokusil chronologicky shrnout vyvoj moderni inzenyrské technologie.
Pievazné v kapitole turbulentni modelovani jsem musel dostupné informace hodné
zestrucnit, nebot’ se jednd o rozsahlé téma postacujici na samostatnou praci.

Dilo je psané v porovnani s ostatnimi publikacemi relativné laickou formou z duvodu
srozumitelné ho interpretovat i nezasvécenym ¢tendiim.
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