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ABSTRAKT

Bakalafska prace se zabyva posouzenim mezniho stavu vzpérné stability. Jsou zde popsany
rozdily pruzného a nepruzného vzpéru a vlivy na kritickou silu. Podrobnéji je popsan vliv
materidlu, ulozeni a délky prutu. Pii vzpéru se méni charakter deformace, stlaCovany prut
se v ur¢itém bod¢ zacne ohybat. Tento bod se nazyva bod bifurkace a hranici je velikost kritické
sily. Vypocet kritické sily vzpérné stability je pro vybrané piiklady proveden analyticky,
pomoci Eulerovy a Johnsonovy metody. Vysledky jsou numericky ovéfeny metodou
kone¢nych prvkl v programu Ansys. Vysledky pro linearni vzpér jsou shodné. Numericky jsou
také pocitany ptiklady nelinearniho vzpéru. Je zjistovan rozdil kritické sily pro kontaktni
plochy bez tfeni a se tfetim. Urceni kritické sily mize zabrédnit zborceni celé konstrukce,
coz piedejde katastrofickym nasledkim.

KLICOVA SLOVA

Kriticka sila, metoda kone¢nych prvki, nepruzny vzpér, pruzny vzpér, ulozeni prutu, vzpérna
stabilita



ABSTRACT

The bachelor's thesis deals with assessment of the buckling stability. The differences between
elastic and inelastic buckling and effects on the critical force are described. The effect
of material, supports and length of the column is described in more detail. During buckling,
the character of deformation changes, the compressed column starts to bend at a definite point.
This point is called bifurcation point and the limit is amount of critical force. The calculation
of critical buckling force is carried out analytically for selected examples using the Euler
and Johnson methods. The results are numerically checked by the finite element method
in Ansys. The results for linear buckling are identical. Examples of nonlinear buckling are also
calculated numerically. The difference is found in critical force for contact surfaces without
friction and with friction. Defining the critical force can prevent the collapse of the entire
structure, thus avoiding catastrophic incidents.

KEYWORDS

Critical load, finite element method, inelastic buckling, elastic buckling, column support,
buckling
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1 UVOD

Mezni stav vzpérné stability je nutné ovétit u spousty konstrukei nejen ve strojirenstvi. Jedna
se o tlakové zatizeni, pii kterém miZe prut vyhnout, a tim se zméni charakter deformace,
tedy stlaCovany prut se zane ohybat. Dulezitym rozhranim pro tuto zménu deformace je bod
rozdvojeni rovnovahy, ktery nazyvame bifurkace. Jedna se o misto, kdy je dosazeno kritického
zatizeni konstrukce, a to zpusobi vznik nové vychylené geometric. Je dobré na vzpér
nezapominat ani pii navrhovani. Mazeme sice vychazet z fady piedpokladu, které jsou uvedeny
v ¢asti druhé kapitoly zabyvajici se popisem kritické sily, ale v realném svété tyto predpoklady
nejsou vzdy splnény. OvSem vcCasné rozpoznani vzpéru muze mnohdy piredchazet
nebezpecnému zhrouceni celé konstrukce.

Kone¢nou velikost kritické sily muze ovlivnit ne€kolik faktort. V druhé kapitole prace
je podrobnéji popsan vliv realného materialu, ulozeni prutu a jeho délky. Konkrétné vliv délky
prutu je hlavni parametr pro urceni oblasti pruzného a nepruzného vzpéru. Kazdou z téchto
oblasti zastupuji metody, jak urcit hodnotu kritické sily. Asi nejznaméjsi metoda pro odvozeni
kritické sily vzpérné stability je Eulerovo feSeni, nicméné tato metoda se tykéa pouze pruzného

vzperu.

Pravé pomoci Eulerovy metody jsou analyticky vypocéteny vybrané ptiklady tykajici
se pruzného vzpéru, které popisuji vypocet kritické sily pro rozdilné ulozeni pruti. Jelikoz
je kazdé uloZeni ovlivnéno charakteristickou rovnici, ma tento faktor na kone¢nou hodnotu
kritické sily velky vliv. Pro ptiklad tykajici se nepruzného vzpéru je analyticky vypocet

proveden pomoci Johnsonovy metody.

Pro ovéfeni spravnosti analytického vypoctu pruzného vzpéru je provedeno numerické feSeni
zalozené na Metodé Koneénych Prvka (MKP) v programu Ansys. Tomuto tématu je vénovana
posledni Cast bakalatské prace, kde jsou srovnany vysledky obou zptisobu vypocta piikladu
linearniho vzpéru. Ale také jsou zde posouzeny piiklady tykajici se nelinearniho vzpéru, ktery
se lisi kontaktnimi plochami bez tfeni a se tfenim.
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2 MEZNIi STAV VZPERNE STABILITY

Nasledujici kapitola struéné popisuje problematiku mezniho stavu vzpérné stability.
Jeho zakladni formulaci a obecny vypocet kritické sily. Dale zde budou zminény druhy vliva

na vzpér a vysvétleni pruzného a nepruzného vzpéru.

2.1 Zakladni formulace

., Mezni stav vzpérné stability je takovy stav soustavy, pri jehoz dosazeni se meni charakter
podstatné deformace “ [2]. Jde o stav, kdy se stlatovani zméni v ohyb.

Budeme-li uvazovat $tihlou ty¢, pticemz jeji pomér d/l je maly, kdy d zna¢i pramér prutu
a l jeho délku. Na tuto ty¢ budeme pusobit zakladnim namahanim, tlakem, zjistime, Ze pticné
prufezy se pouze piiblizuji. Pii zatézovani stale rostouci silou vsak v uréitém okamziku
mizeme pozorovat viditelné prohybani ty¢e [1]. Po ptekroceni urcité kritické sily F, dojde
k rychlému narustu prihybu az do maximalni hodnoty, po dal$im zatéZovani na prutu vznikne
smycka a prihyb se za¢ne zmensovat [2]. Tuto zavislost muzeme vidét na obr. 1.1, kde F znaci

silu a wy, 4, maximdlni prahyb.

F

-

Wax
Obr. 1.1 Zavislost deformace na tlakovém zatizeni
Smycka se vytvaii jen do urcité doby, pak nastane lom nebo vznikne velka plasticka deformace.
Tato deformace je pii zatéZovani stile jednoznacnéd a staticky rovnovazna, ovSem zmeéna
nastava v charakteru deformace [1].

Mezni stav vzpérné stability mizeme charakterizovat jako rozhrani dvou fazi. V prvni fazi,
pied dosazenim kritického zatiZeni, je podstatné stlacovani stfednice a prihyb nepodstatny.
Zachovava se pfima geometrie a stabilni stlaCovani se méni na labilni. Zatimco v druhé fazi,
pfi dosazeni kritického zatizeni, je tomu opacné, pruhyb je podstatny a stlacovani stiednice
nikoliv. Pfi této fazi vznikne nova vychylena geometrie, jedna se o stabilni ohybani. Tyto dvé
faze nazyvame rozdvojeni rovnovahy, a bod, kdy k tomu dojde, nazyvame bifurkace [3, 2].

Toto chovani mtzeme vidét na obr. 1.2.
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Obr. 1.2 Zavislost prithybu na zatizeni u idedlniho volného prutu

Toto chovani neni nadhodné, v prohybani zpiisobeném tlakovym zatizenim namahaného prutu

je zéakonitost, ale ta mize zpasobit rozpor. Dosud jsme pracovali s tvrzenim, kdy nedochazi

K prohybani prutu, ale realna teorie ukazuje, ze pii tlakovém namahani se prut prohyba.

Pro praktické feSeni mizeme zavérem fict, Ze rozpor vychdzejici z tvrzeni o ptibliZovani

pricnych prafezi je nepouzitelny. Pro vytvoreni fungujici teorie musime brat v uvahu prohybani

jako jeji zaklad, je tedy nutné uvoliiovat prvek v prohnutém stavu [1].

Obecné o uvoliiovani prvku plati, ze by se mél uvoliiovat v deformovaném stavu, tedy pti¢né

prafezy se ptiblizuji a prohybaji. Pro nasi tiroven rozliseni Ize tento pfistup k ptiblizeni pricnych

prifezii v prohnutém stavu povaZovat za nepodstatny. Zakladni teorie tlakového namahani

definuje piedpoklady pFi¢nych prifezi jako priblizujici se nebo se natacejici [2].

ptiblizujici se prirezy

. e
N

natacejici se prifezy

nebo

[}

T
I

Obr 1.3 Predpoklad pricnych prirezii [2]

2.2 Kiriticka sila

Pfi navrhovani prutu musime myslet na urcité pozadavky (pevnost, pruhyb a stabilitu). Pokud

dlouhy a $tihly prut vystavime dostatecné velkému tlakovému zatiZeni, zptisobi bo¢ni nebo

pfi¢né vyboceni prutu. A prave toto kritické zatizeni miiZze zpusobit nahlé a dramatické poruSeni

konstrukce a je nutné na né€j pii navrhovani nezapominat [5].
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U volného prutu naméhaného na tlak, pii posuzovani mezniho stavu vzpérné stability,
uvazujeme tyto piredpoklady:

a) V nezatizeném stavu je stfednice prutu idealné pfima — je to proto, aby uz od zacatku
nedochazelo k ohybu,

b) prut je prizmaticky a neSroubovy,

c) tlustosténny prufez prutu (vSechny rozméry piicného prifezu musi byt fadoveé stejné
velké),

d) prut je zatizeny dvéma rovnovaznymi osamélymi silami F, tyto sily plsobi v tézistich
el prutu a nositelky jsou totozné se stfednici prutu v nezatizeném stavu,

e) material prutu je homogenni, izotropni, linearn¢ pruzny a dokonale pevny,

f) v pribéhu celého zatézovani plati prutové predpoklady prostého namahani prutt [2].

a F

I £

l

| ‘

| 2 | =l ]l
I .

I x‘ y l : X

" ?—J/z

F F3 i

a) b)
Obr. 1.4 Idealni tlakové namahani idealniho prutu [2]

Aby bylo mozné definovat statické podminky, jak uz bylo feceno, je nutné uvolfiovat prvek
prutu v prohnutém stavu. Tim se v pfi¢nych prafezech kvili zakfiveni stfednice v prohnutém
stavu vyskytuje nejen normalova sila N a ohybovy moment M, ale také posouvajici sila T.
Tak vznika kombinované namahani prutu na tlak, ohyb a smyk, coz vede ke komplikovanému
feSeni. AvSak pii pfedpokladu dlouhého a Stihlého prutu se stavaji sily N a T nepodstatnymi
z hlediska feSeni ohybu, proto jedinym zbylym a podstatnym parametrem pii ohybani, ktery
uvazujeme, je My. Ovsem pii pouhém stlatovani prutu by nevznikl ani M, a ani T, platilo
by tedy, ze N = F. Tato rovnovaha je pouze teoreticka (labilni) a v praxi nemutze pti prekroceni
urcitého zatizeni nastat [1].

To je davod, pro¢ predpokladame homogennost, prizmati¢nost a neSroubovitost, stejné jako
pfedpokladdme, ze prihybova kiivka bude rovinna kiivka. Jak miZeme vidét na obr. 1.4,
tak podle zvoleného soufadnicového systému ohyb nastane v roviné zx a prihyb stfednice
oznatime pismenem W. Miizeme tedy napsat, Ze ohybovy moment pii deformaci Vv misté
X je definovan jako [1]:

13



M,(x) = Fw, kde w = w(x) D

Prut je namahan na ohyb kolem hlavni osy Yy, po¢itdme proto s minimalnim kvadratickym
momentem J,, a vzhledem k pfedpokladiim (b, c, f), plati diferencialni rovnice prihybové cary,
ta ma po dosazeni My, z (1) tvar [2]:

w' _ Fw
(1 + W'2)3/2 - E]y (2)

Jedna se o nelinearni diferencialni rovnici druhého fadu prihybové ¢ary w(x). Obecné feseni

této diferencialni rovnice obsahuje dv¢ integra¢ni konstanty C;, C, a ma tedy tvar [2]:
w = W(X,F, Cll Cz) (3)

Aby bylo mozné urcit tyto konstanty, je potieba napsat okrajové podminky, ty maji tvar podle
obr. 1.4 [2]:

x=0w=0, x=Ilzw=0 4

Protoze ptedpokladame prosty ohyb, tak se délka stiednice neméni a plati vztah pro urceni
redukované délky I; [2]:

la
| = j ST+ w?dx (5)

0

Resenim této diferencialni rovnice (1) s okrajovymi podminkami (4) a pii délce stfednice (5)
je ptilis obtizné dosdhnout vysledku, v uzavieném tvaru dokonce nemozné. Tak Lagrange
zjednodusil feSeni tohoto problému na [ = [;. Kvuli slozitému feSeni je uveden vysledek pouze
na obr. 1.2, kde je nakreslena zavislost maximalniho prihybu w;, ., na zatézujici sile F. Zde si také
mizeme vS§imnout, Ze existuje sila F,, kterou nazyvame kritickou silou. Tato sila ur¢uje hodnotu,
kterou muzeme idealni prut namahat na tlak, aniz by doslo k prohybani. Proto je tato hodnota
pro praxi velmi dulezita [2].

Kriticka sila F, vymezuje nasledujici oblasti (pfevzato z [1, 2]):
F <E, prut se pouze stlacuje,

F>F, prut se bud’ jen stlacuje, pak je v labilni rovnovaze, nebo se jen ohyba a to pak
je v rovnovaze stabilni, viz obr. 1.2,

F =F, zde se stabilni stlaCovani méni na labilni, takZe stabilnim namé&hanim se stava

ohyb. Jedna se o bod rozdvojené rovnovahy, jak bylo jiz feceno tzv. bifurkace.

14



Lze si vS§imnout, Ze pii F > F, miZe prut zlistat pfimy, ale je v labilni rovnovéze. To znamena,
ze napt. pii ndhodném kratkodobém zatizeni, které nelezi pfimo v 0se prutu nebo odchylka
od idealu ¢i nehomogenita materialu zpusobi, ze po uvolnéni zatizeni zdstane prut stale

Vv prohnutém stavu. V praxi labilni rovnovaha nenastane [1, 2].

Velikosti kritické sily F, ur¢ime z diferencialni rovnice (2) s okrajovymi podminkami (4).
Kwvili slozitosti je pro praktické vypocty feSeni této rovnice nevhodné. Ovsem pokud
potfebujeme kromé F, zjistit i pruhybovou caru pro F > F,, potom ma smysl fesit tuto
diferencidlni rovnici. Ale jestli nas zajima jen F, a ostatni chovani nikoliv, mizeme feSeni
zjednodusit. A to tak, zeuvazujeme pouze malé prahyby, tedy feSime deformaci jen
V bezprostiedni blizkosti po ptekroceni sily F,. Toto feSeni se nazyva Eulerovo a vice se mu

bude vénovat dalsi ¢ast kapitoly o pruzném vzpéru [1, 2].

2.3 Vliv odchylek na kritickou silu

Tato Cast kapitoly se zabyva riznymi vlivy pusobicimi na kritickou silu vzpéru. Jako prvni
budou stru¢né popsany ostatni vlivy, které nejsou zahrnuty pro vypocty priklada v této praci,
poté vice podrobnéji bude popsan vliv ulozeni prutu a délky prutu.

Predpokladame idedlni prut zatizeny dvéma silami na dané nositelce. Tyto sily jsou staticky
rovnovazné, maji tedy stejnou velikost, ale opacnou orientaci. Déle plati prutové piredpoklady
prostého naméhani prutll, i kdyZ odchylky jsou tak malé, Ze nijak vyznamné neovlivni prutoveé
predpoklady [2].

* Vliv proménnosti prifezu a modulu pruznosti:

Pfi analyze prutu s proménnym pii¢nym prufezem po délce plati vztahy pro prosty ohyb.
To plati, pokud je prifez méalo proménny nebo odstupiiovany. Vypocet vede na linearni
diferencialni rovnici druhého fadu s proménnymi koeficienty, coZ znamena, Ze feSeni
je mozné pouze ve specialnich ptipadech a kritickou silu F, uréujeme numerickymi
metodami. Stejné zavery plati 1 pro proménnost modulu pruznosti E. Pokud se prut odliSuje
jen témito dvéma vlivy, které nemaji dopad na zmeénu polohy hlavnich os podél stfednice,
pak lze fict, Ze bod rozdvojeni rovnovahy existuje [2].

= VIiv proménnosti normalové sily:

Pfi zatiZzeni prutu tlakovou silou pouze na €elech je normalova sila N podél piimé stiednice
konstantni. Pokud je prut zatizen vice osamélymi silami nebo liniovym zatiZenim
g(x) vazanym ke stiednici, pak se silové ucinky v prohnutém stavu zméni na soustavu
rovnobéznych sil. Pro tento druh vlivu existuje bod rozdvojeni rovnovéhy a kriticka sila
Fy zavisi na rozlozeni vnéjsich sil. Vypocet kritické sily je obecné numericky naro¢ny kvili

nelinearité rovnic [2].
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= Vliv Sroubovitosti prutu:

Vliv Sroubovitosti prutu zpiisobuje, ze pruhybova c¢ara je prostorova kiivka
a v deformovaném stavu pusobi navic jest¢ M, v pti¢nych prufezech. Rozdvojeni rovnovahy
nastavad pouze, pokud plati F = F,, pficemz F, zavisi na obou hlavnich centralnich
kvadratickych momentech pfi¢ného prufezu [2].

2%

Zakiiveni stiednice prutu miize byt zplsobeno vyrobnimi nedokonalostmi nebo
nehomogenitou materialu, coz znamena, ze predpoklad o pfimosti stiednice u skute¢ného
prutu nemuze byt nikdy Uplné splnén. Rozlozeni tlakové sily F zavisi na vice faktorech,
pusobeni sily a vzniknou pocateéni prithyby, nositelka sil F se posune o excentricitu e proti
spojnici tézist' Cel. Tento posun nositelky 1 zakiiveni nastane v roviné¢ hlavnich
centralnich 0s [2].

Diky predpokladu malych odchylek zistavaji prutové piedpoklady prosté pruznosti
a pevnosti splnény. Zatizeni posunuté o excentricitu tak muizeme nahradit centrickym
zatizenim a silovymi dvojicemi. Kriticka sila F,, pfedstavuje mezni silu vzpérné stability.
Pokud jsou pocatecni zaktiveni prutu a excentricita zatizeni dostate¢né mald, prithyb se stava
vyznamnym a rozdvojeni rovnovahy nenastane. Tento druh vlivu zplsobuje, ze prut se zacne

prohybat jiz od poc¢atku, ¢imz nedochézi k rozdvojeni rovnovéhy [2].

2.3.1 Vliv realného materialu

Do této chvile jsme piedpokladali prut z homogenniho izotropniho linearniho elastického

materialu s nekone¢nou pevnosti, nyni u skutecného materialu mize mezni stav vzpérné stability

pfechazet na mezni stav pruznosti nebo mezni stav kiehké pevnosti. Pro mezni stav pruznosti

mluvime o materidlech v houzevnatém stavu, kdezto pro mezni stav kiehké pevnosti se jedna

0 materialy v kfehkém stavu. Aby byl mozny vypocet napéti od kritické sily, zavedeme

tzv. stihlost prutu 1. Ta definuje, o ktery mezni stav se jedna. Pii vyhodnocovani je prvotni

ten mezni stav, ktery nastane prvni [2].

Zavislost tlakoveho napéti o, v bod¢ rozdvojeni rovnovahy a Stihlosti prutu 4 je vyssi hyperbolou

oznac¢ovanou, jako Eulerova hyperbola, ta je znazornéna na obr. 1.5 a) [2].
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Vzorec pro vypocet Stihlosti prutu a napéti v bod¢ rozdvojeni rovnovahy o, [2]:

l E, aZE] aZE
l=—, og=—=20-_

] s sz 2 (6)

Pro vyboceni prutu idealné kiehkého materialu musi byt splnéna podminka:

2

a E
aRd>0v=%=>A>av G—d=lR (7
R

Kde oy, je mez pevnosti materidlu v tlaku a 1z odpovida kritické Stihlosti, ktera vymezuje,
zda dojde k meznimu stavu vzpérné stability nebo meznimu stavu kichké pevnosti pti A < Ag.
Pti naristu sily az po ptekroceni oz, nastane diive poruseni soudrznosti prutu kitehkym lomem
nez vyboceni, to miizeme vidét na obr. 1.5 b) [2].

Pro material v houzevnatém stavu dojde k vyboceni pti podmince:

a’E E
0k>av=%=>/1>av O_—k=lk (8)

Kde oy, oznacuje mez kluzu a A;, odpovida kritické Stihlosti, ta stejné jako u kiehkého materialu
urcuje, o ktery mezni stav se jedna. Pro 4 < A, nastava diive mezni stav pruznosti nez mezni
stav vzpérné stability. Pfi feSeni je podstatné urcit, jestli pfipoustime vznik plastickych
deformaci nebo nikoliv, pokud ano, ziskani hodnoty F, je mnohem komplikovanéjsi [2].

2.3.2 Vliv ulozeni prutu

Prut nemusi byt zatiZeny pouze tlakovou silou v ose prutu, ale miize byt 1 vazan k zakladnimu
télesu. V této kapitole budou vysvétlena ctyfi charakteristickd uloZeni prutu, budou sefazena
od pusobeni nejmensi kritické sily potiebné ke vzpéru az po nejvetsi:

a) prut vetknuty na jedné strang,

b) prut na jedné stran¢ uloZeny rota¢ni vazbou a na druhé rotaéné-posuvnou (toto ulozeni
odpovida volnému prutu),

C) prut najedné strané vetknuty a na druhé stran¢ ulozeny rota¢né-posuvnou vazbou,

d) prut vetknuty na obou stranach.

Vsechna tato ulozeni mizeme vidét na obr. 1.6.

Obecny postup feseni pro vSechny typy ulozeni je stejny (ptevzato z [2]):
» (Odhadneme prihyb stiednice podle typu vazeb a jejich vazbovych podminek.
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= Uplné uvolnéni prutu — v tomto kroku vazby nahradime p¥islu§nymi reakcemi a napi$eme
vazbové podminky.

= Vyjadiime pouzitelné podminky statické rovnovahy a ohybovy moment.

= Dadle napiSeme rovnici prihybové ¢ary pro malé pruhyby a ur¢ime okrajové podminky.
Vazbové podminky zévisi na ulozeni koncovych bodu prutu tak, aby prut jako celek ztistal
nepohyblivy.

» VyfeSime rovnici.

UloZeni prutu je popsdnO charakteristickou rovnici, jejimz feSenim dostaneme nejmensi
nenulovy kofen, veli¢inu zna¢ime a,. Vypocet této veliCiny je mozny jen ve zvlastnich
ptipadech, obecné je lepsi pouzit numerické metody. Je zfejmé, ze uloZeni prutu ma na velikost
kriticka sily velky vliv [2].

a) b) c) d)

~
~
=~
~

T
(ZU=E a, =T av=7'[\/§ a, =2m

K=2 K=1 K=0.7 K=0.5

Obr.1.6 Zpusoby ulozeni prutu [4]
uvazujeme stejny. Také predpokladame, ze vSechny pruty maji stejnou délku | a jsou vyrobeny
ze stejného materidlu, ktery se fidi Hookovym zakonem. Jedin4 hodnota, ktera bude mit v tomto
ptipad¢ vliv na kritickou silu je ,, [4].
Velikost kritického zatizeni je v piipadé€ b) ¢tyfikrat vétsi neZ u zdkladniho uloZeni a). V ptipadé
d) potiebujeme dokonce az Sestnactkrat vétsi silu, aby doSlo k vyboceni a ztrat€¢ vzpérné

stability, nez pro a) [4].

Stejné jako se pro jednotliva uloZzeni méni hodnota «,, tak i kazdy zptisob uloZeni ma svou
efektivni neboli redukovanou délku [,. Tato délka pfedstavuje vzdalenost mezi inflexnimi
body, tzv. body nulového momentu. Mnoho konstrukénich predpistt misto efektivni délky
pouzivaji bezrozmérny soucinitel efektivni délky K:

I, = KL 9)
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2.3.3 Vliv délky prutu

Délka prutu ma zéasadni vliv na vzpérnou stabilitu. Obecné¢ plati, ze ¢im delsi je prut, tim je vice
nachylny k vyboceni v disledku vnéjSich zatizeni. To znamend, ze s rostouci délkou prutu
se zvysuje riziko nedostatecné vzpérné stability zejména pii tlakovém zatizeni nebo pfii aplikaci
bocnich sil [4]. Zobrazeni tohoto vlivu mizeme vidét v diagramu kritického napéti a Stihlosti
prutu na obr.1.3.
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Obr. 1.7 Diagram viivu délky prutu

Jak mizeme vidét na obr. 1.7, oblast pruzného vzpéru, mezi body CD, se vztahuje bud’ na malé,
nebo velké délky prutu. Z Eulerovy kiivky vyplyva, Zze pro vyboceni dlouhych prutt s velkou
Stihlosti sta¢i nizka hodnota napéti. Jedna se o nestabilitu prutu jako celku, nikoliv o poruseni
samotného materidlu, proto tento stav nelze zlepSit pouZzitim materialu s vySsi pevnosti. Napéti
lze zvysit pouze snizenim Stihlosti prutu nebo vyménou materidlu za materidl s vySSim
modulem pruznosti E. Pokud budeme mluvit o kratkém prutu, na useku AB, k selhani dojde
v dusledku prekroceni meze pevnosti a poruseni materialu, v tomto pfipade€ se nejedna o vzpér.
Muzeme tedy definovat kritické napéti jako napéti pii poruseni materialu. Mez pevnosti

je mnohem vyssi nez mez timérnosti, protoze predstavuje mezni napéti v tlaku [4].

Usek BC definuje oblast nepruzného vzpéru, jedna se o rozmezi stiednich délek a také stiednich
Stihlostnich poméra. Prili§ malych, aby se jimi zabyvala pruzna stabilita a pfili§ velkych
pro tizeni pfedpoklady pevnostni stability. TO znamend, Ze maximalni napéti jsou pii vzpéru
nad mezi tmérnosti, a proto dochazi k vyboceni prutu [4].

Obe tyto oblasti budou vice popsany v nasledujici Casti.
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2.4 Oblast pruzného vzpéru

Jak jiz bylo zminéno, pruzny vzpér se urCuje bud’ pro velmi malé nebo velké délky prutu.
Dlouhé pruty se stanou nestabilnimi, kdyz tlakové napéti ziistane pruzné. Porucha, ke které
dojde, oznacujeme jako pruzna nestabilita. Zatimco u kratkych pruti k nestabilité nedochazi,
material se jednoduse prohne nebo se porusi [5]. Zde budou popsany nékteré metody pro uréeni
kritické sily v oblasti pruzného vzpéru.

2.4.1 Eulerovo reseni

Jednim znejznaméjSich a dnes nejpouzivanéjSich fteSeni je Eulerovo. Toto feSeni
je pojmenované po S§vycarském matematikovi Leonhardovi Eulerovi, ktery se timto problémem
zabyval vroce 1757. Jako prvni se zabyval feSenim vzpérné stability a odvodil rovnici
pro kritickou silu. Tento vztah byl odvozen pro dlouhy prut, ktery je zatizeny osové
a soustfedné. Dalsi predpoklad, co musime uvazovat, je pruzny stav materialu (napéti je nizsi

nez mez kluzu) [3].

Reseni bylo odvozeno z diferencialni rovnice pruhybové ¢ary pro malé deformace (prihyby),
tedy neuvazujeme nelinedrni ¢len, a proto nelze feSeni pouzit pro feSeni stabilniho ohybu,

ale pouze pro stanoveni kritické sily [5].

Pokud tedy zanedbame ¢len diferencialni rovnice (2) w'? vzhledem k1, tzn. w'? « 1,

zjednodusi se rovnice na tvar [2]:

F
w +E_]W=O (10)

ProtoZe pro malé deformace plati [ = ;, mizeme vyjadtit okrajové podminky [2]:
x=0 w=0, x=1l w=0 (11)

Pro zjednoduseni je prihyb popsan linedrni homogenni diferencidlni rovnici druhého fadu

s konstantnimi koeficienty, znacime [2]:
p*=— (12)

Pak mtzeme diferencialni rovnici (10) pfepsat do tvaru [2]:

w'” +p?w =0. (13)
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a potom je obecnym feSenim [2]:
w = (; sin px + C, cos px. (14)

Jak uz je zvykem, integracni konstanty pak uréime z okrajovych podminek (11), dosazenim
do obecného feseni dostaneme [1]:

0=C;sin0+ Cycos0=C, =0, (15)
0 = C;sinpl + C; cospl = C;sinpl = 0. (16)

Kvili splnéni okrajové podminky (11) za p ze vztahu (12) a dosadime do rovnice (16) potom

dostaneme [1]:
: : F
C;sinpl =0 = (; sin E_]l =0. a7

Podminka (17) mtze byt splnéna pro 3 piipady [2]:

a) C; =0,sinpl #0, pak w =0 pficemz argument u funkce sin (,/F/E] . l) muze
byt libovolny. To znamend, Ze pii pusobeni libovolné sily prut ziistdva ptimy.
b) C; # 0,sinpl =0, pak C; # 0 Asinpx # 0 pro x # l. Nastava pruhyb prutu, ale jen

pokud je splnéno:
inpl =0 Fl 0,m,2
=0=> |=Il=
sinp EJ y T, 4TT,

Protoze jsou pro prut veli¢iny E, J, | dané, musi také platit:

(km)?E]
F = l—z,

prok =0,1,2,.. (18)
Pro k =0 je F =0 = prut je nezatizeny, tedy se nemizZe deformovat (vyplyva
to z axiomu o deformaci). A proto plati w = 0 [2].

Pro k=1jeF =F, = % # 0 (pro kazdy prufez je EJ # 0). To znamena, ze pfi
plisobeni na prut stalou silou F = F, je w # 0. Tento prihyb je ovSem neurcity, protoze
podminka (17) plati pro jakoukoliv hodnotu C;. Pokud porovname vysledek s obecnym
feSenim na obr. 1.2, uvidime, ze okoli bodu F, souhlasi pro velmi malé prihyby.
Tec¢na ke kiivce prihybu je totiz vbodé F, kolmd na osu F. To znamen4,
ze Z piiblizného feSeni jsme ziskali pfesnou hodnotu kritické sily F,, ale pro idealni

a idealné zatizeny prut [1, 2].
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Pti dalSich hodnotach pro k > 1, bude sila F, ktera vyhovuje podmince (18) vyssi nez
E, (F > FE,). To znamena, Ze by deformac¢ni stav byl nestabilni (labilni) a ten v praxi
samovoln¢ nenastane [1].

c) C, =0,sinpl =0, potom F = F, asoucasné w = 0, pii této rovnosti sil mize zlstat
prut také ptimy (bod a)) [2].

Zaverem lze fict, ze pokud predpokladame pii vypoctu pruhybu idedlniho prutu malé priahyby
(w'? « 1), pak ziskdéme spravnou hodnotu kritické sily F,, pifi které vznika rozdvojeni
rovnovahy. Neobdrzime ovSem spravny popis pruhybu pro F > F,, tento piedpoklad
je pouzitelny pouze pro presné uréeni kritické sily E, [2].

Priihyb idedlniho prutu nastane v roving, kde plati, ze sila F, je minimalni. V ostatnich rovinach,
ve kterych by pfipadné mohl nastat, by byl prithyb nestabilni. Ze vztahu (18) vime, Ze minimalni
hodnota F, nastane tam, kde je minimalni kvadraticky moment prufezu /, jedna se o ten mensi

z hlavnich centralnich kvadratickych momentt, oznac¢eny jako J,. Takze rovnice pro vypocet
kritické sily bude [2]:

EJ,
— 2
Fv =T l_z (19)
Osa J, je neutralni osou a ohyb nastane v roviné€ kolmé k rovin€ obsahujici neutralni osy prafezu
(v sméru osy J;), kterou je rovina vytvorend hlavnimi centralnimi osami podél stiednice prutu,
KnimZ je Jnax. »Stabilni prihyb idedlniho prutu namdahaného idedlnim tlakem nastane

V roviné tvorené hlavnimi centrdalnimi osami, k nimz je Jmar = J1° [2].

—
g g —

Obr. 1.8 Znazorneni rovin [2]
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2.4.2 \zorec secen

prufezu prutu a ze prut je dokonale ptimy. VIivem excentricity pti zatizeni nebo nedokonalosti
v konstrukci, neni mozné toto realné uvazovat. Ve skutec¢nosti se prut nikdy nahle neprohne,
ale zaCne se ohybat uz jen pfi nepatrném pusobeni zatizeni. Kvili tomu by mélo byt kritérium
pro pouziti zatizeni omezeno bud’ na stanoveny pruhyb prutu, nebo tim, Ze maximalni napéti
nepiekroci piipustné napéti [5].

Pokud ptedpokladame, Zze se material fidi Hookovym zdkonem, tedy ma pruzné chovani
avezmeme Vuavahu vliv excentricity a nedokonalost konstrukce, dostaneme kiivku
znazornénou na obr. 1.7 oznafenou jako ,Secant formula“. Tato kiivka je zobrazena
pro maximalni napéti rovné mezi imérnosti oy,;. Jak miizeme na obr. 1.7 vidét, primérné napéti
klesa, kdyz se po kiivce pohybujeme zleva doprava (klesa zatizeni F), ale maximalni napéti

zastava konstantni [4].

Vnitini moment pro prut je [5]:
M = —E,(e + w) (20)

Diferencialni rovnice prihybové ¢ary potom je [5]:

14

EJ dx‘f = _F(e+w) (1)

Obecnym feSenim rovnice je [5]:

’F ’F
w = (; sin E—I}x + C, cos E—I}x —e (22)

Opét pro vypocet integrac¢nich konstant potfebujeme znat okrajové podminky, které jsou [5]:
x=0 w=0 C,=e, x=1l w=0 (23)

Po upraveni lze rovnici prithybu zapsat jako [5]:

=elt B L by + by 1 (24)
w = e |tan E]Z Sin E]x COS E]x
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2.5 Oblast nepruzného vzpéru

Pruty stfedni délky selhavaji v diisledku nepruzné nestability. To znamend, ze tlakové napéti
v nich mize dosdhnout meze umérnosti jesté pred za¢atkem vyboceni prutu. Pro vypocet tohoto
kritického zatizeni potifebujeme teorii nepruzného vzpéru. Protoze je piekroCena mez
umérnosti, sklon napétové deformace materialu je mensi nez modul pruznosti, proto kritické
zatizeni pro nepruzny vzpér je vzdy mensi nez Eulerovo zatizeni [4, 5]. V této kapitole budou

vysvétleny teorie, jak ur¢it nepruzny vzpér.

2.5.1 Tetmajerovo feSeni

V pruzné-plastické oblasti je vzpérnd stabilita vétSinou popisovana kiivkou ziskanou
experimentalné. Ta se s Eulerovou mezni kiivkou stietava ve spoleéném bodé [A,; ax]. V roce
1886 Ludwig von Tetmajer rozsitil Eulerovo feseni, a to tak, ze prubéh zavislosti kritického
napéti na Stihlosti prutu nahradil pfimkou [3]. Toto feSeni muZzeme vidét na obr. 1.9, zZ obrazku

je patrné, ze ptimka nemusi byt te¢na k Eulerové kiivee [7].

Obecna rovnice pro kritické napéti potom bude mit tvar:

oyr = oy — (Oy — Ok) 1. (25)
K
kde o, 7 znaci napéti pro mezni stav vzpémé stability podle Tetmajera, oy, je mezni napéti,
o0, mez kluzu materialu [3].

o M1

\

\ o .
\ [etmajer
o |
\
X \

oM Euler

Obr.1.9 Pribéh meznich krivek vzperné stability podle Eulera a Tetmajera [3]

Tetmajerliv vypocet miiZze mit 1 alternativni tvar. Vlastnosti urcitych materiall byly zméfeny
individualné a kritické napéti se potom uréi pomoci experimentdlné zjisténych hodnot
a soucinitelti. Dalsi zdroj zase uvadi zobrazenou ptimku jinou rovnici [3]:

Oprex = N — MA (26)

24



kde N a M jsou zvolené konstanty tak, aby co nejlépe odpovidaly vlastnostem pro dany
material, tyto hodnoty spolu se stihlosti prutu jsou v nékterych literaturach uvedené. Stejné jako
v piipadé Johnsonovy paraboly, tato pfimka nemusi vzdy platit pro velmi kratké sloupy [7].

2.5.2 Johnsonovo reSeni

U prutt, které maji stiedni délku a §tihlostni pomér je mensi nez jeho mezni hodnota, tak pouziti
Eulerova feSeni neni vhodné. Proto byly experimentalné navrzeny vztahy vyjadiujici zavislost
kritické sily Stihlosti prutu a materidlovych vlastnosti. Jednim z téchto vztaht je i parabolicky
Johnsontv vztah [6].

Johnsonova parabola se sklada z Eulerovy kiivky, kdy parabola je te¢nou k této kiivce a potom

muzeme psat rovnici pro kritickou silu [6]:

E,=S (ak — % (%1)2> (27)

Typicka Johnsonova parabola je zndzornéna na obr. 2.1 a vyznacené body ukazuji mista dotyku
spolu s Eulerovou kiivkou. Kriticka mezni $tihlost, rozliSujici stfedni pruty od dlouhych, je tedy
pro Johnsonovu kiivku ﬁnm . Hlavni vyhodou této kiivky je jednoduchost vypoctu
a schopnost pfizptsobit se hodnotdm v ptipadé, ze dochazi k zavislosti mezi vybocenim

a ohybanim [7].

T Johnson Parabola

Op/2 hom e s e o s e e e e Euler Curve

|
|
I
|

V2m[E [oy
Obr. 2.1 Pritbeh Johnsonovi paraboly
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2.5.3 Teorie te€ného modulu a Shanleyova teorie

Roku 1946 americky letecky inZenyr F. R. Shanley poukazal na logické paradoxy
v pfedchozich uznavanych teoriich. Poukazal na chyby v teorii tangencialniho (te¢ného)
modulu a na teorii redukovaného modulu, protoze nezohlediuji Gplné chovani prutu. Neni
mozné, aby u nepruzného vzpéru doslo k vyboceni prutu podobnym zptisobem jako u Eulerova
vzpéru [4].

—Euler load

PC[‘ TIIT I T I T TPT g g]

' Reduced-modulus load

Shanley

A
oy \ -
P “~s, —— theory
I y‘

- Tangent-modulus load
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Obr. 2.2 Diagram zatiZeni a prithybu pro teorie pruzného a nepruzného vzpeéru [4]
Ve své teorii uvadi urcity vztah mezi kazdou hodnotou zatizeni a dopovidajicim prihybem,
toto chovani mlizeme vidét na obr. 2.2. Vzpér zaina pii dosazeni zatizeni tecného modulu
apoté dal roste, ale zatizeni odpovidajici redukovanému modulu nedosdhne, priuhyb roste
do nekone¢né velikosti, az vlivem dalSich G¢inkGi zac¢ne klesat, jak ukazuje kiivka
S pferusovanou ¢arou. Maximalni zatiZzeni neni pro tuto teorii o moc vyS$$i nez pro teorii te€né¢ho

modulu a kvili jednoduchosti vypoctu bude uvedena teorie tecného modulu [4].
Vypocet kritického zatiZeni pro teorii te€ného modulu [4]:

m2E,J
v = lz

(28)

Rovnice je stejna jako pro Eulerovu teorii (19), stim rozdilem, ze zde uvadime te¢ny
modul E;.Te¢ny modul se méni s tlakovym napétim, a proto jeho hodnotu ziskavame obvykle
iteraCnim postupem. Zacneme odhadem F,, tato hodnota by méla mit o néco vetsi zatizeni,
nez ma mez umeérnosti prutu, pokud ji zndme, miiZzeme poté urcit teCnu pomoci:
Fy
0y = — 29
=2 (29)

kdy F; je prvni odhad zatizeni F, a S je obsah priifezu prutu. Dale pomoci rovnice (28) ziskame
dalsi hodnotu zatizeni F,, pokud je velmi blizko F;, mizeme ho pfijmout. Je vSak
pravdépodobnéjsi, ze bude nutné provést dalsi iterace, dokud nenajdeme zatiZeni v tésné
blizkosti pfedchoziho zkuSebniho zatizeni [4].
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3 VY'I’:’O(VZET KRITICKE SiLY PRO VYBRANE
PRIPADY

V této kapitole bude popsan analyticky a numericky vypocet kritické sily, nasledné bude uréena
bezpecnost pro mezni stav vzpérné stability. Analytické ptiklady budou feSeny pomoci
Eulerovy a Johnsonovy metody a numericky pomoci programu Ansys, ktery pracuje S MKP.

3.1 Prvni pfiklad — rotacni a rotaCné posuvna vazba

3.1.1 Analytické feSeni

Tento ptiklad ukazuje jedno z klasickych uloZeni, které je zminéno Vv ptedchozi Kkapitole.

Jedna se o prut na jedné stran€ uloZeny rota¢ni vazbou a na druhé strané rota¢né-posuvnou.
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Obr.2.3 Prvni priklad vypoctu
Materialem byla zvolena konstrukéni ocel 11 600, pro tuto ocel strojnické tabulky uvadi takovy
interval hodnot pro mez kluzu oy = 295 — 340 MPa [8], hodnota modulu pruznosti
pro konstrukéni ocel je piiblizné E = 210 GPa. Na obr. 1.6 mlZeme vidét, Ze soucinitel
pro tento typ ulozeni se rovnd a = m. DalS§i parametry pro vypocet, které byly zvoleny,
jsou hodnota délky [ = 600 mm, priméru prutu d = 20 mm a zatézujici sily F = 30 kN.

Jako prvni byl proveden vypocet pro kontrolu vlivu realného materialu, jestli opravdu muiize
nastat mezni stav vzpérné stability. Aby mohl byt pouzit vzorec pro vypocet Stihlosti prutu (6),
je nutné znat velikost obsahu pfi¢ného prifezu prutu S a kvadraticky moment J,. Tyto hodnoty
byly spocitany nasledovné:
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nd? 12072
S =—=

— 2 30
Z T 314 mm (30)

nd* B m20%

o=l = T e

— 7854 mm* (31)

Dale byly hodnoty dosazeny do vzorce pro Stihlost prutu (6) a byla vypoc¢itana jeho hodnota:

B \E 7854 (32)
S 314

Prvné byla ovéiena podminka pro material v houZzevnatém stavu a urcena velikost kritické

stihlosti podle vzorce (8), velikost meze kluzu byla pouzita nejmensi mozna z intervalu:

E 210-103
= /_ = ’— = 33
Ak a o Vs 295 84 ( )

Jelikoz bylo splnéno A > A, mizeme Fict, Ze pro tento prut by mohl nastat mezni stav vzpérné
stability.

Poté co bylo ovéieno, ze mezni stav vzpérné stability mize nastat diive néZz mezni stav
pruznosti, dal§im krokem bylo urcit velikost kritické sily. K tomu bylo pouzito odvozeni
pomoci Eulerovy metody pro vypocet kritické sily (19) a po dosazeni byla zjisténa tato hodnota:

EJ, 210 - 103 - 7854
Fv=a2l—2=n2 6002 = 45 kN (34)
V poslednim kroku byla ur¢ena hodnota bezpecnosti:
F, 45

3.1.2 Numerické reseni

Pomoci programu Ansys budou nyni ovéfeny jiz spocitan¢ hodnoty pro linearni vzpér.

Jako prvni byla v prostiedi Workbench spusténa analyza Static Structural. Zde v kolonce
Engineering data byly nastaveny vlastnosti materialu, ktery byl zvoleny stejny pro vSechny typy
ptikladl, jak pro analyticky, tak numericky vypocet. Hodnoty pro modul pruznosti byly
upraveny a byl vytvofen novy materidl, zadany elastické konstanty, takZe bude zaruceno
linearni chovéani.
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Geometrie byla vytvofena v DesignModeleru a protoze se jedna o rovny prut, ktery
je zatéZovany, mohla byt geometrie vytvotena jako stiednice, ke které byl pfifazen dany prufez.

v EEEE SERAANGOE T ta. A

Obr. 2.4 Geometrie prvniho pro nit;;aerick)} vypocet

Dalsim krokem bylo vytvofit dostatecné jemnou sit’, za pouziti funkce Sizing, konecny pocet
prvki tvorici sit’ je 600. Dale byly nastaveny okrajové podminky analyzy, to bylo provedeno
Vv kolonce Setup. Jako prvni byla nastavena zatézujici sila 30 kN, plsobici ve sméru zaporné
osy y. Tuto podminku mizeme vidét pod pismenem (A) na obr. 2.5. Spodni rota¢ni vazba byla
nastavena pomoci volby Displacement (B), kdy byl nastaven nulovy posuv ve vech smérech.
Horni vazba je rotatné posuvnd. Posuvni c¢ast byla nastavena opét pomoci funkce
Displacement2 (C), kdy jediny dovoleny posuv je v 0se Yy, V ostatnich osach je nulovy.
Na posledni rotacni ¢ast byla pouzita funkce Fixed Rotation (D), kdy bylo zamezeno rotaci
kolem osy y.

-

Obr. 2.5 Okrajové podminky pro prvni priklad numerického vypoctu
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Po nastaveni okrajovych podminek byla opét v prostiedi Workbench na kolonku Solution
navazana dalsi analyza, a to Eigenvalue Buckling.

- A - B

1 !;' Static Structural 1 ':T Eigenvalue Buckling

2 Q Engineering Data w P — 2 Q Engineering Data w ‘
3 &l Geometry v B Geometry v
4 @ Model v @4 @ Model v
3 ﬁ Setup W P —. 3 ﬁ Setup W 4
] Solution W ‘—-"'. B Solution v
7 @ Results v o, 7 @ Results v

Static Structural - 1600,d20 Eigenvalue Buckling

Obr. 2.6 Nastaveni simulace linearniho vzpéru v Ansysu

Po propojeni obou analyz uz jen stacilo k vypoctu feseni pridat Total Deformation a nechat
Ansys vypocitat vysledky.

= l

-

Obr. 2.7 Vysledek reseni prvniho prikladu linearniho vzpéru pomoci Ansysu

J
o
Hodnota Load Multiplier urcuje koeficient, kterym kdyz je vynasobeno zadané pocatecni
zatizeni, dostaneme kritickou silu vzpérné stability. Po vynasobeni byla ziskana hodnota 45 kN.
Dalo by se tedy fict, Ze tento koeficient urcuje bezpecnost, jejiz hodnota je 1,5. Pfi srovnani
s analytickym vypoctem jsou vysledky obou zplisobli vypoctu shodné.

30



3.2 Druhy priklad — vetknuti

3.2.1 Analytické feSeni

Druhy prtiklad je ukazkou dalsiho klasického ulozeni. Jedna se o prut, ktery je dole vetknuty,

a proto je hodnota soucinitele a = g Materialem je opét konstrukéni ocel 11 600, hodnoty

meze kluzu a modulu pruznosti jsou tedy stejné, g, = 295 — 340 MPa, E = 210 GPa.
Hodnoty pro tento piiklad byly uréeny takto, délka [ = 900 mm, pramér prutu d = 30 mm

a zatézujici sila F = 15 kN.
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Obr. 2.8 Druhy priklad pro analyticky vypocet

Pfi vypoctu byl postup podobny jako u prvniho piikladu. Jako prvni byly zjistény hodnoty

obsahu pti¢ného prufezu a kvadratického momentu:

md? 1302
S=T= 7 = 707 mm? (36)
_ . md* m30* 39761 mm* (37)
=l = T er mm

Tyto hodnoty pak byly dosazeny do vzorce pro vypocet Stihlosti prutu:

l 900
A= = =120

L. [39761 (38)
S 707
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Dale byly ovéfeny podminky pro material v houzevnatém stavu:

E m |210-103
= /_ =— /— = 39
Ak a o > 295 42 ( )

Protoze plati A > A i u tohoto piikladu mize nastat mezni stav vzpérné stability. Mize se tedy
pokracovat ve vypoctu kritické sily, pomoci vzorce odvozené¢ho Eulerovou metodou:

E-], m\2210-103%-39761
F=a?—2=(3) 5007 25 kN (40)
V poslednim kroku je urcena hodnota bezpecnosti:
F, 25

3.2.2 Numerické reSeni

Postup feSeni tohoto ptikladu je podobny jako u ptfedchoziho ptikladu feSeného numericky.
Jako prvni byly nastaveny vlastnosti materidlu, byla vytvofena geometrie a vygenerovana sit’,
kone¢ny pocet prvku je 550. Dale byla nastavena pocate¢ni sila (A) o velikosti 15 kN, ktera
pusobi na horni ¢ast prutu, v zdporném sméru osy Y. Dalsi okrajovou podminkou u tohoto
prikladu je vetknuti, to bylo nastaveno pomoci funkce Fixed Support (B).

[ ————)

. =

Obr. 2.9 Okrajové podminky pro druhy priklad numerického vypoctu

Po provazani s analyzou Eigenvalue Buckling a vypoctu Total Deformation byly ze simulace
zjistény tyto vysledky:
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Obr. 3.1 Vysledek reseni druhého prikladu linearniho vzpéru pomoci Ansysu

Po vynasobeni zakladniho zatizeni prutu koeficientem Load Multiplier je hodnota kritické sily
25kN, koeficient bezpecnosti je 1,6. Hodnota kritické sily i bezpe€nosti je shodna s analytickym

feSenim tohoto ptikladu.
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4 NESTANDARDNI PRIPADY VZPERU

4.1 Treti pfiklad — vetknuti a deska zatezujici prut

Tato ¢ast kapitoly pojednava o nestandardnich ptipadech vzpéru, které jsou feSeny nelinearné.
Tento priklad je numericky feSen pro dvé varianty vypoctu, prvni varianta bez tfeni a druha
se ttenim. V tomto ptiklad¢ uvazujeme vetknuty prut, ktery je zakonCen polokouli. Na tento

prut tlaci deska, ktera s nim neni nijak spojena.
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Obr. 3.2 Treti priklad pro analyticky vypocet
Prvni varianta bez tieni

Pfi nastavovani nelinearniho vypoctu byl zacatek postupu stejny jako u linearnich piikladu,
bylo spusténo prostiedi Workbench, zvolena analyza Static Structural a v Engineering data byly
nastaveny vlastnosti materialu.

V tomto piipadé¢ byla geometrie vytvoiena v programu Inventor, uloZena jako .stp a poté
importovana do Workbenche. Aby bylo zajisténo, Ze ke vzpéru skutecné dojde, byl prut
vytvoren jiz s malou imperfekci. Po sérii tiprav geometrie, hlavné velikosti imperfekce, podle
postupnych vysledkl simulace, je konecnd geometrie nasledujici: prut o délce [ = 900 mm,
praiméru d = 30 mm a prohnuti s polomérem R = 3000 mm. Deska tla¢ici na prut byla

po importu vytvofena ve SpaceClaimu a umisténa tésné nad volny konec prutu.
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Obr. 3.3 Konecnd geometrie pro vypocet nelinearniho vzpéru v SpaceClaimu

Po vytvoreni konecné geometrie bylo dalsim krokem upraveni jiz vygenerované sité, na to byly
pouzity funkce Sizing a Method, kdy koneény pocet prvku je 23 442.

B,
Obr. 3.4 Nastaveni sité varianty bez tieni
V dalsim kroku byly nastaveny kontaktni plochy mezi deskou a polokouli, kterou je prut
zakoncCeny. Protoze se jedna o prvni variantu numerického vypoctu, kontakt byl nastaven bez
tfeni, a to v zalozce Connections pomoci Volby Frictionless, nastaveni miZzeme vidét
na obr. 3.5.
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Obr. 3.5 Nastaveni kontaktnich ploch bez treni

Poté byly nastaveny okrajové podminky prutu a desky. Na prut byla pouzita funkce Fixed
Support (A), ktera znazorfiuje vetknuti. Pro nastaveni desky byla pouzita funkce Remote
Displacement (B), tato vazba umoziiuje nastavit funkci Rigid, tedy chovani desky jako tuhého
télesa, rotace ve vSech smérech je nulova a posuv kromé sméru y je také nulovy.

L.

Obr. 3.6 Nastaveni okrajovych podminek
V zalozce Solution byla vykreslena Directional Deformation pro smér v ose x a Force Reaction
pro vazbu Fixed Support. V poslednim kroku byl v zalozce Analysis settings nastaven pocet

kroku za Cas a Large Deflection byla zménéna na On, kvuli nelinearité ptikladu. Po sérii uprav
a pokust simulace byl ziskan nasledujici vysledek.
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Obr. 3.7 Numerické reseni tretiho prikladu nelinedrniho vzpéru bez treni

Z vysledki simulace byla zjisténa hodnota kritické sily o velikosti pfiblizn¢ 25 kN. Tohoto
vysledku bylo dosazeno pro nastaveni stlaceni deskou 0 5 mm. VSechny hodnoty sily a prihybu

jsou

vykresleny v grafu pomoci Excelu, graf miZzeme vidét na obr. 3.8, kdy Cervena kiivka

urcuje hodnotu kritické sily.
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Obr.3.8 Graf nelinedrniho vzpéru bez treni

Druha varianta se tFenim

V této varianté ptikladu se tfenim je rozdil v geometrii. Nastaveni po¢ate¢ni imperfekce prutu

je mensi nez u ptikladu bez tfeni. Postupnymi Upravami byly ziskany tyto hodnoty geometrie

prutu, délka [ =900 mm, primér d = 30 mm a prohnuti a poloméru R = 12000 mm.

Geometria byla vytvofena stejné jako v pifedchozim piikladu bez tieni v Inventoru a poté byla

importovana do prostiedi WorkBench.
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Rozdil v nastaveni analyzy je v kontaktnich plochach, kde byla funkce Frictionless nahrazena
kontaktem se tfenim Frictional o velikosti soucinitele smykového tieni 0,2. Hodnota t¥eciho
soucinitele pro tfeci plochy ocel na ocel byla ur¢ena ze strojnickych tabulek [8].

7

Obr. 3.9 Nastaveni kontaktnich ploch se trenim 1

Vygenerovana sit’ byla upravena pomoci funkci Sizing a Method, kdy kone¢ny pocet prvki
je 23 148. Okrajové podminky prutu a desky byly nastaveny stejné jako u varianty bez tieni,
za pouziti funkci Fixed Support a Remote Displacement.

L=

Obr. 4.1 Nastaveni sité varianty se trenim 1
Po provedeni nékolika vypoctl a postupnych upravach okrajovych podminek, hlavné stlaovani

desky, byly ziskany nasledujici vysledky pro velikost stlaceni prutu 200 mm.

Jak mizeme vidét na obr. 4.2, i pfes mensi imperfekci, nez je u pfedchoziho pfikladu bez tfeni,
ma tieni na velikost kritické sily a prithybu velky vliv. Pro tento ptipad je hodnota kritické sily
ptiblizné 225 kN.
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3

Zavislost sily a prihybu byla vykreslena do nasledujiciho obr. 4.3, kde ¢ervena kiivka opét
znaci hodnotu kritické sily.

Obr. 4.2 Reseni nelinearniho vzpéru se trenim 1

Nelinedrni vzpér se tfenim 0,2; displacement -200
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e
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w [mm]

Obr. 4.3 Graf nelinedarniho vzpéru pro treni 1
Zatimco u téchto prikladd pro nelinearni vzpér geometrie ptipomina ,luk®, ta nasledujici
je trochu odlisna, horni ¢ast nekonéi piesné nad spodni ¢asti. Pfi simulaci vypoctu varianty bez
tteni bylo zjisténo, ze ke vzpéru nedochazi, kdyz je prut deskou stlacovan, postupné po desce
klouze, az z desky sjede. Ani postupnou Upravou imperfekce nebyla nalezena takova geometrie,
kdy by u varianty bez tfeni ke vzpéru skute¢né doslo. Proto bude pro tento piiklad uvedena
pouze varianta se tienim.

Veskery postup vytvofeni geometrie, nastaveni okrajovych podminek a samotné analyzy,
byl nastaven stejné jako Vv predchozim ptikladu. Geometrie tohoto ptikladu ma tyto rozméry,
délku [ = 900 mm, primér d = 30 mm a prohnuti s polomérem R = 10 000 mm.
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Kontaktni plochy se tfenim byly opét nastaveny v zalozce Connections, pomoci funkce
Frictional, velikost soucinitele smykového tieni je 0,2.

|

Obr. 4.4 Nastaveni kontaktnich ploch se trenim 2

o 0 4000 men)

0w o

Sit’ byla po vygenerovani opét upravena pouzitim funkci Sizing a Method, kone¢ny pocet prvki
je 22 914.
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Obr. 4.5 Nastaveni sité pro variantu se trenim 2
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Konec¢ny vysledek simulace pro tento ptiklad je pro stlaceni prutu o 140 mm. Kdy kriticka sila
ma velikost 225 kN.

e 10009 e

LA

Obr. 4.6 Reseni nelinedarniho vzpéru se trenim 2

Vysledek tohoto ptikladu je velmi podobny geometrii tvaru ,,luk®, i kdyz v tomto ptipadé doslo
ke vzpéru jiz pfi menSim stlaceni desky. Zavislost vypoctenych hodnot sily a prihybu
je zobrazena v nasledujicim obr. 4.7.
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Obr. 4.7 Graf nelinearniho vzpéru se trenim 2

4.2 Ctvrty pfiklad — Johnsonova metoda

Ctvrty piiklad zndzoriuje analyticky vypod&et nepruzného vzpéru pomoci Johnsonovy metody.
Tato metoda je urcena pro pruty stiedni délky z materialu v houZevnatém stavu. Vypocet bude
proveden pouze analyticky, nikoliv i numericky, kde by feseni stale odpovidalo Eulerové
metodé.
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Material, z kterého je prut vyroben, stejné jako predchozi ptiklady, je konstrukéni ocel 11 600,
S hodnotami vlastnosti g, = 295 — 340 MPaa E = 210 GPa o rozmérech, délkal = 400 mm
a prumér prutu d = 20 mm, pocatecni zatizeni ma velikost F = 50 kN.
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Obr. 4.8 Ctvrty priklad analytického vypoctu

Jako prvni byly vypocéteny hodnoty obsahu S a kvadratického momentu J,, které jsou stejné
jako v rovnicich (30), (31):

nd? 12072
S 2 2 314 mm (42)
nd* mw20*
J=Jy = o =7~ = 7854 mm (43)

Nasledoval vypocet Stihlosti prutu pomoci dosazeni jiz spoctenych hodnot:

[ 400
A=—= = 80

\/72 ~ [7854 (44)
S 314

Pro ovéfeni, ze se jedna o prut stfedni délky, je nutné ovétit mezni hodnotu Stihlosti, kterd se

’E
Ay =mV2 |—=119 (45)
Ok

Jelikoz je splnéno, ze A < A,;, mizeme piejit k vypoctu kritické sily:

vypocita pomoci tohoto vzorce:

1 /0 A\
F, =S[ak _E(zk_n> l = 72 kN (46)
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Hodnota bezpecnosti pro mezni stav vzperné stability ma potom velikost:

F, 72
L="=14
F

ey = 50

(47)
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5 ZAVER

Podstatou bakalaiské prace je vysvétleni a ureni kritické sily pro mezni stav vzpérné stability.
V reSersni ¢asti byl prvné vysvétlen mezni stav vzpérné stability, dale kriticka sila a popsany
vlivy na urceni jeji velikosti. Podrobnéji byl popsan vliv redlného materidlu, ulozeni a délky
prutu. Poté byla definovana oblast pruzné¢ho a nepruzného vzpéru spolu s popisem jednotlivych
metod pro feSeni vzpéru.

Dalsi ¢ast byla vénovana analytickému vypoctu kritické sily pro vybrané piiklady. Jednalo
se 0 priklady se zékladnim ulozenim. Na vypocty byla aplikovana Eulerova metoda feSeni,
kdy bylo nejprve potieba urcit vliv materialu a ovéfit, ze mezni stav vzpérné stability opravdu
nastane. Mezni stav vzpérné stability nenastava, kdyz je soucinitel bezpecnosti vzhledem
k meznimu stavu vzpérné stability vétsi nez jedna. Vypocétena hodnota kritické sily byla
nasledn¢ ovétena i numericky. Veskeré numerické vypocty byly provedeny v programu Ansys,
ktery pracuje na principu MKP. Po simulaci linedrnich ptikladii a ovéfeni jiz diive analyticky
vypoétenych piikladi byly v obou ptipadech ziskany stejné vysledky. Posledni, analyticky

teSeny ptiklad, se tykd nepruzného vzpéru feSeného pomoci Johnosovy metody.

Dalsi numerické vypocty se tykaly nelinearniho ptipadu vzpéru. Ptiklad mél dvé varianty
vypoctu. Prvni, kdy nebylo uvazovano tfeni mezi kontaktnimi plochami a druhy kdy bylo
uvazovano tieni ploch ocel na ocel, o hodnoté soucinitele smykového treni 0,2, ktery byl urcen
z tabulek. Pti prvni varianté, bez tieni, by ke vzpéru doslo jiz pfi velikosti kritické sily 25 kN,
pfi stladeni prutu o 5 mm. Druha varianta se tfenim urcila hodnotu kritické sily 225 KN.
Ke vzpéru doslo pfi stlaceni prutu o 200 mm. V druhé varianté, se tfenim, byl zahrnuty jesté
dalsi ptiklad s rozdilnou geometrii. Vysledna velikost kritické sily byla 225 kN. Ovsem v tomto
ptipad¢ vzpér nastal diive, jiz pfi stlaeni 140 mm. Po srovnani vysledkd obou variant, bylo
vidét, Ze tfeni ma na velikosti kritické sily velky vliv.
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