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Abstrakt

V této bakalarské praci se zabyvame umocnovanim obecnych algebraickych systému a vé-
nujeme zvlastni pozornost prvnimu exponencialnimu zakonu. Konkrétné formulujeme do-
stacujici podminky pro jeho platnost pro rela¢ni systémy, parcidlni algebry, hyperalgebry
a obecné algebry. Dale pak zkouméame strukturu diagonélnich a medidlovych rela¢nich
systému a ke studovanym pojmtm uvadime fadu demonstrativnich priklad.

Summary

In this bachelor thesis, we study the powers of general algebraic systems and pay special
attention to the first exponential law. In particular, we formulate sufficient requirements
for it to apply in relational systems, partial algebras, hyperalgebras and general algebras.
We then investigate the structure of diagonal and medial relational systems and give
several illustrative examples for the concepts studied.
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Uvod

V moji bakalarské praci se budu zabyvat umocnovanim algebraickych systémii se za-
méfenim na prvni exponencialni zdkon. Podobné problematice se vénoval jiz G. Birkhoff,
ktery se omezil na usporddané mnoziny [1]. Pro libovolnou dvojici usporadanych mnozin
G = (G,<) a H = (H, <) definoval primou mocninu G! = (F, <), kde F je mnoZina
vSech izotonnich zobrazeni z H do G a pro vsSechna izotonni zobrazeni f,g € F plati
f < g pravé tehdy, kdyz f(y) < g(y) pro vsechna y € H. Takto definované umocnovani
spliuje prvni exponencidlni zakon

(GH)K ~ GHXK’

kde symbol 2 znaci izomorfismus.

Dale se této problematice vénoval V. Novédk, ktery zobecnil Birkhoffovu definici na
mnoziny s vice relacemi obecné riznych arit. Konkrétné pro rela¢ni systémy G = (G,
{Cyi € I}) aH = (H,{D;;i € I}) téhoz typu (w;)ier definoval mocninu G = (K,
{E;;i € I}), kde K je mnozina vSech homomorfismi z H do G a pro vSechna i € [
a fi,..., fn, € K plati (f1,..., fn,) € B <= (fi(x),..., fn,(x)) € C; pro vSechna z € G.
Pro takto definované umocnovani zjistil, ze prvni exponencialni zakon pro né neni obecné
splnén [5], a nalezl jisté postacujici podminky pro to, aby byl zékon splnén.

Problematice umoctiovani rela¢nich systémii se poté vénoval intenzivné J. Slapal [0,13],
ktery dale zobecnil vysledky Novaka a spolecné s Novotnym zavedli dalsi druhy umoc-
fnovani relacnich systémit [0]. Slapal se také zabyval umociiovanim algeber, parcialnich
algeber a hyperalgeber [11,12] a vénoval se problematice z pohledu teorie kategorii [10].

V této bakalarské praci shrnu nékteré dulezité vysledky o umocnovani algebraickych
systému a podminkach pro platnost prvniho exponencialniho zdkona. K témto vysledktim
posléze pridam vlastni vysledky ve tvaru nékolika tvrzeni a demonstracnich prikladi a vse
opatiim dikazy.



1. RELACNI SYSTEMY

1. Relacni systémy

Necht n € N, kde N je mnozina vSech pfirozenych (tj. nezapornych celych) ¢isel. Pak
n-darnim relacni systémem rozumime dvojici G = (G, p), kde G je mnozina a p C G
je n-drni relace na G. Mnozina G se pak nazyva nosnd mnozina relacniho systému G.
V tomto textu budeme obcas znacit nosnou mnozinu relaéniho systému G jako |G|.

Pojmem homomorfismus z n-arniho relaéniho systému H = (H, ¢) do n-arniho relac-
niho systému G = (G, p) rozumime zobrazeni f : H — G takové, ze pro vsechny n-tice
(Y1, oy yn) € H™ plati: (y1,...,yn) € ¢ = (f(n1), .., f(yn)) € p. O daném homomorfi-
zmu f: H — G Tekneme, Ze se jednd o izomorfismus, kdyz je f zaroven bijekei (tj. pro
vSechna y € G existuje x € H tak, ze f(x) = y a pro vSechny dvojce x1,xo € H plati
f(x1) = f(z2) = 11 = x3) a jeho inverzni zobrazen{ f~! : G — H je také homomorfismus.
Tedy izomorfismus je bijekce f : H — G takova, zZe pro libovolné prvky v, ...y, € H
plati (y1,...,yn) € ¢ <= (f(y1), ..., f(yn)) € p. Existuje-li izomorfismus z n-arniho relac-
niho systému H do n-arniho relac¢niho systému G, pak fekneme, ze H a G jsou izomorfni,
a piseme H = G. Dale budeme znacit mnozinu vSech homomorfismu z rela¢niho systému
H do relacniho systému G jako Hom(H, G).

n-arni relace p C G™ i n-arni relacni systém (G, p) se nazyvaji reflexivni, jestlize pro
vSechna z € G plati (z,...,2) € p. O n-drnim relaénim systému G = (G,p) fekneme,
ze je to relacni podsystém n-drniho rela¢niho systému H = (H, q), jestlize G C H a pro
vSechny prvky zi,...,z, € G plati (x1,...,2,) € p < (x1,...,2,) € q. Relacni systém
G je pak jednozna¢né ur¢en svoji nosnou mnozinou G. Casto tedy hovoifme o rela¢nim
podsystému G namisto o relaénim podsystému G.

Primym soucinem souboru n-arnich rela¢nich systémia G; = (G;,p;), ¢ € I, rozu-
mime n-arni relacni systém [[,., Gi = ([[,c; Gi,q), kde pro vSechna zobrazeni fi, ...,
fn € Ilie; Gi plati (fi,..., fn) € q pravé tehdy, kdyZ pro vSechna i € I plati (fi(4),...,
fn(i)) € p;. Relacni systém [[,.; Gi, kde G; = G pro vSechna i € I, budeme znacit
jako G!. P¥ipomernime, Ze kartézsky soucin [L.c; Gi mnozin Gy,i € I, je definovan vzta-
hem [[,.;Gi = {f : I = U,c;Gis f(i) € G; pro kazdé i € I}. Pro konecny piipad, tj.
I =1,...,m, si prvky mnoziny [],.; G; mizZeme pTedstavit jako uspofddané m-tice. Pak
Ize relaci ¢ chapat tak, ze dané usporadané m-tice jsou v relaci g praveé tehdy, kdyz jsou
jejich i-té prvky v relaci p; pro vSechna i € {1,...,m}. Pak miZeme namisto znaceni
[Lc; Gi pouzit Gy x ... X Gy,

Definice 1.1. Necht G = (G,p),H = (H, q) jsou n-arni rela¢ni systémy. Pak se n-arni
relacni systém GH = (Hom(H, G),r) nazyvd mocninou G a H, jestlize pro libovolné
homomorfismy fi, ..., f, € Hom(H, G) plati (fi, ..., fn) € r pravé tehdy, kdyz je pro kazdé
Y1, -, Yn € H splnéna implikace (y1,...,4n) € ¢ = (fr(y1), -, fu(Yn)) € D

Vsimnéme si, Ze tato definice je odli$na od definic pfimych mocniny z [1,5] zminénych
v uvodu. Takto definovand mocnina je studovdna napi. v [6] pod ndzvem strukturdlni
mocnina.

Poznamka 1.2. Uvazujme relacni systémy zminéné v Definici 1.1. Nosnd mnozina moc-
niny GH je pak |GH| = Hom(H, G). Vezméme si nyn{ libovolné¢ f € Hom(H, G). Podle
definice homomorfismu pro vSechna (yi,...,y,) € ¢q plati (f(v1),..., f(yn)) € p, a tedy
(f,..., f) € r. Z toho plyne, Ze relace r je vzdy reflexivni.



Definice 1.3. Necht G = (G,p),H = (H, q) jsou n-arni rela¢ni systémy. Pak fekneme,
7e mocnina G2 = (Hom(H, G), r) mé bodovou strukturu, jestlize pro libovolné homomor-
fismy fi,..., fn € Hom(H, G) plati (f1, ..., f») € r pravé tehdy, kdyz pro kazdé y € H plati

(f1(¥), - faly)) €D

Mocnina tedy ma bodovou strukturu pravé tehdy, kdyz je shodna s pfimou mocninou.

Mohlo by se zdat, ze definice 1.3 je podobna definici pifmého sou¢inu G’ z ivodniho
odstavce. Prvky relaéniho systému G jsou totiz také zobrazenimi f : H — G. Pro lepsi
transparentnost uvazujme konec¢nou mnozinu H = {1,....m}. Prvky G se v tomto pii-
padé bézné reprezentuji jako uspordadané m-tice. f(i) pak odpovida i-tému ¢lenu dané
m-tice. Kdyz si tedy vezmeme pifmy souc¢in G¥ = (G¥, ¢) a mocninu s bodovou struktu-
rou G = (Hom(H, G), 7), tak skuteéné maji r a ¢ stejné definice. Jediné, v éem se definice
obou rela¢nich systémii lisi, je nosna mnozina. Pro G jsou v nosné mnoziné vSechna zob-
razeni z H do G, kdezto u G® jsou v nosné mnoZiné pouze homomorfismy. Z této tivahy
plyne nasledujici poznamka.

Poznamka 1.4. Mocnina G¥ m4a bodovou strukturu pravé tehdy, kdyZ se jednd o relacni
podsystém pifmého soucinu GH.

Véta 1.5. Necht jsou G,H,K n-drni relacni systémy. Jestlize jsou H,K reflexivni, pak
plati
(GH)K ~ GHXK

a prislusny izomorfismus je ddn kanonickym zobrazenim f : (GH)K — GH*K definovanygm

ndsledovneé: f(g)(y,z) = g(2)(y).

Diikaz. Necht K = (K,0),G = (G,p),H = (H,q),G" = (GH,r),(GHX = (G1)K s),
Hx K = (H x K,t), GP¥ = (GE*K y) a necht je f: (GH)E — GH*E kanonické zobra-
zeni. Ukazme nejprve, ze zobrazeni f je dobfe definované. Uvazujme libovolny homomor-
fismus g € Hom(K, G?). Tedy pro libovolné prvky 2, ...,2, € K plati (21, ...,2,) € 0 =
(9(%1), ..., 9(2)) € 7. Podle Definice 1.1 je prava strana implikace splnéna pravé tehdy,
kdyz je pro vSechny prvky yi, ...,y, € H splnéna implikace (y1,...,yn) € ¢ = (9(21)(v1),
s 9(zn)(yn)) € p. Celkové tedy musi byt pro libovolné prvky y,...,y, € H a vSechny
prvky zi,...,2, € K splnéna implikace (y1,...,9n) € ¢ A (21,...,2,) € 0 = (9(z1)(n),
s 9(2z0)(yn)) € p. Celd implikace je ekvivalentni tvrzeni, Ze pro vSechny dvojice ((yi,
Zl)? e (ymzn)) € HxK je SplnéHO ((yl,Zl), s (yn,zn)) €t = (f(g)(yhzl)? 7f<g)<ym
zn)) € p, tedy f(g) € Hom(H x K, G). Timto jsme ukazali, ze f je zobrazeni f : Hom(K,
GH) — Hom(H x K, G).

Uvazujme zobrazeni f~! : GE*X — (GH)E dané vztahem f L) (2)(y) = hiy, 2).
Pak pro vSechna g € (G")X h € GH*E 2 € K ay € H plati f~1(f(9))(2)(y) = f(g )(
z) = g(2)(y), ti- F71(f(9)) = g, a také plati f(f~'(n))(y,2) = f1(R)(2)(y) = h(y,2),
tji. f(f7Y(h)) = h. [ je tedy bijekce.

Pro libovolnou n-tici g1, ..., g, € (G*)X plati (g1,...,9,) € s pravé tehdy, kdyz pro
vSechna (z1, ..., 2,) € o plati (g1(21), ..., gn(2n)) € 7. Dale pak (g1(z1), ..., gn(zn)) € r prave
tehdy, kdyz pro vsechna (yi,...,y,) € ¢ plati (g1(21)(y1), s gn(2n)(yn)) € p. Dohromady
pak dostdvame (g1, ..., g,) € s pravé tehdy, kdyz pro vSechna (z1,...,2,) € o a vSechna
(Y1, -y yn) € q plati (g1(21)(y1), -y gn(2n)(yn)) € p. KdyZ pro vSechna i = 1,...,n pre-
piseme g;(z;)(y;) pomoci f na f(g;)(vi, 2), dostavame (g1, ..., g,) € s pravé tehdy, kdyz
pro vSechna ((y1,21), ..., (Un, 2n)) € t plati (f(g1)(v1,21), s f(gn)WYn, 2n)) € p. Odtud
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1. RELACNI SYSTEMY

dostéavame, Ze (g1, ..., gn) € s pravé tehdy, kdyz (f(g1), -, f(gn)) € u. Tedy f je izomor-
fismus. O]

Definice 1.6. n-arni relaéni systém (G, p) se nazyva diagondlni, jestlize pro vSechny
matice (x;;) typu n/n nad G plati implikace

Vi=1,..,n:(zi,....0m) €Ep N Vj=1,..n: (T, ...,2n5) €Pp = (T11, ..., Tpn) € P

Vezméme si nyni pripad n = 2 a porovnejme tranzitivitu s diagonalitou. Necht p je

. s . ) oy . - b
diagonalni. Pak pro libovolné a,b,c € G miizeme sestrojit matici (a c)’ pro kterou

b
plati: jestlize (a,b) € p a (b,c) € p, pak (a,c) € p. Tedy p je diagondlni = p je tranzitivni.

2 ,kdea, b, c,d € G jsou libovolné.
Pak plati (a,b) € p, (b,d) € p= (a,d) € p a také (a,c) € p, (¢,d) € p= (a,d) € p. Tedy
p je tranzitivni = p je diagondlni. Z predchoziho plyne néasledujici poznamka.

Naopak, necht je p tranzitivni. Vezméme si matici

Poznamka 1.7. Binarni relacni systém je diagonalni pravé tehdy, kdyz je tranzitivni.
Diagonalita je tedy zobecnénim tranzitivity.

Véta 1.8. Necht G, H jsou n-darni relacni systémy. Jestli je G diagondlni a H je reflexiond,
pak je mocnina GY diagondlni a md bodovou strukturu.

Diikaz. Necht G = (G,p),H = (H,q) a GE = (Hom(H, G),r). UkaZme nejprve, ze GH
mé bodovou strukturu. Zde staéi dokdzat, ze pro kazdou n-tici (fi, ..., f,) € r je splnéna
tato ekvivalence: pro kazdé y € H plati (f1(y), ..., fa(y)) € p pravé tehdy, kdyz pro kazdé
Y1, -, Yo € H je platnd implikace (y1,...,yn) € ¢ = (fr(v1), -, fu(yn)) € p.

<: Necht pro kazdé y1,...,y, € H je splnéna implikace (y1,...,y,) € ¢ = (f1(y1), .-,
fn(yn)) € p. H je reflexivni, tedy kazdé y € H spliuje (y, ...,y) € q. Pro libovolnou n-tici
(f17 ) fn> cr tedy plati (fl(y)v ) fn(y)) €p.

=: Necht pro kazdé y € H plati (f1(y), ..., fu(y)) € p. Bud (y1, ..., yn) € H". Vezméme
si matici (z;;) typu n/n nad G takovou, ze z;; = fi(y;), kde pro i = 1,...,n plati f; €
Hom(H, G). Déle predpokladejme, Ze pro vSechna y € H plati (fi(y),..., fn(y)) € p.
Z definice homomorfismu dostavame (yi,...,yn) € ¢ = Vi =1,....n: (fi(y1), ..., filyn)) €
p. Diky tomu, ze G je diagonalni, dostavame (y1,...,yn) € ¢ = (fi(v1), -, fu(Yn)) € p.

Nyn{ ukdzeme, ze G je diagondlni. Vezméme si libovolnou matici (f;;) typu n/n
nad Hom(H, G) takovou, ze pro vSechna i = 1,...n a j = 1,...,n plati (fi1,..., fin) €
a (fij,..., fnj) € r. H je reflexivni, proto pro vSechna y € H plati (fi1(y), ..., fin(y)) € p
a (fi;(y),..., fnj(y)) € p. Z toho, ze G je diagondlni, pak pro vSechna y € H plyne
(f11(y), s fan(y)) € p. Nakonec diky tomu, ze G® md bodovou strukturu, dostivame
(Fitswoes fon) € 7 O

Definice 1.9. n-arni rela¢ni systém G = (G, p) se nazyva medidlovy, jestlize pro libovol-
nou matici (x;;) typu n/n nad G takovou, ze pro vSechna i = 1,...,n—1je (21, ..., Tin) € P
a pro vSechna j = 1,...,n — 1 je (21, ..., Ty;) € p, platl (T1n, ..., Tpp) € p <= (Tp1, ...,
Tpn) € P.

Pojem medidlovy byl zaveden a studovén v [3] pro grupoidy. Tento pojem byl poté zo-

becnén na algebry, hyperalgebry a parcialni algebry. Pro ucely této préace je tedy prihodné
pojem medidlovy zobecnit na rela¢ni systémy.



Poznamka 1.10. V predchozi definici pozadujeme, aby ekvivalence platila pro vsechny
matice. Musi tedy platit i pro matici transponovanou k dané matici, a tedy lze ekvivalenci
u definice nahradit levou ¢i pravou implikaci.

Véta 1.11. Necht G, H jsou n-darni relacni systémy. Necht je G medidlovy a diagondlni
a necht je H reflexivni. Pak je mocnina G} medidlovy n-drni relacni podsystém primého
soucinu GHI

Diikaz. Necht GY = (Hom(H, G),r), GHl = (GH 0). Z Véty 1.8 a z Pozndmky 1.4 plyne,
7e GH je rela¢nim podsystémem GHI.

Déle dokdzeme, ze GH je medidlovy. Necht G = (G, p). Vezméme si matici (f;;) typu
n/n nad Hom(H, G) tak, ze pro vsechna i = 1,...,n — 1 je (fi1, ..., fin) € 7 a pro vSechna
jg=1,..,n—1je (fij,..., fnj) € r. Kdyz nyni do f;; dosadime libovolné z € H, tak
dostaneme matici (f;;(x)) nad G, pro kterou plati: pro vsechna ¢ = 1,...,n — 1 je (fi1(z),
cooy fin(x)) € papro vSechna j = 1,...,n — 1 je (f1;(x), ..., fn;(z)) € p. Diky tomu, Ze G je
medialovy, musi nutné pro vsechna x € H platit (fi,(x),..., fun(2)) €p <= (fua(x), ...,
fan(2)) € p. Podle Véty 1.8 ma GY bodovou strukturu, tedy (fin, ..., fan) €7 <= (fn1,
oy Jam) E T O

Definice 1.12. O n-arnim relacnim systému J fekneme, ze je reflexivni jadro n-arniho
relacniho systému G = (p, G), jestlize J je relaéni podsystém G, ktery pro vSechna z € G
spliuje z € |J| <= (z,...,x) € p.

Vezméme si mnoziny H, G, J takové, ze J C G. Pak existuje bijekce mezi mnozinami
vsech zobrazeni f : H — J a mnozinou takovych zobrazeni g : H — G, pro ktera plati
G(H) C J. Tato bijekce je ddna vztahem f +— g, kde g(x) = f(z) pro vSechna = € H.
V dalsim textu nebudeme mezi zobrazenimi f a g rozliSovat.

Véta 1.13. Necht G, H jsou n-drni relacni systémy. Jestlize je H reflexivni, pak je re-
flexivni jadro J relacniho systému G nejmensi (z hlediska mnoZinové inkluze) relacni
podsystém relacniho systému G spliujici J& = GH,

Diikaz. Necht G = (G,p), H= (H,q),J = (J,r), G¥ = (Hom(H, G), s) a J* = (Hom(J,
G),1).

Dokazme nejprve, ze je-li J reflexivn{ jadro rela¢niho systému G, tak J% = GH. Vez-
méme si libovolny prvek f z Hom(H,J) a libovolné prvky z, ..., x, z H. Vzhledem k tomu,
ze J C @G, tak nutné pro vsechna i € 1,...,n plati f(z;) € J => f(z;) € G a diky tomu,
ze J je relaéni podsystém G, tak (f(z1),..., f(zn)) € p <= (f(x1),..., f(x,)) € 7, tedy
|IJB| C |GH|. Vezméme si libovolny prvek g z Hom(H, G). Zfejmé pak g(z) € G. Déale diky
tomu, ze H je reflexivni, tak (z,...,z) € ¢. Diky tomu, ze g je homomorfismus, dostaneme
nutné (g(z),...,g(x)) € p. A proto g(x) € J a diky tomu, ze J je relaéni podsystém G, tak
(f(x1), ..., f(mn)) €7 <= (f(z1),..., f(zn)) € p, a tim padem i |GH| C |JH|. Celkem tedy
|JH| = |GH|. Nyn{ stacéi dokdzat, Ze s = t. Z definice G! musf{ pro libovolnou n-tici (fi, ...,
fn) € s platit, ze kazd4 n-tice x1,...,x, € H spliuje implikaci (x1,...,x,) € ¢ = (f1(z1),
eoiy fu(xn)) € p. Vzhledem k tomu, Ze pro vSechna ¢ = 1,...,n plati fi(z;) € J a J je
relacnim podsystémem relac¢niho systému G, tak (fi(x1),..., fu(zn)) € p <= (fi(x1),
vy fu(xy)) € r. Implikace (x4, ...,2,) € ¢ = (fi(x1), ..., fu(xn)) € p je tedy splnéna pravé
tehdy, kdyz je splnéna implikace (z1,...,2,) € ¢ = (fi(x1), ..., fu(zs)) € r. Diky tomu
z definice plati pro n-tici fi, ..., f, ekvivalence fi1,....f, € s <= fi1,...,fn € t a tedy
s =1.



1. RELACNI SYSTEMY

Dokazme nyni, ze reflexivni jadro J je nejmensi n-arni relacni systém splnujici danou
rovnost. Vezméme si n-arni relaénf systém I = (I, u), ktery splituje I = G a také I C J.
Pro kazdé y € J existuje takové zobrazeni f, € G| 7e pro viechna x € H plati f,(z) = y.
Diky tomu, Ze je J reflexivni a J* = GH, je f, homomorfizmus, tedy f, € |GH|. Protoze
[T = |G|, musi platit f, € [I%]. Pro kazdé y € J tedy musi platit y € I a tedy J C I.
Spole¢né s tvodnim predpokladem I C J, musi platit [ = J. 0

Tato véta je velice uzitecna mimo jiné z toho duvodu, ze velka ¢ast tvrzeni o mocniné
G v této praci predpokladd, ze H je reflexivni. Diky tomu mtZeme snadnéji popsat
strukturu této mocniny, nebot namisto relacniho systému G staci uvazovat jeho reflexivni
jadro.



2. Parcialni algebry

Pod pojmem n-drni parcidlni algebra se bézné chépe dvojice (G, p), kde G je mnozina
a p je zobrazeni p: U — G, kde U C G™ [2]. Velmi zndmym prikladem parcidlni algebry
je bindrni parcidln{ algebra (N, —), kde U = {(a,b) € N?| a > b}.

Alternativné lze vSak chépat n-arni parcidlni algebru jako (n + 1)-arni relaéni systém
G = (G,p), pro ktery plati: (z1,...,2n,y) € p A (21,...,2p,2) € p = y = z. Tento
popis je pro nase ucely vhodnéjsi, protoze pri ném muzeme vyuzit véty z 1. kapitoly. Pro
dodrzeni pojmu béZné pouzivanych v teorii parcidlnich algeber budeme (n+1)-arnf relaci p
nazyvat n-arni parcidlni operace, namisto (1, ..., x,,y) € p budeme psat p(xy,...,z,) =y
a budeme pouzivat pojem idempotentni namisto reflexivni.

Necht jsou G = (G,p),H = (H,q) n-arni parcidlni algebry. Zobrazeni f : H — G
je pak homomorfismem, jestlize pro vSechny xi,...,z,,z € H plati ¢(xy,...,z,) = z =
p(f(x1), ..., f(zn)) = f(z). G je parcidlni podalgebrou H, jestlize je jejim relaénim podsys-
témem a pro vSechna x1,...,x, € G ay € H plati ¢(xq,...,x,) =y =y € G.

Z Definice 1.6 primo plyne, Ze n-arni parcidlni algebra (G, p) je diagondlni, jestlize
pro vSechny matice (z;;) typu n/n nad G plati implikace: p(p(x11, ..., Z1n)s -y D(Tn1s -,
Tpn)) =2 A pP(X11, coy Ti1)y ooy D(T1py ooy Tn)) = & = (X114 0ovy Tpy) = T

Z Definice 1.9 a Poznamky 1.10 piimo plyne, ze n-arni parcidlni algebra (G,p) je
medidlovd, jestlize pro vsechny matice (z;;) typu n/n nad G a prvky z1,...,x, € G plati
nasledujici implikace: p(p(z11, ...; Z1n), s D(Tn1, ooy Tpn)) = A Vi = 1,0 1 p(21, ...,
Tpj) = x; = p(T1, ..., Ty) = .

Piiklad 2.1. 1) Uvazujme bindrni relaci » na mnoziné prirozenych ¢isel bez jednicky
N\ {1} takovou, ze pro vsechna x,y € N\ {1} je r(z,y) nejvétsi spolecny délitel x, y vétsi
nez 1 (pro NSD(z,y) = 1 neni r(z,y) definované). Relacni systém Nysp = (N\ {1},7) je
pak binarni idempotentni parcialni algebra.

2) Uvazujme bindrni relaci s na mnoziné prirozenych ¢isel bez jednicky N\ {1} takovou,
ze pro vSechna z,y € N\ {1} je s(x,y) nejmensi spolecny délitel x,y vétsi nez 1 (jestli
takovy délitel neexistuje, tak s(z,y) neni definované). Rela¢ni systém Ny, = (N\ {1}, s)
je pak binarni parcialni algebra.

3) Na mnoziné redlnych ¢isel R uvazujme parcidlni operaci mazx, kterda dvojici ¢isel
(z,y) € R? pfifadi to prvni, pokud se jedna o maximum, tj. maz(z,y) = r <= max{x,
y} = x. Relacni systém R = (R, maz) je pak bindrni idempotentni parcidlni algebra.

Véta 2.2. Necht jsou G,H n-darni parcialni algebry. Jestlize je H idempotentni, pak je
mocnina GE idempotentni n-drni parcidlni algebra.

Diikaz. Necht G = (G,p), G = (Hom(H, G),7), (fi,-.s fu, f) €7, (fi, s fu, f') €. H
je idempotentni, proto musi pro vSechna y € H platit p(f1(y), ..., fu(y)) = f(y) a p(f1(y),
oy fn(W)) = f'(y). Tedy z definice parcialni algebry nutné pro vSechny y € H plati f(y) =
f'(y) neboli f = f'. GH je idempotentni podle Pozndmky 1.2 O

Kdyz bychom v predchozi vété nahradili parcidlni algebru G jejim idempotentnim
(tj. reflexivnim) jadrem J, tak by se podle Véty 1.13 mocnina G® nezménila. Diky tomu
na prozkouméani vlastnosti mocniny G¥, kde H je idempotentni, sta¢i uvazovat idempo-
tentni jadro parcidlni algebry G. Uvazujme nyni parcialni algebry z Prikladu 2.1.



2. PARCIALNI ALGEBRY

Piiklad 2.3. Reflexivni jadro parcidlni algebry N, z Piikladu 2.1 je P = (P, i), kde
P je mnozina vsech prvocisel a Ya,b,c € P : i(a,b) = ¢ <= a = b = ¢. Hom(Nygp,
Numin) = Hom(Nygsp, P) pak bude obsahovat nekone¢né mnoho zobrazeni f, definovanych
nasledovné: Vo € |Nxspl| @ fp(z) = p, kde p € P. Ukazme, ze v Hom(Nygp, P) nebudou
zadnd jind zobrazeni. Predpokladejme, Ze existuji f € Hom(Nnsp,P) a =,y € |Nnsp|
takovd, ze f(x) # f(y). Pro x-y pak plati, ze NSD(z-y,z) = x a NSD(z-y,y) = v, a tedy
r(x-y,z) =z ar(x-y,y) =y. Ktomu, aby bylo f homomorfismus, tak by muselo platit
i(f(x-y), f(x) = flx) ai(f(z-y), f(y) = f(y), ti- f(x) = f(z-y) = f(y). Dostavame
spor, a tedy zadna dalsi zobrazeni nepatii do Hom(Nygp, P) = Hom(Nysp, Niin ). Mame
tedy mocninu NANS® = (Hom (Nysp, Nii), /), kde parcialni operace j je definovana pro
vSechna f, g, h € Hom(Nysp, N ) nésledovné: j(f,g) =h < f=g=h.

Mocnina N, Nmin = (Hom (N ppnin, Niin ), m) neni parcialni algebrou. Muzeme totiz vzit
napi. homomorfismus f,, kde pro vsechna x € |Ny,,| plati fo(x) = 2 a homomorfismus f3,
kde pro vSechna prvocisla p € P plati f5(p) = 2 a pro vsechna slozend ¢isla y € |Nyu| \ P
plati fi(y) = 2 -y. Pro vSechna a,b,c € |Num| pak plati s(a,b) = ¢ = s(f2(a), f2(b)) =
fa(c), nebot s(2,2) = 2. Zaroven pro vSechna a,b, ¢ € |Ny| plati s(a,b) = ¢ = s(fa2(a),
f2(b)) = f5(c), protoze s(a,b) = c => c € P, tedy (fs, fo, f2) € m i (fa, f2, f5) € m.

Véta 2.4. Necht jsou G,H,K n-drni parcidalni algebry. Jestlize jsou H, K idempotentni,
pak jsou (GH)E o GE*X n_drni parcidlni algebry a plati

(GH)K ~ GH><K

Diikaz. Diky tomu, ze jsou H, K idempotentni parcialni algebry, tak H x K je také idem-
potentni parcidlni algebra. Ddle podle Véty 2.2 jsou (GH)¥ a GH*X parcidlni algebry.
Podle Véty 1.5 pak existuje izomorfismus mezi (GH)¥ a GH*K, O

Priklad 2.5. Parcidlni algebra R = (R, max) z Ptikladu 2.1 je diagondlni, protoze pro

Z) nad R platit a > b,

¢ >d,a > cb > d, tedy a je maximdlnim prvkem této matice. Pak maz(mazx(a,b),
max(c,d)) = mazx(mazx(a,c), max(b,d)) = max(a,d) = a. Naopak Nnsp = (N\ {1},7)

to, aby byla splnéna podminka implikace, musi pro matici

132 2 plati v pifpads
Nysp, ze 7(r(12,3),7(3,6)) = 3 a r(r(12,3), r(3,6)) = 3, ale (12,6) = 6. V pripadé Ny,
pak plati s(s(12,3),s(3,6)) = 3 a s(s(12,3),s(3,6)) = 3, ale s(12,6) = 2.

ani N, = (N'\ {1}, s) nejsou diagondlni. Napfiklad pro matici

Z Véty 1.8 ptimo plyne:

Véta 2.6. Necht G, H jsou n-drni parcidlni algebry. Jestli je G diagondlni a H je idem-
potentni, pak je mocnina GE diagondini a md bodovou strukturu.

Priklad 2.7. Parcidlni algebra R = (R, max) z Prikladu 2.1 je medidlova ze stejného
diavodu, pro¢ je diagonalni. Parcidlni algebra Nysp = (N\ {1},7) je medidlovd, protoze
Z) nad N\ {1} plati NSD(NSD(a, b), NSD(¢, d)) = NSD(a, b, c,
d) = NSD(NSD(a, ¢), NSD(b, d)), a tedy pokud jsou vSechny operace definovany, tj. pokud
NSD(a,b,c,d) > 1, tak r(r(a,b),r(c,d)) = r(r(a,c),r(b,d)). Naopak N, = (N'\ {1}, s)

g g plati s(s(6, 3), s(6,3)) = s(3,3) = 3, zatimco
5(6,6) = 2,5(3,3) = 3 ale neplati s(2,3) = 3 (s(2,3) neni definované).

pro libovolnou matici

neni medialova. Napriklad pro matici



Véta 2.8. Necht G, H jsou n-drni parcidlni algebry a necht je G medidlovd. Pak existuje
parcidlni podalgebra K primého soucinu GMI, jejiz nosnd mnoZina je Hom(H, G).

Diikaz. Necht G = (G, p),H = (H,q), GHl = (G¥,r). Vezméme si takovou n-tici (f1, ..
fn) € (Hom(H, G))", ze r(f1,..., fn) = f, a n-tici (y1,...,y,) € H" takovou, ze q(y1, ...,
Yn) = y. Nyni vytvorme matici (z;;) typu n/n nad G tak, ze pro vSechna ¢ = 1,...,n
aj=1,..,nplati x;; = fi(y;). Pro vSechna i =1, ...,n je f; € Hom(H, G), tedy p(fi(v1),
o Fityn)) = fila(yr, -, yn)) = fi(y). Déle z definice G®l piimo plyne pro vsechna j = 1,
s ze pUfL(Ys), o fu(ys)) = r(fr s fa)(y) = f(y;) a také p(fi(y), ... fu(y)) = f(y).
G je medidlova a tedy také p(f(y1),..., f(yn)) = f(y). Tento vysledek lze prepsat jako
p(f(y1), s fyn)) = fla(y1, -, yn))- Tedy f je homomorfismus a diky tomu je Hom(H, G)
uzavrena vzhledem k parcidlni operaci r. ]

*

Véta 2.9. Necht G, H jsou n-arni parcidlni algebry. Necht je G medidlovd a diagondlni
a necht je H idempotentni. Pak je mocnina G® medidlovd n-drni parcidlni podalgebra
primého soucinu GMI.

Diikaz. Necht GH = (Hom(H, G),r), GHl = (G, 0). Podle Véty 2.6 a Poznamky 1.4 je
GH relaénim podsystémem GHI. Diky Vété 2.8 je ddle zarudeno, Ze pro viechna fi, ..., fn €
Hom(H, G) a f € G takové, Ze o(fi, ..., [») = f, plati f € Hom(H, G). Podle Véty 1.11
je GH také medidlova. O
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3. HYPERALGEBRY

3. Hyperalgebry

Pod pojmem n-drni hyperalgebra se bézné chape dvojice (G,p), kde G je mnozina
a p je n-arni hyperoperace na G, tj. zobrazeni p : G — P(G) \ 0, kde P(G) je potencni
mnozina mnoziny G [12]. Napiiklad feSeni kvadratické rovnice nad C by se dalo povazovat
za ternarni hyperoperaci nad C, ktera kazdé trojici koeficientti a, b, ¢ € C ptirazuje vsechna
fesen{ rovnice az® + bxr + ¢ = 0.

Podobné, jak tomu bylo u parcidlnich algeber, je vyhodné n-arni hyperalgebru chapat
jako (n + 1)-arni relacni systém G = (G,p), a to takovy, Ze pro vsechna zi,...,z, €
G existuje y € G tak, ze (z1,...,x,,y) € p. (n + 1)-arni relaci p budeme nazyvat n-
-arni hyperoperace a budeme pouzivat pojem idempotentni namisto reflexivni. Na rozdil
od parcidlnich algeber ma vsak znaceni p(z1, ..., z,) jiny vyznam. Pro n-arni hyperlagebru
G = (G, p) pro vSechna z1, ..., z, € G klademe p(z1,...,z,) = {y € G; (21, ..., xn,y) € p}.
Namisto (x1,...,2,,y) € p budeme proto psat y € p(z1,...,z,). G je podhyperalgebrou
H, jestlize je jejim rela¢cnim podsystémem a pro vSechna zq,...,x, € G ay € H plati
y € q(x1,....,x,) = y € G. Pokud je nékterd z mnozin A;,7 € {1,...,n} jednoprvkova,
reknéme A; = {x;}, tak v zapisu p(Ay, ..., A,) piSeme z; (nikoliv {x;} namisto A;.

Z Definice 1.6 plyne, ze n-arni hyperalgebra (G, p) je diagondlni, jestlize pro vSechny
matice (z;;) typun/n nad G plati implikace: € p(p(Z11, ..., T1n), -, P(Tn1s ooy Tnn)) AT €
P(P(T11, ooy Ti)y ooy P(XT1py ooy T)) = T € P(X11,5 +0ny Ty

Z Definice 1.9 primo plyne, ze n-arni hyperalgebra (G,p) je medidlovd, jestlize pro
vSechny matice (x;;) typu n/n nad G a y1, ..., Yn, 21, ..., 2, € G plati nasledujici implikace:
Vi = )1, Y €P(Tity e, Tin) AV =1,00m00 25 € p(T1jy ey Tng) = D(Y1s - Un) = D21,
ey Zn).

Poznamka 3.1. Ekvivalentné n-arni hyperalgebra (G, p) je medidlova, jestlize pro vsechny
matice (z;;) typu n/n nad G a vSechna yi, ..., y, € G plati implikace Vi = 1,...,n :y; €
P(Ti1y oy Tin) = P(Y1s ooy Un) = P(P(X11,5 ooy Tp1),y ooy P(T1ny ooy Tum) ). VSechny n-tice spliujici
podminky implikace, to znamena, ze po aplikaci hyperoperace p davaji stejnou mnozinu,
z Ccehoz plyne Vi = 1,...n : y; € p(xi, ..., Tin) = D1, s Yn) = p(P(T11, s T1n), vy
P(Tnly ey Tan))-

Piiklad 3.2. 1) Na mnoziné R redlnych ¢isel uvazujme ternarni hyperoperaci i defino-
vanou pro vSechna a,b, ¢ € R jako i(a,b,c¢) = {a,b,c}. Relaéni systém I = (R, ) je pak
ternarni idempotentni hyperalgebra.

2) Na mnoziné R redlnych éisel uvazujme ternarni hyperoperaci r definovanou pro
vSechna a, b, c € R vztahem r(a,b,¢) = {a-b-c,—a-b-c}. Relaéni systém M = (R, ) je
pak ternarni hyperalgebra.

3) Méjme usporadanou mnozinu (U, <) s nejmensim prvkem 0 a necht A je mnozina
vSech atomu na (U, <). Uvazujme ternarni hyperoperaci | definovanou pro vsechna a, b,
¢ € U nasledovné: I(a,b,c) ={zr € Az <aAhzx <bAz < c}U{0}. Relaéni systém
U = (U, 1) je pak ternérni hyperalgebra.

Priklad 3.3. Hyperalgebry I = (R,7) ani M = (R, r) z Prikladu 3.2 nejsou diagondlni.

1 2 3

Napiiklad pro matici [ 4 5 6 | totiz plati i(i(1,2,3),i(4,5,6),4(7,8,9)) = {1,2, 3,4, 5,
7 8 9

6,7,8,9} =i(i(1,4,7),i(2,5,8),i(3,6,9)), ale i(1,5,9) = {1,5,9}. Dale pro tutéz matici
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plati r(r(1,2,3),r(4,5,6),7(7,8,9)) = {1-2-3-4-5-6-7-8-9, —1-2-3-4-5-6-7-8-9} = r(r(1,4,
7),7(2,5,8),7(3,6,9)), ale r(1,5,9) = {1-5-9, —1-5-9}. Hyperalgebra U = (U, [) naopak
je diagonalni. Pro libovolné xy,xo, 23 € U totiz plati, ze l(xy,z2,23) € AU {0} a pro

a b c
vSechny prvky y € AU {0} plati {z € A | < y} = (). Pro libovolnou matici {d e f
g h 1

nad U tedy plati, Ze I({(a,b,c),l(d,e, f),U(g, h,i)) = (I(a,d, g),l(b, e, h),l(c, f,i)) = {0}.
Déle pak {0} C I(a,e,1).

Z Véty 1.8 ptimo plyne:

Véta 3.4. Necht G, H jsou n-drni hyperalgebry. Jestli je G diagondlni a H je idempotentni,
pak je mocnina GY diagondlni relacni systém a md bodovou strukturu.

P¥iklad 3.5. Mocnina U! hyperalgeber U = (U,l) a I = (R,4) z Pifkladu 3.2 ma jed-
noprvkovou nosnou mnozinu, protoze U ma idempotentni jadro rovno {0}. To znamena,
7e mocnina U je trividlné diagonalni a mé bodovou strukturu. Mocnina U! je také hy-
peralgebrou, coz neni Vétou 3.4 zaruceno.

Piiklad 3.6. Hyperalgebra I = (R, ) z Prikladu 3.2 neni medidlova. Napiiklad pro matici
1 2 3
4 5 6] totiz plati 1 € i(1,2,3),4 € i(4,5,6),7 € i(7,8,9), ale i(1,4,7) = {1,4,7},
7 89

kdezto i(i(1,2,3), i(4,5,6),i(7,8,9)) = {1,2,3, 4,5,6,7,8,9}. Naopak hyperalgebra M =

a b c
(R,7) je medidlova. Pro obecnou matici [ d e f | nad R totiz pro vSechna y; € r(a,
g h 1

b7 C)a Y2 € T(d, €, f)7y3 € T(ga h,Z) az € r(a, d7 9)7 Z2 € T(ba €, h)7 z3 € T(C, fa Z) platia
ze p(y1,y2,y3) = {a-b-c-d-e-f-g-h-i,—a-b-c-d-e-f-g-h-i} = p(z1, 2223). Hyperalgebra
U = (U, 1) je také medidlovd, jak bylo ukédzano v Ptikladu 3.3.

Lemma 3.7. Necht je G = (G, p) n-arni medidlova hyperalgebra a N je zobrazeni z G
do poten¢éni mnoziny P(G) takové, ze pro vSechna x € G plati N(z) = {y € G | Ja,
ey € G 1 x € p(xy,..c;xp) Ny € p(xy,...,2,)}. Pak pro vSechna yi,...,y, € G plati:
N(y1) # 0. ... N(yn) # 0 = p(y1, -, yn) = PN (Y1), s N(Yn)-

Diikaz. Predpokladejme, ze N(y;) # 0,...,N(y,) # 0. Vezméme libovolné prvky z; €
N(y1), ..., xn € N(yn), jejichz existence je zarucena nasim predpokladem. Sestavme nyni
matici (x;;) typu n/n nad G takovou, ze pro vSechna ¢ € 1,....,n plati: z; € p(zq, ...,
Tin) N Yi € D(Ti1, ..., Tin). Existence prvki z;; je zarucena diky definici zobrazeni N.
Vzhledem k tomu, Ze je hyperalgebra G medidlovd, tak z Pozndmky 3.1 plyne p(z, ...,
zn) = p(P(X11, s T1n)s ooy P(Tn1y ooy Tpn)) = P(Y1,5 -y Yn). Volba xyq, ..., x, byla libovolna,
takze dand rovnost musi platit pro vSechna x; € N(v1), ..., 2, € N(yn), tedy p(N(v1), ...,

N(yn)) = 21, - Yn)- 0

Poznamka 3.8. Jestlize N(yy) # 0,..., N(y,) # 0, pak se vysledek hyperoperace p(yi,
..y Yp) nezméni, ani kdyz nahradime y; mnozinou N(y;) pro libovolnou mnozinu indext
i € 1,...,n. Z definice zobrazeni N déale plyne, ze Vx,y € G : z € N(y) =>y € N(y), pro
viechna i € 1,...,n tedy plati, ze: N(y;) #0 < y; € N(y;).
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3. HYPERALGEBRY

Véta 3.9. Necht je G = (G, p) n-drni medialovd hyperalgebra a N je zobrazeni z Lemmatu
3.7. Ddle necht je pro vsechna x € G posloupnost {N;(x)}2, definovand ndsledovné:
No(z) = N(z), Nipa1(z) = UyeNi(x) N(y). Pak pro véechna yi,...,y, € G plati, Ze jestlize
N(y) # 0,...,N(y,) # 0, pak se vysledek hyperoperace p(y1, ..., yn) nezménd, kdyz pro
libovolnou mnoZinu indexi ki, ..., k,, € {1,...,n} nahradime prvky yg,, ..., yx, mnoZinamsi
Niy Yy )s ooy Niy (Uk), kde iq, ..., 3, € N jsou libovolné proky a m < n.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci. Bud k£ € {1,...,n}. Podle Poznamky
3.8 mame p(y1, .., Yk, -y Yn) = PW1, ., No(Yx), ..., yn). Bud i € N a necht p(yi, ..., yk,
s ¥n) = P, s Ni(Yi),s s Un). Pak p(y1s s Uks s Un) = Uyenio) P15 Uy oos Yn) =
UyeNi(yk)p(y17 ) N(y)v ) yn) = p<y17 ) UyENi(yk) N(y)7 e yn) = p(yh s Ni-i-l(yk)’ ) yn)
Tedy vysledek hyperoperace p(yi,...,y,) se nezméni, jestlize nahradime gy, mnozinou
N;(yx) pro libovolné i € N. Analogicky se ukaze, ze tento vysledek se nezméni, pokud
pro néjaké | € {1,...,n},l # k a j € N nahradime také y, mnozinou N,(y;) atd. Vy-
sledek hyperoperace p(yi, ..., yn) se tedy nezméni, pokud pro libovolnou mnozinu indexi
ki,....km € {1,...,n} nahradime prvky v, ..., yx, mnozinami N;, (yg,), ..., Ni,, (Yx,, ), kde
11, -, tm € N jsou libovolné prvky a m < n. O

Véta 3.10. Necht G, H jsou n-darni hyperalgebry a necht je G medidlovd. Pak existuje
podhyperalgebra K primého soucinu GMI, jejiz nosnd mnoZina je Hom(H, G).

Diikaz. Necht G = (G,p),H = (H,q),GH = (G7 r). Vezméme n-tici (f1, ..., f.) €
(Hom(H, G))™ a n-tici (y1, ..., yn) € H". Déle vezméme y € H takové, ze y € q(yi, ..., Yn)
a f € GH takové, ze f € r(fi,..., fn). Nyni vytvorme matici (z;;) typu n/n nad G tak,
ze pro vSechna ¢ = 1,...,n a j = 1,...,n plati z;; = fi(y;). Pro vSechna i = 1,....n je
fi € Hom(H, G), tedy pro vSechna i = 1,...,n plati f;(y) € fi(q(y1,...,yn)) € p(fi(v1), ...,
fi(yn)). Déle z definice G piimo plyne pro viechna j = 1,...,n, ze f(y;) € p(f1(y;), -,
faly;)) a také f(y) € p(fi(y), ..., fa(y)). G je medidlovd, a tedy f(y) € f(q(y1,....yn)) €

p(f1(y), - [o(W) = p(f (1), -y f(yn)). Dostavame tedy f € Hom(H, G), tj. hyperoperace
r je uzaviend vzhledem k Hom(H, G). O

Priklad 3.11. Pro ternarni hyperalgebry M = (R,7) a I = (R, ) z Ptikladu 3.2 plati,
ze mnozina Hom(I, M) je tvofena vsemi zobrazenimi f : R — {—1,1}.

Véta 3.12. Necht G,H jsou n-drni hyperalgebry. Necht je G medidlovd a diagondlni
a necht je H idempotentni. Pak je mocnina G® medidlovd n-drni podhyperalgebra primého
soucinu GMI,

Diikaz. Necht GH = (Hom(H, G),r), Gl = (GH o). Podle Véty 3.4 je G relaénim pod-
systétmem GMI. Diky Vété 3.10 je déle zaruceno, Ze pro viechna fi,..., f, € Hom(H, G)
a f € GH takova, Zze f € o(fi,..., fn) plati f € Hom(H, G). Podle Véty 1.11 je G také
medidlova. [

Mocnina GB z Véty 3.12 je idempotentni a medidlova n-arni hyperalgebra. Z toho
divodu plati tvrzeni Véty 3.9 a navic pro vSechna f € Hom(H, G) plati N(f) # 0. Déle
predpokladejme, Ze existuje takové m € N, pro které N,,.1(f) = N, (f) pro vSechna
f € Hom(H,G). Diky tomu je mo7né na GH zavést relaci ekvivalence ~ tak, 7e pro
vSechna f, g € Hom(H, G) plati f ~ g <= g € N,,(f).

Relace ~ je reflexivni diky tomu, Ze zjevné Ni(f) C Ngi1(f) pro vsechna k € N
a f € N(f) = Nolf).
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To, Ze je ~ symetrickd, mizeme ukazat matematickou indukci: pro vSechna f,g,q,
r € Hom(H,G) plati g € No(f) <= f € No(g) a jestlize ¢ € Npi1(r), pak existuje
[ € Hom(H, G) takové, ze plati ¢ € N(I) a |l € Ni(r). Zjevné pak [ € N(q) a za splnéni
indukéniho predpokladu i € Ni(r) <= r € Ni(I) také plati r € Ni(), tedy r € Ni11(q).
Celkem g € Ni41(r) = r € Niy1(q). Opacénd implikace se ukaze obdobné.

To, ze je ~ tranzitivni, mizeme opét ukazat pomoci matematické indukce. Pro f, g,q €
Hom(H, G) predpoklddejme, Ze ¢ € Ny(g) a g € Nu(f). Pak N(g) € U, en,. ) Ny) =
Nimi1(f) a z pfedpokladu N4 (f) = Np(f) dostavame N(g) € N,,(f). Za indukéniho
predpokladu Ni(g) € Nu(f), kde k € N, pak Uy cn, ) V¥ € Uyen,.r V), tedy
Ni41(9) € N1 (f), a tedy Niy1(g) € Nin(f). Diky tomuto plati Ny (g) € Nu(f), a tedy
q € Npu(f). Celkem g € N,y (g) A g € Np(f) = q € Niu(f)-

Jestlize pro vSechny prvky fi,..., fn, g1, ..., gn € Hom(H, G) plati Vi € 1,....,n: f; ~ g;,
pak pro vsechna f € r(fi,..., fn) a g € r(g1, ..., gn) plati, ze f ~ g. Ekvivalence ~ se tedy
chova jako kongruence. Stejné mtzeme sestrojit i podobnou ekvivalenci pro vsechny me-
dialové n-arni hyperalgebry, kde kazdy prvek je jednim z vysledki hyperoperace.

Véta 3.13. Necht G,H, K jsou n-darni hyperalgebry. Necht je G medidlovd a diagondlni
a necht jsou H,K idempotentni. Pak jsou mocniny (GR)X ¢ GH*K n_drni hyperalgebry
a plati

(GH)K ~ GHXK'

Diikaz. Jelikoz jsou H, K idempotentni hyperalgebry, tak je H x K také idempotentni
hyperalgebra. Mocnina GY je podle Véty 3.12 medidlova a podle Véty 3.4 je také dia-
gonalni. Ddle podle Véty 3.12 jsou (GH)K a GH*X hyperalgebry. Podle Véty 1.5 existuje
izomorfismus mezi (GH)K a GH*K, O

Véta 3.14. Necht G = (G, p) je n-drni medidlovd hyperalgebra. Pak je G diagondlni prave
tehdy, kdyz pro kazZdou matici (x;;) typu n/n nad G plati

p(p(l'lla L) xln); -"7p(xn17 R3] :Unn)) g p(xlla 3] xnn)

Diikaz. =: Necht je G n-arni diagonalni medidlova hyperalgebra. Vezméme libovolnou
matici (z;;) typu n/n nad G. G je medialova, a tedy podle Poznamky 3.1 plati p(p(z11, ...,
T10)y ey P(Tny ooy Tan)) = PP(X115 ooy X1 )y ooy D(T10y ooy To))- G je diagonélni, a tedy pro
vSechna « € p(p(x11, ooy T10), ooy D(Tnly ooy Tup)) Plati & € p(x11, ...y T )
<: Necht je G n-arni medidlova hyperalgebra a necht pro kazdou matici (z;;) typu
n/n nad G plati p(p(x11, ..., T1n)s ooy D(Tn1y ooy Tun)) S p(x11, .y Ty ). Tedy pro vsechna
r € p(p(T11, oy T1n), ooy P(Tn1y ooy Tp)) Dlati z € p(211, ..., Tp). G je medidlova, a tedy
pro kazdé = € p(p(x11,...; T1n)s ooy D(Tn1, ooy Tnn)) Plati & € p(p(x11, .oy Tn1)y ooy D(T10y oo,
Tpy)). Diky tomu jsou vyrazy x € p(p(@11,..os T1n), oo, D(Tnly ooy Tun)) & © € p(p(211, --\)
T1n)s ooy P(Tn1y ooy Tnn) ) AT € P(P(T115 ooy Tid )y ooy P(T1ny -oos T )) €kvivalentni. Celkové tedy
dostavame implikaci @ € p(p(@11, ooy T1n)y ooy PD(Tnds ooy Tn)) A T € (P(T115 ooy T )y ooy
P(T1n, ooy Tun)) = T € D(T11, vy Tpn)-
O
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4. ALGEBRY

4. Algebry

Pojmem n-drni algebra rozumime dvojici G = (G, p), kde G je nosnd mnozina a p :
G"™ — @ je n-arni operace. Podobné jako tomu bylo v predchozich kapitolach, budeme
n-arni algebry chapat jako (n + 1)-arni rela¢ni systémy G = (G, p), kde (z1,...,z,,2) €p
pravé tehdy, kdyz p(z1,...,z,) = . (n + 1)-arni relacni systém je tedy n-arni algebrou
pravé tehdy, kdyz je zaroven m-arni hyperalgebrou a n-arni parcidlni algebrou. Velkou
¢ast pojmu a vét tedy mizeme prevzit z predchozich dvou kapitol. Pi znaceni p(zq, ...,
x,) = x je vSak z pohledu hyperalgeber tfeba ztotoznit z a {x}. Pojmy jako medidlova
a diagondlni algebra prebirame opét primo z relacnich systémai.

Tedy n-arni algebra G = (G, p) je diagondlnt, jestlize pro vSechny matice (x;;) typu
n/n nad G plati implikace: p(p(Z11, -, T1n)y s P(Tn1y ooy Tnn)) = P(P(XT115 ooy Tn1 )y ey D(T11,
ey Tpp)) =T = p(T11, ooy Tpp) = .

Déle n-arni algebra G = (G, p) je medidlovd, jestlize pro vsechny matice (z;;) typun/n
nad))G plati nasledujici: p(p(x11, ..., Z1n)s ooy D(Tn1y ooy Tn)) = PP(X11,5 ooy Tp1)y ey P(T1my ey
Ton))-

Poznamka 4.1. Binarni algebra G = (G, -) je tedy medidlova, jestlize pro vsechny a, b,
¢, d € G plati (ab)(cd) = (ac)(bd). Toto je splnéno napiiklad pro vSsechny komutativni po-
logrupy. Neplati vsak opacné implikace, tj. medialova pologrupa nemusi byt komutativni
(napr. (N, p), kde pro vSechna z,y € N je p(z,y) = =) a medidlovy komutativni grupoid
nemusi byt asociativni (napf. (N, ¢), kde pro vSechna =,y € N je ¢(x,y) = max{x,y}+1).

Piiklad 4.2. 1) Mé&me mnozinu piirozenych ¢isel se s¢itanim (N, +). Pak N = (N, +) je
binarni algebra.

2) Na mnoziné redlnych ¢isel R uvazujme bindrni operaci p definovanou pro vsechna
a,b € R jako p(a,b) = %2, Pak A = (R, p) je bindrn{ idempotentni algebra.

3) Na mnoziné prirozenych ¢isel N\ {0} uvazujme bindrni operaci [ definovanou pro
vSechna a,b € N\ {0} tak, Ze se vezme prvni ¢islice z a a posledni z b. Napiiklad ¢(10,
987654) = 14. Pak C = (N\ {0},1) je bindrni algebra.

Priklad 4.3. Algebry N a A z Prikladu 4.2 jsou komutativni pologrupy, takze podle
Poznamky 4.1 jsou medidlové. N ani A vsak nejsou diagondlni. Naptiklad pro matici

(111 2) totiz v N plati, ze (1+2)+ (4+6) = 13, avSak 146 = 7, a v A plati p(p(1,2), (4,
6)) =p(3,5) = 2, aviak p(1,6) = 2. Algebra C = (N'\ {0}, 1) je medidlovd a diagondlni.
Pro libovolnou matici (Z 2) nad N\ {0} totiz plati, Ze prvni ¢islice prvku I(I(a, b), l(c, d))
je stejna jako prvni ¢islice a, a jeho druha cislice je stejna jako posledni ¢islice d, a stejné
pro [(l(a,c),l(b,d)) a pro l(a,d).

Z Véty 2.8 a Veéty 3.10 primo plyne nasledujici.
Véta 4.4. Necht G,H = jsou n-drni algebry a necht je G medidlovd. Pak existuje podal-

gebra K primého soucinu G| jejiz nosnd mnozZina je Hom(H, G).

Piiklad 4.5. Vezméme si algebry N = (N, +), A = (R,p), C = (N\ {0},1) z Prikladu
4.2. Hom(N, A) je nekonecnd mnozina. Lezi v ni homomorfismy f, : N — R, kde = € R,
definované pro vsechna n € N jako f,(n) = x. Ukazme, Ze zadné jiné funkce f : N — R v
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Hom(N, A) nelezi. Na to, aby bylo f € Hom(N, A), tak by pro vSechna a,b € N muselo

latit f(a)"!‘f(b)
plati 5
plati f(n) =

fk)+71) ) 14— f(k 4+ 1), coz pti splnéni indukéniho predpokladu f(k) = f(1) lze prepsat
na M = f(k+1), tedy f(k+1) = f(1).

Pro Hom(N, C) jiz dostavame pestiejsi strukturu. Pati{ sem vSechny funkce f: N —

N\ {0}, které pro vSechna a,b € N dévaji takova f(a), f(b), Ze jejich prvni a posledni
¢islice jsou stejné.

= f(a +b). Matematickou indukci mizeme ukazat, ze pro vsechna n € N
f(1). Pro n =1 je toto tvrzeni splnéno trividlné. Pro n = k pak dostdvame

Z Véty 2.9 a Véty 3.12 primo plyne nasledujici.

Véta 4.6. Necht G, H jsou n-darni algebry. Necht je G medidlovd a diagondlni a necht je
H idempotentni. Pak je mocnina GY medidlovd n-drni podalgebra primého soucinu GM!.

Priklad 4.7. Vezméme si algebry A = (R,p), C = (N\ {0},[) z Prikladu 4.2. Mnozina
Hom(A, C) je pak tvofena pouze zobrazenimi f,, : R — N\ {0}, kde pro vSechna = € R je
fo(x) =npron € N\ {0} a 9 <n < 100. To, Ze pro vSechna f € Hom(A, C) a vSechna
r € R plati 9 < f(x) < 100 lze ukézat pomoci Véty 1.13. Déle pro vsechna a,b € R
musi platit I(f(a), f(20 —a)) = f(b) = I(f(2b—a), f(a)). Tedy f(a) a f(b) maji stejnou
jak prvnf tak i druhou é&fslici. Diky tomu bude mocnina C* = (Hom(A, C),q) izomorfn{
s idempotentnim jadrem algebry A.

Uvazujme nyni mocninu A* = (Hom(A,A),r). Pro libovolny homomorfismus f €
Hom(A, A) pak musi pro libovolné z,y € R platit w = f(m—;'y) Mezi tyto homo-
morfismy patii funkce typu f(z) = azx + b, kde a,b € R. Pro dvojici téchto funkei f, g
nemusi existovat funkce h € Hom(A, A) takovd, aby r(f,g) = h. Naptiklad pro g(z) =
a f(z) = 1 dostdvdme = = h(=¥) = w Levé strana nezavisi na y, a tedy ani
prava strana nesmi zaviset na y, tedy h(y) = konst., pak ale leva strana zavisi na x, kdezto
prava strana je konstantni. Dostavame tedy spor a homomorfismus A neexistuje. Mocnina
AA tedy neni algebrou. Podle Véty 2.2 je vsak parcidlni algebrou. Naptiklad pro funkce

f(z) = ax +b,g(x) = ax + ¢, h(z) = ax + < plati r(f, g) = h.
Z Véty 2.4 a Véty 3.13 primo plyne nasledujici.

Véta 4.8. Necht G, H, K jsou n-arni algebry. Necht je G medidlova a diagondlni a necht
jsou H, K idempotentni. Pak jsou mocniny (GR)X o GY*X n_-drni algebry a plati

Lemma 4.9. Necht G = (G, p) je n-arni algebra. Jestlize pro libovolnou matici (z;;) typu
n/n nad G plati

p(p(xlla sy mln)a "'>p(xn17 ceey znn)) = p(xlla ceey :Enn)-

Pak pro libovolné z, ..., z, € G plati

p(xb "'7xn717p($17 "'7mn>) = p(mla "'7'%'11727]7(:[;17 "'7xn)>xn)

= .. =pP(x1, .y Ty), Tay ooy Ty) = D1, ooy Tp).
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4. ALGEBRY

Diikaz. Vezméme matici (y;;) typu n/n takovou, ze pro vSechny i = 1,...,naj=1,...n
plati y;; = x;. Nyni si oznac¢me p(z1, ..., z,) jako t. Pak p(t, ..., t) = p(p(z1, ..., Tn), ..., D(21,
73771)) - P(p(yn, "'>yln)7 "'7p<yn1a >ynn)) - p(yll; >ynn) = p(mla s xn) =1.

Zvolme si k € {1,...,n} a vezméme si matici (z;;) typu n/n takovou, ze pro vSechna
i =1,.,k—1LEk+1..,naj=1.,n plati z; = y; a pro vSechna j = 1,....n
pla’ti Rkj = t. Pak p(xla "'7*rk—17t7 Th+1, 7xn) = p(zlla S) Znn) = p(p(zll) a3 Zln)7 --.,p(an,
ey Znm)) = PP(X1, oy ), e, P(T1y oy T0), D(E, o 8), D(T1, oy )y ooy D(T1, oy ) = PUE,
t) = t. Tedy pro vsechna k = 1,...,n plati p(z1, ..., xp—1, (X1, .oy Tp), Tht1, -vy Tn) = p(T1,
ey L) O

Véta 4.10. Necht G = (G, p) je n-drni algebra. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentnd.
(1) G je diagondlni a medidlova.
(2) Pro libovolnou matici (z;;) typu n/n nad G plati:

p(p(ﬂfna ) l’ln); -~-;p<$n17 ey xnn)) = p(37117 ~"7pnn)~

(3) Pro libovolnou matici (z;;) typu n/n nad G plati:

p(p(xu, e xln)7$227 oo xnn) = p($117p($21, -~-71’2n), T33, ann) = .=

p(-rlly vy Tn—1 n—lap(-rnla sy xnn)) = p(xlla seey xnn)

Diikaz. (1) = (2): Piimo z Véty 3.14.

(2) = (1): Necht je splnéno tvrzeni (2). Vezméme libovolnou matici (z;;) typu n/n
nad G a matici (y;;), kde v;; = x;; pro i,j = 1,...,n. Pii této volbé plati y; =
pro i = 1,...,n, a tedy také p(x11,....,Tnn) = P(Y11, o, Ynn)- Z tvrzeni (2) pak vyplyva
P(P(T115 oy T1n),y ooy P(Tnts ooy Tan)) = D(T115 ooy Ton) = P(Ya1s ooy Ynn) = PPWY11y ooy Yin)s oo
P(Ynty s Ynn)) = P(P(X11,5 ooy Tp1),y ooy D(T1ny ooy Tum ) ). G je tedy medidlova. Z Véty 3.14 pak
dostavame, ze G je diagonalni.

(3) = (2): Necht je splnéno tvrzeni (3). Vezméme si libovolnou matici (z;;) typu n/n
nad G a pro kazdé k = 2,...,n necht (y};) je matice typu n/n nad G takové, ze plati y}; =
zi prod >k, y¥ = p(zi, ..., i) proi < k, yfj =x;;proi =kayj=1,..,naostatni prvky
jsou libovolné z G. Podle (3) plati p(p(z11, -, T1n)y ooy P(Tnds ooy Tnn)) = PYTL, ooy Y1 et
Py, ym)) = DY, oY) = p(0(T11, -y T1n) s oo (T 1 ey Tt ), Ton) = PYLT
s Yn=2 -2 PYn1 1 Ynt n) U ) = PWAT s Ui ) = (0115 s @10) oo P(T02 1,
e T2 1)y Tt -1y Tnn) = oo = P(P(T11, ooy T1n)s 225 ey Tpn) = P(T11, ey Ty )-

(2) = (3): Necht je splnéno tvrzeni (2). Vezméme si libovolné k € {1, ...,n}, libovolnou
matici (z;;) typu n/n nad G' a matici (y;;), kde y;; = x;; pro vSechna i, j = 1, ...,n kromé
i =k,j = k. Za yg zvolime p(xyi, ..., Ty, ). Dale si vezméme p(z11, ..., Tk—1 g1, P(Th1, -\
Thn)s Thad kil s Tnn) = P(Y11y ooy Ynn)- Podle (2) pak p(yi1, -, Ynn) = P11, -os Y1n), oo
P(Yniy s Ynn)) = P(P(T11, ooy T1n)s ooy D(Th—1 15 o0y Tt 1)y D(Th1s ooy Tl 1y P(Th1y ooy Tn))
P(That1 1y s Thil n)y P(Tn1s s T ) ). Toto muzeme diky Lemmatu 4.9 prepsat na p(p(x1,
ey 1)y ooy D(Tp1y ooy T ) ), €OZ s€ podle (2) rovna p(x11, ..., Tny). Celkem tedy pro libovolné
k :) 1,...,n dostavame p(11, ..., Th1 k-1, P(Tk1y ooy Thi)s Thal ktls s Tnn)) = P(T11, -or)
Tnn ) O]

Uvazujme nyni pouze bindrni algebry G = (G, -). Pak lze prepsat tvrzeni z Véty 4.10
jako:
(1) G je diagondlni a medidlova.
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(2) (ab)(ed) = ad pro libovolnou matici <CCL b> ad G

(3) (ab)d = a(ed) = ad pro libovolnou matici ( ) nad G.

Tato tvrzeni jsou dale ekvivalentni s (4) (ab)d = a(bd) = ad pro libovolnou matici
“ 2 nad G. (3) = (4) lze ukédzat tak, ze se v (3) zvoli b = c. (4) = (3) plati, protoze

(ab)d = ad = a(cd). Tedy dostavame:

Véta 4.11. Necht G = (G, -) je bindrni algebra (tj. grupoid). Pak G je diagondlni a me-
didlovd prave tehdy, kdyz je asociationi (tj. pologrupa) a pro vsechny proky a,b,c € G plati
abc = ac.

Piiklad 4.12. Vezméme si algebru C = (N '\ {0},1) z Piikladu 4.2. Jak jsme jiz ukézali
v Prikladu 4.3, C je medidlovy a diagonélni grupoid. V souladu s Vétou 4.11 skuteéné
pro v8echna a, b,c € N\ {0} plati i(a,l(b,c)) = l({(a,b),c) = l(a, c). Ve vSech pripadech je
vysledkem dvoumistné ¢islo, jehoz prvni éislice je prvni ¢islici a a druha ¢islice je posledni
¢islici c.

Poznamka 4.13. a) Necht G = (G, +) je pologrupa, kde pro vSechny prvky a,b,c € G
plati abc = ac. Pak pro vSsechny prvky k splnujici k& = xy pro néjaké x,y € G plati kk = k,
tedy k je v nosné mnoziné idempotentniho jadra algebry G. b) Medidlové idempotentni
diagonalni n-arni algebry jsou studovany v [7], kde se nazyvaji jednoduse n-arni diagondlni
algebry. Ukazuje se, Ze takové algebry jsou izomorfni s n-arnimi algebrami (X x...x X, p),
kde X7, ..., X,, jsou mnoZiny a operace p je definovana jako p((xi,...,x}), ..., (a7, ..., 2")) =
p(ri, 22, ..., 2"). Medidlové idempotentni diagondlni grupoidy se nazyvaji rektanguldrni
bandy [1] (bandem se rozumi idempotentni pologrupa).

Priklad 4.14. Necht G = (G, p) je grupoid. Pro mnozinu G = {1, 2, 3} plati, ze grupoid
G je medidlovy a diagonalni a zobrazeni p : G2 — G je jednim z nasledujicich operaci: t¥i
konstantni zobrazeni, dvé projekce a Sest binarnich operaci dané témito tabulkami a Sest

pl1l 2 3 p|l1 2 3 pll 2 3
171 1 1 171 1 1 171 1 1
212 2 2 213 3 3 212 2 2
312 2 2 313 3 3 311 1 1
pll1 2 3 pll 2 3 pll 2 3
11 1 1 112 2 2 1(3 3 3
211 1 1 212 2 2 212 2 2
313 3 3 313 3 3 313 3 3

dudlnich operaci (transponovand tabulka).
Pro mnozinu G = {1, ...,12} a operaci p : G* — G danou nésledujici tabulkou
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pl1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
116 4 5 4 5 6 6 6 4 5 4 5
27 9 100 9 107 77 9 10 9 10
318 11 12 11 12 8 8 8 11 12 11 12
416 4 5 4 5 6 6 6 4 5 4 5
516 4 5 4 5 6 6 6 4 5 4 5
616 4 5 4 5 6 6 6 4 5 4 5
7|7 9 10 9 107 7 7 9 10 9 10
§ |8 11 12 11 12 8 8 8 11 12 11 12
97 9 100 9 10 7 7 7 9 10 9 10
(7 9 100 9 107 77 9 10 9 10
118 11 12 11 12 8 8 8 11 12 11 12
1218 11 12 11 12 8 8 8 11 12 11 12

je grupoid G = (G, p) medidlovy a diagondlni.

4. ALGEBRY

Jak je z téchto tabulek vidét, celkovy pocet riuznych radka a sloupcii v kazdé tabulce je
znacné omezen. Toto plyne ze zptsobu, jakym lze konecné medidlové diagonalni grupoidy
generovat, ktery byl predstaven v [1]. Kazdy koneény medidlovy diagondlni grupoid lze
totiz vygenerovat pomoci tabulky, kde v kazdém poli je pravé jeden idempotentni prvek
mnoziny G a libovolny pocet neidempotentnich prvki s tim, ze kazdy prvek lze pouzit
pravé jednou. Vysledek operace p(z,y), =,y € G, je pak idempotentni prvek ve stejném

radku jako x a stejném sloupci jako y. Naptiklad tabulka

6] 4 | 5
7 |92)] 10
8 | 11 [12(3)

kde prvky mimo zavorku jsou idempotentni a prvky v zavorce nejsou idempotentni, ge-
neruje zobrazeni p pro G = {1,...,12} z Prikladu 4.14. Je-li dany medidlovy diagondlni
grupoid také idempotentni, pak generujici tabulka bude mit rozméry a x b, kde ab je rovno

poctu prvki tohoto grupoidu.
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s v
Zaveér

V bakalarské praci jsem prozkoumal strukturu mocnin algebraickych systémi pro
relacni systémy a jejich specialni pripady, totiz parcialni algebry, hyperalgebry a obecné
algebry. Pro vsechny tyto systémy jsem formuloval dostacujici podminky pro to, aby platil
prvni exponencialni zdkon a aby mocniny G tvofily stejny druh algebraického systému
jako G a H.

Pro formulaci fady tvrzeni byly zavedeny pojmy medialového a diagonalniho systému.
V ramci prace jsem pak zkoumal i dalsi dusledky téchto pojmi pro rizné druhy systémi.
Naptiklad se ukazuje, ze pro fadu medialovych hyperalgeber lze formulovat relaci, kterd
se znacné podoba kongruenci. K nalezeni a pochopeni dalsich vlastnosti medidlovych
a diagondlnich systému a jejich mocnin jsou uzitecné priklady téchto pojmi, které jsem
uvedl pro vsechny uvazované druhy systémi.

Rada tvrzeni o mocniné GH pozaduje, aby H bylo reflexivni (idempotentni), proto
se predevsim pro jednotlivé priklady ukazal byt velmi uziteény pojem reflexivniho jadra
daného systému. Diky tomu, Ze stacilo pracovat jen s reflexivnim jadrem, se urychlil pro-
ces hledani homomorfismii tvoricich nosnou mnozinu studované mocniny, a to predevsim
tehdy, kdyz bylo reflexivni jadro néjakym zptisobem trividlni.

Jednim z moznych rozsiteni studovanych systému by bylo uvazovat na dané mnoziné
obecné mnozinu relaci s riznymi aritami a studovat mocniny systému stejného typu.
U takovychto systému je potieba nahradit pojem mediality tzv. zdkonem zdmény ope-
raci. Poté bude zachovana rada vlastnosti mocnin algebraickych systémi, které zde byly
ukazany [12].

Vsechny ze zkoumanych druht systému jsou velmi obecné a vyuzivaji se v Sirokém
spektru oblasti. Napriklad funkce n proménnych studované v matematické analyze jsou
specidlni (n + 1)-arni relace. V informatice jsou na pojmu n-arnich relaci zalozeny rela¢ni
databaze. Vysetfované mocniny samotné nachazeji vyuziti naptiklad v logice pro tvorbu
modeli, kde rela¢ni systémy A, B reprezentuji formule, jejich mocniny A” reprezentuji
implikace mezi nimi B = A a primy souc¢in A x B reprezentuje konjunkci A A B. Prvni
exponencidlni zakon pak reprezentuje ekvivalenci mezi vyrazy C' = (B = A) a (BAC) =
A (specidlni tvar tzv. véty o dedukci).
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