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ABSTRAKT

Praca sa zaoberad parametrickymi Statistickymi metédami, ktoré spocivaji v testovanfi
hypotéz o parametroch jednotlivych rozdeleni pravdepodobnosti. V praci su teoreticky
vysvetlené vybrané rozdelenia pravdepodobnosti a principy testovania ich parametrov.
Teoretické poznatky s vysvetlené na konkrétnych prikladoch, ktoré st rieSsené pomocou
programu Matlab. Prakticka cast spociva vo vyuziti metéd pre Statistické vyhodnotenie
parametrov pacientov, ktori st postihnuti Alzheimerovou chorobou.

KLUCOVE SLOVA
parametrické Statistické metddy, testovanie hypotéz parametrov, parametre pravdepo-
dobnostnych rozdeleni

ABSTRACT

This thesis deals with parametric statistical methods, which consist in testing hypotheses
about the parameters of probability distributions. The thesis theoretically explains chosen
probability distribution principles and test their parameters. Theoretical knowledge is
explained with real examples that are solved using Matlab. The practical part consists in
the use of statistical methods for evaluating parameters of patients who are handicapped
by Alzheimer's disease.

KEYWORDS

parametric statistical methods, hypothesis testing parameters, parameters of probability
distribution
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1 UVOD

1.1 Postup prace

Aby sme sa mohli zaoberat parametrickymi statistickymi testami jednotlivych roz-
deleni pravdepodobnosti, musime ich najprv pochopit. Jednotlivé rozdelenia prav-
depodobnosti st charakterizované jednym alebo viacerymi parametrami.

Cielom tejto préace je zoznamit sa so zdkladnymi pojmami Statistiky, ozrejmit
jednotlivé modely rozdelenia pravdepodobnosti pre diskrétne a spojité nahodné ve-
liciny a vysvetlit princip testovania hypotéz o parametroch. Praktické demonstro-
vanie prikladov je ukdzané v programe Matlab, kde st aj vysvetlené vsetky pouzité
funkcie.

Prakticka cast prace spoc¢iva vo vyuziti metdd pre statistické vyhodnotenie para-
metrov pacientov, ktori st postihnuti Alzheimerovou chorobou. Jedna sa o cvicenia,
kde pacient kresli rozne obrazky, pise uryvky textu a podobne, z tychto cviceni su
ziskavané parametre. Hlavnou tlohou je medzi tymito parametrami néjst také, ktoré
by dokazali signifikantne oddelit skupinu zdravych, skupinu s lahkym ochorenim a
skupinu s fazkou formou ochorenia. V tomto pripade mame k dispozicii data kde je
79 pacientov, u ktorych bolo meranych 29 parametrov.

Tieto data boli ziskané v spolupraci s univerzitou v meste Haifa v Izraeli. Vzhla-

dom nato, ze su doverné nemozu byt v tejto praci uvedené.
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2 UVOD DO STATISTIKY

2.1 Zakladné pojmy statistiky

Statisticky stbor je kone¢na neprazdna mnozina M. Je to skupina predmetov, veci
a podobne, ktoré st zhromazdené na zédklade ich spolo¢nych vlastnosti alebo znakov.
Statistické jednotka je zakladny prvok statistického stiboru.

Rozsah suboru (oznacenie n) je pocet vsetkych prvkov mnoziny M a teda pocet
vsetkych prvkov statistického stiboru. Znak stboru je spolocné vlastnost jednotli-
vych prvkov stiboru, ktorého zmeny si predmetom skiimania. Napriklad pocitace sa
suborom a ich zakladné funkcie, ktoré st u kazdého iné, si znakom suboru. Hodnoty
znaku si standardne oznacované xq,xo, ..., x,. Su to jednotlivé tdaje znaku. Mo-
zeme ich vyjadrif kvantitativne alebo kvalitativne. Kvantitativne znamena ¢islom. Je
to Iubovolnd funkcia f (Standardne oznacovand pismenom z), ktora kazdému prvku
mnoziny M statistického stuboru priradi prave jedno redlne cislo. Kvalitativne, ¢ize
slovnym popisom. Aspon jedna hodnota tohto znaku nesmie byt realne ¢islo.

Statistické vySetrovanie resp. vyskum je vySetrovanie hodndt znaku a ich né-
sledne spracovanie danymi Statistickymi metédami. Statistické triedenie je rozklad
statistického stiboru na triedy podla znaku. Trieda je mnozina jednotiek statistického

stiboru, ktorym je priradend urcitd hodnota alebo uréity interval znaku.[§]

11



3 POPISNA STATISTIKA

V tejto kapitole budeme popisovat namerané a zistené data, ukazeme ako sa daju
spracovat a vyhodnotit. Zakladnym roztriedenim dat je ich usporiadanie podla vel-
kosti.

3.1 Pocdetnost Statistického znaku

Pri spracovani statistickych tdajov sa vic¢Sinou zameriavame na tzv. pocetnost Sta-
tistického znaku. Zavadzame pojmy absoltitna a relativna pocetnost. Absolitna po-
cetnost je dand poctom vyskytu jednotlivého znaku v statistickom stbore. Relativna
pocetnost urcuje podiel konkrétnej obmeny na celkovom pocte nameranych alebo zis-
tenych hodnot. Pri spracovani jednotlivych pocetnosti vyuzivame tabulky a rozne

grafy, podla jednotlivého typu dat (napr. kolacovy alebo stipcovy graf)

3.2 Charakteristika polohy

Uroveti javu vyjadreného ¢iselnym znakom sa popisuje charakteristikou polohy. Tato

miera meria obecnu velkost hodnot znaku v stibore.

3.2.1 Priemery

Snad najznamejsou charakteristikou polohy je aritmeticky priemer dany vztahom
n

kde n je celkovy pocet pozorovani. Zékladné vlastnosti aritmetického priemeru si[3]:
1.

i=1
slovom vyjadrené to znamend, ze sucet odchyliek od aritmetického priemeru

je rovny nule.

- Z c=c, (3.3)

ak su jednotlivé hodnoty znaku z; vSetky rovnaké, potom ich aritmeticky prie-

mer je rovny tejto konstante.

Pozri priloha priklad 1.
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1 n
S (i) =c (3.4)
=1

ak pripoc¢itame ku kazdej hodnote znaku x; konstantu ¢, zvysi sa aj aritmeticky

priemer o tito konstantu.

1 n
- cax; =, (3.5)
i=1

n =
ak nasobime kazdi hodnotu znaku x; konstantou ¢, je aj aritmeticky priemer
nasobeny touto konstantou.
V Specidlnych pripadoch sa pouzivaju aj iné priemery ako aritmeticky. Pozname

harmonicky, geometricky a kvadraticky priemer.

3.2.2 Modus a kvantilové miery

Modus % je hodnota znaku s najvic¢sou pocetnostou. Rozoznédvame jednomodalne
rozdelenie, tj. v pripade, kde je jednoznacne urcéeny jeden modus alebo jeden mo-
dalny interval. V praxi sa mézme stretniut s datovymi sibormi, ktoré obsahuju viac
ako jeden modus.

Kvantil x,, je honodta znaku, pre ktort plati, ze 100p% jednotek usporiadaného
stiboru ma hodnotu mensiu alebo rovnt z, a 100(1 — p)% jednotiek ma hodnotu
vacsiu alebo rovnud ).

Kvantil x50 sa nazyva medidn (Casto sa zna¢i ), kvantil zo 75 je horny kvar-
til, kvantil x¢ 95 je dolny kvartil. Kvantily 10, Z0 20, - - - ; Zo,90 Sa nazyvaju decily a

kvantily xo01, 20,02, - - -, %099 sa nazyvaju percentily.

3.3 Charakteristika variability

Charakteristiky polohy nam podavaju informécie len o polohe rozdelenia pocetnosti.
My sa mézme stretnit s pripadmi, kde rozdelenia budi mat rovnaki polohu ale, aj
napriek tomu budu odlisné. Stava sa to v pripadoch, ked sa rozdelenia lisia variabi-
litou (premenlivostou) dat. Najjednoduchsia charakteristika variability je variacné

rozpatie R[3]. Je to rozdiel najvicsej a najmensej hodnoty znaku,
R = Zpaw — Tonin.- (3.6)

V predchadzajicej podkapitole sme sa zozndmili s pojmami horny a dolny kvartil,
decil a percentil. S vyuzitim tychto pojmov definujeme dalsie miery variability, tj.
kvantilové rozpétia

1. kvartilove rozpatie Rg = xo 75 — %025

13



2. decilové rozpatie Rp = 2090 — 0,10

3. percentilové rozpatie Re = x99 — To,01-
Kvantilové rozpétia udavaju velkost intervalu, v ktorom lezi urcita ¢ast usporiada-
nych dat. Prakticky kvartilové rozpatie uddva dlzku intervalu, v ktorom lezi 50%
prostrednych hodnot usporiadaného siboru. Podobne decilové 80% a percentilové
98%.

Dal§ou mierou variability je priemernd odchylka dz hodnot zy, zs, . . ., x, a je de-
finovana ako aritmeticky priemer absolutnych odchyliek jednotlivych hodnot znaku

od aritmetického priemeru
_ 1>
nai3

kde n je celkovy pocet pozorovani.[3]
DalSou pouzivanou mierou charakteristiky je rozptyl s2, ktory je dany aritme-
ticky priemer stvorcov odchyliek jednotlivych hodnot znaku od aritmetického prie-

ﬁ:(xi — )% (3.8)

kde n je celkovy pocet pozorovani.

Odmocnina z rozptylu sa nazyva smerodajna odchylka s,

sn = /52 (3.9)

Jednd sa o kvadraticky priemer odchyliek hodnét znaku od ich aritmetického prie-
meru. Smerodajna odchylka je narozdiel od rozptylu vyjadrenda v rovnakych jednot-
kdch ako sledovany znak. P[5]

2Pozri priloha priklad 2.
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4 NAHODNA VELICINA

Ak nie je vysledok Tubovolného pokusu alebo deja jednoznacne ur¢eny podmienkami,
za ktorych sa odohrava, povazujeme mozné vysledky za priestor elementarnych javov
Q. Jednotlivé mozné vysledky budeme oznacovat w s pripadnym indexom. O nahod-
nej velic¢ine sa ¢asto hovori ako o veli¢ine, ktord nadobtda svoje hodnoty vplyvom
nahody. Nahodna veli¢ina je redlna funkcia X (w) definovana na mnozine elementar-
nych javov €. Kazdému elementarnemu javu w z mnoziny elementarnych javov €2
priraduje prave jedno redlne ¢islo X (w) = x. Obor hodndt ndhodnej velic¢iny X je
mnozina M =z = X(w) : w € Q.

Napriklad pocet vyrobkov vo vybranej davke je 100 ks, nahodna veli¢ina X ozna-
cuje pocet vadnych vyrobkov a moéze nadobudat hodnoty =z = 0,1,2,...,
100. Zapisom X = xy rozumieme, ze nahodna velicina X nadobuda hodnotu x,
zapisom 7 < X < x5 vyjadrujeme, Ze ndhodna veli¢ina X nadobuda hodnoty

z intervalu (z1,x2) a pod.

4.1 Diskrétna nahodna velicina

Néhodnéa velicina X sa nazyva diskrétna, ak jej obor hodnot obsahuje len konec¢ne
vela hodnot, alebo aj nekonecne vela hodnoét, ale tieto hodnoty sa daju zoradit do
postupnosti. Hodnoty, ktoré diskrétna nahodnéa veli¢ina moze nadobudat, oznacime
T1, T2, ... a ich poCet oznac¢ime n, pricom n mdze byt aj co.[4]

Pravdepodobnostné funkcia p(z;) diskrétnej ndhodnej veliciny X priraduje kaz-
dému realnemu c¢islu x pravdepodobnost, ze nahodna veli¢ina nadobudne tiito hod-
notu, teda [3]

p(x;) = P(X = x;). (4.1)

Pre hodnoty pravdepodobnostnej funkcie plati
> plz) =1 (4.2)
i=1
Pre kazdé redlne ¢islo x; plati 0 > p(z;) > 1.
K popisu ndhodnych veli¢in sa vyuziva distribu¢né funkcia. Distribu¢na funkcia

nahodnej veliciny X je funkcia I, ktora je definovana ako
F(z;) = P(X < ). (4.3)

Znamend to, ze hodnota funkcie F' v bode malé z; je rovna pravdepodobnosti,
ze ndhodna velicina X nadobudne hodnoty mensie nez z;, tj. hodnoty z intervalu

(—o0, ;). Distribu¢nd funkcia mé nasledujice vlastnosti [3]:

15



1. Je neklesajuca, zlava spojita.
2. Pre kazdé realne cislo x; plati 0 < F'(x;) > 1.

3. Pre kazdu distribu¢nu funkciu plati

lim F(zx)=0, lim F(x)=1.

T——00 T—00

Pre distribu¢nt funkciu diskrétnej nahodnej veliciny plati
Flz)=PX<a)= Y pt) (4.4)
te(—oo,z)NN

Distribu¢na funkcia u diskrétnej nahodnej veli¢iny méa schodovy charakter, jedné sa

o funkciu, ktora je po castiach konstantna.

4.2 Spojité nahodné veliciny
U spojitej ndhodnej veli¢iny sa pravdepodobnost, Zze nahodna velicina X padne do
urcitého intervalu (a, b), pocita ako

b

P(X € (b)) = [ f@)az, (4.5)

a

kde funkcia f je tzv. hustota pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny X .[4]
Funkcia hustoty pravdepodobnosti spojitej nahodnej veliciny X je nezaporna
funkcia f(x) taka, ze [3]

F(z) = / F(t)dt, z € R. (4.6)

16



ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI PRE
DISKRETNE NAHODNE VELICINY

1. Poissonove rozdelenie
Poissonove rozdelenie pouzivame v pripade, ked sa pytame na pravdepodob-
nost, ze nastane urcity pocet udalosti za jednotku casu, alebo pravdepodobnost
vyskytu istych objektov v geometrickej oblasti o pevnej velkosti v. K udalos-
tiam resp. vyskytom dochadza jednotlivo a nezavisle na sebe. Nahodna veli¢ina
X ma Poissonove rozdelenie Po()\), prave ked mé pravdepodobnostnd funkcia
tvar [3]

T

{ A—Te_’\ prox =0,1,2,..., (5.1)

0 jinak.
Skutocnost, ze nahodnd velicina X méa Poissonove rozdelenie s parametrom A,

zapisujeme X ~ Po(\). Vybrané ¢iselné charakteristiky Poissonovho rozdele-

nia s zobrazené v tab. B.11[

Tab. 5.1: Charakteristiky Poissonovho rozdelenia

E(X) | D(X) Mo(X)
A A [ A—1< Mo(X) <A

2. Alternativne rozdelenie
Ak je experiment takej povahy, ze mozu nastat len dva rozne vysledky, ktoré sa
navzajom vylucuji: pokus je uspesny a pokus je neuspesny, ndhodna veli¢ina
udéavajuca pocet tuspechov v jednom pokuse sa nazyva alternativna a ozna-
¢uje sa A(p). Pravdepodobnost tspechu je dand parametrom p (0 < p < 1).
Néhodna velicina X ma alternativne rozdelenie A(p), prave ked mé pravdepo-

dobnostna funkcia tvar [3]

(5.2)

p*(1 —p)=® prox =0,1,
o) = { = pros
0 jinak.

Vybrané ¢iselné charakteristiky alternativneho rozdelenia zobrazime v tab.[5.2]

Tab. 5.2: Charakteristiky alternativneho rozdelenia

E(X) | D(X)
p | p(1—p)

'Pozri priloha priklad 3.

17



3. Binomické rozdelenie
Nahodné veli¢ina, ktorej pravdepodobnostné chovanie mézeme charakterizovat
pomocou binomického rozdelenia, udava pocet tispechov v postupnosti n neza-
vislych alternativnych pokusov, pricom tspech nastava s pravdepodobnostou
p(0 < p < 1). Nahodné veli¢ina mé binomické rozdelenie B pravdepodobnosti
s parametrami n, p a nadobida hodnoty z mnoziny 0,1,2,...,n s pravdepo-
dobnostou [3]

"pt(1—p)"™® prox =0,1,...,n,
() = { = ) (5.3
0 jinak.

Alternativne rozdelenie je Specialnym pripadom binomického rozdelenia pre
n=1.
Vybrané &iselné charakteristiky binomického rozdelenia zobrazime v tab. [5.3|f

Tab. 5.3: Charakteristiky binomického rozdelenia

E(X)| D(X) Mo(X)
np | np(l—p) | (n+1)p—1<Mo(X) < (n+1)p

2Pozri priloha priklad 4.
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ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI PRE
SPOJITE NAHODNE VELICINY

. Rovnomerné rozdelenie

Rovnomerné rozdelenie[3] sa pouziva vtedy, ked ma ndhodna veli¢ina kon-
stantni hustotu pravdepodobnosti na intervale «, 5, kde «, 5 st realne ¢isla.
Spojitd ndhodnd veli¢ina X méa rovnomerné rozdelenie R(«, 3), prave ked fun-

kcia hustoty pravdepodobnosti ma tvar

1
7= proa <z <f,
f(z) :{ o ) (6.1)
0 jinak.
Distribu¢na funkcia je popisand rovnicami
0 prox < «,
Flz)=1{ 5% a<z>p, (6.2)

B—a
1 x> .

Vybrané ¢iselné charakteristiky rovnomerného rozdelenia zobrazime v tab. [6.1]

Tab. 6.1: Charakteristiky rovnomerného rozdelenia

E(X)| D(X) kvantily =, | Me(X)

2 [ Lo-alarP-a)| =

. Exponencialne rozdelenie

Néhodna veli¢ina s exponencidlnym rozdelenim [4] popisuje dobu ¢akania na
dalsiu udalost alebo dlzku ¢asového intervalu medzi dvoma udalostami, ak
priemerne nastava A udalosti za jednotku casu. Exponencidlne rozdelenie F je
spojitym néprotivkom k Poissonovmu rozdeleniu Po(\). Spojitd ndhodnd ve-
licina X m& exponencidlne rozdelenie s parametrom A\ > 0, ak funkcia hustoty

pravdepodobnosti ma tvar

flz) = (6.3)

0 prozx < 0,
e z > 0.

Distribu¢né funkcia je popisana rovnicami

0 prox < 0,
F(x) = 6.4
(z) {1—6_’“ z > 0. (64)

Vybrané ciselné charakteristiky exponencialneho rozdelenia st uvedené v tab.
6.21
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Tab. 6.2: Charakteristiky exponencialneho rozdelenia

&
> )= 5
S
=

3. Normélne rozdelenie
Normalne rozdelenie [3][4] sa pouziva vtedy, ked je kolisanie ndhodnej veli¢iny
sposobené siuctom velkého poctu vzajomne nezavislych vplyvov. Skutocnost,
ze ndhodna veli¢cina ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou p a rozp-
tylom o2 zapisujeme ako X ~ N(u,0?). Spojitd ndhodné veli¢ina X m4 tvar

normalne rozdelenie N (u,o?), prave ked funkcia hustoty m4 tvar

1 _e-w?
) = e 2 prex e R 6.5
fla)= e 5 p (6
Distribu¢na funkcia je definovana rovnicou
z 1 T (=w?
F(z) = / f(t)dt = / e 22 dtprex € R. (6.6)
—00 oV 21 J—c0

Vybrané c¢iselné charakteristiky normalneho rozdelenia zobrazime v tab.

Tab. 6.3: Charakteristiky normélneho rozdelenia

E(X) | D(X) | kvantily x, | Me(X) | Mo(X)

[t o’ 1+ ouy ft [

Normaélne rozdelenie je vyznamné, pretoze za urcitych podmienok formovanych
centralnou limitnou vetou sa k nemu blizia iné spojité a diskrétne rozdelenia.
Ak X1, Xs, ..., Xy st nezavislé nahodné veli¢iny, ktoré maja vsetky rovnaké
rozdelenie so strednou hodnotou y a rozptylom o2 tak pre si¢tom tychto veli¢in

je nahodna veli¢ina X, pre ktora plati:

E(X)=nu D(X)=no’ (6.7)
pre priemer X pati:
E(X)=F (f) —u D(X)=D (f) - ‘;2 (6.8)

Vypocet distribu¢nej funkcie F'(z) normalneho rozdelenia sa prevddza len nu-
mericky, pretoze Gaussov integral nie je analyticky vyjadritelny. Ak chceme
stanovit hodnotu distribuc¢nej funkcie mézme vyuzit vhodny pocitacovy prog-

ramE]

'Pozri priloha priklad 5.
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4. Normované normalne rozdelenie

Ak chcem ziskat hodnotu distribucnej funkcie normalneho rozdelenie a ne-
mame moznost vyuzitia pocitacového programu, pouzivame sStatistické ta-
bulky, ktoré si vsak zostavené pre hodnoty distribuc¢nej funkcie normovane;j
néhodnej veli¢iny U[4]. Pre ndhodni veli¢inu, ktord ma normované normalne
rozdelenie plati, Ze strednd hodnota ;= 0 a rozptyl 0 = 1. Ak X je ndhodna
veli¢ina s normalnym rozdelenim so strednou hodnotou p a rozptylom o2, tak

vtk (6.9)

g

Pre funkciu hustoty pravdepodobnosti normovaného normalneho rozdelenia

plati [3]
1 u?
o(u) = \/%6_7 preu € R (6.10)

a s distribuénu funkciu

—0o0

O(u) = /u o(t)dt = \/12_7r /_uoo 5 dt preu € R. (6.11)

V tab. s uvedené vybrané hodnoty ¢iselné charakteristiky normovaného

normalneho rozdelenia.

Tab. 6.4: Charakteristiky normovaného normalneho rozdelenia

E(X) | D(X) | kvantily x, | Me(X) | Mo(X)
0 1 tabelované 0 0
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7 ODHADY CHARAKTERISTIK SUBORU

Hlavnym cielom statistiky je odhad vlastnosti a charakteristik zakladného suboru
pomocou informécii ziskanych na zaklade vyberového Setrenia. Ak skiimame znaky
u vsetkych statistickych jednotiek zadkladného stiboru, hovorime o tplnom Setreni.
Pri velmi velkych zakladnych stboroch je to vsak ekonomicky, organizacne a ¢asove
narocné.

Preto v praxi vyuzivame neuplné setrenie, ktorého ddlezitou formou je vyberové
Setrenie. Pri vyberovom Setreni zistujeme pozadované vlastnosti len u vybranych jed-
notiek zo zakladného siboru. Pri vybere prvkov vsak musime dbat na to, aby boli
vyberané objektivne a reprezentovali celt $kalu zdkladného siboru. Ulohou vybero-
vého Setrenia je podaf informéciu o neznamej hodnote charakteristiky zakladného
suboru ¢i o parametroch rozdelenia nahodnej veli¢iny.

Zakladnym a najcastejsim typom vyberového Setrenia je ndhodny (pravdepodob-
nostny) vyber, tj. vSetky prvky zakladného stiboru maji urcité pravdepodobnostné
zahrnutie do vyberového siboru. Pri ndhodnom vybere predpokladame, ze kazda
jednotka zakladného siiboru ma rovnaku pravdepodobnost dostat sa do vyberového
siboru a preto uplatnujeme v plnom rozsahu vsetky principy teérie pravdepodob-
nosti.

Charakteristiky ndhodného vyberu nazyvame vyberové charakteristiky alebo Sta-
tistiky. Medzi zdkladné viberové charakteristiky patri vyberovy priemer (X), vybe-
rovy rozptyl S? a pod.

7.1 Bodové a intervalové odhady parametrov

Odhadom parametru 7 moze byt statistika 7;,, ktorej hodnoty kolisaju okolo 7 alebo
interval, ktorého krajné body su statistikami a ktory s predom zvolenou pravde-
podobnostou pokryje skutoéni hodnotu parametru 7. V prvom pripade hovorime
o bodovom, v druhom pripade o intervalovom odhade parametrickej funkcie. Ak je

bodovym odhadom parametru 7 statistika 7, zapiSeme to nasledovne
T="T,. (7.1)

Nech 1, 29,...,x, je ndhodny vyber z rozdelenia s hustotou pravdepodobnosti

fx, 7). Ak st Ty(x1, o, ..., x,) & Th(xy, 2o, ..., x,) Statistiky, pre ktoré plati
P(Td<T<Th):1—Oé, (72)
kde a € (0,1), potom interval Ty, T}, sa nazyva 100(1 — «)%) interval spolahlivosti

pre parameter 7. Cislo 1 — « je koeficient spolahlivosti, &slo « riziko odhadu.
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Je zrejmé, Ze pre odhad parametru 7 je mozné pouzit celt radu Statistik. Aby sme
mohli urcit, ktord z Statistik je najvhodnejsia zavadzame pojem lepsi alebo najlepsi
odhad parametru 7. Kvalitu bodovych odhadov budeme najcastejSie posudzovat
pomocou nestrannosti a vydatnosti.

Statistiku 7}, nazveme nestrannym odhadom parametru 7, ak pre kazdi hodnotu
parametru 7 plati [3]

E(T,) =1 (7.3)

Ak statistika T, splnuje tiuto podmienku, odhad sa ¢asto oznacuje ako neskresleny
alebo nevychyleny.
Ak mame dva nestranné odhady T3, a Ty, pre ktoré plati E(T}) = E(Tz) = T,

povazujeme za lepsi nestranny odhad t1 zo statistik, ktorej rozptyl je mensi. Ak plati
D(Ty) < D(T3), (7.4)

hovorime, Ze T} je lepsi nestranny odhad ako T5. Statistiku 7T},, ktora mé zo vsetkych
statistik daného typu pre odhad parametru 7 najmensi rozptyl, nazyvame najlepsim

nestrannym odhadom parametru 7[72]

'Pozri priloha priklad 6.
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8 TESTOVANIE STATISTICKYCH HYPOTEZ

8.1 Principy testovania statistickych hypotéz

V predchadzajicej kapitole sme sa zaoberali metédami bodového a intervalového
odhadu parametru rozdelenia. V praxi nas casto zaujima c¢i plati uréité tvrdenie
o parametroch rozdelenia, z ktorého nahodny vyber pochadza alebo tvrdenie, ze
toto rozdelenie je konkrétnym typom rozdelenia (napr. normélne).

Takéto tvrdenie, tykajice sa rozdelenia nahodnych veli¢in sa nazyvaju statistické
hypotézy.

Hypotézu, ktorej platnost overujeme nazyvame testovana alebo nulova hypotéza
a oznacujeme ju H. Proti nulovej hypotéze H staviame tzv. alternativnu hypotézu,
ktort znacime A.

Test statistickej hypotézy H proti alternative A je postupom, ktory na zaklade
nahodného vyberu z daného rozdelenia vedie bud k zamietnutiu testovanej hypotézy
(tj. k prijatiu alternativy A), alebo k nezamietnutiu testovanej hypotézy H (tj.
k zamietnutiu alternativy A).[I]

Pri teste o parametre 7 sa viac¢sinou formuje testovana hypotéza ako jednoducha
H : 7 = 71y. Proti tejto hypotéze sa najcastejsie volia:

o zlozend dvojstranna alternativna hypotéza A : 7 # 79

o pravostrannd alternativna hypotéza A : 7 > 71y

o Javostrannd alternativna hypotéza A : 7 < 7

Ak na zaklade informacii, ktoré sme ziskali z nahodného vyberu, nestacia na
zamietnutie hypotézy H, neznamena to este dokazanie jej platnosti.

Pri testovani hypotézy H sa mdézme dopustit jednej z dvoch chyb.

Hypotéza H plati, ale na zédklade vyberovych hodnot ju zamietame. Tito chybu
nazyvame chybou prvého druhu. Ak hypotéza H neplati, avsak na zaklade vybero-
vych hodnét ju nezamietame, dopustime sa chyby druhého druhu.[I]

Hladina vyznamosti « testu je pravdepodobnost chyby prvého druhu. V praxi sa
najcastejsie voli a = 0,05 alebo o« = 0,01. Pravdepodobnost chyby druhého druhu
oznac¢ujeme 3. Cislo 1— 3 sa nazyva sila testu. Sila testu vyjadruje pravdepodobnost,
ze zamietneme testovanu hypotézu H, ak plati alternativna hypotéza A.

K testu hypotézy H oproti A pouzijeme statistiku 7;,, ktora ma pri platnosti
H znédme rozdelenie. Statistika 7}, sa nazjva testovym kritériom.

Obor hodnoét, ktoré testové kritérium moze nadobudat rozdelime na dva dis-
junktné obory: na obor W,, ktory nazveme kriticky obor a na obor W;_,, ktory sa

nazyva obor prijatia.
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Ked testované kritérium 7, nadobudne hodnoty z W,, zamietneme nulovi hy-
potézu H a naopak, ked testové kritérium 7,, nadobudne hodnoty z W;_,, nulovi
hypotézu H nezamietame.

V tomto pripade hovorime o testu hypotézy H, zalozenom na kritickom obore
W,.

Dalsfm postupom ako testovat Statistické hypotézy, je vyuzit intervaly spolahli-
vosti. Ak dand hodnota testového parametru padne do intervalu spolahlivosti, neza-
mietame na hladine vyznamosti o nulovi hypotézu H. Ak dana hodnota testového
parametru nepadne do intervalu spolahlivosti, zamietame na hladine vyznamosti

a nulovi hypotézu H.

Statistické pocitacové programy vacsinou uréuji rozhodnutie o teste hypotézy
na zaklade tzv. p-hodnote, tj. najmensia hladina vyznamosti, pri ktorej je mozné
este zamietnut nulovi hypotézu H. Je dand obsahom plochy pod funkciou hustoty
pravdepodobnosti testovacej Statistiky.

Ak je hladina vyznamosti o > p-hodnota, na hladine vyznamosti o hypotézu
zamietame. Ak je hladina vyznamosti @ < p-hodnota, na hladine vyznamosti o hy-

potézu nezamietame]']

8.2 Testy parametrov normalneho rozdelenia

Ako u7 vieme, normdlne rozdelenie N(u,c?) je charakterizované dvoma paramet-
rami a to strednou hodnotou y a rozptylom 2. Ak si chceme odvodif test hypotézy
o strednej hodnote a rozptyle tohoto rozdelenia, musime si ozrejmit vetu o nor-

malnom rozdeleni. Majme postupnost normélne rozdelenych nezavislych ndhodnych

veli¢in X1, X, ..., X, s parametrami p, 0. Nech
FOERE oF MRS S oY o8 (8.1)
niz n—17="" .

st funkcie nahodnych veli¢in, potom veli¢ina

X —
t=""Llun (8.2)
S
méa Studentovo rozdelenie ¢t s n — 1 stupna volnosti a veli¢ina
(n—1)52
X = — (8.3)

mé Pearsonove rozdelenie x s n — 1 stupniom volnosti. [3]

'Pozri priloha priklad 7.
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Studentovo aj Pearsonove rozdelenie sa vyuzivaju pri odvodeni kritérii pre tes-
tovanie parametrov normalneho rozdelenia.

1. Test strednej hodnoty normélneho rozdelenia
2

Nech w1, Zs, . . ., T, oznacuje ndhodny vyber z N(u,0?), kde parameter o2 nie

znamy. Testujeme hypotézu, ze parameter p je rovny hodnote pg:
H:p= po
Potom testové kritérium

p= T M (8.4)

S

mé pri platnosti hypotézy H Studentovo rozdelenie t(v) s ¥ = n — 1 stupniom

volnosti. Kritické obory volime podla alternativnej hypotézy a st zobrazené

v tab. 8.1} [3]

Tab. 8.1: Kritické obory, pri teste strednej hodnoty normalneho rozdelenia

’ alternativna hypotéza ‘ kriticky obor ‘
A:p>po Wo ={t;t > t1_o(v)}
A:p < po Wo ={t;t < t1_o(v)}
A # o Wo = {5 ]t = tiap2(v) }

Kde v = n — 1 je Studentovo rozdelenie s kvantilami ¢;_,(v), tl_a/Q(u).ﬂ

2. Test rozptylu norméalneho rozdelenia
2

Nech xy,x, ..., z, oznacuje ndhodny vyber z N(u,o?), kde parameter o2 nie
znamy. Testujeme hypotézu, ze parameter o2 je rovny hodnote o3:
H:o?= 03
Potom testové kritérium ( a2
n—1)s
= (8.5)
0

m4 pri platnosti hypotézy H Pearsonove rozdelenie x?(v) s v = n— 1 stuptiom

volnosti. Kritické obory volime podla alternativnej hypotézy a st zobrazené

v tab. [8.2] [3]

Kde v = n — 1 je Pearsonove rozdelenia s kvantilmi x7_, (), x*(v), x7_n/2(¥),
Xi/z(’/)ﬂ

2Pozri priloha priklad 8.
3Pozri priloha priklad 9.
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Tab. 8.2: Kritické obory, pri teste rozptylu normalneho rozdelenia

alternativna hypotéza kriticky obor
A:o? > o Wa={x*x> 2 xi_.(v)}
A:o? <o} Wa = {x*x* < x2(v)}
A:c*#od Wo = DX S X2 VX 2 X3 0}

8.3 Test parametru alternativneho rozdelenia

Alternativne rozdelenie A(p) je charakterizované jednym parametrom p. Pre do-
statocne velké n je mozné pouzit testové kritérium, ktoré ma priblizne normalne
rozdelenie. Majme ndhodny vyber z1, xs, ..., x, z alternativneho rozdelenia A(p) a
r je vyberova relativna pocetnost sledovaného znaku, ¢ize r = % » 1 x;. Testujeme
hypotézu

H:p=po
Potom testové kritérium

w= 0 /n (8.6)

po(1 = po)
mé pri platnosti nulovej hypotézy H priblizne norméalne rozdelenie N(0,1). Podla

alternativnej hypotézy volime nasledujice kritické obory:

Tab. 8.3: Kritické obory, pri teste alternativneho rozdelenia

alternativna hypotéza kriticky obor
A:p>po Wo = {u;u > ui_o}
A:p<po W, ={w;u < —uj_n}
A:p#po Wa = {u; [ul = ur_a2}

Kde u1_q, u1—qa/2 s kvantily normovaného normalneho rozdelenia N (0, 1).[3]

27



9 ANALYZA ROZPTYLU

Analyza rozptylu (ANOVA) je v praxi vyuzivand ked potrebujeme porovnat viac
skupin, ako v nasom pripade, kde sledujeme pacientov zdravych (skupina 1), mierne
chorych (skupina 2) a s tazkou formou ochorenia (skupina 3). V pipade, ze st vel-
kosti vSetkych vyberovych siborov rovnaké, hovorime o vyvazenom modeli analyzy
rozptylu.

Namiesto analyzy rozptylu je mozné pouzit vhodny test pre dva vybery (napr.
t-test) a otestujeme ako sa lisia zdravi od mierne chorych, mierne chori od tazko
chorych a zdravi od tazko chorych. Inak povedané vykoname 3 testy pre dva vybery.
Znacna nevyhoda v tejto moznosti je v tom, Ze s narastajicim poctom testovanych
hypotéz rastie tiez pravdepodobnost omylu a ukazania na statisticky vyznamny
rozdiel tam, kde v skutoc¢nosti nie je (chyba I. druhu). Preto v takomto pripade
vyuzivame analyzu rozptylu, ktora je vhodna pre viac ako dva vybery.

ANOVA je zdkladnou parametrickou metédou na porovnanie strednych hodnot
niekolkych zakladnych stiborov. Nulova hypotéza je v tomto pripade stanovena ako
rovnost strednych hodnot vo vsetkych sledovanych skupinéch, alternativna hypotéza
je dand nasledovne: najmenej jedna stredna hodnota je odlisna od ostatnych.

V nasom pripade testujeme nulovi hypotézu H : fiskupinal = Hskupina2 = Mskupina3
oproti alternativnej hypotéze A: najmenej jedno p je odlisné od ostatnych. [6][7]

Analyzu rozptylu moézeme pouzif len vtedy, ak st splnené nasledujice pod-
mienky:

e Vyberové subory pochadzaji zo zakladnych stiborov s normalnymi rozdele-

niami.

o Nezavislost pozorovanych hodnot.

o Rovnaky rozptyl hodnot vo vsetkych porovnavanych skupinach.

9.1 Testy normality

Normélne rozdelenie patri medzi najdolezitejSie a a praxi najcastejSie pouzivané
pravdepodobnostné rozdelenia. Je to jedna zo zakladnych podmienok pri pouziti
ANOVY. V nasledujucej ¢asti uvedieme najpouzivanejsie testy normality.
1. Grafické metody
Posudit, ¢i pozorované hodnoty pochadzaju z nejakého znameho rozdelenia
pravdepodobnosti je mozné aj pomocou Q-Q diagramu. Tento diagram proti
sebe zobrazuje na ose x kvantily teoretického rozdelenia pravdepodobnosti

(v nasom pripade norméalneho rozdelenia) a na ose y kvantily pozorovanych
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hodndt. [6] Ak tieto body lezia priblizne na priamke, moZeme usudit, Ze ski-
many vyber pochadza z daného rozdelenia. Na obr. je zobrazeny Q-Q plot
vyberu, ktory ma normélne rozdelenie. Jedna sa o siedmy parameter z tretej
skupiny pacientov. Na obrazku obr.[9.2] je Q-Q plot prvého parametru druhe;
skupiny, ktory nepochédza z normalneho rozdelenia, pretoze zobrazené body
vytvaraju krivku odlisni od priamky:.

Q0 graf pozorovanych vzoriek dat proti normalnemu rozdeleniu
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Obr. 9.1: Q-Q plot vyberu s normalnym rozdelenim

2. Sikmost a Spicatost ako kritérium normality
Medzi vlastnosti norméalneho rozdelenia patri ze, ma nulové koeficienty Sik-
mosti a3 = 0 a Spicatosti ay = 0.

3. Kolmogorovov-Smirnovov (KS) test
Tento test je zalozeny na porovnavani distribu¢nej funkcie predpokladaného
rozdelenia s vyberovou (empirickou) distribu¢nou funkciou. Test je mozné re-
alizovat aj pre ndhodné veli¢iny malych rozsahov. Na vopred zvolenej hladine
vyznamnosti « testujeme hypozézu H : F(z) = Fy(z) proti alternativnej hy-
potéze A : F(z) # Fo(x), kde F je empirickd distribucné funkcia vyberového
suboru a Fj je uvazovana teoreticka distribucnd funkcia.
Testovacia statistika D je definovana ako najvécsia vzdialenost medzi hodno-
tami F' a Fy: D = maz|Fy(z) — F(x)|. Pre malé rozsahy vyberu n pouzijeme
presnu kritickti hodnotu z tabulky kritickych hodnot tohoto testu, pre velka n

moéZeme pre vypocet kritickej hodoty pouzit asymptotocki hodnotu \/— 2z,

2n
teda napr. pre o = 0,05 hodnotu %. [10]
V Matlabe mézeme pre tento test pouzit funkciu kstest.

4. Lillieforsov test
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Obr. 9.2: Q-Q plot vyberu, ktory nepochadza z norméalneho rozdelenia

Lilieforsov test je modifikaciou Kolmogorovov-Smirnovov testu. Na rozdiel od
KS testu, kde musela byf teoreticka distribu¢néd funkcia plne definovand, pri
tomto teste mézeme paremetre i a 0 odhadnit pomocou vyberovych odhadou
T as.

Rovnako ako v KS teste pre malé n pouzijeme presnu kritickii hodnotu z ta-
bulky Liliforsovho testu, pre velké n je mozné pouzif asymptotickt hodnotu
% pre o = 0, 05.

V Matlabe mo6zeme pre tento test pouzit funkciu lilietest.[10]

9.2 Test zhody rozptylov siborov s normalnym

rozdelenim

Ako bolo uvedené vyssie, jednou z podmienok, ktoré musia byt splnené aby mohla
byt ANOVA korektne pouzita, je rovnost rozptylov porovnavanych zakladnych st-
borov.

Ak mame k nezavislych nahodnych vyberov, ktoré maji norméalne rozdelenie

N(u;,02), kde p1;, 02 st nezndme parametre (1 = 1,2,..., k). Testujeme nulovi hy-
potézu H : o = ... = o} oproti aleternativnej hypotéze A, Ze nie vetky rozptyly
o?(i = 1,2,...,k) sa navzdjom rovnaji. Nezndmy rozptyl o? budeme odhadovat

pomocou vyberového rozptylu:

Z(Xz‘j - X;)%. (9.1)



Bartlettov test
Oznacme S? vyberové rozptyly a n;(i = 1,2, ..., k) rozasahy vyberovych stibo-

rov. Testovacia statistika Bartlettovho testu je Statistika

,  (n—k)nS? —[(ny — )InS + ...+ (ng, — 1)InS?]

_ 9.2
X . , (9.2)

pricom
g ! ( N BT 1) (9.3)
ST (A o L L A J— ‘
o2 _ (1 —1)SZ 4+ (ng — 1)S3 + ...+ (ng — 1)5,3. (9.4)

n—=k
Statistika y? m4 za platnosti nulovej hypotézy asymptoticky x? rozdelenie s k—1
stupnami volnosti. Nulovi hypotézu H zamietame na hladine vyznamnosti «, ak
pre hodnotu testovacej Statistiky x? plati x* > x2(k — 1), kde x2(k — 1) je kritickd

hodnota y2-rozdelenia s k — 1 stupiiami volnosti. [7]

9.3 Logaritmicka transformacia

Ked rozlozenie hodnét v siibore nema normalne rozdelenie, najcastejsia z moznosti
ako pozorované hodnoty priblizif normalnemu rozdeleniu je logaritmicka transfor-
macia a uplatnovat dalsie Statistické postupy na takto transformovanych datach.
Zvycajne sa pouziva transformacia pomocou prirodzeného logaritmu, menej casté
pomocou dekadického logaritmu.

Ak overime, Ze transformované déta podmienku norméalneho rozdelenia spliiaju,
mozeme na nich aplikovat parametrické sStatistické metody. Ak by sme vysledky
statistického spracovania chceli priviest spat do pévodnych hodnét, je nutné pouzit
inverznu funkciu a to exponencialnu funkciu.

Prakticky priklad mozno vidiet porovnanim obr.[9.2] kde je zobrazeny Q-Q dia-
gram hodnot, ktoré nemaji normalne rozdelenie (1.parameter druhej skupiny pa-
cientov) a obr. , kde je zobrazeny Q-Q plot tychto dat po logaritmickej transfor-

mécii. [9]
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Obr. 9.3: Q-Q plot transformovanych dat
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10 NEPARAMETRICKE TESTY

Parametrické testy sa zaoberaju testovanim tvrdeni o neznamych parametroch roz-
deleni pravdepodobnosti, ktorym sa uvazovand nahodné veli¢ina riadi. Co sa tyka
predpokladov, parametrické testy st naroc¢nejsie ako neparametrické, pretoze u tychto
testov sa predpokladé, Ze rozdelenie skiimanej ndhodnej veli¢iny je zname az na je-

den alebo viac parametrov a test sa tak tyka tychto parametrov.

10.1 Wilcoxonov dvojvyberovy test

Tento test sa pouziva namiesto dvojvyberového t-testu, ak nie je splneny predpo-
klad normality. Ekvivalent k tomuto testu je Mannov-Whitneyov test. Wilcoxonov
dvojvyberovy test umoznuje testovat hypotézu o zhode dvoch distribu¢nych funkeii.
Nech Xi, Xs,...,X,, je ndhodny vyber zo zakladného stiboru so spojitou distri-
buc¢nou funkciou F a nech Yi,Y5,....Y, je na nom nezavisly nahodny vyber zo
zakladného stiboru so spojitou distribu¢nou funkcoiu G. Testujeme nulovi hypotézu
H : F = G oproti alternativnej hypotéze A : F # G.[1]

Pri teste sa postupuje tak, ze sa zoradia vsetky tdaje spolo¢ne do neklesajicej
postupnosti. Vypocitame sicet poradi hodnot pre obidve skupiny a oznac¢ime ho ako

S1 a Sy. Hodnoty statistik vypocitame podla nasledujiceho vztahu:
. 1 . 1
7m(m+ )—Sl a ngm.n—i—in(n—i_ )
2 2
Ak min(Uy,Us) < W(a), kde W(a) je tabelované kritickd hodnota Wilcoxonovho

dvojvyberového testu, nulovi hypotézu H zamietame na hladine vyznamnosti a.

Oznacenie sa voli tak, aby platilo, Ze hodnota S; je mensia z oboch stuctov.

10.2 Neparametricka alternativa analyzy rozptylu

- Kruskalov-Wallissov test

Neparametrickou alternativou analyzy v pripade nesplnenia jej predpokladov, ktoré
boli uvedené v predchadzajuicej kapitole, je Kruskalov-Wallissov test. Tento test je
zovseobecnenim Wilcoxonovho dvojvyberového testu. Obidva testy netestuju zhodu
konkrétnych parametrov, ale zhodu vyberovych distribu¢nych funkcii porovnavanych
stiborov. Zakladnd podmienka je nezavislost pozorovanych hodnét. [0]

Oznaéme nq,ng, ..., n, rozsahy jednotlivych vyberovych stiborov. Polozme n =
ny,Na, ..., Nk. Vsetkeyh n prvkov zoradime do neklesajicej postupnosti a kazdému

priradime jeho poradie. Oznac¢me S; sticet poradi prvkov i—teho vyberového stiboru.
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Testovacia statistika, ktori vypocitame podla:

12 b T?
K=—— —-3 1 10.2
m4 asymptoticky x?-rozdelenia s k — 1 stupiiami volnosti. [7]
Nulova hypotézu H zamietame na hladine vyznamnosti «, ak K > K, kde K,

je kriticka hodnota Kruskalovho-Wallisovho testu.
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11 PRAKTICKA CAST

Ako uz bolo napisané v tuvode, ulohou praktickej casti tejto prace je vyuzit Sta-
tistické metddy k vyhodnoteniu ziskanych parametrov pacientov a zistit, ktoré su
signifikantné.

Déta boli ulozené v tabulke NxM, kde N odpovedalo poctu pacientov (79)
a M poctu parametrov (29). V dalsej tabulke bol vektor, ktory k poradovému ¢islu
pacienta pridelil ¢islo od 1 do 3, ktoré urcuje jeho zdravotny stav.

Aby sme mohli vyuzivat statistické metédy prvym potrebnym krokom bolo roz-
delenie pacientov do jednotlivych skupin podla stupna ochorenia.

Signifikantnost parametrov sme sa pokusali zistit pomocou metody typu ANOVA.
Kedze metéda ANOVA je parametrickd metoda, je potrebné overif jej podmienky.
Pre kazdy parameter kazdej skupiny sme overili normalitu ddt pomocou Lilliefor-
sonovho testu. Lillieforsov test normality sa v Matlabe realizuje pomocou funkcie
[h,pl=lillietest(x), ak h = 0 nulovt hypotézu na hladine vyznamnosti o neza-
mietame, to znamend, ze data maji normélne rozdelenie.

V nasledujtcej tabulke st zobrazené parametre, ktoré presli testom:

Tab. 11.1: Parametre s normalnym rozdelenim

Skupina 1 123517232427
Skupina 2 | 357910 12 13 14 17 18 22 24 27
Skupina 3 357891214 212427

Iba parametre cislo 3,5,24,27 presli tymto testom v kazdej skupine.

Pre tieto parametre bola overend druhd podmienka metédy ANOVA (zhoda
rozptylov) pomocou Bartlettovho testu. Tento test sa v Matlabe vykond pomocou
funkcie vartestn(y). Avsak ani pre jeden parameter nebol tento test tspesny. Vy-
stupom tejto funkcie je aj krabicovy graf, kde st zobrazené jednotlivé rozptyly. Na
obr. je zobrazeny krabicovy graf pre 24. parameter kazdej skupiny.

Vzhladom na to, Ze len tak mdalo parametrov preslo testom normality, vykonali
sme logaritmickd transforméciu pre ostatné parametre. Opéat sme realizovali Lillie-

forsov test normality a vysledky boli nasledujice:

Tab. 11.2: Logaritmované parametre s normalnym rozdelenim

Skupina 1 21416 17 21 23 25
Skupina 2 1291012 14 22
Skupina 3 | 12789121316 17 21 25

Len parameter ¢islo 2 prejavil normalitu v kazdej skupine.
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Krabicovy graf pre 24. parameter kaZdej skupiny
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Obr. 11.1: Krabicovy graf pre 24. parameter kazdej skupiny

KedZe parametrov s normalnym rozdelenim v kazdej skupine je velmi malo, uka-
zala sa parametrickd metéda ANOVA ako nevhodna pre tieto data. Preto je potrebné
pre tieto idaje vykonat neparametrické testy.

Najprv sme vykonali Wilcoxonov dvojvyberovy test, kde sme porovnali prvi
skupinu s druhou, druhi s trefou a prva s tretou. Test v Matlabe vykoname pomo-
cou funkcie [p,h]l=ranksum(x,y), ktory vrati p-hodnotu tohto testu a ak h = 1,
znamena to zamietnutie nulovej hypotézy H a teda signifikantnost porovnavanych
parametrov.

Signifikantné parametre st zobrazené v nasledujicej tabulke.

Tab. 11.3: Signifikantné parametre zistené Wilcoxonovym testom

Medzi 1. a 2. skupinou 24 25
Medzi 2. a 3. skupinou 121214
Medzi 3. a 1. skupinou | 1 2 12 14 24 25

Najviac parametrov je logicky medzi 1. a 3. skupinou, kedze porovnavame zdra-
vych a pacientov s fazkou formou ochorenia.

V tabulke st zobrazené nazvy signifikantnych parametrov, ktoré sme ziskali
tymto testom.

Dal§fm neparametrickym testom, ktory sme vykonali je neparametrické alter-
nativa analyzy rozptylu - Kruskalov-Wallissov test. Tento test porovnava vsetky
3 skupiny stucasne, v Matlabe je realizovany funkciou p = kruskalwallis(X). Vy-

sledkom testu je p-hodnota, ktorda vypovedd o signifikantnosti parametrov. Ak je
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Tab. 11.4: Nazvy signifikantnych parametrov

Cislo parametru Nazov parametru
1 Doba pohybu pera nad tabletom
2 Doba pohybu pera na tablete
12 Priemerné rychlost pisania
14 Median doby pisania
24 Entropia tlaku na hrot pera
25 Priemerny tlak pri pisani

p-hodnota blizko nuly (menej ako 0,05), znamend to, Ze aspon jeden median je sig-
nifikantne odlisny.

V nasom pripade testom presli parametre cislo:

212 14 24 25.

Su to takmer rovnaké parametre ako pri Wilcoxnovom dvojvyberom teste pri
porovnani prvej a tretej skupiny.

7 toho vyplyva, ze u vyssie uvedenych parameterov sa prejavila statisticka od-

lisnost medzi jednotlivymi pozorovanymi skupinami.
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12 ZAVER

Tymto sme sa zoznamili s principmi testovania statistickych hypotéz. Hlavny postup
pri testovani hypotéz je nasledovny:

o Sformulujeme nulovi hypotézu H a alternativnu hypotézu A.

e Zvolime hladinu vyznamosti «.

o Vyuzijeme jeden z vyssie popisanych sStatistickych postupov, na zaklade, kto-
rého sformulujeme zaver, teda na hladine vyznamosti o nulovta hypotézu za-
mietame alebo nezamietame.

Cielom praktickej casti bolo vyuzit ziskané teoretické poznatky v praxi. Formou
cviceni, kde pacienti postihnuti Alzheimerovou chorobou kreslili obrazky, pripadne
pisali uryvky textu boli ziskané parametre. Cielom tejto prace bolo pomocou Statis-
tickych testov najst také parametre, ktoré by dokazali signifikantne oddelit skupinu
zdravych, skupinu s lTahkym ochorenim a skupinu s fazkou formou ochorenia.

Po rozdeleni dat do skupin podla stupna ochorenia, sme sa snazili najst signi-
fikantné parametre pomocou metédy typu ANOVA. Vzhladom na to, ze metdda
ANOVA je parametricka, bolo nutné overit jej podmienky. Normalita dat bola ove-
rend pomocou Lillieforsonovho testu, zhoda rozptylov pomocou Barlettovho testu.
Parametre, pri ktorych sa nepreukéazala normalita, boli transformované pomocou
logaritmickej transformacie. Kedze len velmi mélo parametrov splnilo podmienky
metédy ANOVA, nie je tato metdda vhodna pre tieto data.

Neparametrické testy nie su také narocné, ¢o sa tyka predpokladov a podmienok
pri ich pouziti. Na datach bol vykonany Wilcoxonov dvojvyberovy test, kde boli
porovnavané prva skupina s druhou, druhd s trefou a tretia s prvou. Dalsim ne-
parametrickym testom, ktory bol vykonany, je Kruskalov-Wallissov test. Tento test
porovnava vsetky skupiny stucasne. V tabulke [12.1|st uvedené poradové ¢isla a nazvy

parametrov, ktoré sa prejavili ako signifikantne odlisné pomocou tohto testu.

Tab. 12.1: Nazvy signifikantnych parametrov

Cislo parametru Nézov parametru
2 Doba pohybu pera na tablete
12 Priemerna rychlost pisania
14 Median doby pisania
24 Entropia tlaku na hrot pera
25 Priemerny tlak pri pisani

Znamena to, ze vo vyssie uvedenych parametroch pri porovnavani medzi skupi-
nami zdravych, mierne chorych a fazko chorych sa nachadzaju statisticky vyznamné

odlisnosti. Tymto bola splnena hlavna tloha bakalarskej prace.
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Najdenie signifikantnych parametrov ma prakticky vyznam v prevencii, rychlej-
som urceni diagnozy, pripadne v urceni uspesnosti liecby. Pri poznani, ktoré para-
metre su dolezité sa lekari moézu zamerat len na tieto a rovnakymi cvi¢eniami ako

boli parametre ziskané, mozu pacientov testovat a vysetrovat.
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A PRIKLADY

Riesené ukazkové priklady.

Priklad 1.

V nédhodnej ankete bolo oslovenych 150 respondentov. Kazdy vyjadril svoj na-
zor v podobe odpovede ano, nie alebo neviem. Celkom 36 odpovedalo éno, 102
nie a zvysnych 12 neviem. Uréte absolitnu a relativnu pocetnost jednotlivych

odpovedi a vysledky vyjadrite v tabulku, kold¢ovom a stipcovom grafe.

Odpovede | Absoliitna pocetnost n; | Relativna pocetnost p;
it 36 _
Ano 36 135 = 0,24
. 102 _
Nie 102 50 = 0,68
Neviem 12 12.=0,08
Spolu 150 1

kaolacovy graf relativhe) pocetnosti
g%

N o
[ Tnie
B e

B3 %

Obr. A.1: Kolacovy graf relativnej pocetnosti
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Stipcovy graf absolitne] podetnosti
120 T T

Absolitna pocetnost

Obr. A.2: Stipcovy graf absoltitnej pocetnosti

Ako je mozné vidiet z uvedenych grafov kolacovy graf je najvhodnejsie grafické
znazornenie percent (relativnej pocetnosti) a stlpcovy graf je vhodny pri grafickom

znazorneni absolutnej pocetnosti.
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Priklad 2.

Statistické charakteristiky

V Matlabe bolo vygenerovanych 20 nasledujicich ¢isel v intervale 31 az 35: 33
35 31 32 34 32 31 34 31 32 33 32 32 34 35 32 30 34 33 35. Urcte aritmeticky
priemer, modus, median, horny a dolny kvantil, rozptyl, smerodajni odchylku,
vyberovy rozptyl a vyberovi smerodajnu odchylku.

Charakteristika Zmacka | Funkcia v MATLABe
Aritmeticky priemer z M = mean(A)
Modus s M = mode(X)
Median T M = median(A)
Dolny kvantil 0,25 = prctile(X,25)
Horny kvantil X075 Y = prctile(X,75)
Rozptyl s2 V = var(X,1)
Smerodajna odchylka Sn s = std(X,1)
Vyberovy rozptyl s V = var (X)
Vyberova smerodajné odchylka S s = std(X)
Charakteristika Zmacka | Funkcia v MATLABe
Aritmeticky priemer x 32,750
Modus x 32,000
Median z 32,500
Dolny kvantil 0,25 32,000
Horny kvantil X075 34,000
Rozptyl s2 2,088
Smerodajna odchylka Sn 1,445
Vyberovy rozptyl 52 2,197
Vyberova smerodajné odchylka 5 1,482

Na jednoduchom priklade st ukazané vypocty charakteristik polohy a variability
pomocou programu Matlab.
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Priklad 3.

Poissonove rozdelenie

K holicovi chodia priemerne 3 Tudia za hodinu. Urcite pravdepodobnost, zZe
v priebehu hodiny:

a) pride aspon jeden

b) pridu najviac dvaja

c¢) pride jeden alebo dvaja.

Riesenie
Pri vypocte pravdepodobnostnej funkcie Poissonovho rozdelnia pouzijeme
v Matlabe funckiu poisspdf (X,lambda) pre vypocet distribuénej funkcie po-

uzijeme funkciu poisscdf (X,lambda), kde X je hodnota ndhodnej veli¢iny X a

lambda je stredna hodnota tohto rozdelenia . Vypocitané hodnoty su zobrazené

v tab. [A]]

Tab. A.1: Hodnoty pravdepodobnostnej a distribucnej funkcie pre x = 0,1,...,8

x 0 1 2 3 4 ) 6 7 8
p(z) | 0,050 | 0,149 | 0,224 | 0,224 | 0,168 | 0,101 | 0,050 | 0,022 | 0,008
F(z) | 0,050 | 0,199 | 0,423 | 0,647 | 0,815 | 0,916 | 0,966 | 0,988 | 0,996

Za hodinu pridu priemerne 3 ludia, preto pre ¢asovu jednotku jednej hodiny plati
A=3.

a) PX>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)=1-p(0)=0,95
b) P(X <2)=F(2)=P(X =0)+ P(X =1) + P(X = 2) = 0,423
¢) P(X=1VX=2)=P(X=1)+P(X =2)=0,373

7 prikladu vyplyva, ze Poissonovo rozdelenie sa pouziva v pripade, ked nas zau-

jima pravdepodobnost, Ze nastane urcity pocet udalosti za jednotku casu.
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Pravdepodobnostna funkcia
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Obr. A.3: Pravdepodobnostnd funkica rozdelenia Po(3)

No horizontélnej osi je index x urcujuci pocet udalosti, v nasom priklade je to
pocet zakaznikov. Funkcia je definovana len pre celé ¢isla z. Na vertikdlnej osi je
hodnota pravdepodobnosti realizacie konkrétnej udalosti.
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Priklad 4.

Binomické rozdelenie

Pravdepodobnost, Zze ndhodne vybrany vyrobok spliia virobné normy, je 86%.
Vyberame nahodne 6 vyrobkov. Aka je pravdepodobnost, Ze medzi Siestimi
po sebe vybranymi vyrobkami budd a) prave 2 chybné, b) najviac 3 chybné?
Urcéte pravdepodobnostni a distribu¢nti funkciu ndhodnej veli¢iny udavajice;
pocet kvalitnych vyrobkov medzi Siestimi po sebe vyberanymi vyrobkami. Ur-

c¢ite stredni hodnotu, rozptyl a smerodajni odchylku danej ndhodnej velic¢iny.

Riesenie

Pri vypocte pravdepodobnostnej funkcie Binomického rozdelnia pouzijeme
v Matlabe funckiu binopdf (X,N,P) pre vypocet distribucnej funkcie pouzijeme
funkciu poisscdf (X,N,P), kde X je hodnota ndhodnej veli¢iny X, N je pocet

pokusov a P je pravdepodobnost tspechu v jednom pokuse.

Hodnoty pravdepodobnostnej a distribuc¢nej funkcie, pricom index x oznacuje

pocet kvalitnych vyrobkov:

x 0 1 2 3 4 5 6
p(x) | 0,00001 | 0,00028 | 0,00426 | 0,03491 | 0,16082 | 0,39516 | 0,40457
F(z) | 0,00001 | 0,00029 | 0,00455 | 0,03945 | 0,20027 | 0,59543 | 1,00000

a) prave dva chybné, to znamend prave 4 dobré: P(X = 4) = p(x) = 0, 16082
b) najviac tri chybné P(X <3)=F3)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =
2) + P(X = 3) = p(0) + p(1) + p(2) + p(3) = 0, 39454
Stredné hodnota: E(X) = n.m =6.0,86 = 5,16
Rozptyl: D(X) = n.n(1 — 1) = 6.0,86.(1 — 0,86) = 0, 7224

Binomické rozdelenie sa pouziva v pripade, ked je experiment takej povahy, Ze
mozu nastat len dva rozne vysledky (ispech a netspech), pricom ndhodnd velic¢ina

X udava pocet vyskytu tspechu v postupnosti n nezavislych pokusov.
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Pravdepodobnostna funkcia
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Obr. A.4: Pravdepodobnostné funkica rozdelenia B(6;0, 86)

No horizontéalnej osi je index x urcujici pocet vyskytov tuspechu, v nasom pri-
klade pocet kvalitnych vyrobkov. Funkcia je definovana len pre celé ¢isla x. Na

vertikalnej osi je hodnota pravdepodobnosti pri konkrétnom pocte tspechov.
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Priklad 5.

Normaélne rozdelenie

Vysledok merania elektrického napétia je ndhodna veli¢ina X s norméalnym roz-
delenfm so strednou hodnotou x = 10 V a rozptylom o? = 4V2. Vypocitajte
pravdepodobnost, ze bude namerana:

a) menej nez 13V

b) viac ako 9V

¢) menej ako 12V, ale viac ako 5 V.

Riesenie
Pri vypocte pravdepodobnostnej funkcie norméalneho rozdelnia pouzijeme v Mat-

labe funckiu normpdf (X,mu,sigma) pre vypocet distribucnej funkcie pouzijeme

funkciu normcdf (X,mu,sigma), kde X je hodnota ndhodnej veliciny X, mu je

strednd hodnota i a sigma je smerodajnéa odchylka o.

Hodnoty distribucnej funkcie F'(X):

F(13) 0,933
F(9) 0,309
F(12) 0,841)
F(5) 0,006
F(12) — F(5) | 0,835

a) P(X <13) = F(13) = 0,933
b) P(X>9)=1-P(X <9)=1—F(9) =1-0,30854 = 0,691
¢) P(5< X <12) = F(12) — F(5) = 0,835

Normalne rozdelenie je jedno z najdolezitejSich rozdeleni spojitej nahodnej ve-
liciny. Vypocet distribu¢nej funkcie F'(x) norméalneho rozdelenia sa prevadza len
numericky, pretoze Gaussov integral nie je analyticky vyjadritelny, preto je pri vy-

pocte distribucnej funkcie jednoduché a vhodné vyuzitie pocitacového programu.
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Priklad 6.

Bodové a intervalové odhady parametrov

Pomocou funkcie normrnd bolo v Matlabe vygenerovanych 20 nasledujucich cisiel
s normalnym rozdelenim: 9,49 9,71 9,02 9,55 9,45 9,18 9,33 9,46 10,01 9,87 9,17
9,92 9,52 9,39 9,52 9,37 9,38 9,65 9,64 9,64.

a)

b)

Odhadnite strednti hodnotu tohto vyberu a urc¢te smerodajni chybu tohoto
odhadu.
Urcite, v akych medziach mozno so spolahlivostou 95 % ocakavat stredni

hodnotu tohto vyberu.

Riesenie

a)

Plati, Ze vyberovy priemer Z(vypoc¢itame pomocou funkcie mean) je nevy-
chylenym bodovym odhadom strednej hodnoty p a vyberova smerodajné
odchylka s (vypoc¢itame pomocou funkcie std) je nevychylenym bodovym
odhadom smerodajnej odchylky o zakladného stiboru s normalnym rozde-
lenim.

Bodovy odhad strednej hodnoty je i = x = 9,514 a odhad strednej chyby

o s

uréime zo vztahu SE(Z) = == 0\’/22%1 = 0,0561.

Interval spolahlivosti pre stredni hodnotu p pri neznamej sme-
rodajnej odchylke o vypocitame v Matlabe pomocou funkcie
[h,p,cil=ttest(x,m,alpha,tail), kde x st namerané hodnoty,
m je vyberovy priemer, alpha je zvolena hladina vyznamnosti a tail
urcuje ¢i sa jedna o obojstranny interval (tail = 0/'both’), pravostranny
interval (tail = 1/'right’) alebo lavostranny interval (tail = —1/'left’).

Do premennej ci sa ulozia hranice intervalu spolahlivosti pre strednti hod-
notu p € (9,396;9,631). Inymi slovami mézeme povedat, Ze tento interval

zahrnuje p s rizikom o = 0, 05.
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Priklad 7.

Testovanie hypotéz pomocou p-hodnoty

Meranim hmotnosti 15 rozkov sme dostali priemerni hmotnost 41,63 gramu
a vyberovi smerodajni odchylku 0,0416. Predpokladame, Ze namerané udaje
pochadzaji z norméalneho rozdelenia. Na hladine vyznamosti 0,05 testujete hy-

potézu, ze priemerna hmotnost rozkov sa neodchyluje od normy 41,6 gramu.

Vyberové charakteristiky:

Priemer x | 41,63
Vyberova smerodajna odchylka | s | 0,0416
Strednd hodnota o | 41,6
Rozsah vyberu n 15

Riesenie

Testujeme nulovi hypotézu H : u = 41,6 proti alternative A : u # 41, 6. Testové

kritérium ¢t = @\/ﬁ, ma pri platnosti nulovej hypotézy Studentovo rozdelenie

t(v) s v =n — 1 stupniom volnosti.

P-hodnotu ziskame pomocou funkcie tpdf (X,V), ktord vracia hladinu vyznam-
nosti (pravdepodobnost) pre funkciu Studentovho t-rozdelenia, kde X je vypoci-

tana hodnota parametra t, pre ktora sa zistuje hladina vyznamnosti a V je celé

¢islo urcujuce pocet stupnov volnosti n — 1.

t 2,793

p-hodnota | 0,014

Pretoze 0,05 > 0,014, zamietame na hladine vyznamosti 0,05 nulovi hypotézu

H.
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Priklad 8.

Test strednej hodnoty normalneho rozdelenia

Pre prevedenie testu pouzite nahodny vyber 20 hodnot z prikladu 6. Na hladine
vyznamosti a = 0,05 urcte pravdivost tvrdenia, ze strednd hodnota neprekroci
hodnotu 9,7.

Zakladné charakteristiky nadhodného vyberu:

Rozsah vyberu n 20
Vyberovy priemer x | 9,514
Vyberova smerodajna odchylka | s | 0,251
Stredna hodnota o | 9,7
Hladina vyznamosti a | 0,05
Riesenie

Testujeme nulova hypotézu H : p = 9,7 proti alternative A : p < 9,7. Nulova
hypotéza je u = po, alternativna hypotéza je pu < pyg.

Pri teste strednej hodnoty normalneho rozdelenia sa jedna o Studentov test pre
jeden vyber. Testové kritérium urcime podla vzorca t = %\/ﬁ Pre vypocet
kvantilu Studentovho rozdelenia sa v Matlabe pouziva funkcia X=TINV(P,V).
Téato funkcia vrati inverznu distribuc¢ni funkciu Studentovho t-rozdelenia ako

funkciu pravdepodobnosti (parameter P) a stupnov volnosti (parameter V).

t  |-3314

tlfa(V) —1,729

Hodnota testového kritéria patri do kritického oboru, pretoze plati —3,314 <
—1,729. Na zaklade tohto m6zme na hladine vyznamosti 0,05 zamietnuf nu-
lovi hypotézu, to znamend, ze strednd hodnota s 95% spolahlivostou neprekroci
hodnotu 9,7.

92




Priklad 9.

Test rozptylu normalneho rozdelenia

Pre prevedenie testu pouzite nahodny vyber 20 hodnot z prikladu 6. Na hladine
vyznamosti a = 0,05 urcte pravdivost tvrdenia, ze rozptyl neprekroc¢i hodnotu
0 0,25 od priemernej hodnoty.

Zakladné charakteristiky nadhodného vyberu:

Rozsah vyberu n 20
Hladina vyznamnosti a | 0,05
Vyberovy rozptyl 52| 0,063

Vyberova smerodajnéa odchylka | s | 0,251

Rozptyl o?| 0,25

Riesenie

Testujeme nulovi hypotézu H : 0? = 0,25 proti alternative A : 0% < 0,25.
Nulova hypotéza je o = o7, alternativna hypotéza je o2 < o?.

Pri teste rozptylu normalneho rozdelenia sa jedna o Pearsonov test. Testové kri-

- v ) —1)s2
térium uréime podla vzorca y? = 1=H

. Pre vypocet kvantilu Pearsonovho
rozdelenia sa v Matlabe pouziva funkcia X=chi2inv(P,V). Tato funkcia vrati
inverzni distribu¢ntt funkciu Pearsonovho y?-rozdelenia ako funkciu pravdepo-

dobnosti (parameter P) a stupnov volnosti (parameter V).

2| 4788

X2 5(v) | 10,117

Hodnota testového kritéria patri do kritického oboru, plati 4,788 < 10,117. Na
zaklade tohto mozme na hladine vyznamosti 0,05 zamietnut nulovi hypotézu,
to znamend, Ze rozptyl s 95% spolahlivostou neprekro¢i hodnotu o 0,25 gramov

od priemernej hodnoty.
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B ZDROJOVY KOD V MATLABE

Zdrojovy stubor praktickej Casti (testy s pacientmi) v programe Matlab.
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