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ABSTRAKT
Teoretická část projektu se zabývá rozborem farmakokinetických děj̊u a základńımi vlast-
nostmi matematických model̊u už́ıvaných ve farmakokinetice. Tento popis je zamě̌ren
p̌redevš́ım na modely využ́ıvané pro perfúzńı zobrazovaćı metody. Ćılem projektu je
vytvǒrit algoritmus pro simulaci vybraných model̊u na základě zadaných parametr̊u a algo-
ritmus slouž́ıćı k proložeńı experimentálně mě̌rených dat vybraným modelem s výpočtem
základńıch farmakokinetických parametr̊u. Daľśım krokem řešeńı je realizace grafického
rozhrańı, které umožńı plně využ́ıvat vytvǒrené algoritmy v uživatelsky p̌ŕıstupněǰśım
prosťred́ı. Výstupem práce je program, který lze využ́ıt k źıskáńı parametr̊u reálných
dat a jako názorná ukázka vlivu těchto parametr̊u na pr̊uběh zvolených funkćı.

KĹIČOVÁ SLOVA
matematické modely, farmakokinetické modely, perfuzńı zobrazeńı, gamma funkce, log-
normálńı funkce, LDRW model, simulace model̊u, proložeńı dat, optimalizace funkce

ABSTRACT
The theoretical part of this project is occupied with analysis of pharmacokinetic actions
and also basic attributes of mathematical models used in pharmacokinetics. This de-
scription is mainly focused on models used for perfusion imaging methods. The aim of
this project is to create an algorithm that simulates chosen models based on assigned
parameters and also an algorithm that serves to fit experimentally measured data with a
chosen model with a calculation of basic pharmacokinetic parameters. The next step of
this solution is graphic interface realization which enables a full use of created algorithm
in more accessible surroundings for the user. The result of this work is a program that
can be used to obtain real data parameters and as well as a visual sample of the influence
of these parameters on a process in a chosen functions.

KEYWORDS
mathematical models, pharmacokinetics models, perfusion imaging, gamma function, log-
normal function, LDRW model, simulation of models, data fitting, function optimization
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v seznamu literatury na konci práce.
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3.2.2 Funkčńı a grafické řešeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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ÚVOD

Ćılem perfuzńıch zobrazovaćıch metod je zachytit vztah mezi anatomickou struk-
turou a jej́ım funkčńım projevem. Princip vycháźı ze stanoveńı mı́ry prokrveńı.
To se děje na základě sledováńı pr̊uběhu koncentrace kontrastńı látky v krevńım
řečǐsti. Perfuzńı analýza poté umožňuje źıskat parametry tkáně informuj́ıćı o změnách
v krevńım pr̊utoku č́ı jej́ım metabolismu. Toho lze v dnešńı době využ́ıt předevš́ım
k diagnostice nádorových onemocněńı či obstrukćı v cévńım systému. Protože z reál-
ných pr̊uběh̊u dat lze jen obt́ıžně stanovit potřebné parametry, využ́ıvá se pro je-
jich aproximaci farmakokinetických model̊u. Mezi nejhojněji využ́ıvané patř́ı modely
vycházej́ıćı z matematických pr̊uběh̊u. Jedńım z nich je log-normálńı model a gamma
model, který má již sṕı̌se historické postaveńı. Často použ́ıvaným modelem je také
Local density random walk, který vycháźı z popisu diluce částit.

Část práce se zabývá teoríı matematických model̊u, základ̊u farmakokinetiky
a využit́ı některých jej́ıch metod v perfuzńım zobrazeńı. Prvńı část je úvodem
do základńıch pojmů z oblasti model̊u. Obsahuje základńı děleńı model̊u podle je-
jich vlastnost́ı a matematické výrazy použ́ıvané pro jejich popis. Dále jsou nast́ıněny
základy o modelováńı pohybu léčiva v organismu. Jsou popsány základńı vztahy
farmakokinetiky a některé výpočty d̊uležitých parametr̊u. Uvedena je teorie tř́ı
základńıch model̊u, které se pro popis perfuze využ́ıvaj́ı.

Hlavńım část práce je věnována samotnému řešeńı. Ćılem je vytvořit soubor
funkćı v programovém prostřed́ı Matlab, které umožńı simulaci vybraných model̊u
na základě zvolených parametr̊u. Dále vytvořit skript, který má za úkol zvolenými
modely prokládat experimentálně naměřená a stanovit parametry model̊u. Posledńım
úkolem je realizovat pro tento baĺık funkćı grafické rozhrańı umožňuj́ıćı snadný uživatel-
ský př́ıstup. Popis je věnován předevš́ım samotnému vytvářeńı funkćı a realizaci
uživatel-ského rozhrańı. Je nast́ıněna problematika optimalizačńıch úloh a jejich ap-
likace v rámci této práce.
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1 MATEMATICKÉ MODELY

Matematickým modelem se rozumı́ popis vybraných vlastnost́ı studovaného ob-
jektu pomoćı matematických výraz̊u. Tyto výrazy zahrnuj́ı množiny proměnných,
konstant a rovnic a jsou jimi vyjádřeny vztahy mezi jednotlivými prvky zkoumaného
sytému, jejich chováńı či struktura.[17]

Činnost, která vede k sestaveńı takového modelu nazýváme modelováńım. Mod-
elováńı přisṕıvá k źıskáńı představ o vazbách mezi nejr̊uzněǰśımi systémy, částmi
systémů, či źıskáváńı jiných parametr̊u souvisej́ıćıch s jejich činnost́ı. S využit́ım
matematických model̊u se lze setkat téměř v každém vědńım oboru od biologie,
ekonomie až po studii sociálńıho chováńı, znečǐstěńı apod., kde umožňuj́ı zkoumat
složité a jiným zp̊usobem těžko postižitelné jevy.[3]

To, zda model správně interpretuje zkoumanou skutečnost, prob́ıhá za pomoci
jeho simulace. Tj. vyhodnoceńı jeho výstupńı funkce po zavedeńı počátečńıch
podmı́nek. K tomu se nejčastěji využ́ıvá diskrétńıho modelu (viz dále) za použit́ı
výpočetńı techniky.

1.1 Klasifikace matematických model̊u

Veličiny reprezentované v matematickém modelu mohou vykazovat r̊uzné vlast-
nosti na základě jejich vzniku či pr̊uběhu. Pro bližš́ı popis proces̊u prob́ıhaj́ıćıch
v lidském (nebo obecně kterémkoliv) organismu a jeho lepš́ı pochopeńı je uvedeno
následné základńı rozděleńı.

Matematické modely lze klasifikovat podle:

1. Typu vyskytuj́ıćıch se veličin:
• Deterministické – jevy reprezentované v modelu jsou nenáhodné, tzn. jsou

vždy definovány stejným zp̊usobem a při simulaci za stejných počátečńıch
podmı́nek je i výsledek stejný.
• Stochastické – kde je alespoň jedna veličina nebo funkce náhodná, tedy je

dána pravděpodobnost́ı výskytu jevu, který reprezentuje.

U biologických systémů se můžeme setkat s oběma typy veličin. Př́ıkladem
může být absorpce živin v tráv́ıćıho traktu. Samotný jev je deterministický,
protože se vyskytuje u všech subjekt̊u, rychlost absorpce má však stochastický
charakter – jej́ı velikost je ovlivněna mnoha vedleǰśımi vlivy a nelze ji jednotně
kvantifikovat pro všechny situace.[3]

2. Závislosti a vztahu k času:
• Statické – časová závislost změny veličiny neńı u statických model̊u zohled-

něna. Je popsána pouze v ustáleném stavu nebo po deľśım časovém
úseku a jej́ı hodnota nezáviśı na hodnotách předchoźıch (model systému
bez paměti). Př́ıkladem může být vyjádřeńı neměnné struktury, či jevy,
u kterých můžeme časovou závislost zanedbat.[17]

9



• Dynamické – zahrnuj́ı parametr času a postihuj́ı tedy vývoj sledované
veličiny v čase. Nabýváńı hodnot je závislé na předchoźım stavu veličiny,
jedná se proto o model systému s pamět́ı.

3. Závislosti změny prvk̊u modelu:
• Lineárńı – pokud plat́ı princip superpozice, tzn. že výstup modelu je

př́ımo úměrně závislý na vstupńıch proměnných.
• Nelineárńı – model, jehož prvky nevykazuj́ı lineárńı závislost.

Biologické systémy jsou obecně nelineárńı. V určitém rozsahu veličiny lze však
zanedbat drobné odchylky a tento systém reprezentovat lineárńım modelem.
Linearita je proto pouze aproximaćı reálného chováńı, avšak s dostatečnou
přesnost́ı.

4. Spojitosti v čase:
• Spojité – jsou dány spojitou funkćı spojitého času, prvky takového modelu

jsou definovány v každém nekonečně malém časovém okamžiku[17].
• Diskrétńı – veličiny takového modelu jsou definovány pouze v určitých

krátkých časových okamžićıch. Jedná se zpravidla o vzorkovaný signál
v podobě č́ıselné posloupnosti.

Pro potřeby simulace model̊u budou využity pouze modely diskrétńı. Vyplývá
to z nutnosti využit́ı programového vybaveńı, které nedokáže principiálně se spo-
jitým časem pracovat. Vzorky jsou však natolik málo od sebe vzdáleny, že
výstupńı funkci můžeme zjednodušeně uvažovat jako spojitou.

5. Popisu proces̊u:
• Vněǰśı popis – model nerespektuje děje prob́ıhaj́ıćı uvnitř a zachycuje

pouze vněǰśı projev studovaného systému. Lze ho proto nazvat také
vstupńı/výstupńı model[3].
• Vnitřńı popis (stavový) – vyjadřuje svými proměnnými závislosti jev̊u

prob́ıhaj́ıćıch uvnitř systému. T́ım je schopný zachytit také jeho struk-
turu.

Aby bylo možné lépe zachytit interakce ve sledovaném systému je dominantně
využ́ıván popis stavový.

V následuj́ıćım textu je uvedena teorie stavových rovnic, použ́ıvaných pro popis
pr̊uběhu látky lidským tělem.

Dynamický systém je dán obecně stavovými rovnicemi, které určuj́ı vztah mezi
jednotlivými veličinami, které tento systém definuj́ı. Prvńı rovnici označujeme jako
stavovou (diferenciálńı rovnice 1. řádu) a pro lineárńı spojitý systém plat́ı [3]:

δx

δt
= Ax(t) + Bu(t), (1.1)

kde A je matice vnitřńıch vazeb systému, B je matice vazeb systému na vstup,
u vstupńı proměnná a x stavová proměnná.

Druhou rovnici označujeme jako výstupńı a pro lineárńı spojitý systém plat́ı:

10



y(t) = Cx(t) + Du(t), (1.2)

kde C je matice vazeb výstupu na stav, D matice vazeb vstupu na výstup a y(t)
výstup systému v čase t.

Pro diskretńı modely za předpokladu linearity je stavový popis definován diferenčńı
rovnićı 1. řádu a výstupńı rovnićı a lze pak obdobně psát:

x(nt+ t) = A · x(nt) + B · u(nt), (1.3)

y(nt) = C · x(nt) + D · u(nt), (1.4)

kde konstanty A,B,C,D a proměnné u,x,y maj́ı stejný význam jako v rovnićıch
(1.1) a (1.2).
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2 FARMAKOKINETICKÉ MODELY

Matematické modely využ́ıvané pro popis distribuce léčiva (farmaka) v lidském
organismu po jeho aplikaci se nazývaj́ı farmakokinetické modely. Při aplikaci far-
maka docháźı v organismu k pochod̊um, které distribuci farmaka v pr̊uběhu času
z větš́ı či menš́ı mı́ry ovlivňuj́ı. Tyto změny pak mohou (ale nutně nemuśı) být
doprovázeny také odpov́ıdaj́ıćımi změnami koncentrace. Koncentrace je ve většině
př́ıpadech hlavńım zkoumaným parametrem, a to předevš́ım z hlediska jej́ı časové a
prostorové změny.[2]

Ćılem farmakokinetického modelu je tedy popsat děje ovlivňuj́ıćı distribuci far-
maka vytvořeńım abstraktńıch model̊u za pomoci zjednodušeného matematického
popisu a vyjádřit tak změnu koncentrace farmaka v pr̊uběhu času. To nejčastěji
prob́ıhá analýzou koncentraćı léčiva v tělńıch tekutinách.

Děje ovlivňuj́ıćı tyto změny lze rozdělit mezi tři základńı pochody:

1. Resorpce – vyjadřuje přestup léčiva z mı́sta aplikace do krevńıho řečǐstě.
Př́ıkladem může být vstřebáváni léku z tráv́ıćıho traktu. Než se farmakum
dostane do ćılové tkáně, muśı překonat biologické překážky odděluj́ıćı vněǰśı
prostřed́ı od vnitřńıho (sliznice, buněčné membrány, buněčné struktury). T́ım
docháźı ke zpožděńı účinku a vazbám farmaka na jiné než ćılové struktury.

2. Distribuce – je proces, při němž docháźı k rozš́ı̌reńı léčiva z krve do ostatńıch
tkáńı a orgán̊u, př́ıpadně k jeho vazbě jiné struktury (nejčastěji plazmatické
b́ılkoviny). Léčivo má tedy tendenci se postupem času rovnoměrně rozptýlit
po celém organismu. Největš́ı vliv na rychlost rozptýleńı má perfuse (prokrveńı)
tkáńı, jelikož hlavńı cestou distribuce léčiva je krevńı oběh.[2]

3. Eliminace – zahrnuje všechny pochody, přisṕıvaj́ıćı k odstraněńı látky z organ-
ismu (vylučováńı a biotransformace). To vede k postupnému snižováńı koncen-
trace léčiva v organismu. Na těchto děj́ıch se z největš́ı části pod́ıĺı funkce jater
a ledvin. Eliminace ledvinami zahrnuje procesy glomerulárńı filtrace, aktivńı
exkrece a resorpce. Játra se snaž́ı látky eliminovat nejčastěji vazbou na jiné
látky. Kromě toho existuj́ı ještě daľśı cesty eliminace např. slinami či potem.

Prostor, do kterého se farmakum š́ı̌ŕı, lze určit několika zp̊usoby. Pro některé
modely plat́ı, že obecně lze lidský organismus rozdělit na odd́ıly, mezi kterými změna
distribuce na základě zmı́něných pochod̊u prob́ıhaj́ı. Tyto odd́ıly se nazývaj́ı kom-
partmenty a jejich význam bude probrán dále. Plat́ı však, že za takový odd́ıl lze
považovat jak celé tělo člověka, tak jednotlivé subsystémy jako např́ıklad krevńı oběh,
či intersticiálńı tekutinu.[?]

2.1 Základńı farmakokinetické parametry

Farmakokinetické parametry jsou proměnné, které podávaj́ı představu o chováńı
a vlastnostech farmaka v organismu a popisuj́ı základńı jevy, které toto chováńı
ovlivňuj́ı. Jejich využit́ım lze doćılit sestaveńı funguj́ıćıho modelu, nebo zpětně
při simulace modelu konstruovaného pro danou situaci určit některý ze základńıch
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parametr̊u a usuzovat tak na vlastnosti daného farmaka nebo prostřed́ı, ve kterém
se distribuuje.[1]

Farmakokinetické parametry děĺıme podle jejich závislosti na primárńı a sekundárńı.

Primárńı parametry záviśı na fyziologických pochodech jako prouděńı krve, glomeru-
lárńı filtrace a patř́ı mezi ně:

• distribučńı objem – Vd

• clearance – CL

Sekundárńı parametry záviśı na parametrech primárńıch a jsou to předevš́ım:

• plazmatický poločas eliminace – t1/2

• plocha po křivkou – AUC
• absolutńı biologická dostupnost – FAbs

• absopčńı a eliminačńı konstanta

Distribučńı objem Vd

Distribučńı objem vyjadřuje poměr mezi množstv́ım farmaka v organismu v̊uči
jeho koncentraci v krevńım oběhu. Vyjadřuje tedy hypotetický objem tekutiny,
ve kterém by se farmakum muselo rozpustit, aby dosáhlo stejné koncentrace jako
v plazmě [1]. Je tedy definován jako:

Vd =
D

c
[l/kg] , (2.1)

kde D je známá velikost aplikované dávky, tedy množstv́ı farmaka v těle a c kon-
centrace farmaka v plazmě.

Clearance CL
Clearance charakterizuje výkonnost eliminačńıch orgán̊u a zahrnuje všechny eli-

minačńı procesy. Udává, jaké množstv́ı tekutiny bude očǐstěno od aplikovaného far-
maka za jednotku času, resp. jakou rychlost́ı proběhne tato eliminace a změńı se jeho
koncentrace v plazmě nebo obecně v biologické tekutině. Z toho vyplývá, že:

CL =
ve

c
[ml/min] , (2.2)

kde ve je rychlost eliminace udávána v jednotkách za čas, CL clearance a c je
koncentrace látky v krvi.

Plazmatický poločas eliminace t1/2

Vyjadřuje časový úsek, po kterém klesne koncentrace sledované látky v plazmě
na polovinu své p̊uvodńı hodnoty. Jak již z názvu vyplývá, je tento parametr závislý
na procesu eliminace.
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Při vyjádřeńı tohoto procesu eliminačńı konstantou proto plat́ı vztah:

t1/2 =
ln2

ke

=
0, 693

ke

[min] , (2.3)

kde ke je eliminačńı konstanta, která je určena poměrem primárńıch parametr̊u
a pro definovaný distribučńı objem Vd plat́ı tedy také:

t1/2 =
0, 693 · Vd

CL
[min] . (2.4)

Z toho vyplývá, že č́ım deľśı bude poločas eliminace, t́ım větš́ı bude distribučńı
objem Vd, př́ıpadně nižš́ı clearance CL.

Plocha pod křivkou AUC
Myšlenou křivkou je pr̊uběh koncentrace farmaka v organismu. AUC je př́ımo

úměrná celkovému množstv́ı měřené látky v organismu a lze pomoćı ńı vyjádřit bio-
logickou dostupnost, tj. skutečné množstv́ı resorbované látky.[1]

Plocha je v pr̊uběhu času t vymezena:

• v časovém intervalu t =< 0 :∞ > pro jednorázovou aplikace
• v časovém intervalu mezi dvěma dávkami při opakované aplikaci

AUC je př́ımo závislá na množstv́ı látky, které bylo podáno do centrálńıho kom-
partmentu (odd́ılu), a to bez ohledu na rychlosti vstupu do kompartmentu. Srovnáńı
AUC pro intravenózńı (i.v.) a jiný typ aplikace má význam pro určeńı biologické
dostupnosti (viz dále).[2]

Obr. 2.1: Znázorněńı některých farmakokinetických parametr̊u
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Na obr. 2.1 je znázorněn rozd́ıl mezi pr̊uběhem koncentraćı po i.v. a per os
apli-kaci. Definována je plocha pod křivkou AUC a plazmatický poločas eliminace
t1/2. Z obrázku je dále patrné, že pro určeńı plochy AUC při opakovaném podáváńı
farmaka je jej́ı hodnota poč́ıtána pouze pro jeden cyklus prob́ıhaj́ıćı mezi dvěma
dávkami.

Absolutńı biologická dostupnost FAbs

Biologická dostupnost prezentuje pod́ıl podané dávky farmaka, dostupný systémo-
vě. Protože pro i.v. aplikaci se farmakum dodává př́ımo do systémového oběhu,
uvažujeme FAbs = 1. Pro jiné typy aplikace proto můžeme FAbs źıskat porovnáńım
právě plochou pod křivkami AUC podle[?]:

FAbs =
AUC

AUCi.v.

· 100 [%] . (2.5)

Absorpčńı konstanta ka

Na úrovni modelováńı neńı d̊uležité jakou cestou je látka do organismu aplikována,
ale že při vstupu do kompartmentu docháźı k překonáváńı biologických membrán
absorpćı. Absorpčńı konstanta tedy vyjadřuje mı́ru rychlosti absorpce a je charak-
terizována změnou koncentrace látky za jednotku času a ve většině př́ıpadech je
reprezentována kinetikou 1. řádu.[2]

Eliminačńı konstanta ke

Eliminačńı konstanta ke udává okamžitou rychlost eliminace vyjádřenou jako
pod́ıl farmaka eliminovaného za časovou jednotku [2]. Tento děj zahrnuje předevš́ım
procesy biotransformace a exkrece. V př́ıpadě, že známe plazmatickou koncentraci
ve dvou časových okamžićıch, lze ke vypoč́ıtat podle:

ke =
lnC1

C2

δt
=
lnC1 − lnC2

t2 − t1

[
min−1

]
. (2.6)

2.2 Kompartmentové modely pohybu léčiva

v organismu

Kompartmentem je myšlena idealizovaná diskrétńı část prostoru, tedy jakýsi hy-
potetický odd́ıl o určitém objemu a složeńı. Tento idealizovaný odd́ıl vykazuje tytéž
vlastnosti pro všechny prob́ıhaj́ıćı procesy ovlivňuj́ıćı sledované děje. Aby bylo možné
s těmito odd́ıly dále pracovat, uvažuje se, že farmakum je v jeho rámci zcela ho-
mogenně rozptýleno.

Kompartmentové modely předpokládaj́ı, že lidský (nebo jakýkoliv) organismus
lze zjednodušeně popsat jako sérii r̊uzně navzájem propojených kompartment̊u. Po-
hyb částic mezi těmito kompartmenty je definován pomoćı rychlostńıch konstant.
Fyzikálńı vlastnosti kompartment̊u lze vyjádřit některými základńımi parametry zmı́-
něnými výše. Na základě těchto parametr̊u lze postihnout dynamické děje, které mezi
jednotlivými odd́ıly prob́ıhaj́ı a dále usuzovat na vlastnosti či strukturu v oblastech
zájmu.[2]
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Většina děj̊u (difuze, filtrace, biotransformace) ovlivňuj́ıćı osud látky v organismu
se ř́ıd́ı kinetikou 1. řádu, což značně usnadňuje jejich matematický popis.

Pro tyto děje plat́ı, že:

• jejich rychlost je v každém okamžiku př́ımo úměrná koncentraci farmaka nebo
koncentračńımu rozd́ılu
• rychlost děje můžeme popsat rychlostńı konstantou 1. řádu nebo dobou poločasu

děje

2.2.1 Jednokompartmentový model

Nejjednodušš́ım farmakokinetickým modelem distribuce léčiva v organismu, který
popisuje tělo jako jednoduchou homogenńı jednotku je jednokompartmentový model
(viz obr. 2.2).

Obr. 2.2: Blokové schéma jednokompartmentového farmakokinetického modelu

Model prezentuje situaci, kdy je změna koncentrace farmaka v plazmě následována
rychlou změnou koncentrace v tkáńıch, i když nelze poč́ıtat, že by farmakum bylo
v celém těle rozptýleno rovnoměrně. Aplikace léčiva do kompartmentu prob́ıhá buď
př́ımo intravenózně, nebo docháźı k absorpci v př́ıpadě jiné cesty (perorálně, intra-
muskulárně,..)[2].

Pokud dojde u jednokompartmentového modelu aplikaci látky intravenózně a jej́ı-
mu okamžitému rozptýleńı, je možno v tomto zjednodušeném př́ıpadě změnu koncen-
trace v kompartmentu charakterizovat pouze eliminačńı konstantou ke. Matematicky
źıskáme diferenciálńı rovnićı 1. řádu[3]:

δC

δt
= −ke · C(t), (2.7)

kde C(t) je koncentrace sledovaného farmaka v čase −ke, ke je eliminačńı kon-
stanta. Řešeńı této rovnice dává tvar:

C(t) = C0 · e(−ke · t), (2.8)

kde C(0) je koncentrace v okamžiku podáńı dávky farmaka. Tato počátečńı kon-
centrace bude odpov́ıdat poměru dávky D a distribučńıho prostoru Vd:

C(0) =
D

Vd

. (2.9)
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Koncentrace farmaka po aplikaci i.v. či ukončeńı fáze absorpce pak vykazuje
v čase monoexponenciálńı pokles, který je charakterizován největš́ım úbytkem v čase t
bĺıž́ıćımu se počátku aplikace a v poklesu úbytku v pozděǰśıch fáźıch. Změna rychlosti
úbytku je pak př́ımo úměrná velikosti eliminačńı konstanty.

V př́ıpadě aplikace látky jiným zp̊usobe než i.v. je nutné poč́ıtat s absorpčńı fáźı
a započ́ıtat absorpčńı koeficient. T́ım źıskáme rovnici demonstruj́ıćı nejjednodušš́ı
př́ıpad pr̊uběhu hladiny v krvi, Batemanovu funkci [1]:

C(t) = a · ka

ka − ke

· (e−ke·t − e−ka·t). (2.10)

Zde ke, ka jsou rychlostńı koeficienty,a je konstanta, kterou lze pomoćı biologické
dostupnosti F, dávky D a distribučńıho objemu Vd definovat jako:

a =
F ·D
Vd

. (2.11)

Absorpce látky do samotného kompartmentu a jej́ı eliminace jsou vyjádřeny dvěma
protich̊udnými exponencionálńımi funkcemi. Nelze ovšem ř́ıci, že by se jednalo o součet
těchto proces̊u, jelikož eliminace je t́ım efektivněǰśı, č́ım vyšš́ı koncentrace látky v krvi
se nacháźı. Souhra těchto funkćı se označuje právě jako Batemanova funkce.[1]

Jiným zp̊usobem lze tento děj popsat , bude-li absorpce látky reprezentována niko-
liv absorpčńı konstantou, ale samostatným kompartmentem. T́ım vznikne dvoukom-
partmentový model s jednosměrnou komunikaćı (viz obr. 2.3). Dvoukompartmentové
modely budou bĺıže popsány v následuj́ıćım textu.

Obr. 2.3: Dvoukompartmentový model pro popis absorpce látky

2.2.2 Dvoukompartmentové modely

Vlastnosti jednotlivých část́ı organismu se mohou velmi r̊uznit předevš́ım v souvis-
losti se zásobeńım krv́ı, rozdělovaćım koeficientem nebo permeabilitou kapilár. Tyto
rozd́ıly však jednokompartmentový model zanedbává a může t́ım doj́ıt k ovlivněńı
časového pr̊uběhu distribuce farmaka. Vı́cekompartmentové modely se tedy využ́ıvaj́ı
pro podrobněǰśı modelováńı, kdy je potřeba řešit vnitřńı strukturu kompartment̊u
účastńıćıch se na distribuci látky.[2]

Jako dostačuj́ıćı bude uvažován popis modelu složeného ze dvou kompartment̊u
- centrálńıho V1 a periferńıho V2. Existuje navzájem několik kombinaćı v závislosti
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na toku a na tom, ze kterého kompartmentu docháźı k eliminaci farmaka. Pro ćıl
této práce bude dán V1 jako objem krevńıho řečǐstě a periferńı V2 jako zkoumaná
tkáň, do které farmakum z krve přestupuje (viz obr. 2.4).

Obr. 2.4: Blokové schéma dvoukompartmentového farmakokinetického modelu

Př́ısun a odsun farmaka je charakterizován absorpčńı konstantou ka. V př́ıpadě,
kdy docháźı k rychlé distribučńı fáźı po i.v. podáńı, lze ka zanedbat a poč́ıtat
s rychlým homogenńım rozptýleńım v celém kompartmentu. Eliminačńı konstantou
ke vyjadřuje proces vylučovańı farmaka z plazmy eliminačńımi mechanizmy (ledviny,
játra..). Přestup látky mezi centrálńım (V1) a periferńım (V2) kompartmentem je
dán rozd́ılem v koncentraćıch sledované látky a vyjádřen rychlostńımi konstantami
k12 a k21.

Tok mezi kompartmenty, je dán samovolným transportńım dějem - difúźı. T́ımto
mechanismem je zajǐstěno, aby se systém, resp. dva vzájemně propojené odd́ıly,
s r̊uznou koncentraćı obsažené látky, dostaly zpět do termodynamické rovnováhy.
Tento difúzńı tok popisuje 1. Fick̊uv zákon, který uvažuje, že hnaćı silou je změna
koncentrace složky s polohou.[?]

Protože však některé jeho parametry v reálných podmı́nkách nemuśıme znát, jsou
vlastnosti toku shrnuty do konstant k12, k21. Matematicky lze model pak vyjádřit
pomoćı soustavy dvou diferenciálńıch rovnic:

δc1

δt
= −(ke + k12 · c1(t) +−k21 · c2(t)), (2.12)

δc2

δt
= k12 · c1(t)− k21 · c2(t)), (2.13)

kde c1(t) a c2(t) jsou koncentrace v jednotlivých kompartmentech v čase t .

Po ukončeńı absorpce kdy docháźı k poklesu plazmatické koncentrace látky bude
výstupem v závislosti na čase bi-exponenciálńı křivka (viz obr 2.5).

Rychleǰśı fáze poklesu – α-fáze – znázorňuje distribuci farmaka z centrálńıho kom-
partmentu V1 do tkáńı. Druhá, pomaleǰśı fáze – β-fáze, eliminaci po ukončeńı dis-
tribuce. Poté je pokles koncentrace mono-exponenciálńı.[2]

Popis pomoćı konvoluce
Jiný zp̊usob vyjádřeńı proces̊u v kompartmentové analýze umožňuje stanoveńı

funkčńıch závislost́ı a využit́ı konvoluce. Konvoluce je matematický operátor, který
kombinuje dvě funkce a je definována následuj́ıćım zp̊usobem:
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Obr. 2.5: Pr̊uběh změny koncentrace v čase u dvoukompartmentového modelu

(f ∗ g) · (x ) =
∫ ∞
∞

f (α) · g(x − α) dα, (2.14)

kde funkci g(x ) znač́ı konvolučńı jádro. Hodnota konvoluce funkce f s jádrem g
v bodě x je integrál ze součinu funkce f s otočenou funkćı konvolučńıho jádra[8].

Popis diferenciálńımi rovnicemi lze pak snadno nahradit funkcemi popisuj́ıćı zkou-
maný systém. To je výhodné zejména pro stanoveńı parametr̊u těchto funkćı a snažš́ı
digitálńı zpracováńı.

Pro tento př́ıpad nebude krevńı řečǐstě uvažováno jako samostatný kompartment,
ale bude definován krevńım tokem (př́ıpadně funkćı), který prostupuje séríı po sobě
jdoućıch kompartment̊u (viz obr 2.6), do kterých farmaka z krve difunduj́ı. Tyto děje
jsou opět pro každý kompartment popsány př́ıslušnou funkćı.

Bude-li uvažován r̊uzný počet kompartment̊u modelu, označený i = 1, 2, .., n, je
každý kompartment definován distribučńım objemem Vi a přenosovou funkćı hi(t).[11]

Přenosová funkce hi(t) ovlivňuje z matematického hlediska pr̊uchod látek kom-
partmentem. Představuje v něm koncentraci látky v čase t jako odezvu na aplikovaný
ideálńı bolus látky (jedná se o definované množstv́ı, rozptýlené v čase t = 0 v celém
svém množstv́ı – lze ho tedy považovat za jednotkový impulz)[16]. hi(t) je definována
jako:

h(t) =
1

τ
· e

t
τ , (2.15)

kde τ je časová konstanta vyjadřuj́ıćı přechod látky do kompartmentu a je defi-
nována jako poměr distribučńıho obejmu Vi a objemového pr̊utoku krve F:

τ =
Vi

F
. (2.16)
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Bude-li tok látky do každého kompartmentu dán obecně jako vstupńı funkce
ci−1 (t), lze popsat koncentraci, resp. jej́ı vývoj v čase v kompartmentu, jako kon-
voluci výstupńı funkci ci(t). Protože tok látky odd́ılem je ovlivňován jeho vlastnostmi
definovanými pomoćı hi(t), źıskáme výstupńı funkci jako konvoluci ci−1 (t) a h(t)[11]:

ci(t) = ci−1 (t) ∗ h(t), (2.17)

kde ∗ znač́ı konvoluci funkćı.

U nejjednodušš́ıch model̊u je většinou přenosová funkce definována pouze jedńım
parametrem - časovou konstantou k. Pokud je však ćılem dosáhnout obzvláště v per-
fuzńım zobrazeńı co nejlepš́ı aproximace reálných dat, je třeba využ́ıt složitěǰśı modely
s v́ıce parametry.

Obr. 2.6: Krevńı oběh prob́ıhaj́ıćıho jednotlivými bloky modelu

2.3 Modely v perfuzńım zobrazeńı

Ćılem perfuzńıch zobrazovaćıch metod je vytvořeńı obrazu lokálńıho prokrveńı
tkáně (perfuze). Perfuzńı analýza a některé s ńı souvisej́ıćı parametry umožňuj́ı źıskat
cenné informace o funkci tkáńı, jejich metabolismu, či změnách pr̊utoku krve. Toho
lze s výhodou využ́ıt pro diagnostiku a sledováńı vývoje nádorových onemocněńı
a obstrukćı v krevńım řečǐsti. V současné době pak sṕı̌se z výzkumného hlediska
i ke sledováńı změn v mozkové tkáńı u některých onemocněńı.

Oproti klasickým zobrazovaćım metodám, které zobrazuj́ı předevš́ım strukturu,
však vyžaduje tato diagnostika odlǐsný př́ıstup, neboť prokrveńı tkáńı záviśı na dy-
namických děj́ıch, které je nutné přesně kvantifikovat. Principem je intravenózńı
aplikace bolu kontrastńı látky, která pro danou zobrazovaćı modalitu zp̊usob́ı změny
v intenzitě měřeného signálu. Tyto změny intenzity jsou pak převedeny na změnu
koncentrace v čase.[13]

Pro ćılovou tkáň je na počátku měřeńı stanoven tzv. ROI (region of interest).
ROI vyjadřuje oblast zájmu (a vlastně tedy samostatný komparment), pro kterou
budou perfuzńı parametry źıskávány (viz obr. 2.7).[16]
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Obr. 2.7: Znázorněńı funkčńıch vztahu pro definovanou oblast zájmu

Měřená intenzita signálu pro kontrastńı látku je vhodným algoritmem převedena
na pr̊uběh koncentrace v čase. Tento pr̊uběh se nazývá AIF (arterial input fun-
ction) a vyjadřuje vstupńı funkci měřeného elementu do zájmové oblasti ROI. Jej́ı
přesné stanoveńı je základńım předpokladem pro správný výpočet kvantitativńıch
parametr̊u.

Protože však je obt́ıžné měřit ńızký signál koncentraćı v periferńıch oblastech,
určuje se AIF měřeńım ve velkých vyživuj́ıćıch artéríıch. Pr̊uchodem kontrastńı
látky z oblasti artérie do ROI však docháźı ke zpožděńı a daľśı disperzi látky, která
skutečnou AIF významně ovlivňuje. Pro źıskáńı pravé AIF je tedy výhodné již v této
úvodńı fázi využ́ıt model̊u pro vyjádřeńı transportńı funkce krve a tyto odchylky
korigovat podle výpočtu (2.16). Možné je využit́ı v́ıce typ̊u funkćı, jako nejjednodušš́ı
a dostačuj́ı lze však pro h(t) krevńıho transportu vzorec (2.14).

Vyjdeme-li opět z výpočtu (2.16), lze źıskat obecný vztah pro výpočet koncentrace
ve sledované tkáni pomoćı[10]:

c(t) = F · ca(t) ∗ R(t), (2.18)

kde ∗ znač́ı konvoluci, F je objemový pr̊utok krve, R(t) kapilárńı reziduálńı funkce,
ca(t) koncentrace v měřené artérii, vycházej́ıćı z AIF, a c(t) pr̊uběh koncentrace
ve tkáni.

Reziduálńı funkce R(t) je analogíı pro přenosovou funkci h(t). Jedná se tedy
o pr̊uběh koncentrace v čase po aplikaci ideálńıho bolu látky, vyjádřenou pro ROI.
Pr̊uběh R(t) tedy dává základńı informace o tkáni, kterou kontrastńı látka procháźı.
Jej́ı odhad lze źıskat na základě dekonvoluce funkce (2.17).[10]

Protože je R(t) uvažována jako odpověd na jednotkový impulz, lze uvažovat, že
hodnota v R(0 ) je určena úplným množstv́ım měřené látky a je tedy př́ımo úměrná
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objemovému pr̊utoku F tkáńı [18]. Pomoćı známé R(t) a F lze určit distribučńı objem
v regionu jako:

VROI =

∫∞
0 c(t) dt∫∞

0 ca(t) dt
, (2.19)

kde VROI znač́ı distribučńı objem, c(t) koncentraci látky v tkáni a ca(t) měřenou
koncentraci určenou z AIF.

Jedńım z daľśıch d̊uležitých parametr̊u je doba pr̊uchodu farmaka danou tkáńı,
která může být významně ovlivněna ať už změnou tkáńı samotné, tak omezeńım
pr̊utoku krve. Z anglického mean transit time se označuje jako MTT. Jej́ı hodnotu
lze źıskat dvěma zp̊usoby:

• Bude-li R(t) aproximována modelem exponenciálńı funkce, pak lze pomoćı
MTT vyjádřit jako:

R(t) = e
−t

MTT . (2.20)

• Při známých hodnotách pr̊utoku krve a distribučńıho objemu tkáně VROI v jedno-
dušš́ım př́ıpadě:

VROI =

∫∞
0 c(t) dt∫∞

0 ca(t) dt
. (2.21)

Z uvedených vztah̊u je patrné, že stanoveńı perfuzńıch parametr̊u je řetězcem
na sebe navazuj́ıćıch krok̊u. Ty ve větš́ı či menš́ı mı́̌re využ́ıvaj́ı aproximace za pomoci
funkćı. Aproximace je nutná zejména kv̊uli složitosti pr̊uběhu reálně měřených dat,
které jsou významně ovlivněny fyziologickými procesy, měř́ıćı technikou i př́ıdatným
šumem. V rámci této práci byly vybrány tři funkce, se kterými je možné se v dnešńı
době setkat při popisu perfuzńıch křivek:

• Gamma funkce
• Log-normálńı funkce
• Local density random walk (LDRW) model.

2.3.1 Gamma funkce

Gamma funkce je jedna z častých voleb při modelováńı transportńıch děj̊u v krev-
ńım oběhu. Základ gamma funkce vycháźı ze zobecněńı faktoriálu pro č́ısla z oboru
komplexńıch i reálných č́ısel. Popisuje gamma pravděpodobnostńıho rozložeńı veličiny
s typicky asymetrickým tvarem. Funkce je nejčastěji určena dvěma parametry nazýva-
nými obecně jako scale parametr a shape parametr. Pokud je scale parametr symbol-
icky vyjádřen jako λ a scale parametr jako γ, udává λ praktický rozsah veličiny a γ
ovlivňuje tvar křivky.
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Oba parametry pak souviśı se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2 náhodné veličiny
a jsou dány jako:

µ =
γ

λ
, (2.22)

σ2 =
γ

λ2
. (2.23)

Vyjádřeńım gamma funkce s takto definovanými parametry γ a λ je rovnice ve tvaru:

f (m, λ, γ, t) = m · λ
γ · tγ−1 · e−λ·t

Γ(γ)
, (2.24)

kde t je parametr času a m lineárńı násobitel. Γ(γ) označuje úplnou gamma
funkci, pro kterou dále plat́ı vztah:

Γ(1) = (
1

2
), (2.25)

Γ(γ + 1) = γ · Γ(γ). (2.26)

Z uvedených vzorc̊u (2.25) a (2.26) vyplývá, že funkce skutečně vycháźı z určeńı
faktoriálu parametru γ:

Γ(γ) = (γ − 1)!, (2.27)

kde pro parametr γ ∈ ℵ docháźı ke zjednodušeńı na tzv. Erlangovo pravděpodob-
nostńı rozložeńı. Pro γ ∈ ℵ i γ ∈ < je nutné zajistit podmı́nku γ > 0, aby nedošlo
k divergenci funkce.

Je-li gamma funkce dána do souvislosti s popisem farmakokinetických děj̊u, jsou
γ a λ parametry distribuce zkoumané látky, resp. změny jej́ı koncentrace c v čase
v jednotkách [min−1]. Strmost jej́ıho nástupu je významně ovlivňována disperźı látky
v krevńım řečǐsti.

Typické pr̊uběhy gamma funkce ukazuje obrázek (2.8) pro následuj́ıćı vybrané
hodnoty parametr̊u m, λ a γ:

• m = 1, λ = 1, γ = 1
• m = 1, λ = 1, γ = 2
• m = 1, λ = 2, γ = 4
• m = 1, λ = 1, γ = 4

Z obrázku (2.8) je patrné, že vzájemný poměr obou parametr̊u p̊usob́ı na asymetrii
křivky. Bĺıž́ı-li se λ

γ
≈ 1, je maximum položeno bĺıže k počátečńım hodnotám, jak lze

zjistit i ze vzorce (2.22). Větš́ı vzájemný poměr zp̊usobuje sńıžeńı strmosti vzestupu
i poklesu křivky a podstatně se snižuje jej́ı asymetrie. Zvláštńım př́ıpadem je pr̊uběh
v př́ıpadě, kdy λ = 1, γ = 1. Docháźı ke zjednodušeńı funkce (2.24) a pr̊uběhem
je exponenciálńı pokles z maximálńı hodnoty. Tato situace by odpov́ıdala aplikaci
ideálńıho bolu látky s okamžitým rozptýleńım.

23



Obr. 2.8: Typické pr̊uběhy gamma funkce pro zadané parametry

2.3.2 Log-normálńı funkce

Log-normálńı funkce je matematickým popisem log-normálńıho rozložeńı náhodné
veličiny X . Náhodná veličina X má log-normálńı rozložeńı, jestliže logaritmus náhodné
veličiny X má rozložeńı normálńı. X může nabývat pouze kladných hodnot. K určeńı
log-normálńı funkce je třeba dvou parametr̊u σ a µ. Parametr σ určuje směrodatnou
odchylku a µ středńı hodnotu X normálńıho rozložeńı pro př́ıpad logaritmu X . Jejich
souvislost s log-normálńım rozložeńım je pak dána vztahy:

E (X ) = eµ+ 1
2
σ2

, (2.28)

σ2
2 (X ) = e2µ+2σ2 − e2µ+σ2

, (2.29)

kde E (X ) nabývá významu středńı hodnoty a σ2
2 (X ) rozptylu log-normálńı ro-

zložeńı.

Výsledný obecný matematický výraz pro log-normálńı funkce pak může být zapsán
jako:

f(m,µ,σt) = m · 1

t · σ ·
√

2π
· e−

(ln(t)−µ)2

2·σ2 , (2.30)

kde m je lineárńı násobitel a t určuje parametr času.
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Pr̊uběh funkce vykazuje větš́ı asymetrii křivky než je tomu u gamma funkce.
Hodnoty maxima jsou posunuty bĺıže k počátku, proto lze log-normálńı funkćı dobře
aproximovat data s prudkým nár̊ustem hodnot a pozvolným poklesem. To může být
výhodné pro zachyceńı pr̊uběhu ńızkých koncentraćı či intenzit signálu.[9]

Pro ukázku pr̊uběh̊u log-normálńı funkce na obrázku (2.9) byly zvoleny následuj́ıćı
hodnoty parametr̊u m, σ a µ:

• m = 1, σ = 0.5, µ = 0
• m = 1, σ = 0.5, µ = 0.5
• m = 1, σ = 1, µ = 0.5

Obr. 2.9: Pr̊uběhy log-normálńıho modelu pro zadané parametry

Je patrné, že parametr σ v souvislosti s rozptylem má vliv předevš́ım na tvar
křivky. Vyšš́ı hodnoty vedou ke zpomaleńı dosažeńı maxima a podstatnému pro-
dloužeńı poklesu hodnot. Změna parametru µ pak určuje dosažené maximum, jak
lze očekávat pro změnu středńı hodnoty rozložeńı náhodné veličiny X .

2.3.3 Local density random walk model

Local density random walk (LDRW) model vycháźı z experimentálńıho popisu
pr̊uchodu sledované látky konečně dlouhou trubićı naplněnou tekutinou (viz obrázek
2.10). Předpokladem pro zavedeńı modelu je konstantńı prouděńı kapaliny a rychlá
aplikace bolu látky. Postupné rozřeďováńı (diluce) látky je ovlivněna jednak prouděńım
a dále Brownovým pohybem, vyvolaným interakćı částic kapaliny a aplikované látky.[4]
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Obr. 2.10: Schéma experimentálńıho LDRW modelu

Poloha jednotlivých částic v prostoru a čase je dána náhodným procesem. Roz-
ložeńı náhodné veličiny tedy může být popsáno statistickým parametrem středńı
hodnoty µ a rozptylu σ. To vede k následuj́ıćımu popisu pomoćı pravděpodobnostńı
funkce v časovém intervalu nT[4]:

f (x , nT ) =
1√

2πnσ2
· e−

(x−nµ)2

2nσ2 , (2.31)

kde plat́ı, že x je prostorová souřadnice.

Jestli-že pro nekonečně malé časové př́ır̊ustky bude nT = t , a dále σ2

T
= α

a µ
T

= u, vede funkce na výraz popisuj́ıćı Brown̊uv pohyb částic (Wiener̊uv proces):

f (x , t) =
1√

2πtα
· e−

(x−tu)2

2tα . (2.32)

Rovnici (2.1) lze odvodit pro určeńı koncentrace aplikovaného množstv́ı látky D,
rozptýlené ve známém objemu Vd. Pro koncentraci látky v závislosti na čase t ,
souřadnici x a jej́ım pohybu v proud́ıćı kapalině podle (2.30) lze odvodit, že:

C (x , t) =
D

Vd
· f (x , t), (2.33)

kde Vd reprezentuje sledovaný úsek trubice s proud́ıćı kapalinou.

Podle [4] lze daľśımi úpravami doćılit výsledného tvaru funkce reprezentuj́ıćı LDRW
model pro hodnoty koncentrace ve vzdálenosti x0 :

f (m, λ, µ, t) = m · 1

µΦ
· eλ ·

√
λµ

2πt
· e−

λ
2
·( t
µ

+µ
t ), (2.34)

pro kterou plat́ı, že tok kapaliny Φ = uVd, m = D a λ = µu2

α
= µΦ2

αVd
2 . Parametr

λ pak souviśı s asymetríı sklonu křivky.[4]

Následné parametry m, λ a µ byly využiti pro demonstraci pr̊uběhu křivky (viz
obrázek 3.10) LDRW modelu:

• m = 1, λ = 1, µ = 1
• m = 1, λ = 1, µ = 2
• m = 1, λ = 2, µ = 4
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Obr. 2.11: Pr̊uběhy LDRW modelu pro zadané parametry

Maximálńı koncentrace látky je dosaženo pro t = µ · 2λ−1
(√

1 + 4λ2 − 1
)
< µ.

Z křivek na obrázku (2.11) je opět patrná výrazná asymetrie k počátečńım hodnotám
a pr̊uběh je velmi podobný log-normálńı funkci. Zvyšuj́ıćı se parametr λ zp̊usobuje
větš́ı symetrii pr̊uběhu a posunuje dosažené maximu směrem od počátečńıch hodnot.
To naznačuje, že λ úzce souviśı s časem difúze částic v prostřed́ı a jej́ı hodnota bude
ovlivněna dobou př́ıtoku sledovaného farmaka do mı́sta detekce.[4]
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3 REALIZACE PROGRAMOVÉ ČÁSTI

Ćılem práce bylo vytvořit soubor funkćı, které realizuj́ı simulaci zvolených model̊u.
Uživatel by měl mı́t možnost volby modelu a jeho parametr̊u. V daľśı části bylo
úkolem využ́ıt tyto modely pro proložeńı experimentálně naměřených dat. Proložeńı
by mělo být realizováno pomoćı vhodné optimalizačńı metody. Na výstupu je źıskána
optimalizovaná křivka dobře aproximuj́ıćı data a jej́ı parametry. Ovládaćı prvky
a výstupy jsou zasazeny do grafického rozhrańı. To umožňuje lepš́ı intuitivńı ovládáńı
a uživatelskou př́ıstupnost.

3.1 Popis programovaćıho prostřed́ı

Pro vytvářeńı skript̊u i grafického rozhrańı byl použit software od firmy Math-
Works – Matlab ve verzi R2009b. Matlab je programovaćı prostřed́ı a skriptovaćı
jazyk určený předevš́ım pro vědecko-technické výpočty. Uživatel̊um umožňuje práci
v širokém spektru obor̊u od numerických výpočt̊u, vyv́ıjeńı algoritmů, zpracováńı
a analýzy dat, modelováńı a poč́ıtačovou simulaci, až po výslednou prezentaci dat
v několika rozměrech. Je tedy zřejmé, že Matlab poskytuje uživatel̊um širokou škálu
nástroj̊u. Jeho přednost́ı oproti jiným programovaćım jazyk̊um jsou takzvané tool-
boxy. Jedná se o speciálńı kolekci předprogramovaných funkćı, které jsou dostupné
odděleně. Jednotlivé toolboxy obsahuj́ı funkce, které obsluhuj́ı často řešené problémy
v oboru, pro který je toolbox vytvořen. To značně ulehčuje práci při psańı skript̊u,
protože neńı nutné vytvářet vlastńı funkce pro zpracováńı dat od nejnižš́ı úrovně.
Výhodou je také vlastńı implementované prostřed́ı pro objektové programováńı a
vytvářeńı grafických aplikaćı – graphic user interface (GUI). Prostřed́ı GUI je využito
při tvorbě uživatelské aplikace v této práci.

Základ zpracováńı dat v Matlabu spoč́ıvá ve vytvářeńı datových poĺı. Matlab
definuje své proměnné i zpracovávaná data jako vektory či matice hodnot. Toto
přináš́ı snadné prováděńı numerických výpočt̊u i zobrazováńı dat.

Výchoźım formátem programu Matlab je skriptový soubor m-file s koncovkou
*.m. Do toho souboru se ukládaj́ı programové kódy, př́ıpadně je zde možné defino-
vat samostatně pracuj́ıćı funkce. Grafické rozhrańı je zpracováno do souboru figure
s koncovkou *.fig. Zde je možné vytvořit grafický návrh v implementovaném editoru.
Stejně tak je možné tento návrh provést pomoćı př́ıkáz̊u objektového programováńı
v m-file souboru.

Optimization ToolboxTM 5

Optimization toolbox je rozš́ı̌reńım výpočetńıho prostřed́ı Matlab. Obsahuje
často využ́ıvané algoritmy pro optimalizačńı úlohy od metody nejmenš́ıch čtverc̊u
až po kvadratické programováńı. Umožňuje široký rozsah nastaveńı pro jednotlivé
metody a je tedy vhodnou volbou pro snadné zavedeńı optimalizace. Vybrané funkce
Optimization toolboxu budou použity v rámci této práce k prokládáńı dat modelem.
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3.2 Simulace farmakokinetických model̊u

Simulaćı rozumı́me interpretaci chováńı určitého systému za předem stanovených
podmı́nek. Myšleným systémem v této práci je část krevńıho řečǐstě po aplikaci
určitého množstv́ı látky. Sledovanou vlastnost́ı je pr̊uběh koncentrace této látky
v čase. Protože simulace bude prob́ıhat za pomoci výpočetńı techniky, je nutné znát
matematický popis sledované vlastnosti pro určeńı jej́ıho pr̊uběhu. K tomuto účelu
budou sloužit modely uvedené v kapitole 2.3:

• Gamma funkce
• Log-normálńı funkce
• LDRW model

U všech model̊u jsou vstupńı podmı́nky určeny jejich jednotlivými parametry.
Aby měla simulace smysl, muśı být základńı funkćı tvořeného skriptu možnost vlastńı
volby jednotlivých parametr̊u. T́ım je možné sledovat odezvu modelovaného systému
za r̊uzných podmı́nek.

Skript dále muśı obsahovat volbu vybraných model̊u. Aby bylo možné jejich
porovnáńı pro r̊uzné vstupńı parametry, je nutné zajistit uložeńı a vizualizaci všech
źıskaných dat. Data by měla být vhodným zp̊usobem prezentována uživateli. To se tý-
ká zejména jejich popisu pro lepš́ı identifikaci a kontroly nad obsahem datové struk-
tury. Zahrnut́ı těchto funkćı pod kontrolu pomoćı grafického rozhrańı, by mělo
ve výsledku přinést uživateli intuitivńı a snadné ovládáńı celého skriptu.

3.2.1 Struktura programu

Samotné programové řešeńı je rozděleno do několika blok̊u. Hlavńı skript je
umı́stěn v souboru Farmakokin modely.m. Jedná se o část, která je spjata s grafic-
kým rozhrańım GUI a umožňuje využ́ıt objektového programováńı. Obsahuje všechny
základńı funkce ř́ıd́ıćı proces simulace. Mezi ty patř́ı źıskáváńı informaćı o simulo-
vaném modelu a jeho parametrech, ř́ızeńı samotného procesu simulace, ovládáńı da-
tové struktury a vizualizace dat. Funkce jsou přǐrazeny k jednotlivým grafickým
prvk̊um GUI. To se děje pomoćı generované zpětné vazby, která odkazuje na daný
prvek a při interakci uživatele dojde k inicializaci podř́ızené funkce.

Daľśı bloky jsou určené samotným model̊um. Každý model má vlastńı m-file,
který obsahuje jeho matematické vyjádřeńı. Následuje výčet soubor̊u:

• gammafunkce.m
• lognormal.m
• ldrw.m

Skripty s modely jsou definovány jako funkce. Maj́ı popsánu hlavičku s názvem
funkce, která odpov́ıdá názvu souboru. Funkce je pod t́ımto názvem volána z hlavńıho
skriptu a předává z něj vstupńı proměnné. Zpětně vraćı výpočet funkčńı hodnoty
pro daný model a zadané parametry.
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Vztahy mezi jednotlivými funkčńımi strukturami ukazuje obrázek (3.1). Jedná
se o základńı popis nejd̊uležitěǰśıch část́ı programu a znázorněńı jejich vzájemné
provázanosti.

Obr. 3.1: Základńı schéma skriptu pro simulaci model̊u

3.2.2 Funkčńı a grafické řešeńı

V této kapitole jsou popsány části skriptu a jejich návaznost na GUI. Přibližuje
význam jednotlivých funkćı a použitých postup̊u při řešeńı problému. Součást́ı jsou
také ukázky grafického řešeńı uživatelského prostřed́ı.

Volba funkce
Volba výchoźı funkce, pro kterou bude prováděna simulace, je realizována v GUI

pomoćı prvku popupmenu. Jedná se o standardńı rolovaćı menu, do kterého byly
položky nastaveny implicitně, viz obrázek (3.2).

Obr. 3.2: Grafický prvek pro volbu funkce

Volba v menu vrát́ı hodnotu indexu zvoleného řetězce. Pomoćı rozhodovaćıho
pravidla se potom do proměnné rovnice vygeneruje řetězec s názvem volané funkce.
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Následuje ukázka části zdrojového kódu pro volbu gamma funkce:

vyber = (get(handles.Menu_vyberfce, ’Value’));

if vyber == 1

rovnice = genvarname(’gammafunkce’, who);

Proměnná rovnice pak slouž́ı při spuštěńı simulace př́ımo k vyvoláńı dané funkce.

Volba parametr̊u
Pro zadáńı parametr̊u funkce slouž́ı prvky typu edittext. Jedná se o textová

pole, která umožňuj́ı vlastńı editaci uživatelem. Pro každý parametr je vytvořen
samostatný prvek, obecně pojmenovaný m, p1 a p2. Textová pole předávaj́ı pro-
gramu proměnné typu string, z toho d̊uvodu je zajǐstěn převod na č́ıselné hodnoty
pomoćı funkce str2double.

Vhodně zadané parametry jsou nutné pro správný pr̊uběh simulace. Pro každý
parametr jsou proto před spuštěńım simulace kontrolovány omezuj́ıćı podmı́nky. Ty
jsou pro LDRW a gamma model dány jako:

• m, p1, p2 6= �
• m, p1, p2 ∈ ( 0;∞〉

Pro log-normálńı model:

• m, p1, p2 6= �
• m, p1 ∈ ( 0;∞〉
• p2 ∈ 〈0;∞〉

Časovač
Časovačem je myšlen jednoduchý kód, založený na postupném rovnoměrném

zvyšováńı hodnoty. Je dán vektorem t o jednom prvku, s inicializačńı hodnotou t = 0.
Jeho význam spoč́ıvá v generováńı posloupnosti č́ısel, která reprezentuje diskretńı
časové okamžiky v pr̊uběhu simulace. K inkrementu hodnoty docháźı vždy v jednom
cyklu po ukončeńı výpočtu funkčńı hodnoty v předchoźım časovém okamžiku. Hod-
nota po ukončeńı cyklu je stanovena na základě výpočtu t = t + 0.01. T́ım docháźı
k výpočtu pro dlouhou posloupnost č́ısel a zaručuje jemný rastr při vykreslováńı
křivek.

Datové pole
Datovým polem je struktura, která sdružuje určitý počet prvk̊u a vytvář́ı tak

úložǐstě informaćı. Matlab nab́ıźı několik typ̊u datových poĺı, které se lǐśı typem
zapisovaných dat. Pro potřebu skriptu pro simulaci byla jako nejvhodněǰśı vybrána
struktura typu cellarray. Tento typ pole umožňuje ukládat č́ıselné vektory r̊uzných
velikost́ı, textové řetězce i vnořená pole s daľśımi prvky. Datové pole je základńım
prvkem, který umožňuje uživateli v́ıcenásobné prováděńı simulace, přehledný popis
uložených dat a možnost jejich výběru. Jeho inicializace prob́ıhá ihned při spuštěńı
skriptu pomoćı př́ıkazu Z={} a je zpř́ıstupněna všem podřazeným funkćım jako globál-
ńı proměnná Z.

Pole Z s uloženými daty vykazuje následuj́ıćı strukturu:

Z (j, i) = {Polozka1,Y
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Polozka1 znač́ı proměnnou ve formě textového řetězce, do které jsou ukládány
hodnoty zvolené uživatelem. Proměnná má popisný charakter a slouž́ı ke generováńı
výpisu datové struktury. Hodnoty jsou proto ukládány ve formě textového řetězce
v pořad́ı název funkce, m, p1, p2. Proměnná Y je řádkový vektor hodnot. Obsahuje
funkčńı hodnoty, které byly vráceny simulovaným modelem. K jednotlivým prvk̊u
se přistupuje pomoćı indexováńı. Index j patř́ı pozici řádku a vraćı všechny data
uložená po uskutečněné simulaci. Index i umožňuje výpis dat z jednotlivých sloupc̊u
pole a oddělit tak textový řetězec od vypoč́ıtaných dat.

Výpočet funkčńıch hodnot a ř́ıd́ıćı podmı́nky
Výpočet funkčńıch hodnot slouž́ı k źıskáńı pr̊uběhu simulované funkce. V prvńım

kroku docháźı k inicializaci vstupńıch proměnných. Těmi jsou, jak bylo popsáno
v předchoźım textu, parametry m, p1, p2 a hodnota časovače t. Výstupńı hodnoty
jsou poč́ıtány v cyklu pro každý časový interval. Následně jsou hodnoty postupně
ukládány do řádkového vektoru Y, jak ukazuje část zdrojového kódu:

while i < n

Y(i)= eval([rovnice ’(m,p1,p2,t)’]);

if i > 2 && (Y(i)-Y(i-1))<0 && Y(i)<0.01*max(Y)

n=n;

else

n=n+1;

end

t=t+0.01;

i=i+1;

end

Samotný výpočet neprob́ıhá v hlavńım skriptu, ale je řešen voláńım exterńı funkce.
Ta je definována proměnnou rovnice. Jej́ı obsah je ovlivněn volbou v uživatelském
rozhrańı. Voláńı exterńı funkce se opakuje v každém cyklu až do splněńı ř́ıd́ıćıch
podmı́nek.

Podmı́nky ukončeńı výpočtu se kontroluj́ı pro každé dvě posledńı funkčńı hod-
noty. Jejich stanoveńı je patrné v uvedené části zdrojového kódu. Pro dané hod-
noty se spoč́ıtá diference a porovná se se zadanou hodnotou. Je-li výsledný gradient
záporný, je splněna prvńı podmı́nka ukončeńı. Druhá podmı́nka vyplývá z dosažeńı
definované minimálńı hodnoty. Pomoćı funkce max(Y) je vrácena nejvyšš́ı dosažená
hodnota. Je-li dosaženo poklesu funkce a funkčńı hodnota přesáhla 0.01max(Y),
ř́ıd́ıćı proměnné dosáhnou hodnoty i=n a výpočet se ukonč́ı.

Následuj́ıćı část zdrojového kódu ukazuje exterńı funkci pro výpočet hodnot mod-
elu LDRW. Parametry jsou předávány v obecném tvaru a k jejich předefinováńı
docháźı až v samotné funkci, aby byla zajǐstěna univerzálnost kódu.

function y=ldrw(m,p1,p2,t)

lambda = p1; mi=p2;

y=m*(1/mi)*exp(lambda)*sqrt((lambda*mi)/(2*pi*t))

*exp(-(lambda/2)*((t/mi)+(mi/t)));
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Volba dat a jejich zobrazeńı
Volba dat dává uživateli možnost přehledněji pracovat s jednotlivými pr̊uběhy

funkćı. Pro tento účel byl v grafickém prostřed́ı definován prvek listbox s názvem
Seznam1. Jedná se o standardńı výčtový seznam, viz obrázek (3.3). Po nastaveńı
ve vlastnostech prvku maxValue>1 seznam umožňuje v́ıcenásobnou volbu. Položky
jsou tvořeny textovým řetězcem a jeho obsah je generován z prvńıho sloupce datového
pole globálńı proměnné Z(j,1).

Obr. 3.3: Grafický prvek pro výběr dat

Manipulace s prvkem Seznam1 je provedena pomoćı indexováńı. Při označeńı
požadované položky je do funkce vrácena hodnota jej́ı pozice v seznamu. Poté
se převede indexace do datového pole Z(j,2). Č́ıslo dvě znamená, že funkce bude
přistupovat k č́ıselným vektor̊um př́ıslušných křivek. Tyto jsou potom vykresleny
do grafu.

Samotné vykreslováńı je realizováno pomoćı funkce plot(). Vykresleńı prob́ıhá
stejným zp̊usobem jak pro nově źıskaná data, tak pro výběr z prvku Seznam1. Jako
grafický výstup je zvolen základńı dvourozměrný graf s osami x a y. Osa x reprezen-
tuje pr̊uběh času a je cejchována v jednotkách [s]. Osa y udává př́ıslušnou hodnotu
funkce a je normalizována dle vstupńıho parametru m.

3.2.3 Ověřeńı výstupu skriptu a provedeńı simulace

Skript byl spuštěn pomoćı př́ıkazové řádky v programovém prostřed́ı Matlab.
Ihned po spuštěńı je uživateli nab́ıdnuto grafické prostřed́ı pro obsluhu vnitřńıch
funkćı, viz obrázek (3.4). V aplikaci jsou patrné všechny prvky potřebné pro provedeńı
simulace. Celá aplikace je rozdělena do dvou část́ı. Levá část Možnosti obsahuje
volbu modelu a nastaveńı vstupńıch proměnných. V této části je též prováděn výpis
zpracovaných dat a možnost jejich volby či vymazáńı. Pravá část Vykresleńı dat
slouž́ı k samotnému grafickému výstupu. Jeho dominantou je dvou-rozměrný graf
se simulovanými křivkami a možnost uložeńı do grafického formátu Portable Network
Graphics. Pro testovaćı úlohu byly zvoleny takové hodnoty funkćı, aby byly pr̊uběhy
všech křivek zřetelné. Pro zadané parametry i modely proběhla simulace v pořádku
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a výpočet byl vždy ukončen v souladu se zadanými kritérii, jak je vidět na obrázku
(3.4).

Obr. 3.4: Ukázka uživatelské aplikace se simulovanými modely

3.3 Data fitting a výpočet parametr̊u

Pojmem data fitting rozumı́me proces vytvářeńı takových funkćı, které co nejvěro-
hodněji a s co nejmenš́ı odchylkou prokládaj́ı měřená data. Ćılem je źıskat vzta-
hy mezi proměnnými, které definuj́ı danou funkci. Toho se v analýze perfuzńıch
křivek využ́ıvá k přesnému stanoveńı parametr̊u sledované tkáně. Složitost pr̊uběhu
dat určuje složitost samotné metody pro proložeńı. Nejjednodušš́ı úlohy využ́ıvaj́ı
jednoduché lineárńı funkce – př́ımku nebo polynomy r̊uzných řád̊u. Obecně však
u biologických dat lze linearitu předpokládat pouze ve zjednodušených př́ıpadech.
Pro přesnou aproximaci se tedy využ́ıvá v́ıce či méně složité nelineárńı pr̊uběhy funkćı.

Nelineárńı funkce nejčastěji využ́ıvané pro modelováńı perfuzńıch křivek byly již
popsány v předchoźım textu. Následuj́ıćı část proto bude zaměřena na proložeńı
experimentálńıch dat právě těmito modely. Matematický popis model̊u je znám, ale
jejich pr̊uběh záviśı na vnitřńıch parametrech funkce. Ćılem je tedy vytvořit skript,
který stanový parametry model̊u s co největš́ı přesnost́ı vzhledem k pr̊uběhu reálných
dat. Tento proces se nazývá optimalizace funkce.
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3.3.1 Optimalizace funkce

Optimalizace je procesem, který se snaž́ı dosáhnout nejlepš́ıho řešeńı daného
matematického problému. Optimalizačńı úloha hledá takové řešeńı pro parametry,
aby zkoumaná (účelová) funkce nabývala co nejmenš́ı, nebo co největš́ı hodnoty.[?]
Protože zde řešeným problémem je sńıžit odchylku modelu od experimentálńıch dat
na co nejnižš́ı úroveň, bude úloha definována pouze jako hledáńı:

min f (x) , x ∈ <. (3.1)

Je-li účelová funkce jednorozměrná, tedy má-li pouze jednu proměnnou, vycháźı
hledáńı extrémů z určeńı derivace pro podezřelé body. Derivace v bodě x0 vyjadřuje
graficky směrnici tečny a je definována pomoćı limity:

f ′ (x0 ) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

. (3.2)

Je-li pro sledovaný bod f ′ (x ) = 0, jedná se o stacionárńı bod, ve kterém se nacháźı
extrém funkce. Minimum nastává v nalezeném extrému v př́ıpadě, že funkce je
na daném intervalu konvexńı. Pro každý bod v tomto intervalu potom plat́ı
f ′′ (x ) < 0.

Pro funkce v́ıce proměnných se problém stává složitěǰśım. Jednoduché derivace
přecháźı na derivace parciálńı. Vektor parciálńıch derivaćı pro funkci n proměnných
je potom gradientem funkce, určeným jako:

grad f (x1 , .., xn) =

(
∂f

∂x1

, ..,
∂f

∂xn

)
. (3.3)

Obdobný postup lze použ́ıt pro určeńı konvexnosti a konkávnosti. Druhé derivace
pak přecháźı na druhé parciálńı derivace v́ıcerozměrné funkce a jejich vyjádřeńım je
Hessova matice ve tvaru:

H (f ) =


∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

.. ∂2f
∂x1∂xn

.. ..
∂2f

∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

.. ∂2f
∂x2

n

 . (3.4)

Pomoćı uvedených vztah̊u (3.3) a (3.4) lze nyńı stanovit lokálńı extrémy funkce
v́ıce proměnných. Za podmı́nek, kdy H (f ) je pozitivně definitńı matice, tj. sy-
metrická s vlastńımi hodnotami > 0, a grad f (x ) = 0, nacháźı se v bodě x lokálńı
minimum.

Optimalizačńı úlohy lze klasifikovat mnoha zp̊usoby podle jejich př́ıstupu při
určováńı extrémů funkce. U některých metod lze tento př́ıstup omezit pomoćı vstup-
ńıch podmı́nek. Odlǐsuje se také matematický postup, kterým je úloha řešena.
Obecně nelze určit jednu metodu jako tu nejlepš́ı. Je třeba zkoumat jejich kvality
z hlediska přesnosti i robustnosti pro konkrétńı úlohu, kterou je potřeba optimalizo-
vat.

Pro optimalizaci farmakokinetických model̊u v této práci byl zvolen algoritmus
Levenberg-Marquardt. Tento optimalizačńı algoritmus je součást́ı baĺıku funkćı Mat-
lab Optimization Toolbox 5. To přináš́ı výhody zejména pro jeho snadné nastaveńı.
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Levenberg-Marquardt
Levenberg-Marquardt algoritmus (dále jen LMA) patř́ı mezi gradientńı metody

minimalizace obecně nelineárńıch funkćı. Gradientńı metoda je taková, která využ́ıvá
pro stanoveńı numerického řešeńı odhadu gradientu, viz výpočet (3.3). LMA vycháźı
z nelineárńı Newtonovy metody nejmenš́ıch čtverc̊u, kde jsou optimálńı parametry
stanoveny pomoćı minimalizace kvadratické funkce [5]:

min
∑
i

fi (x ) =
∑
i

(yi − fi (x ))2 . (3.5)

Hledané extrémy pro v́ıcerozměrné funkce využ́ıvaj́ı výpočtu Hessovy matice H (f ).
Nevýhodou Newtonovy metody je, že H (f ) nemuśı být vždy pozitivně definitńı a ne-
docháźı poté k nalezeńı minima. LMA obcháźı tento problém stanoveńım oblasti
kolem zkoumaného bodu zvané trust region. Pro toto okoĺı se následně voĺı korekce
tak, aby byl výpočet Hessovy matice validńı. [?]

Zásadńı modifikaćı je určováńı gradientńıho spádu funkce. Pro jednotlivé funkčńı
hodnoty jsou poč́ıtány vektory parciálńıch derivaćı –gradient. Jejich uspořádáńım
do matice je źıskána Jacobiho matice. Konvergence k minimálńı hodnotě je pak
zajǐstěna

”
spádem”ve vektorovém poli vytvořeném Jacobiho matićı [?]:

J (f ) =


∂f1
∂x1

.. ∂f1
∂xn

.. ..
∂fn
∂x1

.. ∂fn
∂xn

 . (3.6)

Kombinace obou technik zp̊usobuje v podstatě rozhodováńı mezi dvěma extrémy.
Jeden je určen pomoćı Newtonovy metody, druhý pomoćı gradientńıho spádu.

Levenberg-Marquardt využ́ıvá pro optimalizaci iteračńı metody výpočtu. Před
počátkem optimalizace je nutné stanovit počátečńı odhad parametr̊u. V každém
iteračńım kroku je pak předchoźı odhad nahrazen přesněǰśım výsledkem až do nalezeńı
minima.[?] Obecně lze tento proces vyjádřit jako:

βi+1 = βi + Ji · λ, (3.7)

kde β je vektor parametr̊u funkce, Ji Jacobiho matice a λ je parametr určuj́ıćı
krok metody.

Pro většinu př́ıpad̊u postačuje odhad stanovit na β = [1, 1, ..], aby metoda kon-
vergovala. V př́ıpadech kdy se tak nestane, je nutné určit odhad bĺıže k výslednému
optimu. Nižš́ı přesnost, kterou LMA vykazuje oproti jiný metodám, je nahrazena
dobrou konvergenćı metody robustnost́ı při optimalizaci dat.[5]

3.3.2 Popis a zpracováńı dat

Pro otestováńı vytvořeného skriptu byl použit baĺık experimentálně źıskaných dat.
Data jsou uložena ve formátu ∗.mat, který spadá pod programovaćı jazyk Matlab.
Strukturou jsou řádkové vektory hodnot, které reprezentuj́ı pr̊uběh veličiny v ča-
se. Data se nač́ıtaj́ı pomoćı dialogového okna. V př́ıpadě že soubor obsahuje v́ıce
řádkových vektor̊u, je načten pouze prvńı z nich. Po načteńı je hodnota amplitudy
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normalizována tak, aby y=y/sum(y). Časová osa je cejchována v jednotkách
[10 vzork̊u/s ]. V následuj́ıćım textu je uveden výčet dat a zp̊usob jejich źıskáńı.

Data 1:
• exp13 vybery.mat
• exp14 vybery.mat
• exp15 vybery.mat
• exp17 vybery.mat

Prvńı baĺık dat pocháźı z experimentálńıho ultrazvukového měřeńı na fantomu.
Fantom byl sestrojen pomoćı dialyzátoru, silikonových trubiček a peristaltické pumpy.
Trubičkami je pomoćı pumpy čerpán fyziologický roztok. Systém je ponořen do ka-
paliny, aby docházelo k lepš́ımu š́ı̌reńı ultrazvukové vlny. Část, kterou protéká roz-
tok je rozdělena na tři sekce pro měřeńı. Vstupńı (AIF) a výstupńı (VOF) funkce
jsou reprezentovány širš́ımi trubičkami před a za dialyzátorem. Samotný dialyzátor
představuje oblast zájmu (ROI). Měřeńı proběhlo po aplikaci bolu ultrazvukové kon-
trastńı látky. Tomografická rovina pro sńımáńı ultrazvukového signálu byla vedena
přes všechny tři oblasti. Intenzita signálu pak byla zvlášť určena pro každý region[7].

Data 2–1:
• srdce roi kor filt.mat
• srdce roi kor2 filt.mat
• srdce roi nkor filt.mat
• srdce roi nkor2 filt.mat

Data 2–2:
• srdce roi kor nfilt.mat
• srdce roi kor2 nfilt.mat

Skupina soubor̊u Data 2–1 a Data 2–2 obsahuje perfuzńı křivky z práce[6]. Tyto
jsou źıskány sńımáńım ultrazvukovou sondou z lidského srdce. Data byla sńımána
po aplikaci ultrazvukové kontrastńı látky (mikrobublinky) a reprezentuj́ı změnu in-
tenzity signálu v čase. Ta je př́ımo úměrná koncentraci kontrastńı látky. Křivky
byly sńımány ve zvolené ROI v oblasti srdečńıho myokardu. V části Data 2–2: byla
dodatečně provedena filtrace pr̊uměruj́ıćım filtrem s oknem š́ı̌rky 3-5 vzork̊u.[6]

Data 3–1:
• srdce aif kor filt.mat
• srdce aif kor2 filt.mat
• srdce aif nkor filt.mat
• srdce aif nkor2 filt.mat

Data 3–2:
• srdce aif kor nfilt.mat
• srdce aif kor2 nfilt.mat
• srdce aif nkor nfilt.mat
• srdce aif nkor2 nfilt.mat

Třet́ım souborem dat jsou taktéž signály uvedené v rámci práce [6]. Jedná se
o hodnoty intenzity signálu vstupńı funkce (AIF) při sńımáńı ultrazvukovou sondou.
Sńımáńı AIF bylo provedeno v levé srdečńı komoře a v posteriorńım úseku myokardu.
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Data 3–2: byla po sńımáńı upravena filtraćı pomoćı pr̊uměrovaćıho filtru s oknem
délky 7 vzork̊u.[6]

3.3.3 Struktura programu

Většina funkćı skriptu pro proložeńı dat modelem je navázána na řešeńı simulace
do souboru Farmakokin modely.m. Do grafického rozhrańı byla přidána možnost
volby mezi oběma programy. Výměna panel̊u je realizována pomoćı skrýváńı a zobra-
zováńı př́ıslušných prvk̊u. Načteńı dat do programového prostřed́ı prob́ıhá pomoćı
volby v dialogovém okně. Ihned po načteńı docháźı k jejich zpracováńı, vygenerováńı
časové osy a grafické prezentaci.

Obr. 3.5: Schéma skriptu pro proložeńı dat modelem

Hlavńı funkčńı část́ı je samotný proces optimalizace. Před jeho spuštěńım je
provedeno nastaveńı odhadu počátečńıch parametr̊u a volba funkce. Rozš́ı̌reńım
skriptu je možnost volby rozsahu dat určených pro výpočet pomoćı kaliper̊u. Spuš-
těńım optimalizace jsou volány exterńı skripty s jednotlivými modely. Ty byly opět
rozděleny do tř́ı nezávislých soubor̊u:

• gamma fitting.m
• lognormal fitting.m
• ldrw fitting.m
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Soubory jsou definovány jako samostatné funkce a vraćı hlavńımu skriptu hodnoty
nutné pro výpočet minima. Hodnoty jsou během daľśıho procesu předány funkci
pro optimalizaci. Protože je využit Optimization toolbox, jedná se o voláńı exterńıho
souboru s touto funkćı. Jej́ım výstupem jsou optimalizované parametry. Poté docháźı
k vizualizaci parametr̊u v GUI pomoćı tabulky a je provedena simulace s vykresleńım
výsledné křivky. Prvky určené pro manipulaci se seznamem dat a grafický výstup
z̊ustávaj́ı totožné pro oba podprogramy řešené v rámci této práce. Stručné schéma
funkćı celého skriptu je uvedeno na obrázku (3.5).

3.3.4 Funkčńı a grafické řešeńı

V této části následuje vysvětleńı programového kódu a samotné aplikace pro prolo-
žeńı dat modelem. Jako na stěžejńı ćıl této práce je popis zaměřen předevš́ım
na samotný proces optimalizace a nastaveńı jej́ıch parametr̊u. Ty prvky, které jsou
sd́ılené se skriptem pro simulaci model̊u a byly již popsány v předchoźım textu v pod-
kapitole 3.2.2, nebudou již bĺıže specifikovány.

Načteńı a zpracováńı dat, generováńı časové osy
Obě funkce pro načteńı i zpracováńı dat jsou přǐrazeny pod grafický prvek tlač́ıtka

Nahrát data. Nač́ıtáńı je realizováno v dialogovém okně pomoćı př́ıkazu uigetfile,
který vraćı skriptu adresu a název souboru. Volba souboru je omezena na da-
tovou strukturu Matlabu s koncovkou ∗.mat. Po otevřeńı se ze zvoleného souboru
nač́ıtá prvńı řádkový vektor hodnot do proměnné YData. Data v proměnné jsou
následně normalizována. Výpočet prob́ıhá pomoćı sumace celého vektoru tak, aby
výsledný součet všech hodnot byl jednotkový. Pro délku vektoru je následně vy-
generována časová osa do proměnně XData v kroku 0.1. Hodnoty časové osy jsou
určeny pro úlohu optimalizace a simulace výsledné funkce. Po zpracováńı proměnné
YData docháźı k vizualizaci načtených dat do dvourozměrného grafu. Časová osa
je po vykresleńı dat normalizována v jednotkách [10 vzork̊u/s ]. Realizaci ukazuje
obrázek (3.5) a násle-duj́ıćı výpis části zdrojového kódu:

[FileName,PathName,FilterIndex] = uigetfile({’*.mat’},’Otevřı́t M-file’);

filename = sprintf(’%s%s’,PathName,FileName);

Opened=open(filename);

if isstruct(Opened)

Opened=struct2cell(Opened);

else

end

YData=Opened{1,1};

YData(YData<0)=0;

Sum_YData=sum(YData);

YData=YData/Sum_YData;

Volba rozsahu dat
Ve většině př́ıpadech jsou při měřeńı źıskána data v širš́ım rozsahu, než je vzr̊ust

a pokles sledované fyzikálńı veličiny. Pokud nejsou tyto hodnoty předem odstraněny,
maj́ı významný vliv na výsledek optimalizace. Volba rozsahu dat proto slouž́ı k nas-
taveńı rozmeźı, pro které se bude optimalizačńı úloha poč́ıtat. Pro určeńı rozsahu
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byly v uživatelském prostřed́ı vytvořeny dva objekty typu Slider. Jedná se o grafické
posuvńıky, které umožňuj́ı oboustranné ohraničeńı dat. Rozsah posuvńıku určuje ve-
likost vektoru se vstupńımi daty. Délka kroku posuvu je stanovena na jeden vzorek.

Obr. 3.6: Ukázka ohraničeńı dat

Při nastaveńı posuvńıku docháźı pomoćı př́ıkazu get(hObject,’Value’) k źıskáńı
aktuálńı pozice. Pozice je ukládána do proměnné crop1 a crop2. Následně je přepoč́ıtá-
na vzhledem k rozsahu dat a na př́ıslušnou pozici je vykreslena svislá osa,viz obrázek
(3.6). Při spuštěńı optimalizace jsou z pozičńıch souřadnic určeny limitńı indexy
př́ıslušných hodnot ve vektoru proměnné YData. V rámci těchto limit̊u docháźı
k vytvořeńı nového datového vzorku a časové osy pro výpočet optima. Ukázkou je
část zdrojového kódu pro výpočet limit̊u.

if isempty(crop1) && isempty(crop2)

limit=[1,length(XData)];

elseif isempty(crop1)==0 && isempty(crop2)

limit=[crop1*10,length(XData)];

elseif isempty(crop1) && isempty(crop2)==0

limit=[1,crop2*10];

elseif (isempty(crop1) && isempty(crop2))==0

if crop1<crop2

limit=[crop1*10,crop2*10];

elseif crop1>crop2

limit=[crop2*10,crop1*10];

end

XXData=(0.1:0.1:(((limit(2)/10)-(limit(1)/10)))+0.1);

YYData=YData(limit(1):limit(2));
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Pro navráceńı kaliper̊u do výchoźıch pozic, je generováno tlač́ıtko Zrušit ohraniče-
ńı. Jemu přǐrazená funkce zajǐsťuje anulováńı pozic kaliper̊u a změnu indexace na
celý rozsah dat.

Nalezeńı nejlepš́ıho proložeńı
Možnost nalezeńı nejlepš́ıho proložeńı je založena na správném určeńı rozsahu

dat, pro který bude funkce optimalizována. K jeho aktivaci docháźı po zaškrtnut́ı
př́ıslušného poĺıčka v GUI. Změna rozsahu dat vycháźı z detekce náběžné hrany
signálu pomoćı určováńı konečných diferenćı jeho vzork̊u. Po spuštěńı prob́ıhá od počátečńıch
hodnot výpočet diferenćı a jejich ukládáńı do vektoru G. Vektor je pr̊uměrován po-
moćı př́ıkazu mean(G) a ve chv́ıli kdy dojde k nár̊ustu gradientu dvojnásobek pr̊uměru
předchoźıch diferenćı, je výpočet ukončen. Tato pozice je uložena a později využita
pro ohraničeńı, jak ukazuje následuj́ıćı část zdrojového kódu:

while (YYData(i+1)-YYData(i))<=2*(mean(G))

i=i+i;

G(i)=abs(YYData(i+1)-YYData(i))

mean(G)

end

limit(1)=i;

Nevýhodou tohoto algoritmu je, že nedokáže s dostatečnou přesnost́ı postihnou
veškeré pr̊uběhy signálu. Při rychlém nár̊ustu křivky, vysoké amplitudě a př́ıpadně
př́ıtomném šumu docháźı k falešné detekci v oblasti velkých výkyv̊u signálu. Při př́ılǐs
ńızkém gradientu metoda nedokáže př́ıslušnou hranu zachytit v̊ubec. Jedná se proto
sṕı̌se o orientačńı detekci. Lepš́ı výsledky by mohla přinést podstatně větš́ı hustota
vzorkováńı nebo modifikace rozhodovaćıho pravidla podle vlastnost́ı signálu.

Volba vstupńıch parametr̊u
Vstupńı parametry pro optimalizaci zahrnuj́ı předevš́ım výběr požadovaného mod-

elu a zadáńı počátečńıho odhadu jeho proměnných. Výběr modelu je řešen obdobně
jako v podkapitole 3.2.2 pomoćı prvku popupmenu. Pro volbu vstupńıch parametr̊u
jsou určeny tři textová pole typu edittext s názvy m, p1 a p2. Pro každý model
jsou implicitně nastaveny výchoźı hodnoty, které zaručuj́ı obecně dobrou konvergenci,
následuj́ıćım zp̊usobem:

• Gamma funkce [1 1,5 1]
• Log-normálńı funkce [1 1 1]
• LDRW model [1 1 1]

Pokud dojde k divergenci výpočtu, je možné v editačńım poli stanovit odhad bĺıže
k předpokládaným hodnotám. Pomoćı deklarace (get(hObject,’String’) jsou
poté hodnoty předány v podobě textového řetězce do skriptu a následně převedeny
př́ıkazem str2double na vektor proměnných.

Optimalizace funkce, ř́ıd́ıćı podmı́nky
Část skriptu, která řeš́ı úlohu optimalizace, využ́ıvá předevš́ım př́ıkaz̊u Optimiza-

tion toolboxu. Výchoźı metodou je algoritmus Levenberg-Marquardt. Optimalizačńı
funkce je volána pomoćı př́ıkazu lsqnonlin. V základńım nastaveńı je určena k řešeńı

41



nelineárńıho prokládáńı dat pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Funkce je obecně
definována jako:

x = lsqnonlin(fun,x0,lb,ub,options).

Vstupńı proměnné lb a ub udávaj́ı omezeńı pro danou metodu. Protože LMA
neumožňuje omezuj́ıćı podmı́nky, jsou ve skriptu definovány jako prázdný vektor. Op-
tions ovlivňuje nastaveńı optimalizace. Vektor x0 předává hodnoty odhadu parametr̊u
a výstupem x je nalezené minimum daného problému. Metoda lsqnonlin vyžaduje
dále ke své činnosti uživatelem definovanou funkci fun. Pro jednotlivé modely je tato
funkce definována v exterńım skriptu, viz podkapitola 3.3.3.

Exterńı skript je volán opakovaně při každém iteračńım kroku optimalizace. Skrip-
tu jsou předány vstupńı data a hodnoty počátečńıho, nebo již zpřesněného odhadu
parametr̊u. Jej́ım základńım úkolem je stanovit odchylku mezi experimentálńımi daty
a vypoč́ıtaným pr̊uběhem na základě pro dané parametry. Výstupem v každém cyklu
je vektor odchylek f stanovený jako Y Y Data − yEst. Ten je opakovaně předáván
optimalizačńımu algoritmu až do nalezeńı minima.

Výpočet gradientu potřebného pro LMA prob́ıhá automaticky při voláńı př́ıkazu
lsqnonlin. Gradient je určen pomoćı metody konečných diferenćı. V porovnáńı
s uživatelsky definovanou Jaccobiho matićı podává tato metoda pro diskretńı hodnoty
stejně přesné výsledky s vyšš́ım výkonem.

Parametr options je definován pomoćı př́ıkazu optimset. Optimset vytvář́ı struk-
turu textových řetězc̊u a hodnot, které umožňuj́ı nastaveńı optimalizačńı úlohy. V rám-
ci této práce bylo použito následuj́ıćı nastaveńı některých d̊uležitých parametr̊u:

• Algorithm - ’levenberg-marquardt
• DerivativeCheck - ’off’
• DiffMaxChange - 0,1 (výchoźı nastaveńı)
• DiffMinChange - 10−8 (výchoźı nastaveńı)
• Jacobian - ’off’ (výchoźı nastaveńı)
• MaxIter - 400 (výchoźı nastaveńı)
• TolFun - 10−12

• TolX - 10−12

• ScaleProblem - ’none’ (výchoźı nastaveńı)

Parametry DerivativeCheck a Jacobian slouž́ı pouze pro kontrolu výpočt̊u v př́ıpa-
dě, kdy jsou realizovány uživatelem. Algorithm nastavuje pro optimalizaci metodu
LMA. Hodnoty pro DiffMaxChange a DiffMinChange vyhovovaly rozsahu hodnot
vstupńıch dat po jejich normalizaci a jsou proto ponechány ve výchoźım nastaveńı.

Jako ř́ıd́ıćı podmı́nky pro ukončeńı iteračńıho cyklu slouž́ı parametry TolX, TolFun
a MaxIter. TolX a TolFun udávaj́ı minimálńı požadovanou odchylku pro funkčńı hod-
noty v závislosti na pr̊uběhu v čase. Při dosažeńı udávané přesnosti je optimalizace
ukončena a vráceno nalezené minimum. MaxIter nastavuje maximálńı počet cykl̊u,
které mohou proběhnout a poté ukončuje výpočet. Výchoźı hodnota je pro potřeby
tohoto skriptu dostačuj́ıćı.
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Simulace, prezentace výsledk̊u
V př́ıpadě kdy proběhne optimalizace úspěšně, jsou parametry uloženy do vektoru

proměnných par. Pro źıskané parametry je provedena simulace a výsledná křivka je
prezentována společně s experimentálńımi daty vykresleńım do grafu. Prezentace
hodnot źıskaných parametr̊u je realizována pomoćı tabulky v uživatelském rozhrańı.
Buňky tabulky jsou uspořádány zvlášť pro každý model. Hodnoty jsou předávány
ihned po ukončeńı optimalizace.

Obr. 3.7: Ukázka tabulky s optimalizovanými parametry

Datové pole, volba dat a jejich zobrazeńı
Ukládáńı dat pro jejich grafickou prezentaci je řešeno obdobně jako u simulace

model̊u. Výchoźı strukturou je globálńı proměnná Mat, do které se vykreslované
funkce ukládaj́ı ve formě řádkového vektoru. Součást́ı struktury je také př́ıslušný
sloupec pro uložeńı textového řetězce s názvem modelu. Př́ıstup k jednotlivým poĺım
je řešen pomoćı indexace a jejich výběr je stanoven porovnáńım textových řetězc̊u.
Následná vizualizace je opět provedena ve formě dvourozměrného grafu.

3.3.5 Proložeńı experimentálńıch dat

Soubor s hlavńım skriptem Farmakokin modely.m byl spuštěn z př́ıkazové řádky
prostřed́ı Matlab. Po zvoleńı možnosti Proložeńı dat modelem jsou automaticky
načteny prvky pro ovládáńı skriptu a pro vizualizaci výstup̊u. Pro proložeńı byl
využit baĺık dat, který byl popsán v podkapitole 3.3.2. Na křivky byly náhodně ap-
likovány zvolené modely a proveden výpočet parametr̊u pro ohraničená i neohraničená
data. Porovnáńı jednotlivých model̊u pro křivku z ultrazvukového fantomu ukazuje
obrázek (3.8).

Je patrné, že log-normálńı i LDRW model maj́ı velmi podobný pr̊uběh a źıskaná
data aproximuj́ı s dobrou přesnost́ı. Gamma funkce zaostává ve strmosti počátečńı
fáze a docháźı tak k větš́ım odchylkám v dosažených maximech. Poměrně mı́rný
pokles amplitudy v závěrečné fázi pr̊uběhu je zp̊usoben pomalým odtokem farmaka
ze sledované oblasti. Modely v této fázi již svým rozsahem nejsou schopny daný
pr̊uběh pokrýt.

Daľśı vybrané obrázky proložených dat jsou umı́stěny v př́ıloze A. V př́ıloze A.4
je prokládána křivka z ultrazvukového fantomu lognormálńım a gamma modelem.
Z výsledk̊u je patrný vliv hodnot mimo samotný pr̊uběh koncentrace. Náběžná hrana
je špatně detekována a docháźı k významným odchylkám oproti ohraničeným dat̊um.
Pr̊uběhy v př́ıloze A.5 a A.6 jsou ukázkou proložeńı dat ze sńımáńı lidského srdce
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Obr. 3.8: Ukázka proložeńı experimentálńıch dat log-normálńım, gamma a LDRW
modelem

ultrazvukovou sondou. Nefiltrované signály jsou zobrazeny v A.5 s proložeńım log-
normálńım a gamma modelem. Oba modely aproximuj́ı takto zarušené pr̊uběhy prak-
ticky totožně. V porovnáńı s vyfiltrovanými daty v C.3 lze však obt́ıžně určit, jestli
výsledné křivky odpov́ıdaj́ı skutečnému pr̊uběhu veličiny. U př́ılohy A.6 bylo jako
ukázka použito proložeńı všemi třemi modely v kombinace s určeńım ohraničeńı. V
tomto př́ıpadě se projevila nevýhoda statického nastaveńı počátečńıho odhadu a pro
divergenci výpočtu bylo nutné upravit vstupńı parametry. Z křivek je patrné, že v
př́ıpadě menš́ı strmosti je vzestupná část nejlépe aproximována gamma modelem.

44



4 ZÁVĚR

V rámci bakalářské práce byly popsány základńı pojmy z matematických model̊u,
farmakokinetických jev̊u a možnosti jejich aplikace v perfuzńım zobrazováńı. Byly
vybrány a popsány tři modely, které se nejčastěji použ́ıvaj́ı pro perfuzńı analýzu,
log-normálńı, gamma a local density random walk model. V rámci práce byl dále
pro tyto modely vytvořen soubor skript̊u, který umožňuje jejich simulaci a stanoveńı
parametr̊u při prokládáńı experimentálńıch dat. Aproximace experimentálńıch dat
hraje v dnešńı době d̊uležitou úlohu v perfuzńıch zobrazovaćıch metodách pro stanove-
ńı parametr̊u sledovaných tkáńı. Pro realizaci bylo zvoleno programové prostřed́ı
Matlab a jeho exterńı modul pro optimalizačńı úlohy Optimization toolbox.

Ověřeńı výsledk̊u práce bylo provedeno simulaćı všech model̊u pro náhodně zvo-
lené parametry a prokládáńım souboru perfuzńıch křivek. Při simulaci byl źıskán
přehled o vlivu parametr̊u na pr̊uběh funkce a ověřena funkčnost skriptu pro simu-
laci. Problematické však bylo vykreslováńı pro vyšš́ı hodnoty parametr̊u, předevš́ım
z d̊uvodu výpočetńı náročnosti. Prokládáńı experimentálńıch dat bylo provedeno
pro obdržený vzorek soubor̊u. Znatelné byly předevš́ım rozd́ıly při použit́ı gamma
modelu, který nedokázal vhodně aproximovat strmé nár̊usty amplitudy. Log-normalńı
i LDRW model dosahovaly téměř stejných výsledk̊u a je patrné, že pro perfuzńı
křivky je jejich použit́ı vhodněǰśı. Vlastnosti gamma modelu však dokázali domi-
novat u křivek s nižš́ım gradientem nár̊ustu a rovnoměrněǰśım rozložeńım. Během
prokládáńı se ukázalo, že využit́ı implicitně nastaveného odhadu vstupńıch parametr̊u
neńı vždy vhodné. Pro některé pr̊uběhy docházelo k divergenci výpočt̊u a přerušeńı
běhu programu. Tento problém byl vyřešen možnost́ı uživatelské volby parametr̊u,
přestože by si daný problém zasloužil př́ıstup sṕı̌se přes hlubš́ı analýzu prokládaných
dat. Rovněž byl odzkoušen vliv ohraničeńı dat na výslednou optimalizaci. Toto bylo
provedeno jednak pomoćı ručńıho nastaveńı v grafickém rozhrańı, a jednak pomoćı
automatické detekce náběžné hrany. Je zřejmé, že jednoduchý algoritmus detekce
založený na výpočtu diferenćı neńı schopen pokrýt veškeré nároky. Ručńı nastaveńı
je tak alternativou při jeho selháńı. Z uvedeného závěru jsem přesvědčen, že je
nutné nadále zlepšovat všechny prvky perfuzńı analýzy, aby dosažené výsledky byly
co nejpřesněǰśı. To se týká jak použ́ıvaných model̊u, tak algoritmů pro jejich opti-
malizaci a vhodné źıskáváńı a zpracováńı dat.
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Signals and Images Brno: Brno University of Technology, VUTIUM Press, 2000.
408 s. ISBN 80-214-1610-6.
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