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Abstrakt

V této praci jsou rozebirané kvaternionové algebry, tedy ¢tyirozmérné vektorové prostory
s bazi 1,1, j, k a zavedenym nésobenim 2 = a, j% = b, ij = —ji = k. V préci se zabyvame
zékladnimi vlastnostmi kvaternionovych algeber. Déle pak pojmem fadu a problematikou
maximalniho fadu. Nakonec se zabyvame diskriminantem kvaternionovych algeber a s tim
spojenych pojmi jako je Hilberttiv symbol a Legendretiv symbol. Napfi¢ praci jsou uve-
dené fesené priklady za podpory matematického softwaru SAGE.

Summary
This thesis deals with quaternion algebras. A quaternion algebra is a four dimensional
vector space with basis 1,4, j, k and multiplication defined as i2 = a, j%2 = b, ij = —ji = k.

The thesis deals with the basic attributes of quaternion algebras, quaternion orders and
maximal orders. Lastly the thesis deals with the concept of discriminant of algebras and
connected terms like Hilbert symbol and Legendre symbol. Throughout the thesis we show
solved problems using mathematical software SAGE.
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Hilberttav symbol
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1. Uvod

Tato prace se zabyva studiem kvaternionovych algeber. Jedna se o ¢tyirozmérné vekto-
rové prostory s nekomutativnim nasbenim. MizZeme se na né divat jako na ¢tyfrozmérnou
podobu komplexnich ¢isel.

V prvni kapitole se zabyvame zavedenim kvaternionovych algeber a jejich vlastnostmi.
Jsou uvedeny dvé definice a dtkaz jejich ekvivalence. Na zavér kapitoly jsou uvedeny
fesené priklady.

V druhé kapitole se zabyvame problematikou rad a maximéalnich f4dt kvaterniono-
vych algeber, coz je paralela na okruhy jednotek v ¢iselnych polich. Opét jsou uvedeny
resené priklady podporené vypocty v programu SAGE. SAGE je matematicky software,
ktery umi pocitat s algebraickymi strukturami. Mizeme s jeho pomoci naptiklad pocitat
maximalni fady kvaternionovych algeber nad racionalnimi ¢isly.

V posledni kapitole je rozebrana problematika diskriminantu algeber, podrobnéji pak
pro kvaternionové algebry. Na zavér je uveden vypocet diskriminantu pro kvaternionové

algebry typu (%), kde be Z



2. Definice kvaternionové algebry
2.1. Prvni definice

Definice 1. R-algebra A je okruh s jednickou s okruhovym homomorfismem f: R — A,
kde plati f (1g) =14 a f(R) < Z (A).

Definice 2. Rekneme, Ze A je kvaternionovd algebra nad polem F (char(F) # 2), kdyz A
je ¢tyfrozmérny vektorovy prostor nad F' s bazi {1,4, j, k}, 1 je neutrélni prvek vzhledem

k nasobeni v F' a plati:

i*=a, j*=0b, ij=—ji=F,

kde a,b e F*. Kde F* je multiplikativni grupa nenulovych prvki v F.
Kvaternionovou algebru miizeme zapsat pomoci Hilbertova symbolu:

a,b
7 )
1,1
Isomorfismus snadno dostaneme nasledujicim zpiisobem zobrazenim ¢:
1 10 . 1 0 . 01
01) "o -1) 77 \1 o)

2 b 2 o
(%) = (“F%) PovebxyeR.

2

Diikaz. Mé&jme A = (Tb) s bazi {1,i,7,k} a A’ = (%) s bazi {1,7,7',k'}.

Pro jakékoli pole F' plati:

Véta 1.

o(1) =1
Vezmeme ¢ : A’ > A = zg;/)) ::9;
O(K') = wyij

Pro ovéfeni, zda se jednd o isomorfismus musime zkontrolovat zda ¢(ab) = ¢(a) - ¢(b)
pro VYa,be F.

r?a = xizi = ¢(i")p(i') = ¢(I"?) = ¢(z%a) = 2%ad(1) = z%a

Obdobné pro ostatni kombinace 1,4, j, k. Dostavame tak isomorfismus ¢. O

Poznamka: Nemé tedy smysl zabyvat se pripady, kdy a, ¢i b ma v prvociselném roz-
kladu druhou, ¢i vyssi mocninu néjakého prvocisla. Budeme tedy uvazovat pouze ptipady
kdy je a,b ,square-free®.

Pro zavedeni pojmu normy a stopy algebry a druhé definice kvaternionovych algeber
budeme potfebovat nékolik dalsich pojm.

Definice 3. Centrum okruhu R je definovano jako Z(R) = {a € R|ra = ar,Vr € R}.

3



2.2. NORMA, STOPA
Definice 4. R-algebra je centralni, jestlize f (R) = Z (A).
Definice 5. A je jednoduchd R-algebra, jestlize ma pouze triviadlni oboustranné idély.
Véta 2. Centrem kvaternionové algebry A = (“?b) je F. Tedy A je centralni.

Diikaz. (“7) ®p F = (‘%b) V F je kazdy prvek druhou mocninou jiného prvku, tedy
~ Ms(F). Z (My(F)) = F. Tedy dostavéme Z (A) = F. O

Véta 3. A = (%) je jednoduchd F-algebra.

Diikaz. Mé&jme nenulovy idedl I < A. F je algebraicky uzavér pole F. Protoze (%)@FF =

(an) musi platit I ®¢ F je nenulovy ideal v My(F).
Ms(F) je jednoducha algebra a dim(F) = 4 a dostavame tedy pouze I = A, trivialni
ideal. O]

Definice 6. Mé&jme A komutativni algebru nad F. A nazveme separabilni, pokud
A= Flz]/(f(x)), kde f(z) je polynom s riznymi kofeny v F'.

2.2. Norma, stopa

V této casti se budeme zabyvat normou a stopou kvaternionovych algeber. Pro zacatek
vSak budeme potifebovat nékolik dalsich pojm.

Definice 7. Necht Ay je podprostor A generovany vektory i, j, k. Pak a € Ay nazveme
cisty kvaternion.

Véta 4. x € A — {0} je ¢isty kvaternion pravé tehdy kdyz = ¢ Z(A) A 2% € Z(A).
Dikaz. Méjme x = ag + a17 + azj + ask, pak

2% = (af + ai + a3 + a3) + 2ap(ayi + azj + azk). (2.1)

(=) x je ¢isty kvaternion tedy T = aii+asj + azk. Je ziejmé, ze x ¢ Z(A). Z (?7?) vidime,
ze kdyz plati ag = 0, tak 22 € Z(A).

(<) Z (?7) vidime, Ze ag = 0, aby platilo z € Z(A). Tedy x je tvofen linearni kombiaci
{i,7,k}, tedy x je Cisty kvaternion. ]

Kazdy prvek = € A tedy mtizeme zapsat jako x = a + a kde a € Z(A), a € Ay.

Definice 8. Nechf x € A. x miZeme zapsat jako x = a + o kde a € Z(A), a € Ay. Pak
definujeme konjugaci jako T = a — «

Definice 9. Pro x € A definujeme normu:

n(x) = a7

a stopu:
tr(x) = x + .



2.3. DRUHA DEFINICE
Tedy kdyz z € (a—b) zapiseme jako x = ag + a1t + asj + ask, kde a; € F pro normu a
stopu plati:

n(r) = a2 — aai — baj + abaj,

tr(z) = 2ay.

Pro normu n plati: n(zy) = (zy)(zry) = 2y yT = n(x)n(y). Tedy invertovatelné prvky
jsou ty pro které plati = # 0.

1 T
x —_
n(x)
V pripadé Hamiltonovych kvaternioni H = (_1]1’%_1 ) plati pro normu n(z) = a2 + a? +
a3 + a3. Tedy kazdy prvek je invertovatelny, tedy H je algebra s délenim.
Kvaternionové algebry, které jsou isomorfni s My(F') samoziejmé nejsou algebrami s déle-

nim.

Véta 5. Plati:
tr(2?) = tr(z)? — 2n(z).

Diikaz. Dikaz ziskdme pfimym dosazenim za tr(x) a n(zx).

tr(z?) = tr(z)? - 2n(x)
2?2+ = (247)° — 20T
2+ 7 = 2?4 22T +27° — 22T

2.3. Druha definice

Definice 10. Mame pole F'. A je ¢tyfrozmérna centralni algebra nad F' s centrem F’ tak,
ze existuje separabilni algebra L dimenze 2 nad F' tak, ze A = L + Lu, kde u € A spliuje:

w? =0, um=Tmwu, ©OeF*

Pak rekneme, ze A je kvaternionovd algebra.
Véta 6. Definice 7?7 a definice 77 jsou ekvivalentni.

Diikaz. Méjme kvaternionovou algebru podle definice ?7. L je separabilni algebra dimenze
2. Ma tedy své generatory. Oznacme je 1,y. Nyni vezmeme kvaternionovou algebru podle
definice ??7. a vezmeme bazi {1, y, u, yu}.
Vezméme kvaternionovou algebru podle definice 7?7 s bézi {1, 4, j, k}. Tato algebra je cent-
ralni a jednoduché. F' (i) je separabilni. Vezmeme tedy L = F (i) a u = j. Sta¢i pak oveérit
podminky definice ?7.

um = mau,

m € L jsou tvaru m = ag + a1t, u = j.

um = j (ag + a19) = apj + a1ji = apj — a1ij = (ap — a11) j = mu



2.4. SAGE
2.4. SAGE

V této praci je pouzit k vypoctim software SAGE. Je volné dostupny na strankach
www.sagemath.org. Existuje webové rozhrani, nebo lze stahnout zdrojovy kéd pod GPL
licenci. Tedy zdrojovy kod je volné k dispozici k nastudovani i k tipravé.

Pro acely této prace bylo vyuzito webového rozhrani fungujiciho na neplacenych serve-
rech.

Na nésledujicim ptikladu je ilustrovano, jak budou v praci zapisovany piiklady v SAGE.
Vsechny piikazy budou zacinat ,SAGE:“.

SAGE: 10+5%8+6/9
152/3

Abychom vytvorili kvaternionovou algebru A pouzijeme nasledujici prikaz.

SAGE: A.(i,j, k) = QuaternionAlgebra(QQ, a, b)

Kde a =2, b=3% QQ zna&i obor raciondlnich &isel Q.
V dalsich prikazech pak tedy mtzeme pouzivat ¢, 7, k v smyslu dané kvaternionové algebry.
Pokud nepotiebujeme pocitat s jednotlivymi prvky, ale budeme po SAGE chtit jen obecné
vlastnosti algebry staci:

[ SAGE: A=QuaternionAlgebra(QQ, a, b) ]

2.5. Piklady

—1,-1

Priklad 1. Nejznaméjsim piikladem jsou Hamiltonovy kvaterniony. H = (—%

menme, ze jsou definovany pomoci

). Pipo-

a pro soucin dvou libovolnych prvki plati:
(a1 + byi + c1j + dik) - (ag + bai + cof + dok) =

= (a1a2 — blbg — C1Co — dldg) + (albg + blag + Cldg - d1C2) 1+
+ (CLlCQ + Cc1ag9 — b1d2 + Slbg)j + (CleQ + d1a2 + blcg - Clbg) k,
kde Gy, ag, b17 b27 C1, C2, d17 d2 € R

PﬁHmiZHMMUmypmmMV%mém14=(i%ﬂ)amapn&yﬁyel48mﬁ%me
jejich soucin.

r=14+i+j+k


http://www.sagemath.org/

2.5. PRIKLADY

y=2+2+2j+2k

roy=1+i+j+k)-(2+20+2j+2k) =
= (2 + 20 + 27 + 2k) + (20 + 2i* + 265 + 2ik) + (2] + 2ji + 25° + 25k)+
+ (2k + 2ki + 2kj + 2k*) =
= (24 2i + 2§ + 2k) + (20 — 10 + 2k — 107) + (2§ — 2k — 20 + 20i)+
+ (2k + 105 — 20i — 100) =
— 128 + 44 + 45 + 4k

Vysledek miizeme snadno ovéfit v programu SAGE.

SAGE: A.(i, j, k) = QuaternionAlgebra(QQ, —5, —10)
SAGE:(14+i+j+k)»(2+2xi+2%]+2xk)
J128 4% 4 4% 1 4%k

Priklad 3. Ukazte, Ze
A={(5 )1 aseav)

je kvaternionova algebra nad Q a A =~ (%)

Reseni: A muzeme zapsat nasledujicim zptsobem:

A:{a(é ?)+b<*/? \/0_—3>+c((1) g>+d(\/(i—3 5*{?’)\ a,b,c,de(@}.

Vezmeme zobrazeni ¢ : A — (%)
10
14 = 0 1) 1,

: _(\/—3 0 ) :
lpa = . _3 — 1,
05 .
1 0>_)]7
L _< 0 5\/—3)_)]f
A7\ -vV/=3 0 '

Musime ovéfit zda je ¢ homomorfismem. Je tieba ovéfit zda plati ¢(a-b) = ¢(a)- p(b)
pro a,b e A. Tuto podminku staci ovérit pro vSechny kombinace bazovych vektort. Kvili
zdlouhavosti je uveden pouze ilustraéni priklad pro ¢(ia -ia) a @(ja - ka).

R (S N ) Bl () RV

= o(ia)p(ia)

A8 ) A )

= —jji=jij = jk = ¢(ja) - p(ka)

Jja =



2.5. PRIKLADY

Priklad 4. Ukazte, ze Hamiltonovy kvaterniony jsou isomorfni k podalgebte matic dru-

hého fadu v komplexnich éfslech. H = (=) ~ {( @ b ) la, B e C} = B.

R —BOC

Vezméme standardni bazi H a oynacme ji nasledujicim zpusobem: {13,143, ju, kn}-
Nyni vezmeme zobrazeni ¢ : H — B a dokazeme, Ze je isomorfismem.

1'_)10 .'_)i() .’_)01 /{:'—>0i
H 01727{ 0—7/7]% _1077{ i 0/

ag + a1 ao + as

Neboli ag + ayiy + asjy + asky —
0 101 2JH 3VH —ay +as ag— ay

, kde ag, aq,as, a3 € R.

Pro dokéazani, ze se jedna o isomorfismus staci dokazat, ze ¢ zachovava operaci pro
vSechny kombinace nasobeni bazovych vektort v H.

Plin i) = p(=1n) = (_01 —01>

plin) - plin) = (é _OZ) ‘ (é _02> - <_01 —01>
-

@lire - i) = plkr) = <z é)

olin) - pline) = (é _OZ’>'(—01 (1)) - (? 3)

wlin) - (k) = <é 0) i

. 0 1

ool = (©) ¢)-

Pka - ky) = o(—1y) = (
0 1 0 1 -1 0

Kombinace s 14 jsou zfejmé platné, protoze 14 se zobrazuje na jednotkovou matici. Proto

je zde neuvadime.



3. Rady kvaternionovych algeber
3.1. Definice radu

Definice 11. Necht V' je vektorovy rostor nad F', R-miiZka L je konecné generovany
R-modul ve V. Dale pokud plati L ® F' =~ V', L nazveme uplnou R-mriZkou.

Véta 7. Méjme kvaternionovou algebru A = (“?b) Pak prvek a € A je jednotka nad R
pokud R [a] je R-mfizka v A.

Definice 12. Idedl I v algebie A je uplnd R-mrtizka.

Definice 13. Rdd O v A je idedl I, ktery je zaroveii okruh s jednickou.

Definice 14. Rad O je mazrimdini dd pokud je maximalni vzhledem k inkluzi.

3.2. Maximalni rad

V programu SAGE jsou funkce pro kontrolu a vypocet fadt a maximalnich fadi napro-
gramovany pouze pro okruh racionalnich ¢isel, proto se jimi budeme zabyvat podrobnéji.
Pro kontrolu, zda je dand mnoZina okruh muZeme pouzit piikaz quaternion_order().
Nejprve vezmeme Fad se standardni bazi {1,1, j, k}, poté {1, 2i, 27, 2k}.

SAGE: A=QuaternionAlgebra(QQ,-1,-2)
SAGE: Q=A.quaternion order([1,i,j,k])

SAGE: Q

Order of Quaternion Algebra (-1, -2) with base ring Rational Field with basis (1, i,
i, k)

SAGE: R=A.quaternion_order([1,2*{,2%j,2*k])

SAGE: R

Order of Quaternion Algebra (-1, -2) with base ring Rational Field with basis (1,
2%, 2%j, 2*k)

SAGE umi pocitat i maximalni fady, ale znovu pouze v racionalnich ¢islech. V minu-
losti umél pocitat maximalni fady jen pro kvaternionové algebry s prvociselnym diskrimi-
nantem. [?Macalkovag AGE?| Nynvesvmal goritmuvyuvdliteldiskriminantu. Pojmemdiskriminantsebr

SAGE: A=QuaternionAlgebra(QQ,-10,30)

SAGE: A.discriminant()

15

SAGE: A.maximal order()

Order of Quaternion Algebra (-10, 30) with base ring Rational Field with basis (1,
i, 1/2 + 1/4%1 + 1/4%j, 1/2 + 1/2%1 + 1/20*k)

Pro specialni pripady kvaternionovych algeber algoritmus prifazuje konkrétni maxi-

malni fady.! Napiiklad pro kvaternionovou algebru A = (%) algoritmus prifadi maxi-

1V adresaii zdrojového kédu je kéd pro praci s kvaternionovymi algebrami v souboru
src\sage\agebras\quatalg\quaternion_algebra.py

9



3.3. VYPOCTY RADU

malni fad s bazi {% + %2 + % Jj+ %k, 1,7, k} Tento tad se nazyva Hurwitzovy kvaterniony.
Pokud neni algebra jednim ze specialnich pripadt, probéhne algoritmus samotny. Vez-
meme Fad se standardni bazi. Spoc¢teme diskriminant A. Pak pro kazdého délitele diskri-
minantu zvétSujeme fad. Diskriminantem kvaternionovych algeber se budeme zabyvat v
Kapitole 77.

3.3. Vypocty radu

V této casti prace uvedeme nékolik fesenych piikladti na téma Fad a maximalnich fadia
kvaternionovych algeber.

P#iklad 5. Ukadte, 7e. O = {(‘c’ Z

A% M2 (Q)
Musime dokézat, ze O je idedl (iplnd R-mfizkou) a okruh s jednickou.
Je ztejmé, ze O je Gplnou R-miizkou. O mizeme zapsat jako:

Oz{(ccl Z) |c=2n+ (bmod?2),d =2m + (a mod 2), a,b,n,meZ}

) € My(Z) |a=d(mod?2), bEc(modZ)} je Tad

Musime tedy dokazat, ze O je okruhem s jednickou.

Vezméme dva prvky A, Be 0. A = (i Z), B = (: ?) Pak musi platit A+ B e O.

_(ata b+ p
A+B_<c+’y d+5)’

a=dra=¢6 (mod2)= a+a=d+J (mod?2),
b=cAf=v (mod2)= b+ p=c+~y (mod?2).
Tedy O je uzaviena vuci s¢itani. Dale musi platit AB € O.

_ (aa+by af +bo
A'B_<coz+cw cﬂ+d5>'

Musime dokazat, ze A - B € O, tedy ze plati
aa + by = ¢f + dd (mod 2),
af + bd = ca + dy (mod 2).

1. a=2n,=d=2ny
e b=2n,=c=2n,
ac +by=cB+dd (mod?2)
2nq0 + 2nyy = 20 + 2ng0  (mod 2)
2(nqga + nyy) = 2(nefS + ngd)  (mod 2)
e b=2n+1=c=2n.+1
2nga + 2nyy + v = 2n.L + f+ 2ngd  (mod 2)
v=p (mod?2)

10



3.3. VYPOCTY RADU
2.a=2n,+1=d=2n4+1

e b=2n,=c=2n,

2n,a + a + 2nyy = 2n.6 + 2ngd + 6 (mod 2)
a=9 (mod?2)
e b=2n,+1=c=2n.+1
2ng,0+ a4+ 2nyy + 7y =2n. + B+ 2nq0 + 5 (mod 2)
a+y=p+3 (mod2)
Podminku aff + bd = ca + dy (mod 2) lze ovéfit tplné stejné.

Nakonec ndm zbyvé zjistit, zda je O obsahuje jednicku. 1) = (é (1)> Je ziejmé, ze
plati 1 =1 (mod 2) a 0 = 0 (mod 2).

Priklad 6. Zkusme vypocitat maximéalni fad algebry <%f) kde b € Z.
Kdybychom vzali fad obecnou bazi

a by C1 . dy a2 by . Ca . dy
O {Q(A1+Bll+01]+ 1)+ﬁ< + 1+ 7+ >+

as b3 C3 . d3 ay b4. Cq . d4
R I B I BT I (e T P S L YA
+7<A3+Bgz+03+ 3)+ ( +—i+ =+ )}

Roznésobenim dvou libovolnych prvki a naslednou kontrolou, zda je vysledek stale v mnoziné
O dostaneme pouze 4 rovnice o 36 neznamych. 4 neznamé pro koeficienty u baze pro vysle-
dek nasobeni a 32 pro bazi samotnou. Nabizi se zde né€kolik moznosti. Nebrat koeficienty
v bazi samotné jako zlomky a tim snizit pocet neznamych o 16. Timto krokem sice snizime
pocet neznamych, ale potad bude soustava nefesitelna a navic ji budeme muset fesit v ra-
cionalnich ¢islech a ne celych. Dalsi moznost je nékteré cleny urcit pevné. Tim ale ztratime
uplnou obecnost a nezjistime, zda se jedna o maximalni fad a inspirovat se v jakém tvaru

hledat bazi.
Pomoci SAGE mtizeme nechat vypsat maximalni fady pro riizna b.

11



3.3. VYPOCTY RADU

SAGE: for d in ( m for m in range(-22, 0) if is_squarefree(m) ):
SAGE: A = QuaternionAlgebra(-1,d)
SAGE: print A.maximal order()

Order of Quaternion Algebra (-1, -22) with base ring Rational Field with basis
(1,1, 1/2 + 1/2% + 1/2%j, 1/2 + 1/4%*] + 1/4%k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -21) with base ring Rational Field with basis
(1,1,j, 1/2 + 1/2% + 1/2%j + 1/2*k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -19) with base ring Rational Field with basis
(1/2 + 1/2%j, 1/2*1 + 1/2*k, j, k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -17) with base ring Rational Field with basis
(1,14, §, 1/2 + 1/2%i + 13/34%j + 1/34*k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -15) with base ring Rational Field with basis
(1,1, 1/2% + 1/2%j, 1/2 + 1/2* + 3/10*%j + 1/10*k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -14) with base ring Rational Field with basis
(1,1, 1/2 + 1/2% + 1/2%j, 1/2 + 1/4%*] + 1/4*k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -13) with base ring Rational Field with basis
(1,1, ], 1/2 + 1/2% + 21/26%] + 1/26%k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -11) with base ring Rational Field with basis
(1/2 + 1/2%j, 1/2*1 + 1/2*k, j, k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -10) with base ring Rational Field with basis
(1,1, 1/2 + 1/2% + 1/2%j, 3/10%] + 1/10*k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -7) with base ring Rational Field with basis
(1/2 + 1/2%j, 1/2*1 + 1/2*k, j, k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -6) with base ring Rational Field with basis
(1,1, 1/2 + 1/2% + 1/2%j, 1/2 + 1/4*] + 1/4*k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -5) with base ring Rational Field with basis
(1,1,j, 1/2 + 1/2*% + 3/10%j + 1/10%*k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -3) with base ring Rational Field with basis
(1/2 + 1/2%j, 1/2*1 + 1/2*k, j, k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -2) with base ring Rational Field with basis
(1,1, 1/2 + 1/2% + 1/2%}, 1/2 4+ 1/2*i + 1/2%k)

Order of Quaternion Algebra (-1, -1) with base ring Rational Field with basis
(1/2 + 1/2*i 4+ 1/2%) + 1/2%k, i, j, k)

Miizeme si v§imnout, Ze nékteré maximalni fady maji bazi {1,i,7j, 5 + 3¢ + ¢j + dk},
kde ¢, d € Q jsou funkci b. Ozna¢me mnozinu tvofenou touto bazi O.
Znovu musi platit, ze soucin jakékoli kombinace 2 prvkl baze musi padnout do mnoziny
O. Néasobeni 1 je ziejmé v O. Kvaternionové algebry jsou sice nekomutativni, ale staci
zkontrolovat pouze jednu dvojici, protoze by pouze nékteré Cleny vysly s opa¢nym zna-
minkem a to nemad vliv na celocislenost, kterou kontrolujeme.
ij=k=2(G+%+cji+dk)— 5 — 5 — 57,

1 1

. . . 3 . c 3 . c c - c2. i .
z(§+%z+c‘7~l—dk)=.§—%+ck—d] = <( +§—|—C]+d/{7)—ﬁ—@Z—7j+§—§—d],
j(G+3itcjt+dk)=L2—Eqcb—dbi=—55(3+3i+ci+dk)+ 5+ 5+ + 37— dbi+cb,

2
(3+3i+ci+dk)3+3i+cj+dk)=(5+3i+cj+dk)— 1+ b+ d.

12



3.3. VYPOCTY RADU

Dostavame tak podminky:

l.2eZ
2. 55€Z
3. Sl
4. £ —2€Z
5. S +deZ
6. 5;€7Z
T.cb+ 5 €Z
8. 5 —dbeZ
9. 1+ 5€Z

Z podminky 1.,2. mame = 5q € L. Zksme vzit d = ﬁ, kde g € Z.
Dosadime do podminky 8.:
1 gb

—_db =

g*b — 4
4d 4 '

4g

Q|

Hledame pro které g € Z padne tento vyraz do Z. Pro ¢ = 1 dostaneme Z’TT“ tedy b = 0
(mod 4), coZe neni pfipad, kdy je b square-free.

Pro g = 2 dostaneme 4b 4 = b;—l Tedy b je liché ¢islo, coz je splnitelna podminka.

Pro vyssi g = 3,4, . nema vyraz celociselny vysledek pro jakékoli b € Z.

Nyni vezméme ¢ = ¢’d a zkontrolujme jednotlivé podminky. Nékteré z nich jsou redun-
dantni, proto jsou vynechany.

3.§=7—c Tedy ¢ EZ
c 1 _ dd 1 _ ¢
4. 30 T2 %2—5 = ——+— Tedy ¢ je liché.
5.5 +d= d = S
7. ¢cb + i = c’db + 45 = C—b + 2—b < + b 5 Tedy ¢’ i b jsou liché tedy podminka je platnd.
9. % +5; =73 —l— C Coz nam zase rlka ze  je liché.
Mame dy Jen Jednu rovnici pro ¢
A +1
e N. 3.1
5 (3.1)



3.3. VYPOCTY RADU
Hledame tak ¢’ pro které tato rovnice plati. Najdeme tak rad

O={a+Bi+7yj+0(3+3i+5i+%k) |a.B,7.0eZ},
kde b je liché a ¢ spliuje 77.
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4. Diskriminant

V této kapitole se budeme zabyvat jiz diive zminénym pojemem diskriminantu algebry.
Pro jeho zavedeni budeme potiebovat porozumét p-adické valuaci a metrice, Hilberttv
symbol a Legendretiv symbol.

4.1. p-adicka valuace

Definice 15. Necht n € Z a p € P. p-adickou valuaci v n rozumime nejvétsi a € Z tak,
ze plati p® | n. p-adickou valuaci v n zapisujeme v,(n).
Pro raciondlni ¢islo b = 2 vezmeme v, () = v,(m) — vy(n), kde m € Z, n € N.

Definice 16. Mé&jme p € P a a € Q. Definujeme p-adickou normu |r|, nasledujicim
zpusobem:
] 7 o

P 0 pror=20

Definice 17. Déle definujeme p-adickou metriku na racionalnich ¢islech standardnim
zpusobem.

pp (a,b) = |a —bl,.
Kde a,be Q, peP.

Nyni mtzeme zuplnit racionalni ¢isla pomoci této metriky. Tedy kazda cauchyovska
posloupnost bude mit svou limitu viaci dané p-adické metrice. Dostavame tak p-adickd
¢isla. Znacime je Q,. Q, spolu se s¢itanim a nasobenim tvoii pole.[?Preszler?|
Méjme pole F', valuaci v, pak zaplnéni F' podle valuace v budeme oznacovat F,.

4.2. Legendretiv symbol

Legendretiv symbol budeme pottebovat pro poc¢itani Hilbertova symbolu nad racionalnimi
Cisly.

Abychom mohli zavést pojem Legendreova symbolu, musime napted zavést pojem kvad-
ratického zbytku.

Definice 18. Rekneme, 7ze ¢ € N je kvadraticky zbytek modulo p pokud existuje x € Z
tak, ze plati:
2> =¢q (mod p).
Definice 19. Pro p € P a a € Z zavadame Legendreuv symbol jako:
1 pokud a je kvadraticky zbytek modulo p a a # p (mod p)

(%) =<-1 pokud a neni kvadraticky zbytek modulo p

0 pokud a = p (mod p)
Ptivodni Legendreova definice byla pomoci explicitniho vyrazu.

15



4.3. HILBERTUV SYMBOL

Pro p € P — {2} definujeme Legendreiv symbol jako:

() . ()i

Nyni si uvedeme nékolik vlastnosti Legendreova symbolu.

e Legendretiv symbol je funkce periodicky v prvnim argumentu. Tedy plati:

(§)-() - o-s o

Konkrétné budeme pozdéji potirebovat pripad <’%1> = <_71>

e Legendretiv symbol je multiplikativni v prvnim argumentu.

£)-6)6)

e Ve speciadlnim pfipadé a = b mame.
(352) B (a:) (x) )1 prop/fx
p p p 0 prop |z

o Plati: (-1) — (-1,

p

4.3. Hilberttiv symbol

Definice 20. Necht mame pole F' a nenulové prvky a,b € F.

(a.b) 1 jestlize rovnice ax? + by? = 2? m4 netrividlni feseni v F
a7 = .o
—1 jinak

Hilbertav symbol pocitany v poli Q, budeme zapisovat jako (a,b),,.
Nyni si uvedeme nékteré vlastnosti hilbertova symbolu.

o (a,b),=1 = (ad,b), = (a,b),(d,b), pro Va,da',be Q,

e (a,—a),=1 VaeF,

2 2

rovnice az? — ay? = 22 méa feSeni z = y = 1, z = 0 coz neni trividlni feSeni,

® (a,b), = (a,—ab), Va,be Q, [?Wallenborn?] (str. 47-48).

Véta 8. Méjme a,b € Q,, p € P a zapiSeme a = p®u, b = pw, kde u,w jsou p-adické
jednotky. Pak pro Hilberttiv symbol plati:

(a,b) <—1)6(u)6(w)+aw(w)+ﬁw(“) ; prop =2
@ - afe @
A A <w> ' <H> pro p # 2
p p
kde (%), (%) jsou Legendreovy symboly, e(u) = UT_1> wu) = u28_1

16



4.3. HILBERTUV SYMBOL

Diikaz. Dikaz je prevzaty z [?Wallenborn?] (str.49-51). Nékteré potfebné véty jsou pie-
vzaty s odkazy pfimo do [?Wallenborn?].
Cisla «, 8 ma smysl bréat pouze pro piipad a, 3 € {0, 1}. Diky symetrii Hilbertova symbolu
mé pak smysl uvazovat jen Ctyri piipady.

17

1. Nejprve dokazeme vzorec pro ptipad p € P — {2}.

(a) Piipad o = 0,8 = 0. Pak a = u,b = w. Dosazenim dostaneme (a, b)p = 1.

()

(a)

Musime tedy ukézat, Ze pro u, v existuje netriviadlni feSeni pro:

ux® + wy2 = 22

Toto je kvadratickd forma o 3 neznamych a podle [?Wallenborn?] (str 32) ma
netrivialni feSeni modulo p. Diskriminant této formy je roven luw coz je soucin
p-adickych jednotek, tedy je sam p-adickou jednotkou. Tedy mé netrivialni
feseni.

P¥ipad o = 1, 8 = 0. Pak musime zkontrolovat (pu,w), = <%> Z predchoziho
kroku méme (p,w), = 1, tedy (pu,w), = (u,w), (p,w), = (u,w),.

Kontrolujeme tedy platnost (u,w), =

VS

%). Pokud je w ¢tvercem modulo p,
je rovnost splnéna, jelikoz budou obé strany rovny 1.

Vezméme w které neni ¢vercem modulo p. Predpoklddejme, Ze mame netrivi-
alni FeSeni (x, y, z). Podle knihy [?Wallenborn?] (str. 48) mtizeme predpokladat,
ze y,z € Ly, a x € Z,. Pokud se na rovnici podivame z pohledu F, dostaneme
wy? = 22, Tedy w musi byt &tvercem modulo p, coZ je v rozporu s piedpokla-
dem. Dostavame tak (p,w), = —1.

Diky symetrii Hilbertova symbolu mame tedy i pfipad oo = 0, 5 = 1.

Piipad o = 1,8 = 1. (pu,pw), = (pu, —pQuw)p ~ (pu,—uw), = <ﬂ> _

(%) (%) (%) = (—1)17771 <%) (%) Coz odpovidé vzorci.

2. Nyni vezmeme ptipad, kdy p = 2.

Piipad a = 0, 8 = 0. Musime zkontrolovat, zda plati nasledujici.

(u7w)2 =

(_1)e(u)e(w)+0 w(w)+0 w(u) _ 1 U = 1(m0d 4) VW= 1(m0d 4)
—1 v ostatnich ptfipadech

Pfipomenme, ze 2 | u, w.

i. Pfipad @ = 0,8 = 0,u =1 (mod 4).
V pifipadé © = 1 (mod 8) méme dostavame z véty Theorem 2.113 v
[?Wallenborn?] (str. 44), Ze u je ¢tverec, tedy (u,w,) = 1.
V piipadé u = 5 (mod 8) znovu ze stejné véty dostavame, Ze existuje z tak,
ze 2* = u + 4w, tedy (v, w,) = L.

ii. Pfipad @ = 0,8 = 0,u = w = 3 (mod 4).
Pokud je z,y, z je fesenim rovnice uX? + wY? = Z2, musi platit 2% + y? +
2?2 = 0 (mod 4). V Z/4AZ jsou ¢tverce pouze 0,1 tedy z = y = 2z = 0
(mod 2), coz je trividlni feseni. Tedy (u,w), = —1.
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(b) Ptipad a = 1, 8 = 0. Musime zkontrolovat:
(2u,w), = (—1) eI,

Napted dokazeme, ze plati

(2 w), = (1.

p
Jinymi slovy:
2w),=1 < w==£1(mod8).

o (=) Existuje z,y, z € Z, takové, ze splituje
202 + wy? = 2°
ay,z# 0 (mod 2). Tedy y* = 22 = 1 (mod 8). Mizeme tedy podminku

zménit na
272 + w = 1 (mod 8).

Modulo 8 jsou étverce pouze 0,1, 4. Tedy 222 = 0 nebo 22? = 2 (mod 2).
Tedy w = +1 (mod 8).
* (<)
i. (w=1(mod 2)). w je druhd mocnina (mod 8) a tedy (2,w), = 1.
ii. (w= —1(mod 2)). Rovnice
Z?—2X? —vY?=0 (mod 8)
ma FeSeni (1,1, 1). Tedy méame (2, w), = 1.
Nyni ukdZzeme, Ze (2u,w)s = (2,w)s(u, V)2
i ((2,w)y = 1)) Pak (2u,w)s = (u,w)y = (2u, w)s(u, w)s.
. ((u,w)s = 1)) Pak (2u,w)s = (2,w)y = (2u, w)s(u, w)s.
iii. ((2,w)2 = (u, w)s = —1) Jsme v piipadé, kdy mame
w=3 (mod8 A (u=3vu=-1 (mod38)).
Jelikoz mtizeme nasobit w, u, jakymikoli ¢tverci miizeme se dostat
k nasledujicim pripadim:
(u=—=1Arw=3) v (u=3Arw=-5).
Pak mayji nasledujici rovnice feSeni (1,1,1)
ZP4+2X?=3Y?*=0  Z?-6X*+5Y*=0.
Tedy (2u,w)s = 1.
(¢) Ptipad a = 1, 8 = 1. Musime zkontrolovat, ze plati
(2U, 2’(1))2 _ (_1>e(u)e(w)+w(w)+w(u) '
Vezmeme
(2u,2w)s = (2u, —4duw)s = (2u, —uw)s.
Mame tedy
(2U 2w)2 _ (_1)e(u)e(w)+w(w)+w(u) _ (_1)6(u)e(fuw)+w(fuw)+w(u) ‘
Mame €(—1) = 1, w(—1) = 0, e(u)(1 + €(u)) = 0. Dostavame tedy
(2u,2w)2 _ (_1>e(u)€(w)+w(w)+w(u)'



4.4. DISKRIMINANT

4.4. Diskriminant

Definice 21. M¢jme kvaternionovou algebru A na c¢iselnym polem F. Vezméme kva-
ternionovou algebru A, = A ®r F, nad F,. Rekneme, ze A je rozvétvend (ramified)
ve v pokud A, je algebra s délenim. V opacném pripadé fekneme, 7e se A Stépi ve v a
plati A, =~ M, (F,).

Definice 22. Méjme mnozinu vSech v, kde je kvaternionova algebra A rozvétvena. Ozna-
¢me ji ji Ram(A). Diskriminant definujeme jako

AL = ] v

v ERam(A)
Véta 9. A= (%) = (%) = My(F) < kvadraticka forma az? + by* = 1 m4 fedeni v F.
Diikaz. Viz [?Maclach?] (str 87-88). O

Pfipomenme, ze M(F) neni algebra s délenim. Dostéavame tedy, Ze A je rozvétvena
ve v < (a,b), = 1. MiZeme tedy pomoci Hilbertova symbolu pocitat diskriminant
kvaternionovych algeber. Pro (a,b), = —1 se kvaternionova algebra (‘%b) stépi ve v, tedy
v bude jeden z prvociniteli diskriminantu.

4.5. Vypocet diskriminantu na konkrétnim prikladu

Véta 10. Pro kvaternionové algebry A = (%), b e Z plati

A(A) = 2-1lp; prob=4m+3vb=80+6
| IIp; prob=4m+1v b= 80+ 2

pi | b, pielP, p,=4k+3, k,m,oeZ.

Diikaz. Méjme kvaternionovou algebru (%) a chceme spocitat jeji diskriminant.

1. Nejprve vezmeme b = 2n + 1.

(a) Vezmeme piipad p = 2.
a=2" (1), pak a =0, e(u)=="1"=—1,

b=2"-(2n+1), pak B =0, e(v) =2t =n,

<—1, b)2 = (_1)6(U)€(U)+a’w('y)+ﬂw(u) _

:(_1)n:{ —1 pron=2m+1 (b=4m+3) e

1 pron=2m (b=4m+1)

Tedy algebra (%) se §tépi ve 2 pro b = 4m + 3, Ym € Z.
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G

ISES
|| o
S

CD>
A/‘\'@

S
I
3

=

oo (2 (22 -

Tedy algebra (%) se nestépi v p f b.

(—1,b)s — (—1)010) . (__1)1 . (2”+ 1)0 (=D 1=

p

B =1 | =1 prop=4k+3

= (=1 _{ 1 prop=4k+1 vkeZ
Tedy algebra (%b) se §tépi v p; = 4k + 3, kde k € Z, p; je prvocislo, a p; | b
pro b = 2n + 1.

2. Nyni vezmeme b = 4m + 2 (P¥ipad b = 4m nés nezajima, jelokoZ b pak neni square-
-free).

(a) p=2. 2
a=2"(-1),pak a =0, e(u)="32=-1, w(u) = CU7=1 ),
b=2'-(2n+1),pak f =1, e(v) =2t =n,

(-1,[))2 _ (_1)6(u)e(v)+aw(v)+ﬁw(u) _ (_1)71 _ (_1)fn+0-w(v)+1-0 _ (_1)n _

n —1 prob=80+6
~car-{ T

1 prob=80+2 vkeZ

Tedy algebra (%), kde b = 80 + 6 se $tépi ve 2 pro o € Z.

(b) phbAp#2.
a=p’- (—1), pak a =0, e(u) = =1L = —1 w(u) = (-t 0,
b=7p" (4n +2), pak 8 =0, €(v)

(~1.b)2 = (1)) (%) - (%) -




21

4.5. VYPOCET DISKRIMINANTU NA KONKRETNIM PRIKLADU

Tedy algebra (%) se nestépi v p } b.

(c)plb
a=p’-(=1), pak a = 0,
b=p'- (22), pak § = L.

(=1,b)p = (—1)*7). (g)a' (1%)5

p=1 {—1 prop:4k+?>VkEZ

1 prop=4k+1

Tedy algebra (%b) se Stépl v p; = 4k + 3, kde k € Z, p; je prvocislo, a p; | b
pro b = 4m + 2.



5. Zavér

V bakalarské praci jsme v prvni kapitole zavedli pojem kvaternionové algebry a nékteré
jejich vlastnosti. Byly uvedeny ptiklady pocitani s kvaternionovymi algebrami a priklady
diikazi isomorfismt mezi riznymi kvaterninovymi algebrami.

V druhé kapitole jsme navazali pojmem rady kvaternionovych algeber. Zabyvali jsme
se konkrétnimi priklady radi a maximalnich rada. Vse jsme podpoftili vypocty v programu
SAGE.

V posledni kapitole jsme se zabyvali diskriminantem algeber. Konkrétné jsme se za-

byvali vypoctem diskriminantu kvaternionovych algeber (%)

7 kvaternionovych algeber se vyuzivaji zejména Hamiltonovy kvaterniony pro rotace
v trojrozmérném prostoru. Krom tohoto obecné znamého vyuziti jsou kvaternionové alge-
bry spjaty s Kleinovymi grupami které mohou byt dale vyuzity pro hyperbolické 3-variety.
Zavedeni aritmetiky v Kleinovych grupach pomoci kvaternionovych algeber vede k zaji-
mavému propojeni toerie ¢isel a goemetrie [?Maclach?].

Pokusili jsme se spocitat maximalni fad pifimym vypoctem, ale bohuzel tento postup
vede k soustavé rovnic o prilis mnoha neznamych. Pokud nékteré neznamé zvolimé pevné,
dostaneme konkrétni fady, ale nemame zajisténo, zda jsou maximalni.

V této praci nebyl plné prostudovan algoritmus SAGE pro pocitani maximéalnich fada
kvaternionovych algeber nad racionalnimi ¢isly. Neni ovéfeno, zda opravdu najde maxi-
malni fad ve vSech pripadech. Touto tématikou lze navazat v dalsich pracech.
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6. Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

N,Z,Q,R,C prirozena, cela, racionalni, readlna, komplexni ¢isla
F vektorové pole, char(F) # 2

F* multiplikativni grupa nenulovych prvka v F

F algebraicky uzavér F

M, (F) pole matic fadu n nad polem F

Z(A) centrum algebry A

H Hamiltonovy kvaterniony

vp(n) p-adicka valuace v n

(%) Legendretiv symbol

(a,b) Hilbertiv symbol

VW tensorovy soucin vektorovych prostort V, W nad polem F
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