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Abstrakt

Predkladana bakalafska prace se zabyva problémem urceni exponentu singularity, pomoci
kterého je mozné Upln¢€ popsat rozlozeni napéti v okoli bimateridlového vrubu. Prace je
rozdélena do Ctyir ¢asti. Prvni ¢ast pojednava o zakladech lomové mechaniky, konkrétné
linearné elastické lomové mechaniky trhliny a Irwinovy koncepce faktoru intenzity napéti.
Druhé c¢ast se zabyva zobecnénim linearni lomové mechaniky na vruby. Ve tieti ¢asti je
uveden numericko-analyticky algoritmus pro vypocet exponentu singularity a uréeni posuvi a
napéti daného vrubu slozeného z dvou ortotropnich materiali. Posledni ¢ast tvoii numericky
ptiklad, ve kterém jsou testovany konkrétni konfigurace vrubti pomoci vypoctového softwaru.

Abstract

Presented bachelor’s thesis deals with determination of stress singularity exponent, by which
is possible to completely define the stress distribution around the bimaterial notch tip. This
task is divided in four parts. The first part concerns with basics of fracture mechanics,
concretely linear elastic fracture mechanics of crack and Irwin’s conception of stress intensity
factor. The second part deals with generalizing of linear fracture mechanics to notches. In the
third part is initiated the numeric-analytical algorithm for computation of stress singularity
exponent and determination of strains and stresses of given notch, which is compounded from
two orthotropic materials. The last part is created by numerical example, in which the
concrete configurations of notches are tested in calculating software.

Kli¢ova slova

Lomovéa mechanika, bimateridlovy vrub, ortotropni materidl, exponent singularity napéti,
obecny singuldrni koncentrator napéti.

Keywords

Fracture mechanics, bimaterial notch, orthotropic material, stress singularity exponent,
general singular stress concentrator.
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Obr. 1: Lod' tridy Liberty poskozend kirehkym — Obr. 2: Trhlina iniciovand v rohu okna z diry
lomem. pro nyty (oznaceny Sipkami) po 5951
cyklech (zdroj:Oficidlni vys. zprava).

1. Uvod

Vrub je nedilnou soucésti vétSiny modernich inzenyrskych konstrukci. Z napétového
hlediska vSak predstavuje tvarovou zménu, ktera zptisobuje koncentraci napéti. S tim je spo-
jeno nebezpeci vzniku trhlin v kofeni vrubu, jejich Sifeni a nasledny lom celého télesa. Aby-
chom byli schopni kvantifikovat napéti a urcit podminky vzniku trhlin ve vrubech, muselo
dojit ke vzniku nové védecké discipliny — lomové mechaniky. Ta popisuje pomoci jednoho
nebo vice parametrti napéti pied ¢elem trhliny, zabyva se jeji nukleact, iniciaci a $ifenim.

V historii zndme nékolik udélosti, které motivovaly vznik teorie lomové mechaniky.
Prvnim, kdo se zabyval kvantitativnim popisem $ifeni trhlin, byl A. A. Griffith, ktery je pova-
Zovan za zakladatele lomové mechaniky. Ve své praci z roku 1920 popsal Sifeni trhliny po-
moci energetickych principti, tj. trhlina se bude $ifit nestabilné, jakmile zména deformacni
energie piekro¢i kritickou mez — povrchovou energii materidlu. Upozornil tim na nebezpeci
trhlin jakozto koncentratorti napéti. Proto v té dob¢ byla snaha konstruktérd o jejich odstra-
néni lesténim povrchu kovi. Na zakladé téchto poznatkl vznikl napiiklad letoun Boeing 247.
Griffith si za model idealné kiehkého materialu zvolil sklo, proto jeho teorie byla problema-
ticky aplikovatelna na kovové materialy vykazujici plastické chovani.

Zasadni zlom v postoji konstruktéri k problému Sifeni trhlin zpisobil fenomén druhé
svétové valky, lod¢ tfidy Liberty. Tato plavidla byla vyvinuta pro transport zasob pro podporu
Anglie pfes Atlantsky ocean. Misto klasické metody spojovani nyty bylo zvoleno svatrovani,
tehdy neodzkousena metoda. Byla ovSem velice efektivni a umoziovala rychlou vyrobu vel-
kého mnozstvi lodi. V pribéhu provozu téchto lodi se u téméf 1500 ptipadl vyskytl pfipad
poskozeni kiehkym lomem, 12 plavidel se dokonce bez jakéhokoliv varovani rozlomilo
Vv poloving, jak je vidét na Obr. 1. Ameri¢anka Constance Tipper objevila, Ze trhliny nebyly
zpusobeny svafovanim, ale pouzZitou oceli, kterd se vyznaCovala tzv. tranzitnim chovdnim.
Studené vody oceanu zpusobily, ze houzevnaté chovani oceli pfeslo na kiechké a trhlina tak
méla snazsi podminky k iniciaci a Sifeni. Svary, na rozdil od dér pro nyty, umoZznily hladky
priichod trhliny, jez pak byla schopna urazit vétsi vzdalenosti a zpasobit destruktivni lom.

Na konci ¢étyticatych let a v prub&hu let padesatych se stala kvuli novym materialim a
technologiim Griffithova teorie obtizné pouzitelnd. Tyto nedostatky vyfesil roku 1957
G. R. Irwin, ktery ptechazi z globalniho na lokalni popis napjatosti v soucasti. Definuje ma-
tematicky vztah, kterym je popséno rozloZeni napéti v okoli ¢ela trhliny, a uvazuje plastické
vlastnosti materialu. Zavadi novou materialovou charakteristiku — faktor intenzity napéti, jenz
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Obr. 3: Boeing 737-297 s odlomenou horni casti trupu. Trhlina se iniciovala vedle dveri za
kabinou letounu.

je nutnou podminkou pro vypocet slozek napéti v okoli trhliny. Do svych vypocth zahrnuje
veli¢iny zavedené Griffithem.

Lomova mechanika hraje dilezitou roli v letectvi, nebot’ tam jsou kladeny nejvétsi na-
roky na pevnostni vlastnosti konstrukce umocnéné pozadavkem minimalni hmotnosti. Ani v
dob¢ Irwinovy éry tomu nebylo jinak, o ¢emz svéd¢i havarie letadel Comet britské firmy de
Havilland, jez se staly dal$im meznikem ve vyvoji lomové mechaniky. Nehody byly zptso-
beny trhlinou, ktera vznikla v rohu oken (Obr. 2) vlivem cyklického namahani pietlakové ka-
biny. Trhliny vznikali také v dirach pro nyty, kterymi se upeviniovalo platovani k draku. Tyto
prvky pusobily jako koncentratory napéti. Tehdejsi znalosti neumoziiovali vypocet kritické
délky trhliny pii cyklickém naméhani, pro ptekroceni této hodnoty zpisobilo jeji nestabilni
Sifeni a tedy i1 rozlomeni letounu.

Podobné havarie se objevily v budoucnu jesté nékolikrat. Na jejich zakladé byly rozsi-
feny poznatky o konstrukci letadel a zavedeni dikladnych inspekénich kontrol komponent
letounu. Napfiiklad nenavrhovat hranata okna a obecné tvary s malym polomérem zaobleni,
které piisobi jako koncentratory napéti. Dale nedé€lat diry, kdyZ to neni bezpodminecné nutné.
U modernich letadel se misto nyti pouzivaji lepené spoje. Pro posouzeni nebezpecnych mist
se aplikuje moderni metoda kone¢nych prvki. Je jasné, ze trhlindm se nelze vyhnout, ovSem
drak letadla je mozné z hlediska lomu vypocitat tak, ze trhlina se iniciuje v méné nebezpec-
ném sméru a navic je objevena pii kontrole jesté diiv, neZ dosdhne své kritické délky.

Dalsi nebezpeci vyvstalo v podob& tinavového namahani. Lom nemusi nastat jen pfi
prekroceni kritického lomového napéti, ale i pfi cyklickém zatéZovani napétim menSim. Ob-
jevuje se novy problém, kterym se Vv padesatych letech dvacéatého stoleti zabyvali inZenyii
L. F. Coffin a S. S. Manson. Definovali podminky rustu trhliny pfi uvazovani plastické defor-
mace na jejim cele. Cyklické zatéZovani miiZze byt realizovano naptiklad kompresi a dekom-
presi kabiny letadla. Ta musi byt pfi letu natlakovand, protoZze v letovych hladinach je tlak
niz8i nez na zemi. Vlivem Ginavového poruseni se stala v kvétnu 1988 nehoda Letu 243 Aloha
Airlines do Honolulu. Pfi vysetiovani bylo zjisténo, Ze trhlina se iniciovala napravo od pred-
nich dvefi. Pii kompresi vnitiniho prostoru dosahla své kritické délky a zpusobila odlomeni
jedné tretiny stfechy, viz Obr. 3. Nastésti piloti byli schopni prfistat, protoze k nehodé doslo
v pomérné malé vysce. Zjistili také, ze trhlina byla vystavena korozi. Havajska letecka spo-
lecnost provedla rozsahlé vySetfovani a zjistila, Ze na vin¢ byl lidsky faktor; doslo
k zanedbani analyz trhlin. Nastal vyvoj novych postupti, aby k podobnym katastrofam nedo-
chézelo.

V soucasné dob¢ se klade diraz mimo mechanickych vlastnosti a hmotnosti také na
cenu materidli. Nové materidly, jako jsou plasty a predev§im kompozitni materidly, nachazeji
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Obr. 4: Médy zatezovani trhliny. a) Rozevirani. b) Smyk. c) Stiih.

uplatnéni v riznych oblastech, jako je letecky a automobilni primysl nebo medicina. S tim
ptichazeji i nové problémy. Dokézou snést vétsi zatizeni, ovSem jejich chovani se odliSuje od
chovani kovi, a proto je nutné vytvofit nové aplikovatelné modely lomové mechaniky. Nej-
jednodussim modelem kompozitniho materialu je model dvou idedln¢ spojenych materialti —
bimateridl, ktery obsahuje koncentrator typu vrub. Pfedkladand prace se zabyva urenim tzv.
exponentu singularity napéti 6 dosahujiciho kritickych hodnot ve vrcholu vrubu a jemu odpo-
vidajicich funkci tvoficich bazi tzv. Williamsova rozvoje [3, 1]. Tyto ¢leny vystupuji ve
vztahu pro popis rozlozeni napéti v okoli bimateridlového vrubu.

2. Zakladni pojmy lomové mechaniky

2.1. Linearné elasticka lomova mechanika trhliny

Teorie lomové mechaniky je zalozena na posuzovéni napjatosti a mezniho stavu stabi-
lity trhliny. Abychom mohli popsat rozlozeni napéti v okoli bimateridlového vrubu, je nutné
vychézet z pojmil, které popisuji vlastnosti trhliny, protoZe mechanismus lomu se realizuje
vZzdy nestabilnim $ifenim trhliny. Vztahy odvozené pro trhlinu 1ze pak pro vrub zobecnit.

Linearné elasticka lomova mechanika (LELM) je pouzitelna, predpokladame-li mezi
napétim a deformaci linearni zavislost, tj. plati Hooketiv zékon. Setkdvame se v ni s dvéma
pfistupy posouzeni trhliny. Prvnim je Griffithliv princip energetické bilance, druhym je Irwi-
nav pristup intenzity napéti (K-koncepce) [11], jez pravé poskytuje zaklad pro zobecnéni na
koncentratory napéti typu vrub.

2.2. Mody zatézovani

Existuji tfi mody [3], jimiz mize byt trhlina namahana. Tyto mody byly zavedeny Irwi-
nem (1960) a hraji dileZitou roli v analyze trhlin a lomd.

» Mod 1 se oznaCuje jako rozeviraci, dochazi k rozevirani trhliny (z anglického
,,opening mode*). Napéti ptisobi kolmo na rovinu trhliny (Obr. 4a).

» Maoad II zplsobuje smykova napéti, ktera jsou rovnobézna s rovinou trhliny a kolma na
jeji ¢elo. Nazyvame ho smyk (v angliéting ,, in-plane shearing®) (Obr. 4b).

» Mod III vyvolava smykova napéti rovnobézna jak srovinou, tak s celem trhliny.

Z hlediska mechanismu je oznacovan jako stiith (v anglické literatute ,,anti-plane
shearing®) (Obr. 4c).
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Obr. 5: Souradnicovy systéem s pocatkem v koreni trhliny. Poloha elementu je urcena polar-
nimi souradnicemi (r, 0).

2.3. Napjatost v okoli trhliny

Reélna trhlina miZze byt namahéna kombinaci libovolnych modi. Vyslednou napjatost a
deformaci pak dostaneme superpozici jednotlivych slozek napéti

> =
v 21r

k=LI1,I11

fiji (6), (1)

kde Ki znaci faktor intenzity napéti (k = I, II, Il uruje méd namahani) a fijx je bezrozmérna
funkce zavisejici pouze na uhlu 6 (Obr. 5). Vztah (1) popisuje rozlozeni napjatosti v okoli
trhliny v homogennim materialu [8]. Budeme-li uvazovat pouze zatézovani moédem I, jenz je

S 4

= 6’(1+ i 29)
o, = — cos2 sin 5)
K; 39
Oy = cos’ —, 2
0= o > (2)
K, 6 29
0,9 = T,9 = ——Sin—cos* —,

kde K je faktor intenzity napéti pii modu zatéZzovani I [3]. Rovnice (1) je vysledkem Irwinovy
dlouholeté prace a poskytuje zaklad pro pozdéjsi zobecnéni na bimateridlovy vrub. ReSeni
obsahuje ¢len % , ktery pro r — 0 roste nade vSechny meze a urcuje oblast dominantni

singularity v okoli trhliny zptisobujici v ném velkou koncentraci napéti.

2.4. Plasticka zona

Redlné materidly vykazujici plastické chovani (kovy, plasty atd.) nejsou schopné se
elasticky deformovat napétimi, kterd predikuje LELM v oblasti singularity. Navic polomér
zaobleni kofene trhliny je kone¢né Cislo, tak 1 napéti musi byt kone¢na. Proto po piekroceni
meze kluzu se za¢ne material nepruzn¢ deformovat a dochazi k relaxaci napéti. Oblast, kde

v

dochazi k plastické deformaci, se nazyva plasticka zona. Cim je zona vétsi, tim nepiesnéjsi je

12
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Obr. 6. Plasticka zéna 0 velikosti ry pred celem trhliny. Oblast o poloméru ry prestavuje hra-
nici mezi elastickou a plastickou deformaci télesa s idealnim elastickym chovanim.

vypocet napéti. Aby byla LELM dostatecné aplikovatelnd, musi byt, po zavedeni drobnych
korekci, velikost plastického pietvoreni v okoli kofene malého rozsahu [1]. Naptiklad [8]
uvadi, Ze plasticka zona nesmi piesahnout 2% tloustky télesa.

Prusecik zavislosti (1) a pfimky konstantni meze kluzu oys urcuje polomér hranice mezi
elastickym a plastickym chovanim ry. Toto urceni plastické oblasti vychazejici z elastického
feSeni neni pfesné. Nerespektuje totiz elasticko-plastické chovani materiali. VySrafovana ob-
last v Obr. 6 odpovida elastické energii, ktera se musi pterozdélit pro vznik plastické defor-
mace. Aby mohla byt tato energie absorbovana, musi se plasticka zona zvétsSit na hodnotu rp,
kterd se nazyva polomer plastické zony. Pro rozsahlou plastickou oblast se chovani materialu
stava nelinearni a je nutné pouzit jinou koncepci, naptiklad elasticko-plastickou lomovou me-
chaniku.

3. Zobecnéni na problém singularity typu vrub

3.1. Obecny singularni koncentrator napéti

Obecny singularni koncentrator napéti je prvek télesa, ktery zpiisobuje koncentraci na-
péti. Mizeme si ho predstavit jako obecny vrub z jednoho nebo vice materiald, tvarové
zmény, diry atd. Specidlnim pfipadem je bimateridlovy vrub, jehoz existence je spojena
s geometrickymi a materidlovymi nespojitostmi. Obecna konfigurace takového vrubu je na
Obr. 7. Jeho geometrie je dana thly w1, w2 a materialové charakteristiky odpovidajici materi-
alu 1 a 2 jsou urCeny Youngovymi moduly E7, E> a Poissonovymi konstantami vy, vz [6].

Material, jehoz vlastnosti jsou v riiznych smérech riizné, nazyvame anizotropni a je po-
psan 21 nezavislymi elastickymi Koeficienty. Je-li téleso elasticky symetrické vzhledem
K ur¢itym rovinam nebo smériim, pocet elastickych konstant se redukuje. Pro pfipad symetrie
na sebe kolmych os x, y, pfip. z, hovofime o ortotropnim materidlu, jenz je popsan po-
moci 9 nezavislych elastickych konstant. V ptipadé izotropniho materialu, ktery ma ve vsech
smérech stejné vlastnosti, klesa pocet nezavislych elastickych konstant na 2 — Poissonovu
konstantu v a Youngiv modul pruznosti E [2]. Predkladana prace se zabyva ortotropnimi
materialy. Tvary matic elastickych konstant jsou k nalezeni v dodatku. Modul pruznosti ve
smyku G je zavisla elasticka konstanta, kterou Ize vypocitat z E a v [8].
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V'

material 1

material 2

Obr. 7: Bimateridlovy vrub charakterizovany uhly w1 a w,, materidly 1 a 2 a polarnim sou-
Fadnicovym systémem s pocatkem v koreni vrubu.

3.2. Rozdéleni napéti v okoli obecného singularniho koncentratoru napéti

RozlozZeni napéti v okoli obecného singularniho koncentratoru napéti se 1isi od napéto-
vého pole trhliny v homogennim materialu. Z hlediska singularity je napéti v jeho okoli
obecné vyjadieno vztahem

n
Hy,
_ 6r-1)
O'l'j = z r Fijk , (3)
k=1\/27‘[

kde n je pocet odpovidajicich singularnich ¢lenti. Hx pfedstavuje zobecnény faktor intenzity
napéti. Indexy (i, j) znaéi polarni soufadnice (r, 8) s pocatkem v Kofeni koncentratoru, funkce
Fijx je vysledkem limitniho analytického feseni problému a zavisi na uhlu 6, geometrii kon-
centratoru a pouzitém materialu. Hodnota 6 se nazyva exponent singularity napéti a je zavisla
na konkrétnich okrajovych podminkach a konfiguraci koncentratoru (geometrie, material,
uhel 0) [7].

Exponent singularity napéti zobectiuje prvni ¢len Irwinova vztahu (1) pro napjatost
Vv okoli ¢ela trhliny a fika tedy, Ze trhlina v homogennim materialu je specialni piipad obec-
ného singularniho koncentratoru napéti s exponentem singularity 6 = 1/2 a faktorem intenzity
napéti K;, kde i = I, II, Il odpovida modu zatéZzovani. Obecné pak pro vruby 6 nabyva hodnot
z intervalu (0; 1).

3.3. Aplikace na bimaterialovy vrub

Z ptedchoziho vykladu vyplyvd, Ze bimateridlovy vrub sloZzeny z dvou ortotropnich
materialil povazujeme za specialni piipad obecného singularniho koncentratoru napéti, a lze
ho tedy modelovat pomoci zminénych matematickych vztahii. Idedlni bimateridovy vrub ma
ostry kotfen (polomér zaobleni se blizi nule), mezi obéma materialy, které ho tvofii, je skokova
zména materidlovych vlastnosti a na jejich rozhrani je idealni adheze. Geometrie vrubu je na
Obr. 7.

Pro vrub je pocet singularnich ¢lend v rovnici (3) roven n = 2, pti¢emz kazdy z nich
pfedstavuje kombinovany mod namahani. Zobecnéné faktory intenzity proto znac¢ime H; a Hz
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0=+1/2 6=1/2

da

l

Obr. 8: Skokova zména exponentu singularity pri iniciaci trhliny v koreni vrubu. Vlevo je vrub
S exponentem singularity riiznym od 1/2. Vpravo se z korene vrubu zacala siFit
trhlina, tudiz exponent singularity 6 = 1/2 a podminky stability jsou dany vztahy
odvozenymi pro trhlinu.

a odpovidaji danému exponentu singularity. Exponent singularity nabyva komplexnich hod-
not, pti¢emz pro jeho realnou hodnotu plati [9]:

e 5> 0 (deformacni energie je kladnd)

e 6 <1 (napéti ma singularni charakter).
Shrneme-li obé podminky dohromady, realna ¢ast exponentu singularity musi spliiovat in-
kluzi Re(5) € (0; 1).

3.4. Iniciace trhliny

Irwinova koncepce linearné elastické lomové mechaniky tika, ze trhlina v homogennim
namahani moédem I) neptfesdhne hodnotu lomové houZevnatosti Kic. Mezni stav Sifeni trhliny
také muze nastat pfi inavovém zatézovani za podminky K; < Kjc. Podminky stability pak cha-
rakterizuje rozkmit faktoru intenzity napéti AK a trhlina se §ifi, pokud je jeho hodnota vétsi
neZ prahova hodnota rozkmitu faktoru intenzity napéti AK.

Uvazujme, Ze na trhlinu ptisobi aplikované napéti oqppi. Podminky, za kterych se trhlina
nebude Sifit, jsou vyjadieny ve tvaru

Kl(aappl ) < chrit (M)a (4)

kde Kicric kriticka materialova charakteristika zavisejici na mechanismu $ifeni trhliny (napf.
lomova houzevnatost Kjc u kiehkého mechanismu lomu nebo 4K u unavového poruseni).
Zname-li tuto kritickou hodnotu, mizeme odhadnout kritické aplikované napéti occ a pod-
minka, kdy se trhlina nebude Sifit, ziska tvar

O-appl < O¢rit - (5)

Podobn¢ Ize stejnym zplisobem odvodit podminky stability bimaterialového vrubu.
Misto, kde se bude iniciovat trhlina, je okoli kofene koncentratoru (Obr. 8), nebot’ podle ana-
lytickych vztaht [11] pro polomér zaobleni r — 0 se napéti blizi nekone¢nu. Realné to ovsem
neni mozné, protoze v okoli kofene existuje plastickd oblast, kde dochéazi k relaxaci napéti.
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Kritické lomové napéti pak zavisi na okrajovych podminkach, na typu zatéZzovani (inava,
creep atd.), konfiguraci a materialu vrubu. Pfi urCovani kritického aplikovaného napéti ocric
predpokladame, Ze mechanismus Sifeni trhliny materialem z kofene vrubu je stejny jako me-
chanismus $ifeni trhliny v homogennim materidlu a je dan odpovidajicim parametrem Kjcrie
(M), to znamena

Ocrit = Ocrit [chrit (M)] * (6)

Tak jako bylo mozné u trhliny stanovit stabilitu pomoci kritické hodnoty faktoru intenzity
napéti, pro danou geometrii a materidlové kombinace lze kritické napéti bimateridlového
vrubu vyjadfit jako funkci zobecnéného faktoru intenzity napéti Hierie (M). Podminka stability
je dana nerovnosti

Hi (6 gpp1 ) < Hicrie (M), (7)

kde Hicric (M) je kriticka hodnota zobecnéného faktoru intenzity napéti. Hodnoty zobecnéného
faktoru intenzity napéti Hx mizou byt numericky odhadnuty jako funkce aplikovaného napéti
Oappl, tZN. H, = Hy, (Uappz ) Podminka stability pak ma tvar dany vztahem (5) [7]. Je tedy
ziejmé, ze mezi Kicrie (M) @ Hicrie (M) je uréity vztah, jenz fika, ze mezni stav $ifeni trhliny je u
trhliny a vrubu fizen stejnou proménnou.

4. Numericko-analyticky algoritmus pro urceni exponentu
singularity

4.1. Napéti a posuvy v okoli koncentratoru typu vrub

V druhé poloviné minulého stoleti byla formulovana teorie rovinné anizotropni pruz-
nosti, ktera byla vystavéna na vlastnostech funkci komplexni proménné, viz napt. [10]. Tato
teorie je nazvana podle jmen autord jako tzv. Lechnicky-Eshelby-Strohiiv formalismus (LES
formalismus). Existuji dva dtvody vyuziti charakteristickych vlastnosti funkci komplexni
proménné. Prvnim je, ze diferencovanost v oboru komplexnich ¢isel je ekvivalentem harmo-
nicnosti, 1zn., jestlize ma funkce v komplexnim oboru derivaci (teorie komplexnich ¢isel ta-
kové funkce oznacuje analytické), spliiuje automaticky tzv. biharmonickou rovnici a tudiz
muze byt pouzita jako Airyho funkce napéti. Druhym divodem pouziti komplexniho oboru je
zjednodusSeni popisu elastickych vlastnosti materialu, které jsou v LES formalismu popsany
pouze tfemi konstantami, tzv. charakteristickymi (viastnimi) cisly daného materidlu. Jejich
pocet lze dale redukovat zvySovanim poctu rovin symetrie daného materidlu, kdy v ptipadé
ortotropniho materialu se pocet jeho vlastnich ¢isel redukuje na dvé a jejich absolutni hodnoty
se urcuji podle nasledujicich vztahii

1 1
U =14n+m), y, =1 4(n—m) prol < p < oo, (8)
1
Ui =y = A 5 /n2+m? pro —1<p<1, (9)

1
pi=p =44 prop=1, (10)

kde
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_S11 251+ Ses  [1+p Ry
Al=— p=—7—2,n1= [—, m= |[|— (11)
522 2+/511S22 2 2

a s11, S12, S22 @ Ses JSOU prvky matice poddajnosti. V dalsim textu budeme uvazovat pouze pii-
pad materialu (8) a (10), tj. kdyz 1 < p < oo. Pro posuvy ux, uy a slozky tenzoru napéti oxx, oyy
a oyy plati nasledujici vztahy

wu, (6, y) = =2(s114% — s12) fi1 (%, 1Y) — 2(511143 — s12) for (%, 123,

S22 S22
u, (x,y) = -2 (512#1 - .U_l) fi2(x, 1Y) — 2 <S1zll2 - .U_2> fa2 (%, u2y),

0f11 0f21

— 2 2

0 (6, y) = =2pi — = (0, 1 y) = 215 — = (x, 12y), (12)
df11 0f21

ayy (x,y) = 2 x (x, 11y) + 2o (x, 12),

of, of
Oy (4,7) = 03 (6,9) = 2411 —= (6, 1Y) + 22— (0,129,

kde uz a uz jsou vyse definované absolutni hodnoty charakteristickych ¢isel materialu. Funkce
f11 (x, ), fiz (x,¥), f21 (x,¥) & f22 (x, y) jsou V podstaté libovolné a urcuji se na zaklad¢é okra-
jovych podminek, pii¢emz musi spliiovat Cauchy-Riemanovy rovnice

df11(x,y) _ dfi2(x,y) 0fi1(x,y) __ df12(x,y)

0x dy dy 0x
(13)
0f21(x,y) _O0f» (x,y) 0fn(x,y) _ 0f22(x,y)
ox o9y ' 9y ox

Misto vztaht v (12) pro napéti je vyhodnéjsi pracovat s vektorem funkce napéti ¢ = (¢x,®)),
jehoz soufadnice jsou vyjadieny rovnicemi

©x (2, ) = 201 f12(x, 1Y) + 21222 (X, 12y),

(14)
oy (x,y) = 2f11 (6, i y) + 2f51 (x, uzy).
Derivovanim téchto soutadnic 1ze pak napéti vyjadiit pomoci vztahti
XX ) ay I
g, (x,y)
ayy (x,y) = ax (15)

a9, (x,y) _ 00, x,y)

Oxy (x,y) = Oyx (x,y) =— dy Ox
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Kromeé slozek tenzoru napéti 1ze pomoci funkce napéti (14) lze vyjadrit vektor vysledné sily
T = (T, Ty) plsobici podél urcité kiivky. Napiiklad pro slozky vektoru vysledné sily podél
polopiimky vychazejici z pocatku soufadnicového systému a prochazejici bodem [x, y], za
ptedpokladu ¢x (x,y) = ¢y (x,) = 0 pro [x, y] — o0, plati

Ty = 0x (V) | y)mo0 — O (6, Y) = =0 (6, ) = —2p1 f12 (%, 1Y) — 2p2f22 (%, t2y),
(16)

T, = @y (X, V)| xy)-0 — @y (6, ¥) = =@, (x,¥) = =2f11(x, 11y) — 2f21 (x, u2y).

Jak jiz bylo v pfedchozim textu uvedeno, k popisu posuvil a napéti v okoli koncentra-
toru typu vrub je vhodné zavést polarni soufadnice, jejichz transformaéni vztahy
Z kartézskych soutadnic jsou

X =1 cos0,
(17)
y =rsinf,

kde r je radiusvektor a @ je uhel, ktery svira s kladnou osou x. Napéti se pak vyjadii ve sloz-
kach radialniho a tecného sméru za pomoci vektoru (16) jako

1(0¢,.(r,0 0@, (r, 6
rr———<Mcosa+Msin0>,

or 00 00

00,(r,0 2, (r,0
or or

09 (r,6) d9y (1,0)
Opg = xa—rcose +ya—r51n

1 do,(r,0 d r,0
<—Msin9+mcose>.

r 90 90

Ogg = —

(18)

4.2. Urceni komplexnich potenciali f

Pro pfipad vrubu se funkce f11 (x,y), f1z (x, ), f21 (x,¥) @ f22 (x, y) hledaji ve tvaru
fi1(x, my) = Hro RY (vy1cos(8%¥;) — vy,sin(6%¥))),
fi2 (e, 1 y) = HrP RY (v11sin(8%1) + vz cos(6¥1)), (19
f21(x, 12y) = HrO R} (v31c0s(8%¥,) — v2,5in(8%,)),
fo2 (%, u2y) = HrO RS (v15in(6%) + vy, c0s(6¥,)),
kde H je zobecnény faktor intenzity napéti a § je exponent singularity, pii¢emzZ bereme
V tvahu pouze jeho redlnou hodnotu. Veli¢iny v; = (vi1, vi2) @ vz = (vz1, v22) jsou tzv. vlastni

vektory odpovidajici danému exponentu singularity §. Pro parametry R; a ¥, kde i = 1, 2,
plati
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Ay

V'

material 2

material 1

Obr. 9: Konfigurace bimateridlového vrubu pro vypocet exponentu singularity a kartézskych
a polarnich souradnicich. Uhel w1 = 90° a w, = 180°, Fimska cisla I, Il znaci oblasti
skokovych zmén materialovych charakteristik.

R? = (cosf)? + (u;sinB)?, (i =1,2) (20)

(0 pro 6 =0,
_ | arccotg(cos/(u;sind)) pro 8 € (0,7),
"7 ) arccotg(cos8/(u;sing)) = pro 6 € (—m,0),
-7 pro 0 = —m.

(i=1,2) (21)

4.3. Okrajové podminky a vypocet exponentu singularity

Uvazujme konfiguraci vrubu podle Obr. 9. Potom mutzeme piredepsat okrajové podminky a
podminky spojitosti napéti a posuvl nasledovné:

T'=0 prof=-mn/2,
T —T!'=0 prod =0,
w—u’=0 prog=0,

TN =0 prof=m,

(22)

kde indexy I, II znaci jednotlivé oblasti material (viz Obr. 9). Okrajové podminky (22) pied-
stavuji systém osmi homogennich algebraickych rovnic pro neznamé vektory vi, vi, vif vl
funkci (19) definovanych na oblastech [, 1. Tuto soustavu muzeme zapsat symbolicky pomoci
maticového zapisu jako

A(S)v =0, (23)

kde A je matice soustavy, jejiz prvky jsou funkci exponentu singularity 6, a

v = [vi,vi, vil, vil]T. Aby soustava (23) méla nenulové feseni, musi platit

det(A(8)) = 0. (24)
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Resenim rovnice (24) je je neznamy exponent singularity &, jenz mizeme chépat jako vlastni
¢islo matice A, tudiz je rovnice (24) charakteristickd dané konfigurace bimaterialového roz-
hrani a vektory vi, v, vi!, vi! jsou vlastni vektory odpovidajici exponentu &, které se dosta-

nou ze soustavy rovnic (23) po zpétném dosazeni exponentu singularity do matice A.

5. Numericky priklad

Tato Cast pojednava o praktické aplikaci numericko-analytického algoritmu na danou
konfiguraci bimateridlového vrubu slozeného ze dvou ortotropnich materialii. K vypoctu ex-
ponentu singularity § byl vyuzit software Maple 12 a program vyvinuty na Ustavu mechaniky
téles, mechatroniky a biomechaniky.

5.1. Popis funkce programu

Na zacatku vypoctu je nutné zadat materialové a geometrické charakteristiky vrubu, tj.
e moduly pruznosti v tahu Ej, Er, moduly pruznosti ve smyku G, Gr a Poissonovy
konstanty vy, vr
e Uhly ws a w; definujici geometrii vrubu,
kde indexy L, T oznacuji kartézsky soufadnicovy systém a indexy 1, 2 odpovidaji jednotlivym
materialom. Uvazujme geometrii vrubu podle Obr. 9. Soutadnicovému sytému (L, T) potom
odpovida systém (x, y) a pro materidlové charakteristiky plati

E, =E, v, =V, G, =G,
ET:E_’y VT:Vy GT:Gy'

Vypocet je zahdjen sestavenim matic poddajnosti Sy a Sy pro jednotlivé materialy. Tyto matice
jsou Cétvercové, velikosti 6 X 6 a jejich obecny tvar pro ortotropni material je k nalezeni
v dodatku A. Toto plati pouze v pfipadé rovinné napjatosti. Za podminek rovinné deformace
se prvky matice poddajnosti piepocitaji podle vztahu

, Si3Sjz ..
Sy =Sy — i, (i,j = 1,2,6), (25)

kde s7jj jsou prvky pfepocitané matice poddajnosti (podminky rovinné deformace) a s;; jsou
prvky ptivodni matice (podminky rovinné napjatosti) [9].

Exponent singularity 6 mtize mit obecné komplexni tvar, ale vzhledem k symetrii mate-
rialovych vlastnosti predpokladame jeho realné feSeni. Nasleduje vypocet koeficientd podle
rovnic (11), které jsou potieba k sestaveni vlastnich ¢isel (8), (9), (10) pro jednotlivé expo-
nenty singularity a materialy. Dale jsou sestaveny matice popisujici ortotropii vzorku, geo-
metrii a orientaci vrubu a pomocné matice zptesiujici numericky vypocet. Poté uz je mozné
sestavit matici A a rovnici (23). Vypocet exponentu singularity se provede podle vztahu (24).
Reseni je zobrazeno na Obr. 10 jako prisedik kiivky s kladnou osou &, tzn., feSenim jsou dva
exponenty singularity &7 a 82, coz je v souladu s odstavcem 3.3, Ze pocet singularnich ¢lent je
roven n = 2.

Praseciky kiivky se zapornou osou § jsou pomocné exponenty -8; a -6z a slouzi
K ur¢eni zobecnéného faktoru intenzity napéti.
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;} #display{{c1l,62})
= mm_r_l := subs{delta=deltal,Pe{DETmm) ) :
= mm_i_l := subs{delta=deltal,Im{DETmm) ) :
> gl = plot (mm_r_l,delta1=—1. b
> G2 = plot (mm_i_l,delta1=—1. .1, color=bhlue) ;
> print(display({c1,62})):
G = FPLOT(...)
G2 =PLOT(...)
4, %1072 N\
/ \
/o 2,%10731 4 f
/ \ | \
.f'f I"u ] II \‘
1 I| ','
rw. T 6 \ T I'I \\-"
-1 Los AN 05| 1
|II { IIII 61...;'
\ | \
| caxarq | |
| |'I Ill |I
\ [ 1 |
\ .z | |
v 7 v 7 \ -4 = 10174 1 1
pocatecni hodnota \ |
\ | 1 \
II| .'I I'I |II
| -, 10731 1 \ /
Y f I'. |
\"\ -"'II 1 I'. |II
.‘Lij 1 I|
-g, 510741 4 \
\
v
L \/
> delta_resl = fsnlve(mm_r_l deltal=0.59);
L delte_res] =0.3413773265970

Obr. 10: Urceni exponentu singularity jako priseciku kiivky reseni s Kladnou o. Protoze pro-
gram pouziva Newtonovu numerickou iteracni metodu tecen, je pro ziskani
presného nutné zadat pocatecni hodnotu, v jejiz blizkosti krivka protina osu (v
nasem pripade deltal=0,9).

Program je doplnén o algoritmus pro ur¢eni a vykresleni posuvl a napéti a kod

k vyexportovani dat do souboru.

5.2. Vypocet exponentu singularity pro konkrétni konfiguraci

Je dana konfigurace vrubu podle Obr. 9, ktery je slozen z ortotropni vrstvy (material 1) a or-
totropniho substratu (material 2). Budeme pocitat exponenty singularity pro rizné kombinace
materidlii. Ve vypoctech predpokladame rovinnou deformaci. Geometrie vrubu je urcena thly
o1 = 90° a ®2 = 180°. Pro materialové charakteristiky uvedené v odstavci 5.1 pro jednotlivé

materidly plati:
Vx1 =Vx2 = 0,3 Gx] = GxZ = 30 GPa
V1=v2=0,3 Gy1 = Gy2 = 30 GPa.
V Tab. 1 jsou uvedeny kombinace materiald, kdy ortotropni vrstvu (material 1) kombinujeme
S peti riznymi ortotropnimi substraty (material 2). Vypocet exponentii singularity je realizo-
van v dolni casti Tab. 1. Pfi vypoctu musi byt splnény okrajové podminky (22) a navic musi

pro rozhrani bimaterialu (6 = 0) platit:

® POSUVY uxa uy musi mit spojity priabch
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e vysledné sily plsobici po ur€ité kiivce Tx a T, musi mit spojity pribch

e napéti g,y a oxy musi mit spojity pribch

e napéti ve sméru normaly volného povrchu vrubu musi byt nulova.
Na rozhrani maji uvedené veliCiny spojity prubéh a mtze se zde vyskytovat zlom, tzn., kiivka
nemusi byt hladka. Napéti oxx nemé mit spojity prubéh, nebot’ priméet jeho sméru do normaly

rozhrani je nulovy; material musi mit urcity stupen volnosti, jinak by nemohl z fyzikalniho
hlediska existovat.

. Ex1 [GPa] 100
material 1 E,: [GPa] 50
material 2 Ex2 [GPa] 50 50 50 200 400
E,> [GPa] 400 200 100 50 50
01 0,751 0,626 0,572 0,557 0,573
o2 0,929 0,927 0,911 0,926 0,941

Tab. 1: Vypocet exponentii singularity pro jednotlivé kombinace materialii.

5.3. Vykresleni normovanych posuvi a napéti

Normovana napéti a posuvy vykreslime pro prvni kombinaci bimateridlu, tj. Ex; = 100 GPaq,
Ey1 = 50 GPa, Exz = 50 GPa, Ey2 = 400 GPa (Obr. 11). Vysledna napéti a posuvy ziskame su-
perpozici dil¢ich hodnot odpovidajicich danému exponentu singularity. Z rovnice (3) vime, ze
napéti je umérné ¢lenu r%1, Podle [5] vime, ze napéti ziskame derivaci posuvi podle pro-
ménné r, tedy

d
e (26)
or

Posuv potom ziskdme integraci napéti podle r. Z toho vyplyva, Ze posuvy jsou umérné clenu
r°, coz odpovida vztahtim v [9] pro napjatost a posuvy.
V obrazku 11 vidime, ze jsou splnény vSechny predpoklady spravnosti feSeni exponentu

singularity, tj.:

e napéti ox (Obr. 11c) je rovno nule v hodnoté 8 = —m/2, nespojitost nema vliv na

spravnost feSeni
e napéti axy (Obr. 11d) je rovno nule v hodnoté 6 = —mr/2av @ = m je spojité
e napéti g,y (Obr. 11e) je rovno nule v hodnoté 8 = 7 a je spojité

® posuV uyx (Obr. 11a) je spojity

e posuv uy (Obr. 11b) je spojity.

22




Popis rozlozeni napéti v okoli bimaterialového vrubu Miroslav Hrstka

. 2,0x10"" 4
1,6x10" 1,56x10"" 4
1,0x10™" 4 1,0x10™"" 4
-12 |
_ 5.0x10™1 5,0x10
— i 0,0
o 0,04 T 12
T T -5,0x10™1
W -5,0x10"4 o -1,0x10™" 4
> 3 15x10™
-1,0x10™"" 1 ’
y -2,0x10™""
-1,5X10 T -2,5X10”‘
-2,0x10™" T T T r T ) -3,0x10™" : : : : : )
2 A 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
0 [rad] 0 [rad]
(@) (b)
1,0x10° 1
0,0
. 50x10" L
T T
> = -2,0x10" A
© o
0,0 -4/_/
T T 1 -4,0X10" T T 1
2 2 4 - 0 2 4
0 [rad] 0 [rad]
(c) (d)
1,2x10°
= 6,0x10" —— pribéh odpovidajici
T exponentu &,
z
=
e 0,0 —— prubéh odpovidajici
exponentu &,
-6,0x10" ; ; )
2 0 2 4

0 [rad]

(€)

Obr. 11: Priibéhy normovanych posuvii a napéti pro jednotlivé exponenty singularity a pro
kombinaci materialit Ex1 = 100 GPa, Ey; = 50 GPa, E,, =50 GPa, Ey, = 400 GPa.

23



Popis rozlozeni napéti v okoli bimaterialového vrubu Miroslav Hrstka

6. Zavér

Cilem prace bylo popsat rozlozeni napjatosti v okoli bimaterialového vrubu. Prvotni
motivaci pro me byly zajimavosti tykajici se vyvoje letecké techniky, v niz pravé lomova me-
chanika a obecné mezni stavy nachazi velké uplatnéni. Byla nastudovana ptislusna literaturu,
aby mohl byt navrzen matematicky model.

Vychézime z Irwinovy koncepce K-faktoru pro trhlinu v homogennim izotropnim mate-
rialu a snazime se ukazat analogii mezi vztahy pro trhlinu a pro vrub. Byl popsan vznik plas-
tické zony na Cele trhliny a vysloven piedpoklad kiehkého chovani zkoumaného materialu, to
jest v piipadé, kdy ma plasticka zona malé nebo zanedbatelné rozméry. V piipadé, Ze by ne-
méla zanedbatelné rozméry, linearné elasticka lomova mechanika se stava nepouzitelnou.

Dalsi kapitola pojednava o zobecnéni Irwinova vztahu pro obecny singularni koncent-
rator napéti. Rozlozeni napéti se fidi exponentem singularity §, pro n¢z musi byt splnéno
0 <6 < 1. Specialni ptipadem obecného singularniho koncentratoru je trhlina v homogennim
izotropnim materialu a jeji exponent singularity je roven § = 1/2.

Nasledujici podkapitola se zabyva meznim stavem stability vrubu. Uvadime, Ze trhlina
se nebude §ifit, jestlize bude faktor intenzity napéti podle daného modu zatéZovani mensi nez
lomova houzevnatost. Analogicky Ize vyslovit podminku stability vrubu, kdy zobecnény fak-
tor intenzity napéti pfi daném aplikovaném zatizeni musi byt mensi nez kriticka hodnota zo-
becnéného faktoru intenzity napéti. Zacne-li se z kofene vrubu $ifit trhlina, pfejde exponent
singularity na hodnotu § = 1/2 a mechanismus dal$iho Sifeni je zaloZen na analyze stability
trhliny.

Dale byla navrZzena geometrie vrubu, ktery se skladd z dvou ortotropnich materiéli.
Matematicky model byl nazvan Lechnicky-Eshelby-Strohtiv formalismus. Dominantni roli
hraji vlastni ¢isla materialu, ktera vystupuji ve vztazich pro komplexni potencialy, jejichz li-
nearni kombinaci je mozné vyjadrit pfislusné posuvy. Po predepsani okrajovych podminek
spojitosti napéti a posuvil je mozné sestavit matici, jejiZ vlastni ¢isla jsou hledané exponenty
singularity.

V posledni kapitole byl programem Maple 12 testovan algoritmus, pomoci né¢hoz byly
vypoéteny exponenty singularity a hodnoty vlastnich vektorti vstupujicich do tvarové funkce
pro zvolené kombinace daného bimaterialu. Poté jsme pro vybranou kombinaci vykreslili
normovana napéti a posuvy pro jednotlivé vruby, kdy pro celkové posuvy a napéti plati prin-
cip superpozice.

V budoucnu by bylo mozné algoritmus rozsifit o ureni zobecnéného faktoru intenzity
nap¢ti, odhad sméru Sifeni iniciované trhliny a sestaveni kriteria Sifeni trhliny.
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7. Seznam veli¢in a symboli

1,2
NI
o

AK

0

u

Oappl
Ocrit

jj

Gvs

T (o))
%

¢

Hy
H kcrit
Kic

Kk

Ip

indexy odpovidajici materialu 1 a 2

mody zatézovani

exponent singularity napéti

rozkmit faktoru intenzity napéti

uhel polarnich soutadnic

vlastni ¢islo materialu

aplikované napéti

kritické aplikované napéti

napéti v daném soufadném systému (i, j) pro i =]

mez kluzu

smykové napéti v daném soufadném systému (i, j) pro i #j

Poissonova konstanta

vektor funkce napéti

uhel geometrie vrubu

Youngv modul pruznosti v tahu

modul pruznosti ve smyku

zobecnény faktor intenzity napéti (k=1... n)
kriticka hodnota zobecnéného faktoru intenzity napéti
lomova houZevnatost pii modu zatéZovani |
faktor intenzity napéti podle modu k =1, 11, 111
material

pocet singuldrnich ¢lenti

obecny polomér polarnich soutadnic

polomér plastické zony
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Sij

matice poddajnosti

prvek matice poddajnosti (i, j = 1... 6)

vektor vysledné sily ptisobici podél urcité kiivky
vektor posuvi

vlastni vektor
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Dodatek A

Matice elastickych koeficienti

Obecny tvar Hookeova zdkona pro anizotropni material v kartézském souradnicovém systému
(x,y, z) ma tvar

Ex S11 S12 S13 S14  S15  S16 Ox

&y S21 S22 S23  S24  S25  S26 Oy \

&  S31 S32 S33 S3¢4 S35 S36 ) | Oz |

Vyz T Sa1 Sa2 S43 Saa Sis Sas | ' Tyz |’ (AL)
\sz S51  S52  S53  S54  Ssp 556/ Tzx

Vxy Se1 Se2 Se63 Se4  Se5  S66 Txy

kde Ssprvky s; (i, j = 1, 2 ... 6) je matice elastickych koeficientl pro anizotropni material,
kterd je symetrickd vhledem k hlavni diagonéle, coZ znamend, Ze ma 21 nezéavislych prvki.
Pro ortotropni material ma matice tvar

1 Uyy Uy
E F 5 0 00
Uy 1 Uyzy
—== = == 0 0 0
&y E, E E, Oy
/ g}’ \ _Uﬁ _Uﬂ i 0 0 0 / O-y \
| & | Ey Ey E, Oz | A2
v | = 1 7y, | (A2)
\yzx / 0 0 0 7 00] |z, /
vz -
Vxy 1 xy
0 0
0 0 0 C..
0 0 !
0 0 0 -
Gy
Uvazujeme-li rovinny problém v roviné uréené osami (x, y), pak se matice redukuje na
i _ Uy 0
E, E,
Ex | vy, 1 | Oy
Vxy x y | Txy

V ptipad€ izotropniho materialu, ktery méa ve vSech smérech stejné vlastnosti, se pocet neza-
vislych konstant redukuje na dvé [4], tj.
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1 v v
- —— —— 0 0 O
E E E
v 1 v 0 0 0
Ex E E E Oy
£ 1 /a \
y 2 2 2 000 y
& E E E | 0z |
= . | (A4)
Vyz 1 Tyz
\sz 0O 0 O C 0 0 sz/
V. 1 T
~ 0 0 00 = 0 ~
G
0 0 0 0 O !
G

Realna funkce komplexni proménné

Kazdé zobrazeni f:C — R se nazyva realna funkce komplexni proménné. Je to tedy zobra-
zeni komplexni roviny z do realnych &isel r, tedy

r=f(2). (AS5)
Lechnicky-Eshelby-Strohtiv formalismus

Sergej Georgievi¢ Lechnicky

Profesor Lechnicky byl doktor fyzikalnich a matematickych véd, nositel Statni ceny. Pusobil
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Harmonic¢nost

Diferencovanost v oboru komplexnich cisel je ekvivalentem harmonicnosti, tzn., ze kazda
funkce u je harmonicka, je-li feSenim Laplaceovy rovnice
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Au =0, (A6)

kde A je Laplacetv operator, ktery lze zapsat jako

A= E —,
£ 0x?
i=1

kde x; (i=1, 2... n) jsou nezavislé sméry.
Biharmonicka rovnice

Biharmonicka rovnice je parcidlni diferencidlni rovnice ¢tvrtého fadu. Jeji vyuziti je prede-
v§im v mechanice kontinua a v aplikacich LELM. Zapisujeme ji jako

AAD = 0, (AT)

kde A je Laplaceiv operator. V polarnim soufadnicovém systému lze vztah (A7) rozepsat ve
tvaru

92 19 1 92\ [0*®d 10d 1 9°%d
= (A8)

a2t rar Tr2aez \arz 7 ar T2 502
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