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Abstrakt

Bakalarska praca je zamerana na rotaciu tuhého telesa v priestore. Blizsie popisuje
rotacné matice a ich vlastnosti. Dalej sa venuje reprezenticii nato¢enia v priestore
pomocou Eulerovych uhlov a odvodzuje Eulerove kinematické a dynamické rovnice.
Néasledne uvadza numerické aj analytické riesenie tychto pohybovych rovnic pre
Specialne typy zotrvacnikov.

Summary

This bachelor thesis is focused on rotation movement of rigid body in space. It is
described rotation matrices and their characteristics. It is devoted to Euler angles
representation of rotation in space and introduced Euler kinematic and dynamic
equations. Moreover, it indicates the numerical and analytical method for solving
these equations for special types of flywheels.
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1 Uvod

Mechanika pari k najstarsim castiam fyziky a uz od pociatku bola spojena s roz-
nymi technickymi aplikdciami. Pokial sa zaoberdme podmienkami rovnovahy telies,
pouzijeme metddy statiky. Ak sa vSak zaujimame popisom pohybu telies bez toho,
aby sme sa zaoberali pri¢inami jeho zmien, pouzijeme metédy kinematiky. Na naj-
vysSom vrchole mechaniky vSak stoji dynamika, pomocou ktorej vySetrime stvislost
medzi pohybom telies, silami a ich momentami, ktoré na telesa pdsobia.

Tato bakalarska praca sa stustreduje na kinematiku a dynamiku tuhého telesa.
Zaoberame sa obecnym priestorovym pohybom telies s 3 a 6 stupiiami volnosti.
Popis tohto pohybu je velmi zlozity a vyuZiva radu matematickych prostriedkov.
Narazime na vektorovu algebru, tenzorové veli¢iny a stustavy az Siestich diferencial-
nych rovnic. Préaca ¢erpa z viacerych zdrojov, ale taziskové su [1],[3] a [5]. V prvej
kapitole zavadzame zakladne fyzikalne vlastnosti telies a tenzor zotrvacnosti.

V druhej kapitole sa uz venujeme popisu orientacie telesa v priestore pomocou
rotacnych matic a Eulerovych uhlov. Na zaver kapitoly zajdeme aj do tedrie grip,
konkrétne si definujeme Lieovu grupu, ktora sa pouziva k popisu priestorovej kine-
matiky. UkdZeme, Ze rotacény pohyb v priestore sa da popisat prave uvedenou grupou
v trojdimenzionalnom priestore.

Tretia kapitola sa uz konkrétne venuje rotacnému pohybu zotvacnikov v pries-
tore. Odvodime pohybové rovnice pre jednotlivé typy zotrvacnikov a Lagrangeovu
fuknciu, pomocou ktorej budeme numericky riesit rotacny pohyb. V poslednej ka-
pitole uvaddzame riesenie pohybovych rovnic zotvacnikov. Obmedzime sa vsak len
na zjednodusSené typy, pretoze problém je tazko riesitelny. K rieSeniu a vykresleniu
grafov vyuzivam softvér Mathematica.



2 Kinematika a dynamika tuhého telesa v pries-
tore

2.1 Zakladné fyzikalne vlastnosti tuhého telesa

Tuhé teleso je definované ako teleso, u ktorého sa vzajomné vzdialenost jednotlivych
bodov nemeni posobenim Tubovolnych sil. Zachovava sa tvar a rozlozenie hmotnosti
redlneho telesa. Tento abstraktny pojem redlneho telesa ndm umozni riesit otazky
spojené s rotaciou telesa, zvlast zotrvacnikov. Obecny pohyb telesa mozeme rozlozit
na dva pripady:

e Postupny pohyb alebo translacia - pohyb, pri ktorom v kazdom okamziku
vSetky body telesa maji rovnaky vektor rychlosti ¢ = v (t).

e Rotacny pohyb

— Rotac¢ny pohyb okolo pevnej osi - jedinou ¢asovo premennou veli¢inou je uhol
©. Pohyb mé jeden stupen volnosti.

@ = @(t)

— Rotacny pohyb okolo pevného bodu - jeden bod telesa zachovava po celi dobu
stalu polohu. Pohyb m4 tri stupne volnosti.

Je mozné dokézat, Ze otacanie tuhého telesa okolo pevného bodu sa v kazdom oka-
mziku da vyjadrit ako otacanie tuhého telesa okolo pevnej osi. S ¢asom sa vSak meni
poloha osi otac¢ania v telese, aj velkost rychlosti otacania okolo osi. Tdto rychlost
mozeme vyjadrif vztahom v = & x 7. AvSak pri uhlovej rychlosti sa meni s ¢asom
aj jej smer, preto obecne je funkciou ¢asu

& =a().

Najskor budeme uvazovat obecny pohyb tuhého telesa a pre tento pohyb si zave-
dieme zékladné fyzikdlne vlastnosti.|2]

Kineticka energia
UvaZzujme, Ze vSetky body telesa sa mdézu pohybovat. Pre rychlost Tubovolného bodu

A telesa plati:
vt=vp+V, (2.1)

kde v7- je rychlost faziska telesa a V je rychlost bodu A telesa vzhladom k fazisku.
Kineticka energia telesa je definovana ako integral

1
T = /5# dm. (2.2)
Dalej zavedieme moment hybnosti L telesa vzhladom k obecnému bodu A:
L= /Fx vdm. (2.3)

3



Obr. 1: Poloha bodu A vzhladom k tazisku T [12]

Podla obréazku 1 vidime, Ze 7 = 17 + R a po dosadeni (2.1) dostaneme
L=r7xp+ Ly, (2.4)

kde 7 je polohovy vektor, p je celkova hybnost telesa definovana ako p'= muvr a Ly
je moment hybnosti telesa vzhladom k tazisku.[1]

Pohybové rovnice

Prejdeme k popisu pohybu stistavy hmotnych bodov. Uvazujme stistavu hmotnych
bodov, ktora nie je izolovana. Pre popis pohybu stistavy hmotnych bodov je treba
zaviest prvi a druht vetu impluzovi. Vsetky zédkony, ktoré platia pre stistavu hmot-
nych bodov, platia aj pre tuhé teleso.

Prva veta impulzova
Casova derivacia celkovej hybnosti stistavy sa rovna vyslednici vonkajsich sil poso-
biacich na sustavu. Matematicky zapiseme ako

dp° =

— =F". 2.5

Druha veta impulzova

Casové derivacia celkového momentu hybnosti stistavy hmotnych bodov sa rovna

vyslednému momentu vonkajsich sil pdsobiacich na ststavu. Podmienkou rovnosti

je, ze momenty sa pocitaju k rovnakému pevnému bodu. Matematicky zapiseme ako
dL

-E:M? (2.6)

Moment zotrvacnosti

Moment zotrvacnosti urcuje rotacné zotrvacéné vlastnosti telesa. Rastie so vzdiale-
nostou hmoty od osi otd¢ania. Moment zotrvacnosti obecného telesa spocitame ako
integral cez celi hmotnost

J:/ r? dm, (2.7)
4



kde r je vzdialenost elementu dm od osi otacania.

2.2 Tenzor zotrvacénosti

Uvazujme obecny bod tuhého telesa, ktory sa pohybuje obecnou rychlostou v(t) a
kond rotaciu obecnou uhlovou rychlostou @(¢). Potom plati znamy vzfah

U= XT. (2.8)
Moment hybnosti mozeme zapisat ako

-

L—/Fxﬁdm—/Fx(ﬁxf)dm.

Dalej pouzijeme vetu o dvojitom vektorovom sucine.

DEFINICIA 1 Duwojity vektorovy sucin je definovany ako

-,

ax(bxd) = (a-ab—(a- b7z (2.9)

— — —

V nasom pripadne je Tahké ukéazat, ze @ x (b x @) = a®b — (b- @)d. Dostaneme potom

-

i /[r%v (@ )Fdm.

Dosadime za & vyraz & = Z - &, kde Z je tenzor identity. Vyuzijeme vlastnosti
Kroneckerova delta

1 ak 1=k
% =930 ak itk (2.10)
a pre zlozky symetrického tenzoru identity musi platit I;; = ;.
Teraz mozeme w vytknit a dostaneme
Li=& /(7"21 — ) dm (2.11)
pricom vyraz
J- / (2T — ) dm (2.12)

nazveme tenzorom zotrvacnosti. VSetky informécie o zotrvacénych vlastnostiach te-
lesa vzhladom k roznych osdm st ukryté v zlozkéch tenzoru zotrvacnosti. Jeho zlozky
mozeme zapisat takto

Tik = /(rzéik — xx;)dm. (2.13)

Tieto zlozky zapiseme aj pomocou matice



JW?+25)dm = [zydm — [xzdm
J = — [aydm  [(2*+2*)dm - [yzdm (2.14)
— [xzdm — [yzdm  [(2* +y*)dm

Diagonalne cleny tenzoru zotrvacnosti J;,J,,J, nazgvame momenty zotrvacnosti
vzhladom k osdm z,y,z, nediagonalne prvky nazyvame deviacné momenty.

Ja: J:L‘y JJ:Z
J = Joy Sy Iy
sz Jyz Jz

7 tohto zapisu vidime, Ze tenzor zotrvacnosti je symetrickym tenzorom. Kazdy
symetricky tenzor mozeme diagonalizovat, tj. najst také smery os stradnic, Ze tenzor
bude mat tvar

J 0 0
j - 0 JQ 0
0 0 Js

Potom .Jy,J5,J3 st hlavné momenty zotrvacnosti a takto zvolené osi hlavné osi
zotrvacnosti x1,ys,z3. Z definicie momentu zotrvacnosti vidime , Ze plati aj vztah

L=J- & (2.15)
Podobne vyjadrime vztah pre kinetick energiu rotacného telesa
L,
T = v J(e), (2.16)

kde € je jednotkovy vektor lubovolnej osi. [1][12]

3 Natocenie tuhého telesa v priestore

3.1 Rotacna matica

Pomocou rota¢nej matice mozeme transformovat stradnice vektoru z jedného si-
radnicového systému do druhého za predpokladu, Ze oba systémy st ortogonalne
a pravoto¢ivé. Preto ju nazyvame aj transformacnd matica. Pre lepsiu nézornost
odvodime najprv rota¢ni maticu R v rovine a az potom v priestore.

3.1.1 Rotadéna matica v rovine

Uvazujme dve rozne suradnicové sustavy F;(O,z;,y;) a Fj(O,x;,y;). Potom vektor
r; je vyjadrenie vektoru v sturadnicovej sustave F; a vektor rj vyjadrenie vektoru v
stradnicovej stistave F;. Vsetky transformécie uvazujeme k bodu O = (0,0,0). Podla
obrazku 2 mozeme vektor r; v systéme [} zapisat takto:

ri:(x%):<c'osg0 —smg@) (IJ:):Rjirj (3.17)
i sinp  cosp Y;
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Obr. 2: Otocenie vektoru o uhol 6

Matica Rj; je rotacna matica zo systému j do 7. V literattre sa nazyva aj matica
smerovych kosinov alebo smerova matica. (3]

3.1.2 Rotac¢na matica v priestore

V priestore R? je natocenie telesa ovela zlozitejsie ako v rovine. Orient4cia telesa
v rovine je dand len jednym uhlom, zatial ¢o v priestore troma uhlami. Ako sme
ukézali v rovinnom pripade, plati formalne rovnaky vztah aj v priestore:

ry = Rjirj (318)
€Z; X
vi | =[x i zi ]| v (3.19)
Zi Zj

Stlpcové vektory xi,yii,z5i € R**! maji vyznam stradnicvého systému j vide-
ného v systéme . Tieto vektory s ortonormalne.

Dalej si uvedieme rotacné matice pre elementirne otodenie okolo jednotlivych
suradnicovych os z; , y; , z; o uhly «, 3, 7. Podla obazku 3 vidime, Ze transformac¢né
matica Ry predstavuje otocenie okolo osi z; o uhol «.

1 0 0
Ry(a) =1 0 cosa —sina (3.20)
0 sina cosa

Matica Ry predstavuje otocenie okolo osi y; o uhol 3.

cosf 0 sinf
Ry(8) = 0 1 0 (3.21)
—sinfB 0 cospf

A nakoniec matica R,, ktora predstavuje otocenie okolo osi z; o uhol ~.
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Obr. 3: Elementarne otoéenie okolo osi z;
[4]

Obr. 4: Elementarne otocenie okolo osi y;

[4]

cosy —siny 0
R,(y)=| siny cosy 0 (3.22)
0 0 1

V pripade obecnej rotacie telesa okolo vSetkych troch os si vSetky prvky matice R

nenulové. [3][4]

3.1.3 Vlastnosti rotacnej matice

Teraz si uvedieme déleZité vlastnosti rotacnej matice v R3.

e Rotacna matica je ortonormalna, teda:

R;RT =1 (3.23)
R;' =R (3.24)

8
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Obr. 5: Elementarne otocenie okolo osi z;
[4]

kde I je jednotkova matica.
Rotacna matica mé determinant +1.
Nasobenim vektoru s Ry; sa zachovava norma vektoru.

Rotacna matica je ortogonalna. UkaZeme si to na opacnej transformacii, teda
zo systému ¢ do j.

ry = Rjirj (325)

Rj_ilri = Rj_ileirj (326)

Rj_ill'i = R.;Ii‘l'i =T; = Rij (327)
R; =R} (3.28)

Skladanim rotéacii vznika zase rotacia.
Uvazujme dalsi systém F (O, xy, yi), ktory je natoceny voci F;(O, x;,y;) a ten
zase voli F;(O, x;,y;). Plati

ry = Rjirj

ry = Rij'k

pricom prvy vyraz predstavuje transformaciu F; — Fj, druhy vyraz Fj, — Fj.
Po dosadeni dostaneme

ri= Rjirj = RjiRkjrk = Rkirk, (329)

¢o predstavuje transformaciu Fy, — Fj. [3]

3.1.4 Lieova grupa

Uvedme najkor definiciu Lieovej grupy. [6]



DEFINICIA 2 MnoZina G sa nazjva Lieova grupa, ak plati:
1. G je grupa,
2. G je analytickd varieta

3. zobrazenie G x G — G:(g1,92) — (g1, 92) je analytické.

DEeFINICIA 3 G sa nazyva analytickd varieta, ok tranformdcie siuradnic si v kazdom
svojom bode redlne analytické funkcie.

POZNAMKA 1 Funkcia f(z,...,2") je redlne analytickd v bode A = [z}, ..., x}] € E"
ak existuje takée sférickeé okolie bodu A, Ze na nom Taylorov rozvoj funkcie f v bode
A konverguje k hodnotam tejto funkcie.

VETA 1 Bud f(z', 2%, 2®) funkcia troch premenngch v R3, ktord md vsetky parcidlne
derivdcie. Nech rovnica f(z', 22 2%) = 0 md aspon jedno rieseniea nech Ziadny bod
z riedenia tejto rovnice nie je singuldrny. Potom mnoZina vietkyjch bodov v R?, ktoré
spliugi rovnicu f(zt, 22, 23) = 0, je diferencovatelnd varieta dimenzie 2.

Potom sa d4 ukdzat, ze grupa R? je Lieova grupa, taktiez aj priestor rota¢nych matic
tvori Lieovu grupu. Podrobné dokazy v [6].

3.2 Orientacia telesa pomocou Eulerovych uhlov

Eulerove uhly st dalsie prostriedky, ktoré popisuja priestorovi orientaciu tuhého te-
lesa. Pre lepsie pochopenie si najprv zavedieme novy suradnicovy systém G(0, z, y, 2),
pevne spojeny s telesom v pociatku O. Tento systém budeme postupne otacat, az
ziskame kone¢nu polohu telesa v systéme G'(z’, 9/, 2'). Najprv si predstavme, Ze oba
systémy maju spolo¢nu pociatocni polohu, ako vidime na obrazku 6.

1. Prevedieme otocenie okolo spolo¢nej osi z o uhol ¥ v kladnom zmysle a do-
staneme nova polohu systému G (0, 2/, y1, 21).

2. Dalej oto¢ime novy systém G (0, 2,7/, 2}) okolo osi ) v kladnom zmysle
o uhol 9. Tyto dostaneme dalsi pomocny systém G5(0, 5, v, 25).

3. Nakoniec oto¢ime systém G5 (0, x%, y5, z5) okolo osi 2} o uhol ¢ a ziskame ko-
ne¢nu polohu systému G'(2, v/, 2').

Jednotlivé kroky popiSeme Ciastoénymi rotacnymi maticami R,,Ry a R.,.

cosy —siny 0

Ry,=| sinyy cosyp 0 (3.30)
0 0 1
1 0 0
Ry=| 0 cos? —sind (3.31)
0 sin?d cosd

10
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Obr. 6: Eulerove uhly [12]

cosp —sing 0
R,=| sinp cosp 0 (3.32)
0 0 1

Vysledné rotacia vznikne vynasobenim ciastocnych rotacnych matic. V tomto
kroku zalezi na poradi nasobenia. My zvolime postupnu rotaciu okolo os, ako sme
popisali vyssie, avSak celkovo existuje 12 moznosti postupnosti rotacii.[12][3][6]

cos cosp —siny cos¥sing —cosysing —sinycosdcosy  sin sindd
Ry, = | sine cosp + cospcos¥sing  —sintpsing + cosyp coscosg —costpsind [(3.33)
sin ¥ sin ¢ sinJ cos @ cos ¥

Eulerove uhly 1, 9, ¢ st dalsie 3 parametry popisujice rotacny pohyb telesa okolo
pevného bodu. K popisu tohto pohybu potrebujeme este vyjadrit uhlova rychlost
pomocou Eulerovych uhlov. Prevedieme nekonecne malé otocenie dy za dobu dt.
Potom
dep
dt

W= = we, = pe,,.

11



Uhlové rychlosti st taktiez vyznacené v obrazku 6 a e, je tzv. okamZzitd os otdcania.
Takto postupne zavedieme vztahy pre jednotlivé zlozky uhlovej rychlosti.

Wy, = (0,0,¢)
&, = (cos ¥, —sin v, 0)d (3.34)

/!

Wy, = (sin ¥ sin ¢, sin ¥ cos , cos J)1

ZloZenim vsetkych troch rotacii &’ = ;, + dy + &, dostaneme Eulerove kinematické
rovnice pre nas systém G'(z',y', 2’).[1]

W, = ¢sin¥sin ¢ + U cos ¢
w, = Ysind cos p — Vsin ¢ (3.35)
W, =) costd + ¢

4 Sféricky pohyb telesa

Teleso, ktoré sa otaca okolo pevného bodu sa nazyva zotrvac¢nikom. V tejto kapitole
sa budeme zaoberat pohybom zotva¢nikou pomocou rovnic, ktoré sme odvodili alebo
uviedli v predchadzajucich kapitolach. Ich analytické rieSenia st vSak velmi obtia-
zne. My si uvedieme niektoré zakladné tvary a zoznamime sa s rieSenim pomocou
Lagrangeovej metédy. Zotrvacniky méZeme rozdelit podla tvaru na

o Asymetricky zotrvacnik ma vsetky tri hlavné momenty zotrvacnosti Ji,.Js,J3
rozne.

e Symetrickym zotva¢nikom rozumieme taky, ktory ma dva z hlavnych momen-
tov zotrvacnosti rovnaké.

e Ak st vSetky tri momenty zotrvacnosti rovnaké, hovorime o gulovom zotrva-
¢niku.

Dalej mozeme zotrvacniky rozlisit podla sil, ktoré naii posobia.

e Na volny alebo aj bezsilovy zotrvacnik neposobi ziadne vonkajsie silové pdso-
benie.

o Tazky zotrvacnik je teleso, ktoré sa pohybuje v tiazovom poli, pdsobi naitho
vonkajsia sila pripadne silovy moment. [2] [11]
4.1 Lagrangeova metdda

Tato kapitolu spracovavame najmé zo zdrojov [1] a [12].

Majme sustavu n telies, ktorych pohyb je obmedzeny r ideadlnymi véizbami. Pred-
stavme si, Ze sme kazdt viizbu uvolnili a nahradili jednotlivymi reakénymi silami K¥.
Polohu bodu je vhodné vyjadrovat v stradniciach popisujicich prirodzene stupne
volnosti. Obecnt polohu bodu méZzeme vyjadrif posunutim

x = X(qg, 1).
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Suradnice g, nazyvame zobecnené suradnice. Pre redlne posunutie hmotného bodu
plati

dx—z qu+—dt—5x+(g—dt

Reélna zmena teda predstavuje totalny diferencial a virtudlne posunutie 6x obdrzime
tak, Ze vypustime Clen imerny ¢asovej zmene. Pre virtualne posunutie plati vztah

ox = Z —5qk

Iqx
kde 5qk = qu.

Dalej prejdeme k odvodeniu virtualnej prace §A. Ak je ststava v rovnovahe plati
podmienka statickej rovnovahy pre kazdé teleso

.
F+ ) Kf=0,
k=1
kde F; je vyslednica vsetkych vonkajsich sil. Oznacenie pre vyslednicu vonkajsich
sil sme zaviedli iné ako v prvej kapitole z dévodu jednotného oznacenia ostatnych
veli¢in. V dalsom kroku kazdému bodu udelime virtudlne posunutie a tieto rovnice
skalarne vynasobime s virtualnymi posunutiami dx;. Dostaneme

ZF 6XZ+ZZK’“ ox; = 0.

k=1 i=1

Zavedieme pojem idealnej vizby, pre ktoru plati

iin-éxi:O,

k=1 =1

¢o dosadime do predchéadzajicej rovnice. Vidime, zZe celkova praca reakcii od vézieb
je nulova. Druhy ¢len rovnice sa tak vynuluje a dostaneme princip virtudlnej prdace
pre sustavy telies

i=1
Vyslovime tuto vetu este slovne: ”Virtualna praca vonkajsich sil pri rovnovahe a
pri idealnach vézbach je rovna nule.”
D’Alembert-Lagrangeov princip pre sustavu telies

Aby sme presli od statiky k dynamike, potrebujeme este zaviest d’Alembertov
princip. Napisme pohybové rovnice pre vsetky body telesa

k=1
Teraz vsetky skalarne vynasobime virtuadlnymi posunutiami dx; a dostaneme

n

Z( — m;a;) 5X’+ZZKk 0x; = 0.

i=1 k=1 i=1

13



Podla principu virtualnej prace plati

n

Z(Fl — miai) . 5X¢ = O,

i=1

¢im sme odvodili d’Alembert-Lagrangeov princip.

Pokial st jednotlivé virtualne posunutia dx; nezavislé, mozeme ich vyjadrit po-
mocou mensieho po¢tu nezavislych parametrov d¢q;. Zvolime tolko nezavislych para-
metrov, kolko je stupniov volnosti n. Takto zavedenym parametrom budeme hovorit
zobecnené krivociare suradnice qi. Polohu i-tého hmotného bodu ur¢ime ako

X; = XZ(Qka t)

Z d’Alembert-Lagrangeovho principu moZeme rovno napisat

u ox;
Fi — m;a;) — = 0
> ) e

pre kazdé k = 1,2, ..., f, pricom f = 3n — r. Dalej zavedieme zobecnent silu @Q;, ako

s o
Qk:ilei'a_qk_izlmzaz 8(]]g

Plati tiez
dXi aXi Py aXi
X; = = .
a ot ot

Z definicie kinetickej energie (2.2) dostaneme

=1

a plati
d oT

= At 0%,

Dalsie odvodenie mozno najst v [1]. Vysledkom st Lagrangeove rovnice druhého

druhu

m;a;

——— — — = Q. (4.36)
Dalej ich je mozné zjednodusit zavedenim Lagrangeovej funkcie, v tvare
L=T-U, (4.37)

kde U(t, qx) je potencidlna energia telesa. Lagrangeova funcia L(t, g, §x) a kineticka
energia T'(t, qx, ¢x) su funkciou zobecnenych stradnic, rychlosti a ¢asu.
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4.2 Pohybové rovnice zotrvacnikov

Najprv spomenieme pohybové rovnice pre zotrva¢nik upevneny v bode O, pred-
stavme si otoény kib. Pre tento pohyb platia pohybové rovnice, a to prva a druhé
veta impulzova (2.5)(2.6). Celkovo dostaneme 6 rovnic, avsak zotrva¢nik upevneny
v bode m4 len 3 stupne volnosti, preto nebudeme potrebovat vSetkych 6 rovnic. Na
teleso posobi vonkajsia sila F a reakéna sila od kibu K. Ak zbolime bof O za refe-
ren¢ny bod, potom momenty silovych reakcii si1 nulové a z druhej vety impulzovej
uplne vypadni. Pohybovou rovnicou zotrva¢niku s pevnym bodom je teda druha
veta impulzova (2.6) a mdzeme ju eSte prepisat ako

470 =m (4.38)

Obr. 7: Sily pdsobiace na zotrvacnik [10]

. ’ v . v /. Ve o4 /’ / A
Ak si uvedomime, ze J je ¢asovo nepremenny len voc¢i nasmu systému G, mo-
zeme (4.29) pisat ako

/

d - 5_d
PG er

kde & je vektor uhlovej tychlosti, ktorou sa otaca zotrvacnik vzhladom k inercidlne;j
vztaznej ststave a

(J-d)+dx T -d, (4.39)

’

d
dt
predtavuje zmenu momentu hybnosti vzhladom k neinercidlnej vzfaznej sustave

pevne spojenej s rotujucim zotrvacnikom. Dostali sme tak Fulerove dynamické rov-
nice

’

ji—;‘#wxj-ﬁ:ME, (4.40)
po zlozkach rozpiseme ako

lel + (Jg — Jg)@gtdg = Ml (441)

ngg + (Jl — J3)w1w3 = Mg (442)
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Jgu}g + (JQ — Jl)CU1CU2 = Mg. (443)

Pre pohyb zotrvacnikov st vSak velmi vhodné uz odvodené Eulerove uhly. Uhol ¢
predstavuje precesny uhol, nutacny uhol ¥ zodpoveda rotacii okolo uzlovej priamky
a rotacny uholy zodpoveda rotacii okolo osi z'. Uvedené pohyby vidime na obrazku
8.[1][10]

|
i vlastna rotacia
-, !
7
precesia

. utécia

| uzlova priamka

0 - kib

precesna rotacia

Obr. 8: [10]

Pre dalsi popis jednotlivych zotrvacnikov musime eSte spomentt rozloZenie uhlo-
vej rychlosti do zloziek. Ozna¢me

LU:LUL-FLU”.

Vektor &, znaci kolmu zlozku uhlovej rychlosti do smeru momentu hybnosti La W)
zlozku rovnobeznii s momentom hybnosti L.

4.3 Volny zotrvaénik

VoIny (bezsilovy) zotrva¢nik je teleso, na ktoré nepdsobia ziadne vonkajsie sily, ¢ize
celkovy moment sil je nulovy.

1. Ak rozto¢ime volny zotrva¢nik okolo jeho hlavnej osi, bude okolo nej rotovat
rovnomerne. V tomto pripade je &J; = 0, z ¢oho plynie, Ze uhlova rychlost
bude konstantnad a rovnobezna s momentom hybnosti.

2. Ak je &, =konst, ale & nie je rovnobezna s L, vtedy zotrvacnik kona regularna
precesiu okolo osi L.
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3. Ak &) aj &, nie st konstantné, zotrvacnik kond pseudoregularni precesiu. [1][2]

4.4 Tazky zotrvacénik

Je uz zrejmé, ze tazky zotrvacnik definujeme ako zotrvacnik, na ktory posobi tiazova
sila alebo iné vonkajsie sily, pripadne silovy moment. Pohyb tazkého zotrvacniku nie
je vobec rovnomerny. Sklada sa z precesie i nutacie. Tento pohyb predstavuje pseudo-
reguldrnu precesiu, ktord je velmi narocna na rieSenie. V préci sa budeme zaoberaf
rieSenim regularnej precesie. T4 vSak spociva len v aproximacii tazkého zotrvac¢niku
tzv. rychlym zotrvacénikom, u ktorého predpokladame, Ze kineticka energia je ovela
vacsia ako potencidlna energia. Precesia takého zotrvacniku je omnoho pomalejsia
nez nutacia, a neskor sa napriklad posobenim trenia, nuta¢ny pohyb zastavi a zotr-
vacnik prejde do regularnej precesie.[1][2]

5 TIlustrac¢né priklady

5.1 Pseudoregularna precesia asymetrického zotrvac¢niku

Predpoklady:
e Uvazujeme volny zotrvacnik.
e Pre asymetricky zotrvacénik uvazujeme J; < Jo < Js.
e Pohyb sa sklada z precesie aj nutécie.

Platia rovnice (2.15) a (2.16), potom

L? = Jjw? + J3w; + Jjw3

2T = Jyw? + Jows + Jzws.

Odtial vyjadrime w; a w3 ako funkcie wy

w2 _ 2TJ3 — L2 — JQW%(J?, — Jg)
' (Js— 1)1y ’

w2 o L2 — 2TJ1 — JQW%(JQ — Jl)
° (J3 — J1)J3

a dosasime do druhej Eulerovej dynamickej rovnice (4.42).Jows + (J; — J3)wiwz = 0.
Vyjadrime ws, ako
Wy = c\/a2 = wg\/bZ — w3,

_72 2_ J3—J2)(J2—J.
kde 2 = 2Lfs—L> 2 _ L2-2TJ, . .2 _ (Js=J2)(Ja=1) |

(Ja—Ja) o> © = (Ja—d1)Ja T3
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Dé sa ukézaf, ze plati 27 J; — L? > 01 L? —2T.J; > 0, potom a? > 0 aj b> > 0. Dalej
predpokladdme, Ze plati nerovnost L? > 27'J,. Potom a < b a rieSenie m4 tvar

2T J3 — L?

_ bet 5.44
(Jg_JQ)JQSH ct, ( )

we = a sn bct =

kde sn je elipticka funkcia sinusamplituda a

2 (Jy— J)(2T s — 12)
ERC C <1 4
P (s ) (2= 2T = (5.45)

je index eliptickej funkcie. Viac o eliptickych funkciach v pramenoch [1] a [9].
Pre dalsie rychlosti plati

TSy —L*
w1 = | ———— cn bet,
Vs =04
kde cnzx je kosinusamplituda a
L? —-2TJ;
wg = 4| ————— dn bct,
PV (=)

kde dnx je deltaamplitida.
Gratfy eliptickych funkcii st na obrazkoch

aafs)

Obr. 9: Sinusamplituda pre index k? = %
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Obr. 10: Kosinusamplituda pre index k* = $

Obr. 11: Deltaamplituda pre index k* = 3
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Obr. 12: Sinusamplituda pre index k* = 3

Obr. 13: Kosinusamplituda pre index k* = %
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Obr. 14: Deltaamplituda pre index k* = 3

5.2 RieSenie tazkého zotrvacniku s pevnym bodom

K rieseniu pouzijeme Lagrangeovu metodu, ktorti sme odvodili vo 4. kapitole. Pred-
poklady:

e Uvazujeme tazky symetricky zotrvacnik.
e Pre symetricky zotrvacnik uvazujeme J; = Jo, Js.

e Oznacme vzdialenost taziska 7' od pevného bodu O ako @ = O? Potom tiaz
zotrvacniku vytvara silovy moment M = a@ X mg.

Zostavime Lagrangeovu funkciu zotrvaéniku L = T'— U z rovnice (2.16) a po-
tencidlnej energie U = mgz = mga cos ¥ ako funkciu zobecnenych sturadnic 99, ¢, 1.

1 . 1 .
L= §J1(gb2 sin® 9 + 09%) + §J3(<pcosq9 +1)? — mga cos v

Pomocou Lagrangeovych rovnic druhého druhu sa z Lagrangeovej funkcie zostavia
pohybové rovnice pre jednotlivé Eulerove uhly.

Jawz =0

sin¥(Jy @ sin g + 2190 cos § — L)) = 0

J19 = (J1¢* cos ) + mga — L) sind

Riesenie opit vedie na eliptické funkcie. Podrobnejsie ho mézeme najst v [1].
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6 Zaver

Cielom préace bolo popisat pohyb pevného telesa v priestore pomocou matematickych
prostriedkov a ich pouziti pri modelovani zotrvacnikov.

Pred samotnym rieSenim tohto problému bolo treba nastudovat vela literatiry
z teoretickej mechaniky aj z réznych odvetvi matematiky. V praci sa stretavame
s radou netrivialnych matematickych prostriedkov. V zavere prace st nacrtnuté aj
obecné rieSenia pre niektoré typy zotrvac¢nikov. Dalej je pre kazdy vysledok vykres-
leny graf zodpovedajucej eliptickej funkcie. Konkrétne riesenia sa hladaju tazko,
avSak pre jednoduchsie pripady sa daju eliptické funkcie spocitat pomocou softvéru.
V préci som pouzila pre vykreslenie grafov softvér Mathematica. Realne data vsak
chybaju.

Praca mi dala vela novych poznatkov z oblasti teoretickej mechaniky. Pocas
studia som sa nestretla s predmetmi ako Kinematika a Dynamika, ktoré sa vyucuju
na VUT FSI v Brne, preto bola praca pre mna nie¢im novym. Tému povazujem za
naro¢ni a velmi rozsiahlu. Moja préaca je len slaby vypis toho, v ¢om sa da téma
rotacného pohybu telesa dalej rozvijat.

V prvom rade ziskaf redlne data pre asymetrické zotrvacniky a konkrétne spoci-
tat, a popisat pohyb voIného alebo fazkého asymetrického zotrva¢niku. Z technickej
mechaniky méZeme aplikovat tto tedriu na vela technickych aplikécii, ako napr.
gyroskopy alebo gyrokompas. Dalsia z moznosti, ako by sa dalo v préaci pokraco-
vat, je rozvinutie kapitoly o Lieovych grupach. Existuje vela dalsich, zaujimavych
poznatkov z tejto oblasti. Naro¢nejSou moznostou pre rozvoj préace je aj vytvorenie
programu, ktory by pocital pohybové rovnice pre zotrvacniky.
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8 Zoznam pouzitych symbolov

R e ST B IR

=

k‘il
&=

celkové rychlost

rychlost taziska

rychlost obecného bodu

kineticka energia

rotacna kineticka energia

polohovy vektor obecného bodu
polohovy vektor taziska T vzhladom k bodu A
polohovy vektor obecného bodu vzhladom k tazisku T
uhlova rychlost

moment hybnosti

hybnost

moment hybnosti vzhladom k tazisku T
vyslednica vonkajsich sil

vysledny moment

moment zotrvacnosti

momenty zotrvacnosti k osdm z,y,2
Kroneckerova delta

tenzor zotrvacnosti

tenzor identity

hlavné momenty zotrvacnosti
jednotkovy vektor

rotacné (transformacnd) matica
transformacna matica zo siradnicovej stustavy F; do F;
Lieova grupa

Eulerove uhly

posunutie

realne posunutie

virtualne posunutie

zobecnené krivociare sturadnice
virtudlna praca

reakéné sily

vyslednica vonkajsich sil

zobecnena sila

derivacia posunutia

zlozka kolma do smeru L

zlozka rovnobezna s L

potencidlna energia

Elipticka funkcia sinusamplituda
Elipticka funkcia kosinusamplituda
Elipticka funkcia deltaamplituda
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